
Îïèñàíèå ïðîåêòîâ íàïðàâëåíèÿ
"Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ"

(ïîä ðóêîâîäñòâîì Ìàøòàêîâà À.Ï.)

Ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå òåìû èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðîåêòîâ:

1) ìîäåëèðîâàíèå ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû ãîëîâíîãî ìîçãà,

2) óïðàâëåíèå êà÷åíèåì òâåðäûõ òåë.

Ïðîåêòû íàöåëåíû íà ðàçâèòèå èäåîëîãèè ñêâîçíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óïðàâ-
ëÿåìûõ ïðîöåññîâ, ñì. Ðèñ. 1.

математическая модель 

компьютерная модель 

натурная модель 

Субримановы и субфинслеровы задачи на группах Ли:  
группах движений евклидова пространства и сферы, нильпотентных группах   

- симуляторы движения 
робототехнических систем: 
колесного робота на неоднородной 
плоскости; сферического робота; 
руки робота-манипулятора. 
- программы обработки 
изображений: плоских, 
сферических и трехмерных. 
- программный комплекс, 
моделирующий работу зрительной 
системы человека.  
- симуляторы физических сред: 
упругих стержней, двумерных 
пластин, электромагнитных полей 

Робототехнические системы: сферический робот, колесный  мобильный робот (без 
прицепа, с одним и двумя прицепами) 
Биологические системы: зрительная система человека  
Физические среды: одномерные упругие среды (стержни) на плоскости, сфере и в 
пространстве; плоские двумерные среды (пластины); электромагнитные поля. 

Ðèñ. 1: Ñêâîçíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðåäïîëàãàåò ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèé íà
íåñêîëüêèõ âçàèìîñâÿçàííûõ óðîâíÿõ: ìàòåìàòè÷åñêîå, êîìïüþòåðíîå è íà-
òóðíîå ìîäåëèðîâàíèå.
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7 Ìîäåëèðîâàíèå ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû

ãîëîâíîãî ìîçãà

Ïëàíèðóåòñÿ ðàçðàáîòàòü è èññëåäîâàòü óòî÷íåííóþ ìîäåëü Ïåòèòî�×èòòè�
Ñàðòè [1,2] ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû V1 ãîëîâíîãî ìîçãà ÷åëîâåêà. Óòî÷-
íåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì âêëþ÷åíèÿ êðèâèçíû êîíòóðîâ èçîáðàæåíèé,
ïðîåöèðóåìûõ íà ñåò÷àòêó ãëàçà. Èäåÿ âêëþ÷åíèÿ êðèâèçíû èçíà÷àëüíî
áûëà ïðåäëîæåíà Ïåòèòî [3], ãäå îí ðàññìîòðåë 4-ìåðíîå ðàñøèðåíèå ìîäå-
ëè ñ ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà íà ãðóïïó Ýíãåëÿ. Òàêîå óòî÷íåíèå ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíûì. Ïîçæå ×èòòè è Ñàðòè ïîêàçàëè, ÷òî áîëåå àêêóðàòíàÿ (ãëîáàëü-
íàÿ) ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ ñâÿçè ìåæäó äàëåêèìè íåéðîíàìè V1, çàäàåòñÿ
ãðóïïîé äâèæåíèé ïëîñêîñòè SE(2) à íå ãðóïïîé Ãåéçåíáåðãà. Â ýòîì èñ-
ñëåäîâàíèè ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü 4-ìåðíîå ðàñøèðåíèå ãðóïïû SE(2).

Ðèñ. 2: Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Ïåòèòî�×èòòè�Ñàðòè ïåðâè÷íàÿ çðèòåëüíàÿ
êîðà îñóùåñòâëÿåò ïîäúåì èçîáðàæåíèÿ ñ ïëîñêîñòè ñåò÷àòêè â ðàñøèðåí-
íîå ïðîñòðàíñòâî ïîçèöèé è íàïðàâëåíèé. Ïðè ýòîì ñêðûòûå îò íàáëþ-
äåíèÿ êîíòóðû âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñóáðèìíîâûõ êðàò÷àéøèõ.
Òàêèå êðèâûå ìîäåëèðóþò ãîðèçîíòàëüíûå ñâÿçè ìåæäó âîçáóæäåííûìè
íåéðîíàìè V1, íà ñîçäàíèå êîòîðûõ çàòðà÷èâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ.

Â ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ïåðâè÷íàÿ çðèòåëüíàÿ êîðà îñóùåñòâëÿåò ïîäú-
åì èçîáðàæåíèÿ ñ ïëîñêîñòè ñåò÷àòêè â ïðîñòðàíñòâî ïîçèöèé, íàïðàâëåíèé
è êðèâèçí. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñêðûòûõ êîíòó-
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ðîâ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:
ẋ = u1 cos θ,

ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u1k,

k̇ = u2,

x(0) = 0, x(T ) = x1,

y(0) = 0, y(T ) = y1,

θ(0) = 0, θ(T ) = θ1,

k(0) = k0, k(T ) = k1,

(x, y, θ, k) ∈ SE(2)× R,
(u1, u2) ∈ R2,

T∫
0

C(x(t), y(t), θ(t), k(t))
√
β2u21(t) + u22(t) dt→ min, β > 0.

Çäåñü (x, y) ∈ R2 çàäàåò òî÷êó â ïëîñêîñòè ñåò÷àòêè ãëàçà, óãîë θ ∈ S1 �
íàïðàâëåíèå è k ∈ R � êðèâèçíó âîññòàíàâëèâàåìîãî êîíòóðà. Ôóíêöèÿ C :
SE(2)×R→ R+ ìîäåëèðóåò �âíåøíþþ ñòîèìîñòü�, àäàïòèðóþùóþ ìåòðèêó
ê çðèòåëüíîìó ñòèìóëó, ãåíåðèðóåìîìó îáîçðåâàåìûì èçîáðàæåíèåì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðîåêòà íàïðàâëåíà íà èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè � óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Ïëàíèðóåòñÿ èññëåäîâàíèå óïðàâ-
ëÿåìîñòè, ïðèìåíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè � ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ), èññëåäîâàíèå èíòåãðèðóåìîñòè ãàìèëüòî-
íîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ è îïèñàíèå ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ñëó÷àÿ C = 1. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ îæè-
äàåòñÿ ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå òåîðåìû: óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè, óðàâíåíèÿ
ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé.

Âû÷èñëèòåëüíî�ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÷àñòü íàïðàâëåíà íà ðàçðà-
áîòêó êîìïüþòåðíîé ìîäåëè â ïîäõîäÿùåé ïðîãðàììíîé ñðåäå, íàïðèìåð â
ñèñòåìå SageMath èëè íà ÿçûêå Python. Â õîäå âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà ïëàíè-
ðóåòñÿ ðàçðàáîòêà óñòîé÷èâîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì ñ ÷åòûðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé. Äàëåå ýòîò ìå-
òîä áóäåò èñïîëüçîâàí äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ â ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Òàêæå ïëàíèðóåòñÿ ðàçðàáîòêà ìîäóëÿ
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè �âíåøíåé ñòîèìîñòè� C ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ.

Áîëåå ïîäðîáíî ñ çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ ïîâðåæäåííûõ êîíòóðîâ (â
êëàññè÷åñêîé ìîäåëè) ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â [4]. Ñ êîíñòðóêöèåé ôóíê-
öèè �âíåøíåé ñòîèìîñòè� è ïðèìåíåíèåì ê çàäà÷å ïîèñêà âûäåëÿþùèõñÿ
êðèâûõ íà èçîáðàæåíèÿõ â [5]. Äîïîëíèòåëüíûì âîçìîæíûì íàïðàâëåíè-
åì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ïðåäëîæåííîé ìîäåëè â êîíòåêñòå
îáúÿñíåíèÿ èçâåñòíûõ çðèòåëüíûõ èëëþçèé [6].
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8 Óïðàâëåíèå êà÷åíèåì òâåðäûõ òåë

Êà÷åíèå òâåðäûõ òåë ïî ïîâåðõíîñòè äðóã äðóãà áåç ïðîêðó÷èâàíèé è ïðî-
ñêàëüçûâàíèé â îáùåì ñëó÷àå ìîäåëèðóåòñÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q),

ãäå (u1, u2) � óïðàâëåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñêîðîñòè öåí-
òðà ïåðâîãî òåëà ïðè êà÷åíèè ïî ïîâåðõíîñòè âòîðîãî òåëà, ñïðîåöèðîâàí-
íîãî íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó êîíòàêòà äâóõ
òåë. Çäåñü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî èìååò âèä Q = M × M̄ × SO(2),
ãäå M è M̄ îïðåäåëÿþò ïîâåðõíîñòè òåë êà÷åíèÿ, à X1, X2 � áàçèñíûå
ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà Q.

Ìîäåëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì êà÷åíèè øàðà ïî ïëîñêî-
ñòè áåç ïðîêðó÷èâàíèé è ïðîñêàëüçûâàíèé. Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ïî çàäàííûì äâóì òî÷êàì íà ïëîñêîñòè (A(x0, y0) è B(x1, y1)) è
äâóì îðèåíòàöèÿì øàðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (e0 è e1) òðåáóåòñÿ íàé-
òè êðàò÷àéøóþ êðèâóþ γ(t) = (x(t), y(t)), ñîåäèíÿþùóþ A è B, ïðè êà÷åíèè
ïî êîòîðîé îðèåíòàöèÿ øàðà ïåðåõîäèò èç e0 â e1. Ñì. Ðèñ. 3. Óïðàâëåíèåì
ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü öåíòðà øàðà. Äîïóñòèìîå êà÷åíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: øàð íàêðûâàåòñÿ ñâåðõó ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé
ïëîñêîñòè êà÷åíèÿ, êîòîðàÿ äâèãàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî â íàïðàâëåíèÿõ, ïà-
ðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè êà÷åíèÿ. Ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ýòîì äâèæåíèå ÿâëÿåò-
ñÿ êà÷åíèåì áåç ïðîêðó÷èâàíèé è ïðîñêàëüçûâàíèé.

Ðèñ. 3: Çàäà÷à î êà÷åíèè øàðà ïî ïëîñêîñòè

Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñôåðè-
÷åñêèõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ è ðîáîòîâ-ìàíèïóëÿòîðîâ, ñì. Ðèñ. 4. Êîíôèãó-
ðàöèÿ ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà èìååò âèä g = (x, y, e) ∈ Q, ãäå (x, y) ∈ R2 �
òî÷êà êîíòàêòà ðîáîòà ñ ïîâåðõíîñòüþ êà÷åíèÿ, à e ∈ SO(3) � îðèåíòàöèÿ
ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà â ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðîåêòà íàïðàâëåíà íà èññëåäîâàíèå ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè � çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì êà÷åíèè øàðà ïî ïëîñêîñòè.
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Ðèñ. 4: Íàòóðíûå ìîäåëè ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà è ðóêè ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà

Ïëàíèðóåòñÿ âûâîä óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (èñõîäÿ èç ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè),
èññëåäîâàíèå óïðàâëÿåìîñòè, ïðèìåíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëü-
íîñòè � ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ), èññëåäîâàíèå èíòåãðè-
ðóåìîñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ è îïèñàíèå ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòî-
ðèé. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ îæèäàåòñÿ ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå òåîðåìû:
óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè, óðàâíåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé.

Âû÷èñëèòåëüíî�ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÷àñòü íàïðàâëåíà íà ðàçðà-
áîòêó êîìïüþòåðíîé ìîäåëè â ïîäõîäÿùåé ïðîãðàììíîé ñðåäå, íàïðèìåð â
ñèñòåìå SageMath èëè íà ÿçûêå Python. Â õîäå âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà ïëàíè-
ðóåòñÿ ðàçðàáîòêà óñòîé÷èâîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì ñ ïÿòèìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé. Äàëåå ýòîò ìåòîä
áóäåò èñïîëüçîâàí äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ â çàäà÷å î êà÷åíèè øàðà
ïî ïëîñêîñòè. Òàêæå ïëàíèðóåòñÿ ðàçðàáîòêà ìîäóëÿ àíèìàöèè êà÷åíèÿ.

Íàòóðíî�ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÷àñòü íàïðàâëåíà íà çíàêîìñòâî ñ íà-
òóðíîé ìîäåëüþ ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà. Â õîäå âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà ïëàíè-
ðóåòñÿ îñâîåíèå ôèçè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ, íà êîòîðûõ îñíîâàíî äâèæåíèå
ðîáîòà; ïðîãðàììèðîâàíèå áëîêà óïðàâëåíèÿ ðîáîòà à òàêæå ïðîâåäåíèå
ýêñïåðèìåíòîâ ïî äâèæåíèþ ðîáîòà è ñðàâíåíèþ ðåàëüíûõ òðàåêòîðèé ñ
òðàåêòîðèÿìè, ïðåäñêàçàííûìè òåîðèåé.

Äîïîëíèòåëüíûì âîçìîæíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâÿ-
çè ìåæäó îïòèìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè ñôåðû íà ïëîñêîñòè è ýëàñòèêàìè
Ýéëåðà � ñòàöèîíàðíûìè êîíôèãóðàöèÿìè óïðóãîãî ñòåðæíÿ, ñì. [7].
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