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Восприятие визуальной информации человеком 
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Строение и функции человеческого глаза 
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Строение зрительной коры V1 млекопитающих 

Адаптировано из Алмазова Т.А. Обработка 
визуальной информации: от сетчатки до V1, 
Психиатрия & Нейронауки, 2018. 



 Математическая модель первичной зрительной коры 

5 Replicated from R. Duits, U. Boscain, F. Rossi, Y. Sachkov, Association Fields via Cuspless Sub-Riemannian Geodesics in SE(2), JMIV, 2013. 



Вариационный принцип восстановления поврежденных контуров 
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Поля ассоциаций: условия восстановления «скрытого» контура 



Поля ассоциаций: условия восстановления «скрытого» контура 

8 



Геометрические зрительные иллюзии 

Иллюзия Геринга Иллюзия Поггендорфа 



Геометрические зрительные иллюзии 

Иллюзия Геринга Иллюзия Поггендорфа 



Моделирование иллюзорного контура 

Идея: Иллюзорный контур создается зрительной системой, как 
геодезическая в СР метрике, индуцированной зрительным сигналом. 



 Адаптированная модель зрения 
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изображение расширенное пространство  внешняя стоимость 

Первичная зрительная кора V1 поднимает 
изображение с двумерной поверхности 
сетчатки в расширенное пространство M и 
задает на M субриманову метрику, 
адаптированную к изображению.  Скрытый 
контур восстанавливается СР геодезической с 
заданными граничными условиями. 
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Методы обработки изображений, 
основанные на принципах зрения 
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Антропоморфное восстановление изображений 

Исследование применимости модели СР геодезических на SE(2) 
для восстановления изофот искусственных изображений  



Анализ изображений с помощью Orientation Scores на группах Ли  
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R. Duits:  generic mathematical model for contextual 
 image analysis via scores on Lie groups with many applications. 
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Восстановление поврежденных контуров 

на основе модели зрения человека 

SO(3) SE(2) SE(3) 

Пересекающиеся линии 

разъединяются 

СР геодезические на группах Ли в 

анализе медицинских изображений 

Субримановы геодезические в обработке изображений 



Трассировка сосудов с помощью СР геодезических 

Постановка задачи 

Функция внешней цены из изображения 

Искривление сосудов  

при ретинопатии 

Трассировка 

сосудов 

Геодезические на SE(2) для плоских изображений 
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Волновой фронт и СР сфера 

СР геодезические при C=1 

Геодезические на SO(3) для сферических изображений 
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где 

Дано 

 Найти гладкую кривую 

СР геодезические при C=1 
Задача трассировки нервных волокон на МРТ 

снимках головного мозга человека 

Геодезические на SE(3) для трехмерных изображений 
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Краткий обзор понятий субримановой геометрии 
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Левоинвариантные СР структуры на группах Ли 
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Задача оптимального управления: подход на основе ОДУ 



 Оптимальность экстремальных траекторий 
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Волновой фронт 
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Волновой фронт 
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Волновой фронт 



Общий случай: 
астроидальная 

форма 
каустики 

Специальный 
случай 

вращательной 
симметрии 
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Самопересечение волнового фронта 

A.Agrachev, Exponential mappings for contact sub-Riemannian structures. JDCS, 1996. 
H. Chakir, J.P. Gauthier and I. Kupka, Small Subriemannian Balls on R3. JDCS, 1996. 
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Субриманова сфера 

  



Подход на основе уравнений в частных производных 

Численная схема на основе уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана (ГЯБ):  

• Вывод уравнения ГЯБ, описывающего распространение волнового фронта; 

•  Построение функции расстояния (на основе вязкого решения уравнения ГЯБ); 

• Вычисление оптимальных траекторий методом наискорейшего спуска по 
функции расстояния вдоль разрешенных направлений. 

Преимущество: позволяет учитывать функцию внешней стоимости.   29 



Пример: адаптированная СР структура на SE(2) 
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Адаптированные к внешним данным СР кратчайшие  



Риманова аппроксимация и Fast Marching 
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Поиск выделяющихся кривых на 
изображениях 
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Диабетическая ретинопатия - одна из основных причин слепоты. 
Масштаб эпидемии: 10% жителей Китая страдают ДР. 

Ранняя диагностика -> возможно лечение. 
Признаки заболевания --- искривленные сосуды. 

Сетчатка - отличный обзор микрососудов головного мозга. 

Анализ изображений сетчатки глаза 

Диабетическая ретинопатия 
(искривленные сосуды) 

Здоровая сетчатка 



Геодезические методы в компьютерном зрении 
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Поиск выделяющихся кривых с помощью 
минимальных путей (или геодезических) 

Геодезическая, адаптированная к данными 
- кривая, минимизирующая длину в 

метрике, порожденной изображением. 
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Метод Fast Marching для вычисления 
геодезических: 

1) Вычисление функции  расстояния от 
исходной точки,  

2) Наискорейший спуску на функции расстояния. 



 Поиск сосудов на плоском фото сетчатки 
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Сравнение с классическими методами 



Субримановы сферы 

Устранение точек возврата при поиске кровеносных сосудов на фото сетчатки глаза человека 

Множество разреза 

Устранение точек возврата: геодезические на PTR(2) 



 Поиск сосудов на сферическом фото сетчатки 
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Риманова геодезическая 

СР геодезическая 



Сферический аналог плоской модели 
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Механическая интерпретация СР задачи на SO(3) 
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Сферические изображения сетчатки глаза 



Обнаружение сосудов на сферическом фото сетчатки 



Измерение кривизны сосудов в разных моделях 
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СР геодезические на SE(3) 
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Адаптированные субримановы геодезические на SE(2) 
для моделирования геометрических оптических иллюзий  

  

 
 



Иллюзия Геринга 

Иллюзия 
Поггендорфа 

Идея: Иллюзорный 
контур создается 

зрительной 
системой, как 

геодезическая в СР 
метрике, 

индуцированной 
зрительным 

сигналом. 

Иллюзия Орбисона  

Моделирование и объяснение зрительных иллюзий 



Построение функции внешней стоимости 
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Моделирование иллюзорного контура 
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Моделирование иллюзорного контура 
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Моделирование иллюзорного контура 
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Моделирование иллюзорного контура 



Модифицированная иллюзия Поггендорфа 
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Модифицированная иллюзия Поггендорфа 
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Модифицированная иллюзия Поггендорфа 
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Модифицированная иллюзия Поггендорфа 



Заключение 
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• Субриманова геометрия возникает при моделировании зрительной системы. 
 

• На ее основе разработан класс методов обработки изображений. 
 

• Метод антропоморфного восстановления изображений. 
 

• Метод поиска выделяющихся кривых на 2D и 3D изображениях. 
 

• Геодезические на SE(2) использованы для поиска кровеносных сосудов на 
плоских изображениях сетчатки глаза человека. 
 

• На SO(3) --- на сферических изображениях сетчатки. 
 

• В SE(3) --- для поиска путей нервных волокон на 3D МРТ-изображениях 
человеческого мозга. 
 

• Предложена модель V1 для объяснения оптических иллюзий. 
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Спасибо за внимание! 


