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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè [1, � 9.2] õîðîøî èçâåñòíà ïëîñêîñòü Ãðóøèíà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ
ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïî÷òè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ: òàêîå ìíîãîîáðàçèå ðèìàíîâî â äîïîëíå-
íèè ê îñîáîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ êîðàçìåðíîñòè îäèí. Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ýòîãî ïðèìåðà
åñòü α -ïëîñêîñòü Ãðóøèíà, êîãäà âûðîæäåíèå íà îñîáîì ìíîæåñòâå èìååò ïîðÿäîê α ≥ 1 .
Ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè â ýòîì ñëó÷àå áûëè ïàðàìåòðèçîâàíû â ðàáîòå [2], è íà ýòîé îñ-
íîâå èõ îïòèìàëüíîñòü èññëåäîâàíà â ðàáîòå [3]. Â äàííîé çàìåòêå ìû ïðîâîäèì íåçàâèñèìîå
èññëåäîâàíèå îïòèìàëüíîñòè ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé íà îñíîâå êà÷åñòâåííîãî ïîäõîäà, íå
èñïîëüçóþùåãî ïàðàìåòðèçàöèþ ýòèõ òðàåêòîðèé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé ïëîñêîñòè
Ãðóøèíà ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [1, � 9.2]:

q̇ = u1X1 + u2X2, q = (x, y) ∈ M = R2, u = (u1, u2) ∈ R2, (1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, l =

∫ t1

0
(u21 + u22)

1/2dt → min, (2)

ãäå X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂y
.

Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ýòîé çàäà÷è (α -ïëîñêîñòü Ãðóøèíà) [2, 3] ñòàâèòñÿ òàê æå, íî äëÿ
âåêòîðíûõ ïîëåé

X1 =
∂

∂x
, X2 = |x|α ∂

∂y
, α ∈ R, α ≥ 1. (3)

Çàäà÷à (1) � (3) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ðèìàíîâîé çàäà÷åé íà α -ïëîñêîñòè Ãðóøèíà.
Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ öåíû â ýòîé çàäà÷å � ïî÷òè ðèìàíîâî ðàññòîÿíèå � êàê d(q0, q1) =

inf{l(q(·)) | q(·) òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1), (2)}. Îñîáûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî-
÷åê q ∈ M , â êîòîðûõ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé {q̇ = u1X1 + u2X2} íåïîëíîìåðíî:
Z = {q = (x, y) ∈ M | x = 0}. Åñëè q0 ∈ M \Z , òî çàäà÷à ëîêàëüíî ïðåâðàùàåòñÿ â ðèìàíîâó.
Ïîýòîìó îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé q0 ∈ Z , êîòîðûé òîëüêî è ðàññìàòðèâàåòñÿ â
äàííîé ðàáîòå.
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2. Ñèììåòðèè. Çàäà÷à èìååò î÷åâèäíûå ñèììåòðèè � îòðàæåíèÿ

(x, y) 7→ (−x, y), (x, y) 7→ (x,−y), (x, y) 7→ (−x,−y). (4)

Âåêòîðíûå ïîëÿ X1 , X2 íå çàâèñÿò îò y , ïîýòîìó ñèììåòðèÿìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ïàðàëëåëü-
íûå ïåðåíîñû

(x, y) 7→ (x, y + a), a ∈ R. (5)

Äðóãàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé äàåòñÿ ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ

V = x
∂

∂x
+ (1 + α)y

∂

∂y
, (x, y) 7→ etV (x, y) = (etx, e(1+α)ty), t ∈ R, (6)

òàê êàê [V,X1] = −X1 , [V,X2] = −X2 . Ïîýòîìó îïòèìàëüíûé ñèíòåç è, â ÷àñòíîñòè, ðàññòî-
ÿíèå d èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñèììåòðèé (4), (5) è îäíîðîäíû ïîðÿäêà 1 îòíîñèòåëüíî
ñèììåòðèè (6): d(etV (q0), e

tV (q1)) = etd(q0, q1) , qi ∈ M , t ∈ R. Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ (5),
áóäåì äàëåå ïîëàãàòü q0 = (0, 0) .

3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé. Ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà â êàæäîé èç ðèìàíîâûõ
ïîëóïëîñêîñòåé {q ∈ M | signx = ±1} òàê êàê â íèõ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé ïîë-
íîìåðíî. Ïåðåìåñòèòüñÿ ìåæäó ýòèìè ïîëóïëîñêîñòÿìè ìîæíî âäîëü ïîëåé ±X1 . Ïîýòîìó
ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà. Îòìåòèì, ÷òî â òî÷êàõ q ∈ Z óñëîâèå òåîðåìû Ðàøåâñêîãî-
×æîó [4, � 5.3], [5, � 2.2.4] âûïîëíåíî òîëüêî ïðè α ∈ 2N . Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ôèëèïïîâà [4,
�10.3], [5, �3.1.2] âûïîëíåíû, ïîýòîìó îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ñóùåñòâóþò.

4. Ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè. Êàê îáû÷íî â ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ïåðåéäåì îò ìè-

íèìèçàöèè äëèíû (2) ê ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè J = 1
2

∫ t1
0 (u21 + u22)dt . Ïðèìåíèì ê ïîëó÷åííîé

çàäà÷å ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [4, �3], [5, �5.2], [6, �12.4], [7, �3.2.2]. Àíîðìàëüíûå òðà-
åêòîðèè ïîñòîÿííû è íåñòðîãî àíîðìàëüíû. Äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ

òðàåêòîðèé ïîëîæèì X3 =
∂

∂y
è îáîçíà÷èì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ

T ∗M ãàìèëüòîíèàíû: hi(λ) = ⟨λ,Xi⟩ , i = 1, 3 , λ ∈ T ∗M . Òîãäà ìàêñèìèçèðîâàííûé ãàìèëü-
òîíèàí ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà åñòü H = h21 + |x|2αh23 ≡ 1 , è ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà
äëÿ íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé åñòü

ḣ1 = −α signx |x|2α−1 h23, ḣ3 = 0, ẋ = h1, ẏ = |x|2αh3. (7)

Ãàìèëüòîíèàí H åñòü ïåðâûé èíòåãðàë, ïîýòîìó ïðè êàæäîì h3 ̸= 0 íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà
óðàâíåíèé (7)äëÿ ïåðåìåííûõ h1 è x èìååò ôàçîâûé ïîðòðåò òèïà öåíòð.

Åñëè h3 = 0 , òî h1 ≡ constant ̸= 0 , x = h1t , y = 0 . Ïóñòü h3 ̸= 0 . Ïðè èíòåãðèðîâàíèè

ñèñòåìû (7) ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
dx√

H − h23|x|2α
= ±dt , â

êîòîðîì ëåâàÿ ÷àñòü èíòåãðèðóåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ 2F1 .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [2] ñèñòåìà (7) ïðîèíòåãðèðîâàíà â òåðìèíàõ íåêîòîðûõ îáîáùå-
íèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îäíàêî ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé è èññëåäóåì îïòèìàëüíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé îïèðàÿñü
òîëüêî íà êà÷åñòâåííûå ìåòîäû.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñèììåòðèåé (h3, y) 7→ (−h3,−y) ñèñòåìû (7), áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü h3 >

0 . Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ X = xh
1/α
3 , Y = y h

1+1/α
3 , H1 = h1 , s = t h

1/α
3 ãàìèëüòîíîâà

ñèñòåìà (7) ïðèíèìàåò ôîðìó

H ′
1 = −α signX |X|2α−1, X ′ = H1, Y ′ = |X|2α, (8)

ñ ïåðâûì èíòåãðàëîì H = H2
1 + |X|2α ≡ 1 . Òàê êàê H = 1 , èìååì H1(0) = H0

1 = ±1 . Âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü ñèììåòðèåé (H1, X) 7→ (−H1,−X) , ïîëó÷àåì H0

1 = 1 . Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû (8) èìåþò â ïëîñêîñòè (H1, X) ôàçîâûé ïîðòðåò òèïà öåíòð, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
α ≥ 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî s∗ = s∗(α) > 0 òàêîå, ÷òî

X(s) > 0 ïðè s ∈ (0, s∗), X(s∗) = 0. (9)
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Ïîýòîìó ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè x(t) åñòü t∗ = s∗h
−1/α
3 .

5. Îïòèìàëüíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé.
Òåîðåìà 1.

(1) Åñëè h3 = 0 , òî ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ q(t) îïòèìàëüíà íà ëþáîì îòðåçêå [0, t1] ,
t1 > 0 .

(2) Åñëè h3 ̸= 0 , òî ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ q(t) îïòèìàëüíà íà ëþáîì îòðåçêå [0, t1] ,

t1 ∈ (0, t∗] , è íåîïòèìàëüíà ïðè t1 > t∗ , ãäå t∗ = s∗|h3|−1/α .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé (2). Ïóñòü h3 ̸= 0 . Ðàññìîòðèì ýêñïîíåí-
öèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Exp : (λ, t) 7→ q(t), Exp : Ñ → M, Ñ = (T ∗
q0M ∩ {H = 1})× R+,

λ = (h3, h
0
1), h3 ∈ R \ {0}, h01 = ±1.

Ïðè ëþáîì h3 ̸= 0 ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè Exp(h3, 1, t) è Exp(h3,−1, t) ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî îñè y è ïåðåñåêàþòñÿ íà ýòîé îñè ïðè t = t∗ . Ïîýòîìó òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
Exp(h3, 1, t∗) åñòü òî÷êà Ìàêñâåëëà [5, �3.3.5], è ýòè òðàåêòîðèè íåîïòèìàëüíû ïðè t > t∗ .
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ Exp(h3, 1, t) îïòèìàëüíà ïðè t ∈ [0, t1] , t1 ∈ (0, t∗) .

Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèè çàäà÷è, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî h01 = 1 è h3 > 0 , è áóäåì îáîçíà÷àòü
Exp(h3, t) := Exp(h3, 1, t) . Ïóñòü N = {(h3, t) ∈ R2 | h3 > 0, t ∈ (0, t∗)} , D = {(x, y) ∈
M | x, y > 0} . Äîêàæåì, ÷òî Exp : N → D åñòü äèôôåîìîðôèçì, äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
ñëåäóþùåé òåîðåìîé Àäàìàðà î ãëîáàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå:

Òåîðåìà 2. [8], [9, �6.2] Ïóñòü F : X → Y åñòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ãëàäêèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, òàêîå, ÷òî X,Y ñâÿçíû, Y îäíîñâÿçíî, F íåâû-
ðîæäåíî è ñîáñòâåííîå. Òîãäà F åñòü äèôôåîìîðôèçì.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî Exp(N) ⊂ D . Òàê êàê h3 > 0 è t ∈ (0, t∗) , òî x(t) > 0 â ñèëó
íåðàâåíñòâà (9). Èç ÎÄÓ (8) ñëåäóåò, ÷òî y(t) > 0 . Ïîýòîìó Exp(N) ⊂ D .

Î÷åâèäíî, ÷òî N è D ñâÿçíû, à D îäíîñâÿçíî. Ïîêàæåì, ÷òî Exp|N íåâûðîæäåíî,

òî åñòü ÿêîáèàí ∂ (x,y)
∂ (t,h3)

îòëè÷åí îò íóëÿ â îáëàñòè N . Èìååì ∂ x
∂ t = H1 ,

∂ y
∂ t = h−1

3 X2α ,

∂ x
∂ h3 = − 1

αh
−1−1/α
3 X + ∂ s

∂ h3H1h
−1/α
3 , ∂ y

∂ h3 = −(1 + 1
α)h

−2−1/α
3 Y + ∂ s

∂ h3X
2αh

−1−1/α
3 , îòêóäà J =

h
−2−1/α
3 α−1J1 , J1 = X2α+1 − (α + 1)Y H1 . Äèôôåðåíöèðóÿ â ñèëó ÎÄÓ (8), ïîëó÷àåì J ′

1 =
αX2α−1J2 , J2 = H1X + (α + 1)Y . Äèôôåðåíöèðóÿ åùå ðàç, ïîëó÷àåì J ′

2 = H2
1 + X2α > 0 ,

ïîýòîìó J |N > 0 , ò.å. Exp|N íåâûðîæäåíî.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Exp : N → D ñîáñòâåííîå. Ýòî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþ-

ùåìó óñëîâèþ: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(hn3 , tn) | n ∈ N} ⊂ N íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì
êîìïàêòå â N , òî åå îáðàç qn = Exp(hn3 , t

n) íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì êîìïàêòå â D . Ïóñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(hn3 , tn) | n ∈ N} ⊂ N íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì êîìïàêòå â N , îáî-

çíà÷èì sn = (hn3 )
1/αtn ∈ (0, s∗) . Òîãäà îíà ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé

âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. hn3 → h̄3 ∈ (0,+∞) , sn → 0 ,

2. hn3 → 0 , sn → 0 ,

3. hn3 → 0 , sn → s̄ ∈ (0, s∗) ,

4. hn3 → 0 , sn → s∗ ,

5. hn3 → h̄3 ∈ (0,+∞) , sn → s∗ ,

6. hn3 → +∞ , sn → s∗ ,

7. hn3 → +∞ , sn → s̄ ∈ (0, s∗) ,
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8. hn3 → +∞ , sn → 0 .

Ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qn = (xn, yn) ñîäåðæèò ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà êîòîðîé âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé xn → 0 , xn → +∞ , yn → 0 ,
yn → +∞ , ò. å. qn íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì êîìïàêòå â D .

1. Èìååì X(sn) → X(0) = 0 , ïîýòîìó xn = X(sn)

(hn
3 )

1/α → 0 .

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn = sn

(hn
3 )

1/α > 0 ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîãî èç ñëåäó-

þùèõ âèäîâ: tn → 0 , tn → t̄ ∈ (0,+∞) , tn → +∞ .

(a) Åñëè tn → 0 , òî xn = x(hn3 , t
n) → x(0, 0) = 0 .

(b) Åñëè tn → t̄ ∈ (0,+∞) , òî yn = y(hn3 , t
n) → y(0, t̄) = 0 .

(c) Ïóñòü tn → +∞ . Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî {sn} óáûâàåò. Ñóùåñòâóåò K ∈ N òàêîå, ÷òî sK < s∗

2 , ïîýòîìó

H1(s) > 0 äëÿ âñåõ s ∈ [0, sK ] . Çíà÷èò, H1|[0,sK ] ≥ ε := min[0,sK ]H1 > 0 . Ñëå-
äîâàòåëüíî,

X(sn) =

∫ sn

0
H1(s)ds ≥ εsn = εtn(hn3 )

1/α, xn =
X(sn)

(hn3 )
1/α

≥ εtn → +∞.

3. Èìååì X(sn) → X(s̄) ∈ (0,+∞) , è xn = X(sn)

(hn
3 )

1/α → +∞ .

4. Èìååì Y (sn) → Y (s∗) =
∫ s∗
0 |X(s)|2αds ∈ (0,+∞) , è yn = Y (sn)

(hn
3 )

1+1/α → +∞ .

5. Èìååì X(sn) → X(s∗) = 0 , îòêóäà xn = X(sn)

(hn
3 )

1/α → +0 .

6. Èìååì X(sn) → X(s∗) = 0 , îòêóäà xn = X(sn)

(hn
3 )

1/α → +0 .

7. Èìååì X(sn) → X(s̄) ∈ (0,+∞) , îòêóäà xn = X(sn)

(hn
3 )

1/α → +0 .

8. Èìååì X(sn) → X(0) = 0 , îòêóäà xn = X(sn)

(hn
3 )

1/α → +0 .

Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå Exp : N → D ñîáñòâåííîå. Ïî òåîðåìå Àäàìàðà ýòî îòîáðàæåíèå
åñòü äèôôåîìîðôèçì. Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ
Exp(h3, t) , h3 ̸= 0 , t ∈ [0, t1] îïòèìàëüíà äëÿ ëþáîãî t1 ∈ (0, t∗) .

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé t = t∗ . Â ýòîì ñëó÷àå â òî÷êó Exp(h3, t∗) ïðèõîäÿò äâå òðà-
åêòîðèè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îñè y , ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëà âðåìåíè.
Ïîýòîìó îáå îíè îïòèìàëüíû.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé (1). Åñëè h3 = 0 , òî ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ åñòü ïðÿìàÿ
q(t) = (h01t, 0) . Èç äîêàçàííîãî âûøå âêëþ÷åíèÿ Exp(N) ⊂ D ñëåäóåò, ÷òî ïðè h3 ̸= 0 è t > 0
ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè íå ïåðåñåêàþò êîîðäèíàòíóþ îñü {y = 0} . Ïîýòîìó â êàæäóþ
òî÷êó ýòîé îñè ïðèõîäèò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåïàðàìåòðèçàöèè) ýêñòðåìàëüíàÿ
òðàåêòîðèÿ � ïðÿìàÿ q(t) = (h01t, 0) . Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè q(t)
îïòèìàëüíà íà ëþáîì îòðåçêå [0, t1] , t1 > 0 . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå.

(1) Äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè Exp(λ, t) , λ = (h3, h
0
1) ∈ T ∗

q0M ∩ {H = 1} , âðåìÿ ðàçðåçà (âðåìÿ

ïîòåðè îïòèìàëüíîñòè) åñòü tcut = t∗ = |h3|−1/αs∗ ∈ (0,+∞] .
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(2) Ìíîæåñòâî ðàçðåçà Cut = {Exp(λ, tcut(λ)) | λ ∈ T ∗
q0M ∩ {H = 1}} åñòü Cut = {(x, y) ∈

M | x = 0, y ̸= 0} .

Çàìå÷àíèå. Îïòèìàëüíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé íà α -ïëîñêîñòè Ãðóøèíà âïåð-
âûå èññëåäîâàíà â ðàáîòå [3] íà îñíîâå àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíîé
ïàðàìåòðèçàöèè ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [2]. Íîâèçíà íàøåãî äîêà-
çàòåëüñòâà � â òîì, ÷òî îíî ÷èñòî êà÷åñòâåííîå, èñïîëüçóþùåå ëèøü ñâîéñòâà ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû (7), íî íå åå ÿâíîå èíòåãðèðîâàíèå.

Äëÿ 2-ïëîñêîñòè Ãðóøèíà íà Ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ïî÷òè ðèìàíîâà ñôåðà ðàäèóñà 2 {q ∈ M |
d(q0, q) = 2} è åå ðàäèóñû (îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè, ïðèõîäÿùèå â òî÷êè ýòîé ñôåðû), à íà
Ðèñ. 2 � âîëíîâûå ôðîíòû {Exp(λ,R) | λ ∈ N} äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé R .

- 2 - 1 1 2
x

- 1.5

- 1.0

- 0.5

0.5

1.0

1.5

y

- 4 - 2 2 4
x

- 6

- 4

- 2

2

4

6

y

Ðèñ. 1: Ñôåðà ðàäèóñà 2 è åå ðàäèóñû Ðèñ. 2: Âîëíîâûå ôðîíòû

6. Çàêëþ÷åíèå. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå îïòèìàëüíûõ
òðàåêòîðèé íà α -ïëîñêîñòè Ãðóøèíà, íå èñïîëüçóþùåå ÿâíîå èíòåãðèðîâàíèå ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ýòî ïåðâîå òàêîãî ðîäà
èññëåäîâàíèå â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, äàæå â ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å íà
ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà îïòèìàëüíîñòü èññëåäóåòñÿ íà îñíîâå ÿâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìû [1, �13.2]. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé â äàííîé ðàáîòå êà÷åñòâåííûé ïîä-
õîä ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ìîæåò áûòü ïîëåçåí â äðóãèõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, ãäå ÿâíîå èíòåãðèðîâàíèå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíò-
ðÿãèíà çàòðóäíèòåëüíî èëè âîâñå íåâîçìîæíî. Ýòîò ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí â çàäà÷àõ
íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ñ áîëüøîé ãðóïïîé ñèììåòðèé.

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîðû áëàãîäàðíû àíîíèìíîìó ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ ïî
èçëîæåíèþ â äàííîé ðàáîòå.
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