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Â äàííîé çàìåòêå ìû èçó÷àåì ïðîåêöèþ ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóê-
òóðû íà òðåõìåðíîé ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà G íà êîìïàêòíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî
ãðóïïû G � òðåõìåðíîå íèëüìíîãîîáðàçèå Ãåéçåíáåðãà M . Ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà
M ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íà ñòðóêòóðå íà G, ïîýòîìó ëîêàëüíûå îáúåêòû (ãåîäåçè÷åñêèå
è ñîïðÿæåííûå òî÷êè) ïåðåíîñÿòñÿ ñ G íà M åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé. Îäíàêî ãëîáàëü-
íûå ñâîéñòâà, òàêèå êàê äèíàìèêà ãåîäåçè÷åñêèõ è âðåìÿ ðàçðåçà, ðàçëè÷àþòñÿ. Ìû
èññëåäóåì ýòè ãëîáàëüíûå âîïðîñû. Îïèñàíà äèíàìè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ãåîäåçè÷å-
ñêîãî ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà äëÿ M , ïåðèîäè÷åñêèå è ïëîòíûå îðáèòû è ñâîéñòâà àíà-
ëèòè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîñòè. Ïîëó÷åíû òî÷íûå äâóñòîðîííèå ãðàíèöû ñóáðèìàíîâà
ðàññòîÿíèÿ â G è íà ýòîé îñíîâå îöåíêè âðåìåíè ðàçðåçà íà ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷å-
ñêèõ â M . Ïîëíûé òåêñò äîêàçàòåëüñòâ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëåí â [2].

Äèíàìèêà è ñâîéñòâà îïòèìàëüíîñòè ïðîåêöèè åâêëèäîâà ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ñ
àáåëåâîé ãðóïïû Ëè Rn íà åå êîìïàêòíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî � òîð Tn = Rn/Zn

� õîðîøî èçâåñòíû [3]. Â ýòîé ðàáîòå ìû ñòðåìèìñÿ ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íóþ òåîðèþ
äëÿ ïðîñòåéøåãî íåêîììóòàòèâíîãî àíàëîãà ýòîé ñòðóêòóðû íà òîðå � ïðîåêöèè ëå-
âîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû íà 3-ìåðíîé ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà íà 3-ìåðíîå
íèëüìíîãîîáðàçèå Ãåéçåíáåðãà. Â òîì æå ñìûñëå êàê ñóáðèìàíîâà ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà
äîñòàâëÿåò ïðîñòåéøóþ íåêîììóòàòèâíóþ íåãîëîíîìíóþ âåðñèþ åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà R3, ýòî íèëüìíîãîîáðàçèå åñòü íåêîììóòàòèâíàÿ âåðñèÿ òîðà T3.

Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà åñòü ïðîñòðàíñòâî G = {(a, b, c)} ∼= R3 ñ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé
(a1, b1, c1)·(a2, b2, c2) = (a1+a2, b1+b2, c1+c2+a1b2). Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ïîäãðóïïó
H = Z3 è åå ôàêòîð (ïðîñòðàíñòâî ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ) M := H

∖
G = {Hg | g ∈

G}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π : G → M êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ g 7→ Hg.
Ðàññìîòðèì ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà G ñ ëåâîèíâàðèàíòíûì ïîëåì îðòîíîðìèðî-
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2 . Ãåîäåçè÷åñêèå
ýòîé ñòðóêòóðû, âûõîäÿùèå èç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà Id ∈ G, � ëèáî ïðÿìûå â ïëîñêîñòè
{z = 0}, èñõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ëèáî ñïèðàëè ïåðåìåííîãî íàêëîíà
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)
, θ ∈ R, δ ̸= 0. (1)

Ðàññìîòðèì òàêæå ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà M , èíäóöèðîâàííóþ êàíîíè÷åñêîé ïðî-
åêöèåé π. Ãåîäåçè÷åñêèå íà M èìåþò âèä π(g(t)), ãäå g(t) � ãåîäåçè÷åñêèå íà G.

Äëÿ λ ∈ TN ïîëîæèì hj(λ) := ⟨λ,Xj⟩, j = 1, 2, 3, X3 := ∂
∂z = [X1, X2]. Ñóáðèìàíîâû

ãåîäåçè÷åñêèå íà ìíîãîîáðàçèè N (G èëè M) ñóòü ïðîåêöèè òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâà
ïîòîêà íà T ∗N ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà F = (h2

1+h2
2)/2, j = 1, 2, 3, λ ∈ T ∗N , ÿâëÿþùåé-

ñÿ íîðìàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [1]. Îí èìååò ïåðâûå
èíòåãðàëû F è h3. Èõ ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî óðîâíÿ Sδ := {F = 1

2 , h3 = δ} åñòåñòâåííî
èçîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ S1 × N , S1 = Rθ/2πZ, ãäå θ = arccos h1

h2
. Îãðàíè÷åíèå íà Sδ

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû èìååò âèä

(θ̇, ȧ, ḃ, ċ) = (δ, cos θ, sin θ, a sin θ). (2)
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Ïðîåêöèÿ G → R× R, (a, b, c) 7→ (a, b), èíäóöèðóåò ïðîåêöèþ p : M → T2 = R2/Z2.

1. Äèíàìèêà ñóáðèìàíîâà ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà M . Ïðîåêöèÿ p(Γ) êàæ-
äîé ãåîäåçè÷åñêîé-ñïèðàëè Γ â M � ñòÿãèâàåìàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ ⊂ T2; Γ çàìêíóòà
ïðè δ2 ∈ πQ è ïëîòíà íà ïîâåðõíîñòè p−1(γ) ïðè δ2 /∈ πQ. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç (1).

Òåîðåìà 1. 1) Ïðîåêöèÿ íà M êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé-ïðÿìîé â G â ïëîñêîñòè z = 0,
èñõîäÿùåé èç Id è èìåþùåé èððàöèîíàëüíûé (ðàöèîíàëüíûé) òàíãåíñ óãëà íàêëîíà â
êîîðäèíàòàõ (x, y), ïëîòíà â ìíîãîîáðàçèè M (ñîîòâåòñòâåííî, ïåðèîäè÷íà).

2) Ïîòîê (2) íà S1 ×M ñ δ ̸= 0 ñîïðÿæ¼í ñî ñòàíäàðòíûì δ-ïîòîêîì, çàäàííûì
ïîëåì (θ̇, ȧ, ḃ, ċ) =

(
δ, 0, 0, 1

2δ

)
, äèôôåîìîðôèçìîì, èçîòîïíûì òîæäåñòâåííîìó.

3) Ãàìèëüòîíîâ ïîòîê íà T ∗M \{F = 0} àíàëèòè÷åñêè èíòåãðèðóåì ïî Ëèóâèëëþ
íà äîïîëíåíèè ê ãèïåðïîâåðõíîñòè {h3 = 0}, à íà âñ¼ì T ∗M \ {F = 0} ýòî íåâåðíî.

Óòâåðæäåíèå 1) òåîðåìû 1 ñâîäèòñÿ ê ïëîòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê íà òîðå
({2rn}, {rn2}) ∈ T2, ñëåäóþùåé èç ðåçóëüòàòà Ã.Ôþðñòåíáåðãà, ñì. [3, ëåììà 2.1].

Ðåøàÿ ñèñòåìó (2), ìû ñòðîèì ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ Fν : S1 ×G → S1 ×G,
ν ∈ [0, 1], ñîõðàíÿþùèõ êîîðäèíàòó θ, F0 = Id, ñîïðÿãàþùèõ ïîòîê (2) ñî ñòàíäàðòíûì
δ-ïîòîêîì. Äîêàçûâàåòñÿ åãî H-ýêâèâàðèàíòíîñòü, à çíà÷èò, Fν îïðåäåëåíû íà S1×M .

2. Îöåíêè âðåìåíè ðàçðåçà íà M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç d è d′ ñóáðèìàíîâû ðàññòî-
ÿíèÿ íà G è M , à ÷åðåç tcut(q(·)) âðåìÿ ðàçðåçà íà ãåîäåçè÷åñêîé q(·), ò.å. âðåìÿ, ïîñëå
êîòîðîãî ãåîäåçè÷åñêàÿ äóãà ïåðåñòà¼ò ìèíèìèçèðîâàòü äëèíó. Ïóñòü q0 = π(Id) ∈ M .
Îáîçíà÷èì øàð B′

t = {q ∈ M | d′(q0, q) ⩽ t}, t ⩾ 0. Ïóñòü t̄ = inf{t > 0 | B′
t =

M}. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà t̄ = sup{d′(q0, q1) | q1 ∈ M} = sup{tcut(q(·)) | q(·) ⊂
M ãåîäåçè÷åñêàÿ ò.÷. q(0) = q0}. Ïóñòü ḡ = (ā, b̄, c̄), g̃ = (ã, b̃, c̃) ∈ G òàêîâû, ÷òî
ā = b̄ = c̄ = 1

2 è ã = 1, b̃ = c̃ = 0, òîãäà d(g̃, ḡ) ≈ 0.91.

Òåîðåìà 2. Âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà d(g̃, ḡ) ⩽ t̄ ⩽ 1
2

√
1
2

(
1 +

√
1 + 1024π2

)
≈ 3.56.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñíà÷àëà íà îñíîâå ôîðìóë (1) ïîëó÷åíà îöåíêà√√
r4 + 48z2 + r2

2
⩽ d(Id, g) ⩽

√√
r4 + 64π2z2 + r2

2
, (3)

ãäå g = (x, y, z) ∈ G, r =
√

x2 + y2. Çàòåì ïîñòðîåíî ïîêðûòèå ôóíäàìåíòàëüíîé îáëà-
ñòè â ãðóïïå G ýëëèïñîèäîì, îïðåäåëÿåìûì âåðõíåé îöåíêîé â (3).

Ïóñòü Bt(g) = {q ∈ G | d(g, q) ⩽ t}, t ⩾ 0, g ∈ G. Îáîçíà÷èì t̂ = sup{t > 0 | Bt(h1) ∩
Bt(h2) = ∅ ∀h1 ̸= h2 ∈ H}. ×èñëî t̂ ñâÿçàíî ñ âðåìåíåì ðàçðåçà íà ãåîäåçè÷åñêîé g(·) â
G ñ íà÷àëîì Id è åå ïðîåêöèè g′(·) â M : 1) tcut(g

′(·)) ⩽ tcut(g(·)); 2) Åñëè tcut(g(·)) ⩾ t̂,
òî t̂ ⩽ tcut(g

′(·)) ⩽ tcut(g(·)); 3) Åñëè tcut(g(·)) < t̂, òî tcut(g
′(·)) = tcut(g(·)). Èç íèæíåé

îöåíêè â (3) âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî t̂ = 1
2 .
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