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Ñîäåðæàíèå ïðåäûäóùåé ëåêöèè

1. Ïðèìåðû çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

3. Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ è âåêòîðíûå ïîëÿ.

4. Ãðóïïû Ëè, àëãåáðû Ëè è ëåâîèíâàðèàíòíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ.

5. Ýëåìåíòû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

6. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
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Ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Äàí ìàÿòíèê, ñîâåðøàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû,

îãðàíè÷åííîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Íàéòè ñèëó, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò

ìàÿòíèê èç ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè â óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå çà

ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

ẋ1 = x2, x = (x1, x2) ∈ R2,

ẋ2 = −x1 + u, |u| ≤ 1,

x(0) = x0, x(t1) = 0,

t1 → min .

Çàäà÷à íå ëåâîèíâàðèàíòíà ò.ê. âåêòîðíîå ïîëå x2
∂
∂ x1

− x1
∂
∂ x2

íå ëåâîèíâàðèàíòíî.
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Ðåøåíèÿ çàäà÷
2. Äàíà ñôåðà, êàòÿùàÿñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ïðîêðó÷èâàíèÿ ïî

ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Çàäàíû íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ

ñôåðû (òî÷êè êîíòàêòà è îðèåíòàöèè â ïðîñòðàíñòâå). Òðåáóåòñÿ ïåðåêàòèòü

ñôåðó èç íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè â êîíå÷íóþ âäîëü êðàò÷àéøåé êðèâîé.

ẋ = u, ẏ = v , (u, v) ∈ R2,

Ṙ = R

0 0 −u
0 0 −v
u v 0

 ,

q = (x , y ,R) ∈ R2 × SO(3),

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
u2 + v2 dt → min .

Çàäà÷à ëåâîèíâàðèàíòíà íà ãðóïïå Ëè R2 × SO(3). 4 / 38



Ðåøåíèÿ çàäà÷
3. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå çàäà÷è Äèäîíû. Çàäàäèì,

êðîìå äâóõ òî÷åê (x0, y0), (x1, y1) ∈ R2, ñîåäèíÿþùåé èõ êðèâîé γ0 ⊂ R2 è

÷èñëà S ∈ R, òàêæå òî÷êó íà ïëîñêîñòè c ∈ R2. Íåîáõîäèìî íàéòè

êðàò÷àéøóþ êðèâóþ γ ⊂ R2, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè (x0, y0) è (x1, y1), òàêóþ,
÷òîáû îáëàñòü D ⊂ R2, îãðàíè÷åííàÿ ïàðîé êðèâûõ γ0 è γ, èìåëà çàäàííûå
àëãåáðàè÷åñêóþ ïëîùàäü S è öåíòð ìàññ c .

q = (x , y , z , v ,w) ∈ R5, u = (u1, u2) ∈ R2,

ẋ = u1, ẏ = u2, ż =
1

2
(xu2 − yu1),

v̇ =
1

2
(x2 + y2)u2, ẇ = −1

2
(x2 + y2)u1,

q(0) = q0 = 0, q(t1) = q1, l =

∫ t1

0

√
u21 + u22 dt → min .

Çàäà÷à ëåâîèíâàðèàíòíà íà ãðóïïå Êàðòàíà R5. 5 / 38



Ïëàí ëåêöèè

1. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

2. Ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

3. Ñóáðèìàíîâû çàäà÷è.

4. Ñèììåòðèéíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îïòèìàëüíîñòè.
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Ãàìèëüòîíèàíû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

• Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

q̇ = f (q, u), q ∈ M, u ∈ U ⊂ Rm,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

J =

∫ t1

0

φ(q, u) dt → min,

t1 ôèêñèðîâàíî èëè ñâîáîäíî.

• Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ãàìèëüòîíèàíîâ ÏÌÏ

hνu(λ) = ⟨λ, f (q, u)⟩+ νφ(q, u), ν ∈ R, u ∈ U, λ ∈ T ∗M, q = π(λ).
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Ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Òåîðåìà (ÏÌÏ)

Åñëè óïðàâëåíèå u(t) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ q(t), t ∈ [0, t1], îïòèìàëüíû
â çàäà÷å ñ ôèêñèðîâàííûì t1, òî ñóùåñòâóþò êðèâàÿ λt ∈ Lip([0, t1],T

∗M),
λt ∈ T ∗

q(t)M è ÷èñëî ν ≤ 0 òàêîå, ÷òî ïî÷òè äëÿ âñåõ t ∈ [0, t1] âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) λ̇t = h⃗νu(t)(λt),

(2) hνu(t)(λt) = max
w∈U

hνw (λt),

(3) (λt , ν) ̸= (0, 0).

Åñëè òåðìèíàëüíîå âðåìÿ t1 ñâîáîäíî, òî ê (1)�(3) äîáàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå:

(4) hνu(t)(λt) ≡ 0.

Êðèâàÿ λt , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ÏÌÏ, íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé, êðèâàÿ q(t) �
ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèåé, óïðàâëåíèå u(t) � ýêñòðåìàëüíûì óïðàâëåíèåì. 8 / 38



Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ

• Ïðèìåíèì ÏÌÏ ê çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ

q̇ = f (q, u), q ∈ M, u ∈ U,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

t1 =

∫ t1

0

1 dt → min .

• Ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏ èìååò âèä hνu(λ) = ⟨λ, f (q, u)⟩+ ν. Îïðåäåëèì
óêîðî÷åííûé ãàìèëüòîíèàí gu(λ) = ⟨λ, f (q, u)⟩.

• Òîãäà ôîðìóëèðîâêà ÏÌÏ äëÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ïðèíèìàåò âèä:

(1) λ̇t = h⃗νu(t)(λt) = g⃗u(t)(λt),

(2) hνu(t)(λt) = max
w∈U

hνw (λt) ⇔ gu(t)(λt) = max
w∈U

gw (λt),

(3) λt ̸= 0,

(4) hνu(t)(λt) ≡ 0 ⇔ gu(t)(λt) ≡ const ≥ 0.
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Ñëó÷àé ãëàäêîãî ìàêñèìèçèðîâàííîãî ãàìèëüòîíèàíà

Îáîçíà÷èì ìàêñèìèçèðîâàííûé íîðìàëüíûé ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏ

H(λ) = max
u∈U

h−1
u (λ), λ ∈ T ∗M.

Òåîðåìà

Ïóñòü H ∈ C 2(T ∗M). Òîãäà êðèâàÿ λt ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ýêñòðåìàëüþ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû λ̇t = H⃗(λt).
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Ïðèìåð: îñòàíîâêà ïîåçäà

• Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ èìååò âèä

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, x = (x1, x2) ∈ R2, |u| ≤ 1,

x(0) = x0, x(t1) = x1 = (0, 0), t1 → min .

• Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈ R2 x1 ∈ Ax0 .

• Èç îáùåé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ (òåîðåìà Ôèëèïïîâà) ñëåäóåò

ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè.
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Ïðèìåð: îñòàíîâêà ïîåçäà

• Ïðèìåíèì ÏÌÏ, èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû (p1, p2, x1, x2) íà T ∗R2.

Ðàçëîæèì êîâåêòîð λ = p1 dx1 + p2 dx2 ∈ T ∗R2, òîãäà óêîðî÷åííûé

ãàìèëüòîíèàí PMP áóäåò èìåòü âèä hu(λ) = p1x2 + p2u, à ãàìèëüòîíîâà
ñèñòåìà λ̇ = h⃗u(λ) èìååò âèä

ẋ1 = x2, ṗ1 = 0,

ẋ2 = u, ṗ2 = −p1.

• Óñëîâèå ìàêñèìóìà ÏÌÏ èìååò âèä

hu(λ) = p1x2 + p2u → max
|u|≤1

,

è óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè (p1(t), p2(t)) ̸= (0, 0).
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Ïðèìåð: îñòàíîâêà ïîåçäà
• Óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè äàåò:

p2(t) > 0 ⇒ u(t) = 1, p2(t) < 0 ⇒ u(t) = −1.
• Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëû

x1 = ±x22
2

+ C ,

à ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé (ðàçðûâîâ) óïðàâëåíèÿ íå áîëåå 1.
• Ïîñòðîèì òàêèå òðàåêòîðèè íàçàä âî âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ x1 = (0, 0):

• óïðàâëåíèÿ u = 1 è u = −1 ïîðîæäàþò äâå ïîëóïàðàáîëû, îêàí÷èâàþùèåñÿ â

òî÷êå x1:

x1 =
x2
2

2
, x2 ≤ 0 è x1 = −x2

2

2
, x2 ≥ 0,

• îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå ýòèõ ïîëóïàðàáîë êàê Γ,
• ïîñëå îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèå äóãè ñ u = 1, çàêàí÷èâàþùèåñÿ

ïîëóïàðàáîëîé x1 = − x2
2

2
, x2 ≥ 0, çàïîëíÿþò ÷àñòü ïëîñêîñòè R2 íèæå Γ,

• àíàëîãè÷íî, ïîñëå îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèå äóãè ñ u = −1
çàïîëíÿþò ÷àñòü ïëîñêîñòè íàä Γ. 13 / 38



Ïðèìåð: îñòàíîâêà ïîåçäà
• Èòàê, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïëîñêîñòè R2 ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ

ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ. Ââèäó ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé

ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
• Íàéäåííîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îò òåêóùåé

òî÷êè ïëîñêîñòè: åñëè x1 =
x22
2 , x2 ≤ 0 èëè åñëè òî÷êà (x1, x2) ëåæèò íèæå

êðèâîé Γ, òî u(x1, x2) = 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå u(x1, x2) = −1.

x

y

• Òàêàÿ çàâèñèìîñòü u(x) îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îò òåêóùåé òî÷êè x
ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ñèíòåçîì. 14 / 38



Ïðèìåð: ìàøèíà Ìàðêîâà�Äóáèíñà

• Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âðåìåíè èìååò âèä

ẋ = cos θ, q = (x , y , θ) ∈ R2
x ,y × S1

θ = M,

ẏ = sin θ, |u| ≤ 1,

θ̇ = u,

q(0) = q0 = (0, 0, 0), q(t1) = q1,

t1 → min .

• Ñèñòåìà ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà: èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ â M ìàøèíà ìîæåò

ïîïàñòü â ëþáîå äðóãîå ñîñòîÿíèå, äâèãàÿñü ïîïåðåìåííî âäîëü îêðóæíîñòåé

ðàäèóñà 1 è ïðÿìûõ.

• Èç òåîðåìû Ôèëèïïîâà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

• Ìû ïðèìåíÿåì ÏÌÏ.
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Ïðèìåð: ìàøèíà Ìàðêîâà�Äóáèíñà
• Âåêòîðíûå ïîëÿ

f0 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
,

f1 =
∂

∂θ
,

f2 = [f0, f1] = sin θ
∂

∂x
− cos θ

∂

∂y

îáðàçóþò áàçèñ â TqM.

• Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå íà ñëîÿõ T ∗M ãàìèëüòîíèàíû :

hi (λ) = ⟨λ, fi ⟩, i = 0, 1, 2.

• Óêîðî÷åííûé ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏ ðàâåí

hu(λ) = ⟨λ, f0 + uf1⟩ = h0 + uh1.
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Ïðèìåð: ìàøèíà Ìàðêîâà�Äóáèíñà
• Ôóíêöèè h0, h1, h2 îáðàçóþò ñèñòåìó êîîðäèíàò â T ∗

qM, çàïèøåì

ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ÏÌÏ â íåêàíîíè÷åñêîé ïàðàìåòðèçàöèè (h0, h1, h2, q)
êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗M:

ḣ0 = h⃗uh0 = {h0 + uh1, h0} = −uh2, (1)

ḣ1 = {h0 + uh1, h1} = h2, (2)

ḣ2 = {h0 + uh1, h2} = uh0, (3)

q̇ = f0 + uf1.

• Óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè hu(λ) = h0 + uh1 → max
|u|≤1

îçíà÷àåò, ÷òî åñëè

h1(λt) ̸= 0, òî u(t) = sgn h1(λt).
• Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óïðàâëåíèå íå îïðåäåëÿåòñÿ ÏÌÏ: h1(λt) ≡ 0 (ýòîò

ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ îñîáûì). Òîãäà (2) äàåò h2(λt) ≡ 0, òàêèì îáðàçîì,

h0(λt) ̸= 0 ïî óñëîâèþ íåòðèâèàëüíîñòè ÏÌÏ, ïîýòîìó u(t) ≡ 0 ïî (3).
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ (x(t), y(t)) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.
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Ïðèìåð: ìàøèíà Ìàðêîâà�Äóáèíñà
• Åñëè u(t) = ±1, òî òðàåêòîðèÿ (x(t), y(t)) � îêðóæíîñòü.
• Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè èìåþò îäèí èç ñëåäóþùèõ
äâóõ òèïîâ:
1. äóãà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè + îòðåçîê + äóãà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

2. îáúåäèíåíèå òðåõ äóã åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòåé; ïðè ýòîì, åñëè a, b, c � âðåìÿ

ïî ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé äóãå ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà π < b < 2π,
min{a, c} < b, è max{a, c} < b.

• Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äàëåêè äðóã îò äðóãà, òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ

èìååò òèï 1 è ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàðèñóéòå äâà åäèíè÷íûõ

êðóãà, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, è äâà åäèíè÷íûõ êðóãà,

óäîâëåòâîðÿþùèõ êîíå÷íîìó óñëîâèþ. Ïðîâåäåì ÷åòûðå îáùèå êàñàòåëüíûå

ê èñõîäíûì è êîíå÷íûì îêðóæíîñòÿì ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî

îêðóæíîñòÿì, îïðåäåëÿåìîãî ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ñðåäè ÷åòûðåõ

ïîñòðîåííûõ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé íàéòè ñàìóþ êîðîòêóþ.
• Îïòèìàëüíûé ñèíòåç äëÿ ìàøèíû Ìàðêîâà�Äóáèíñà èçâåñòåí, íî îí

äîñòàòî÷íî ñëîæåí.
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Ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû è êðàò÷àéøèå
• Ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M � ýòî ïàðà (∆, g), ãäå

∆ = {∆q ⊂ TqM | q ∈ M}
� ýòî ðàñïðåäåëåíèå íà M, à

g = {gq ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ∆q | q ∈ M}
� ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (íåâûðîæäåííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà) íà ∆.
• Ïðîñòðàíñòâà ∆q è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ gq ãëàäêî çàâèñÿò îò q ∈ M, è

dim∆q ≡ const.
• Êðèâàÿ q ∈ Lip([0, t1],M) íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé (äîïóñòèìîé), åñëè

q̇(t) ∈ ∆q(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, t1].

• Ñóáðèìàíîâà äëèíà ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé q(·) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

l(q(·)) =
∫ t1

0

√
g(q̇, q̇) dt.
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Ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû è êðàò÷àéøèå
• Ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå (ðàññòîÿíèå Êàðíî�Êàðàòåîäîðè) ìåæäó òî÷êàìè

q0, q1 ∈ M ðàâíî

d(q0, q1) = inf{l(q(·)) | q(·) ãîðèçîíòàëüíà, q(0) = q0, q(t1) = q1}.
• Ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ q(·) íàçûâàåòñÿ ñóáðèìàíîâîé êðàò÷àéøåé, åñëè

l(q(·)) = d(q(0), q(t1)).

• Êðàò÷àéøèå � ðåøåíèÿ ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

q̇(t) ∈ ∆q(t),

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l(q(·)) → min .

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà (∆, g) èìååò ãëîáàëüíûé
îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð f1, . . . , fk ∈ Vec(M):

∆q = span(f1(q), . . . , fk(q)), q ∈ M, g(fi , fj) = δij , i , j = 1, . . . , k .
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Ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû è êðàò÷àéøèå
• Òîãäà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñóáðèìàíîâûõ êðàò÷àéøèõ

ïðèíèìàåò ñòàíäàðòíûé âèä:

q̇ =
k∑

i=1

ui fi (q), q ∈ M, u = (u1, . . . , uk) ∈ Rk , (4)

q(0) = q0, q(t1) = q1, (5)

l =

∫ t1

0

(
k∑

i=1

u2i

)1/2

dt → min . (6)

• Ñóáðèìàíîâà äëèíà íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé

q(t). À èìåííî, åñëè

q̃(s) = q(t(s)), t( · ) ∈ Lip([0, s1], [0, t1]), t ′(s) > 0,

ÿâëÿåòñÿ ïåðåïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé q(t), òî l(q̃( · )) = l(q( · )).
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Ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû è êðàò÷àéøèå

• Íàðÿäó ñ ôóíêöèîíàëîì äëèíû óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèîíàë ýíåðãèè

J(q(·)) = 1

2

∫ t1

0

g(q̇, q̇) dt.

• Îáîçíà÷èì ∥q̇∥ =
√
g(q̇, q̇).

Ëåììà
Ïóñòü êîíå÷íîå âðåìÿ t1 ôèêñèðîâàíî. Òîãäà ìèíèìàëè ýíåðãèè � ýòî â òî÷íîñòè

ìèíèìàëè äëèíû ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè:

J(q( · )) → min ⇔ l(q( · )) → min, ∥q̇∥ = const .
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Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

q̇ =
k∑

i=1

ui fi (q), q ∈ M, u = (u1, . . . , uk) ∈ Rk ,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

(
k∑

i=1

u2i

)1/2

dt → min,

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

J =

∫ t1

0

k∑
i=1

u2i dt → min .
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ÑÐ çàäà÷
• Ââåäåì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ T ∗M ãàìèëüòîíèàíû hi (λ) = ⟨λ, fi ⟩, i = 1, . . . , k .
Òîãäà ãàìèëüòîíèàí PMP äëÿ ÑÐ çàäà÷è ïðèìåò âèä

hνu(λ) =
k∑

i=1

uihi (λ) +
ν

2

k∑
i=1

u2i .

• Íîðìàëüíûé ñëó÷àé: Ïóñòü ν = −1.
• Óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè

∑k
i=1 uihi −

1
2

∑k
i=1 u

2
i → max

ui∈R
äàåò ui = hi , òîãäà

ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä

h−1
u (λ) =

1

2

k∑
i=1

h2i (λ) =: H(λ).

• Ôóíêöèÿ H(λ) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ìàêñèìèçèðîâàííûì

ãàìèëüòîíèàíîì. Ïîñêîëüêó îíà ãëàäêàÿ, â íîðìàëüíîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëè

óäîâëåòâîðÿþò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå λ̇ = H⃗(λ).
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Àíîðìàëüíûé ñëó÷àé
• Ïóñòü ν = 0.
• Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà

k∑
i=1

uihi → max
ui∈R

ñëåäóåò, ÷òî hi (λt) ≡ 0, i = 1, . . . , k .
• Òàêèì îáðàçîì, àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

λ̇t =
k∑

i=1

ui (t)h⃗i (λt),

h1(λt) = · · · = hk(λt) ≡ 0.

• Íîðìàëüíûå êðàò÷àéøèå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè ðåøåíèé ãëàäêîé

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû λ̇ = H⃗(λ), ïîýòîìó îíè ãëàäêèå. Âàæíûé îòêðûòûé

âîïðîñ ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÿâëÿþòñÿ ëè

àíîðìàëüíûå êðàò÷àéøèå ãëàäêèìè.
25 / 38



Îïòèìàëüíîñòü ÑÐ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé

Ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ q(t) íàçûâàåòñÿ ÑÐ ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè g(q̇, q̇) ≡ const è
êîðîòêèå äóãè q(t) îïòèìàëüíû.

Òåîðåìà (Ëåæàíäð)

Íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ÑÐ ãåîäåçè÷åñêèìè.
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Ïðèìåð: ãåîäåçè÷åñêèå íà S2

• Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ñôåðó S2 ⊂ R3 ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé,

èíäóöèðîâàííîé åâêëèäîâîé ìåòðèêîé â R3.

• Ãåîäåçè÷åñêèå, âûõîäÿùèå èç ñåâåðíîãî ïîëþñà N ∈ S2, ÿâëÿþòñÿ áîëüøèìè

îêðóæíîñòÿìè íà ñôåðå, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç N (ìåðèäèàíàìè). Òàêèå

ãåîäåçè÷åñêèå îïòèìàëüíû âïëîòü äî þæíîãî ïîëþñà S ∈ S2.

• Âàðèàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç N, äàåò íåïîäâèæíóþ òî÷êó S ,
òàêèì îáðàçîì, S ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé òî÷êîé ê N.

• Ñ äðóãîé ñòîðîíû, S � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ãåîäåçè÷åñêèõ

îäèíàêîâîé äëèíû, íà÷èíàþùèõñÿ â N, ïîýòîìó S � ýòî òî÷êà Ìàêñâåëëà.

• Â ýòîì ïðèìåðå ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Ìàêñâåëëà èç-çà

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ñèììåòðèé (âðàùåíèé S2 âîêðóã ïðÿìîé

NS ⊂ R3). ×òîáû ðàçëè÷àòü ýòè òî÷êè, íóæíî ðàçðóøèòü âðàùàòåëüíóþ

ñèììåòðèþ, êàê â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
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Ïðèìåð: ãåîäåçè÷åñêèå íà ýëëèïñîèäå

• Ðàññìîòðèì òðåõîñíûé ýëëèïñîèä ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé

åâêëèäîâîé ìåòðèêîé îêðóæàþùåãî R3.

• Ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ íà ýëëèïñîèäå, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû N, è
ïîñìîòðèì íà ýòî ñåìåéñòâî èç ïðîòèâîïîëîæíîé âåðøèíû S .

• Ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ èìååò îãèáàþùóþ � àñòðîèäó ñ öåíòðîì â S .
Êàæäàÿ òî÷êà àñòðîèäû ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé òî÷êîé. Â òàêèõ òî÷êàõ

ãåîäåçè÷åñêèå òåðÿþò ñâîþ ëîêàëüíóþ îïòèìàëüíîñòü.

• Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ïàðó ïðîòèâîïîëîæíûõ

âåðøèí àñòðîèäû, ãäå ïàðû ãåîäåçè÷åñêèõ îäèíàêîâîé äëèíû âñòðå÷àþòñÿ

äðóã ñ äðóãîì. Ýòîò ñåãìåíò (êðîìå åãî êîíå÷íûõ òî÷åê) ñîñòîèò èç òî÷åê

Ìàêñâåëëà. Â òàêèõ òî÷êàõ ãåîäåçè÷åñêèå íà ýëëèïñîèäå òåðÿþò ñâîþ

ãëîáàëüíóþ îïòèìàëüíîñòü.
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Ñóáðèìàíîâî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

• Ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ÏÌÏ λ̇t = H⃗(λt).

• Ãàìèëüòîíèàí H ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ýòîé ñèñòåìû. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,

÷òî H(λt) ≡ 1
2 , ýòî ñîîòâåòñòâóåò íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè íîðìàëüíûõ

ãåîäåçè÷åñêèõ: ∥q̇(t)∥ ≡ 1.

• Îáîçíà÷èì öèëèíäð C = T ∗
q0M ∩ {H = 1

2} è îïðåäåëèì ñóáðèìàíîâî

ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Exp : C × R+ → M,

Exp(λ0, t) = π ◦ etH⃗(λ0) = q(t).
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Ñîïðÿæåííûå òî÷êè

• Òî÷êà Exp(λ0, t1) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé òî÷êîé âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé

q(t) = Exp(λ0, t), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì Exp, ò.å.
Exp∗(λ0,t1) âûðîæäåíî.

• Òî÷êà Exp(λ0, t1) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÿêîáèàí

ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâåí íóëþ: det
(

∂ Exp
∂(λ0,t)

)∣∣∣
t=t1

= 0.

• Â ñîïðÿæåííîé òî÷êå ãåîäåçè÷åñêàÿ êàñàåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà

ãåîäåçè÷åñêèõ, íà÷èíàþùèõñÿ èç íà÷àëüíîé òî÷êè q0.
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Ëîêàëüíàÿ îïòèìàëüíîñòü ÑÐ ãåîäåçè÷åñêèõ
Òðàåêòîðèÿ q(t) ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ óïðàâëåíèåì u(t) è çàäàííûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî (ñèëüíî) îïòèìàëüíîé, åñëè

ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî

J[u] ≤ J[ũ]

äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ ũ(t) òàêîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òðàåêòîðèÿ q̃(t) = qũ(t) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è íåðàâåíñòâó

max
t∈[0,t1]

|q(t)− q̃(t)| < ε

â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà M.

Òåîðåìà (ßêîáè)

Ïóñòü íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ q(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé åäèíñòâåííîé, ñ

òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî êðàòíîãî, ýêñòðåìàëè. Òîãäà q(t) òåðÿåò ñâîþ
ëîêàëüíóþ îïòèìàëüíîñòü â ïåðâîé ñîïðÿæåííîé òî÷êå.
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Òî÷êè Ìàêñâåëëà
• Òî÷êà qt íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ìàêñâåëëà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé qs = Exp(λ0, s),
åñëè ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ q̃s = Exp(λ̃0, s) ̸≡ qs òàêàÿ, ÷òî qt = q̃t .

• Ñì. ðèñóíîê: ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ q̂s , ïðèõîäÿùàÿ â òî÷êó q1 = qt1
ðàíüøå, ÷åì qs .

q0

q(s)

q̃(s)

q̂(s)

q(t) = q̃(t)

q1 = q(t1) = q̂(t2)
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Òî÷êè Ìàêñâåëëà è îïòèìàëüíîñòü

Ëåììà
Åñëè M è H âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå, òî íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íå ìîæåò

áûòü îïòèìàëüíîé ïîñëå òî÷êè Ìàêñâåëëà.

Òåîðåìà

Ïóñòü q(t) � íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé

åäèíñòâåííîé, ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî êðàòíîãî, ýêñòðåìàëè. Òîãäà q(t) òåðÿåò
ñâîþ ãëîáàëüíóþ îïòèìàëüíîñòü ëèáî â ïåðâîé òî÷êå Ìàêñâåëëà, ëèáî â ïåðâîé

ñîïðÿæåííîé òî÷êå (â ïåðâîé èç ýòèõ äâóõ òî÷åê).
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Ñèììåòðèéíûé ìåòîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà

• Îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷ ñ

áîëüøîé ãðóïïîé ñèììåòðèé (íàïðèìåð, äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ÑÐ çàäà÷ íà

ãðóïïàõ Ëè).

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî q1 ∈ M ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøàÿ q(t),
ñîåäèíÿþùàÿ q0 è q1.

• Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî âñå àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå

îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, âñå ãåîäåçè÷åñêèå

ïàðàìåòðèçóþòñÿ íîðìàëüíûì ýêñïîíåíöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì

Exp : N → M, N = C × R+, C = T ∗
q0M ∩

{
H =

1

2

}
.

• Åñëè ýòî îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî íà M \ {q0}, òî ëþáàÿ òî÷êà q1 ∈ M ñâÿçàíà

ñ q0 åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé q(t), è â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ êðàò÷àéøèõ
ýòà ãåîäåçè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé.
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Ñèììåòðèéíûé ìåòîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà
• Íî îáû÷íî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå íå áèåêòèâíî èç-çà òî÷åê

Ìàêñâåëëà.
• Îáîçíà÷èì ÷åðåç t1Max(λ) ∈ (0,+∞] ïåðâîå âðåìÿ Ìàêñâåëëà âäîëü
ãåîäåçè÷åñêîé Exp(λ, t), λ ∈ C . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà â îáðàçå

ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Max =
{
Exp(λ, t1Max(λ)) | λ ∈ C

}
.

• Ââåäåì îãðàíè÷åííîå ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Exp : Ñ → M̃,

Ñ =
{
(λ, t) ∈ N | t < t1Max(λ)

}
, M̃ = M \ cl(Max).

• Ýòî îòîáðàæåíèå âïîëíå ìîæåò áûòü áèåêòèâíûì, è åñëè ýòî òàê, òî ëþáàÿ

òî÷êà q1 ∈ M̃ ñâÿçàíà ñ q0 åäèíñòâåííûì êàíäèäàòîì íà îïòèìàëüíóþ

ãåîäåçè÷åñêóþ; â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ýòà ãåîäåçè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíîé.
• Ñâîéñòâî áèåêòèâíîñòè îãðàíè÷åííîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ÷àñòî

ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Àäàìàðà.
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Ñèììåòðèéíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà

Òåîðåìà (Àäàìàð)

Ïóñòü F : X → Y � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) dimX = dimY ,

(2) X , Y ñâÿçíû, à Y îäíîñâÿçíî,

(3) F íåâûðîæäåíî,

(4) F ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì (ïðîîáðàç êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà êîìïàêòåí).

Òîãäà F � äèôôåîìîðôèçì, ñëåäîâàòåëüíî, áèåêöèÿ.
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Ñèììåòðèéíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà
• Îáû÷íî ñëîæíî îïèñàòü âñå òî÷êè Ìàêñâåëëà, íî ÷àñòî ýòî ìîæíî ñäåëàòü

äëÿ ãðóïïû ñèììåòðèé G ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.
• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü îòîáðàæåíèå ε, äåéñòâóþùåå êàê â ïðîîáðàçå,
òàê è â îáðàçå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ: ε : N → N, ε : M → M.
Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ,

åñëè îíà êîììóòèðóåò ñ ýòèì îòîáðàæåíèåì: ε ◦ Exp = Exp ◦ε è åñëè îíà
ñîõðàíÿåò âðåìÿ: ε(λ, t) = ( ∗ , t), (λ, t) ∈ N.

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãðóïïà G ñèììåòðèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî

îòîáðàæåíèÿ. Åñëè

ε(λ, t) ̸= (λ, t) è Exp ◦ε(λ, t) = Exp(λ, t) = q1, ε ∈ G , (λ, t) ∈ N,

òî q1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ìàêñâåëëà.
• Òàêèì îáðàçîì ìîæíî îïèñàòü ïåðâîå âðåìÿ Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùåå

ãðóïïå G : tGMax : C → (0,+∞].
• Çàòåì ìîæíî ïðèìåíèòü âûøåîïèñàííóþ ïðîöåäóðó ñ îãðàíè÷åííûì

ýêñïîíåíöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì è ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé ñèíòåç.
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Çàäà÷è
1. Èññëåäóéòå çàäà÷ó Äèäîíû:

1.1 Âûïèøèòå ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ýòîé çàäà÷è.

1.2 Âû÷èñëèòå íîðìàëüíûå è àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè, ïàðàìåòðèçîâàííûå

äëèíîé äóãè.

1.3 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè íîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé íà ïëîñêîñòü (x , y) � ïðÿìûå

èëè îêðóæíîñòè.

1.4 Äîêàæèòå îïòèìàëüíîñòü íîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé, ïðîåöèðóþùèõñÿ â ïðÿìûå

íà ïëîñêîñòè (x , y).
1.5 Âû÷èñëèòå ïåðâîå ñîïðÿæåííîå âðåìÿ è ïåðâóþ òî÷êó Ìàêñâåëëà âäîëü

íîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé, ïðîåöèðóþùèõñÿ â îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè (x , y).
1.6 Ïîñòðîéòå îïòèìàëüíûé ñèíòåç.

2. Èññëåäóéòå ñóáðèìàíîâó çàäà÷ó íà ãðóïïå Êàðòàíà (îáîáùåííóþ çàäà÷ó
Äèäîíû), ñì. ñëàéä 5:
2.1 Âûïèøèòå ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ýòîé çàäà÷è.

2.2 Âû÷èñëèòå àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè, ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé äóãè.

2.3 Äîêàæèòå, ÷òî âñå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè çàäà÷è Äèäîíû ¾âêëàäûâàþòñÿ¿

â ÑÐ çàäà÷ó íà ãðóïïå Êàðòàíà.
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