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Àííîòàöèÿ:

Èññëåäóþòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûå ëîðåíöåâû ñòðóêòóðû íà äâóìåðíîé ðàç-
ðåøèìîé íåàáåëåâîé ãðóïïå Ëè. Îïèñàíû èõ ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòû, ñåê-
öèîííàÿ êðèâèçíà è èçîìåòðèè, èíôèíèòåçèìàëüíûå è ãëîáàëüíûå.

1 Ââåäåíèå

Ëîðåíöåâà ãåîìåòðèÿ åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îñíîâàíèå òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè [1�3]. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò ðèìàíîâîé òåì, ÷òî çäåñü èíôîðìàöèÿ ìîæåò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âäîëü êðèâûõ ñ âåêòîðàìè ñêîðîñòè èç íåêîòîðîãî îñòðî-
ãî êîíóñà. Åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ëîðåíöåâûõ äëèííåé-
øèõ, ìàêñèìèçèðóþùèõ ôóíêöèîíàë òèïà äëèíû âäîëü äîïóñòèìûõ êðè-
âûõ. Ïîýòîìó âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ëîðåíöåâûõ äëèííåé-
øèõ è ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ëîðåíöåâà ðàññòîÿíèÿ, âêëþ÷àÿ
êðèâèçíó è èçîìåòðèè.

Â ýòîé çàìåòêå èññëåäóþòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûå ëîðåíöåâû ñòðóêòóðû
íà åäèíñòâåííîé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé íåàáåëåâîé äâóìåðíîé ãðóïïå Ëè. Â
ïðåäûäóùåé ðàáîòå [9] äëÿ ýòèõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ëîðåíöå-
âûõ äëèííåéøèõ, ðàññòîÿíèÿ è ñôåð. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî óêà-
çàííûå ñòðóêòóðû èìåþò ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó, ïîýòîìó îíè ëîêàëüíî èçî-
ìåòðè÷íû ìîäåëüíûì ïðîñòðàíñòâàì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû (ïðîñòðàíñòâó
Ìèíêîâñêîãî R2

1, ïðîñòðàíñòâó äå Ñèòòåðà S21 èëè ïðîñòðàíñòâó àíòè-äå

Ñèòòåðà H̃2
1). Â ñëó÷àå íóëåâîé êðèâèçíû ïîñòðîåíî ÿâíîå èçîìåòðè÷íîå

âëîæåíèå â äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Òàêæå èññëåäîâàíû èçî-
ìåòðèè óêàçàííûõ ëîðåíöåâûõ ñòðóêòóð, êàê èíôèíèòåçèìàëüíûå, òàê è
ãëîáàëüíûå.

*Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 22-11-00140,
https://rscf.ru/project/22-11-00140/.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü G = Aff+(R) = {(x, y) ∈ R2 | y > 0} åñòü ãðóïïà ñîáñòâåííûõ àô-
ôèííûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé � ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Ïóàíêàðå
â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè [7, 8]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g àëãåáðó Ëè ëåâîèíâàðè-
àíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ãðóïïå Ëè G. Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíûé
ðåïåð X1 = y ∂

∂ x , X2 = y ∂
∂ y ∈ g.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ ëîðåíöåâîé ãåîìåòðèè [1, 2, 5]. Ëåâîèíâà-
ðèàíòíàÿ ëîðåíöåâà ñòðóêòóðà íà ãðóïïå Ëè G åñòü íåâûðîæäåííàÿ êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôîðìà g èíäåêñà 1 íà àëãåáðå Ëè g. Ýëåìåíò X ∈ g íàçûâà-
åòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì, åñëè g(X) < 0. Îðèåíòàöèåé âðåìåíè íàçûâàåò-
ñÿ ëþáîé âðåìåíèïîäîáíûé ýëåìåíò X0 ∈ g. Îáîçíà÷èì ëèíåéíóþ ôîðìó
g0(X) = g(X,X0), X ∈ g. Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ëîðåíöåâà çàäà÷à îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ íà ãðóïïå G èìååò âèä

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q), q = (x, y) ∈ G, (1)

u = (u1, u2) ∈ U = {u ∈ R2 | g(u) ⩽ 0, g0(u) ⩽ 0}, (2)

q(0) = q0 = Id = (0, 1), q(t1) = q1, l =

∫ t1

0

√
|g(u)| dt → max . (3)

Ðåøåíèå q(t) çàäà÷è (1)�(3) íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâîé äëèííåéøåé. Îïòè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è sup l = d(q1) ∈ [0,+∞] íàçûâàåòñÿ ëîðåíöå-
âûì ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè q0 äî òî÷êè q1, åñëè q1 äîñòèæèìà èç q0 äëÿ ñèñòå-
ìû (1), (2) çà íåîòðèöàòåëüíîå âðåìÿ. Ìíîæåñòâî S(R) = {q ∈ G | d(q) = R}
åñòü ëîðåíöåâà ñôåðà ðàäèóñà R ∈ [0,+∞].

Ìíîæåñòâî çàäà÷ (1)�(3) ïàðàìåòðèçóåòñÿ ìàòðèöàìè A =

(
a b
c d

)
,

|A| > 0, òàêèìè, ÷òî g(u) = −(au1 + bu2)
2 + (cu1 + du2)

2, g0(u) = au1 + bu2.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó A−1 =

(
α β
γ δ

)
.

3 Êðèâèçíà

Òåîðåìà 1. Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòû D ëåâîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé
ñòðóêòóðû g íà ãðóïïå G = Aff+(R) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

DXi
Xj = µijX1 + νijX2, i, j = 1, 2,

(µ11, ν11) = − 1

|A|2
(−g12g11, g

2
11), (µ12, ν12) = − 1

|A|2
(−g22g11, g12g11),

(µ21, ν21) = − 1

|A|2
(−g212, g11g12), (µ22, ν22) = − 1

|A|2
(−g22g12, g

2
12),

g11 = g(X1) = c2 − a2, g12 = g(X1, X2) = cd− ab, g22 = g(X2) = d2 − b2.

Òåîðåìà 2. Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ëîðåíöåâà ñòðóêòóðà g íà ãðóïïå G =

Aff+(R) èìååò ïîñòîÿííóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó K =
g(X1)

|A|2
.

Ñëåäñòâèå 1. Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ëîðåíöåâà ñòðóêòóðà g íà ãðóïïå G =
Aff+(R) ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íà ïðîñòðàíñòâó Ìèíêîâñêîãî R2

1 (ïðè K =
0), ïðîñòðàíñòâó äå Ñèòòåðà S21 (ïðè K > 0) èëè ïðîñòðàíñòâó àíòè-äå

Ñèòòåðà H̃2
1 (ïðè K < 0).
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4 Èçîìåòðèè

4.1 Âåêòîðíûå ïîëÿ Êèëëèíãà è èçîìåòðèè

ãðóïïû Aff+(R)
Âû÷èñëèì àëãåáðó Ëè i(G) âåêòîðíûõ ïîëåé Êèëëèíãà (èíôèíèòåçèìàëü-
íûõ ñèììåòðèé) äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ëîðåíöåâûõ ñòðóêòóð íà ãðóïïå
G = Aff+(R). Ïî òåîðåìå 2 òàêèå ëîðåíöåâû ñòðóêòóðû èìåþò ïîñòîÿííóþ
êðèâèçíó, ïîýòîìó dim i(G) = 3. Ëåâûå ñäâèãè íà ãðóïïå Ëè G ÿâëÿþòñÿ
î÷åâèäíûìè èçîìåòðèÿìè. Îíè ïîðîæäåíû ïðàâîèíâàðèàíòíûìè âåêòîð-
íûìè ïîëÿìè íà G:

X̃1(q) = Rq∗X1(Id) =
∂

∂ x
, X̃2(q) = Rq∗X2(Id) = x

∂

∂ x
+ y

∂

∂ y
,

ãäå Rq : q̄ 7→ q̄q � ïðàâûé ñäâèã íà G. Ïîýòîìó X̃1, X̃2 ñóòü âåêòîðíûå
ïîëÿ Êèëëèíãà. Äëÿ îïèñàíèÿ òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè i(G) îñòàåòñÿ íàéòè

òîëüêî îäíî âåêòîðíîå ïîëå Êèëëèíãà, ëèíåéíî íåçàâèñèìîå îò X̃1, X̃2.

Ëåììà 1. Åñëè X ∈ Vec(G) åñòü âåêòîðíîå ïîëå Êèëëèíãà òàêîå, ÷òî
X(Id) = 0, òî X êàñàåòñÿ ëîðåíöåâûõ ñôåð S(R), R ∈ [0,+∞].

Ëåììà 2. Ñëåäóþùåå âåêòîðíîå ïîëå êàñàåòñÿ ëîðåíöåâûõ ñôåð S(R), R ∈
(0,+∞):

(1) K < 0 ⇒ X− =
(
y2 + w2

)
∂
∂ w + 2wy ∂

∂ y , w = x−ν(y−1)
λ , λ = αδ−βγ

∆ ,

ν = βδ−αγ
∆ , ∆ = δ2 − γ2,

(2) K > 0 ⇒ X+ =
(
y2 + w2

)
∂
∂ w + 2wy ∂

∂ y , w = x+ν(y−1)
λ , λ = αδ−βγ

∆ ,

ν = βδ−αγ
∆ , ∆ = γ2 − δ2,

(3) K = 0 ⇒ X0 = w ∂
∂ w + y(1 − y) ∂

∂ y , w = x+g(y−1)
f , f = −α−s1β

2γ ,

g = −α+s1β
2γ , s1 = sgn γ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü K ̸= 0. Òîãäà i(G) = span(X̃1, X̃2, X±), ãäå ± = sgnK, è
X± çàäàåòñÿ ïóíêòàìè (1), (2) ëåììû 2. Òàáëèöà êîììóòàòîðîâ â ýòîé
àëãåáðå Ëè åñòü

[X̃1, X̃2] = X̃1, [X̃1, X±] = ∓2ν

λ
X̃1 +

2

λ
X̃2,

[X̃2, X±] =
2(λ2 − ν2)

λ
X̃1 ±

2ν

λ
X̃2 +X±.

Àëãåáðà Ëè i(G) èçîìîðôíà àëãåáðå Ëè sl(2) ãðóïïû Ëè SL(2) óíèìîäóëÿð-
íûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü K = 0. Òîãäà i(G) = span(X̃1, X̃2, X0), ãäå X0 çàäàåòñÿ
ïóíêòîì (3) ëåììû 2. Òàáëèöà êîììóòàòîðîâ â ýòîé àëãåáðå Ëè åñòü

[X̃1, X̃2] = X̃1, [X̃1, X0] = X̃1, [X̃2, X0] = 2gX̃1 − X̃2 +X0.

Àëãåáðà Ëè i(G) èçîìîðôíà àëãåáðå Ëè sh(2) ãðóïïû Ëè SH(2) ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè.
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Ïðåäëîæåíèå 1. (1) Àëãåáðà Ëè ïîëíûõ ïîëåé Êèëëèíãà äâóìåðíà è

ïîðîæäåíà âåêòîðíûìè ïîëÿìè X̃1, X̃2.

(2) Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè åäèíèöû â ãðóïïå Ëè èçîìåòðèé ëîðåíöåâîé
ãðóïïû Aff+(R) äâóìåðíà è ñîñòîèò èç ëåâûõ ñäâèãîâ íà ýòîé ãðóïïå.

4.2 Èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå Aff+(R) â R2
1

â ñëó÷àå K = 0

Òåîðåìà 5. Ïóñòü K = 0. Îòîáðàæåíèå i : Aff+(R) → Π ⊂ R2
1, Π ={

(x̃, ỹ) ∈ R2
1 | s1ỹ + x̃ < 1/γ

}
,

i(x, y) = (x̃, ỹ) =

(
1

2

(
y − 1

y
− w

γ

)
,
s1
2

(
y − 1

y
+

w

γ

))
,

åñòü èçîìåòðèÿ.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ë.Â. Ëîêóöèåâñêîìó, Ä.Â. Àëåêñååâ-
ñêîìó, Í.È. Æóêîâîé è Ý. Ëå Äîííå çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ðàññìàòðèâà-
åìûõ âîïðîñîâ.
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