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Ëîðåíöåâà ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî

Þ.Ë. Ñà÷êîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ëîðåíöåâà ãåîìåòðèÿ, ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâ-

ëåíèÿ, ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî.

Ëîðåíöåâà ãåîìåòðèÿ åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îñíîâàíèå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè [1, 2, 3℄.

Îíà îòëè÷àåòñÿ îò ðèìàíîâîé òåì, ÷òî çäåñü èí�îðìàöèÿ ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âäîëü

êðèâûõ ñ âåêòîðàìè ñêîðîñòè èç íåêîòîðîãî îñòðîãî êîíóñà. Çäåñü åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷à îòûñêàíèÿ ëîðåíöåâûõ äëèííåéøèõ, ìàêñèìèçèðóþùèõ �óíêöèîíàë òèïà äëèíû

âäîëü äîïóñòèìûõ êðèâûõ. Ïîýòîìó âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ëîðåíöåâûõ

äëèííåéøèõ äëÿ âñåõ ïàð òî÷åê, ãäå âòîðàÿ äîñòèæèìà èç ïåðâîé âäîëü äîïóñòèìîé

êðèâîé. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ýòà çàäà÷à ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà ëèøü â ïðîñòåéøåì

ñëó÷àå ëåâîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ñòðóêòóðû â R
n+1

, äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî

R
n+1

1 [4℄.

Â ýòîé çàìåòêå ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ëîðåíöåâûõ äëèííåéøèõ, ðàññòîÿíèÿ è ñ�åð

äëÿ ñëåäóþùåãî åñòåñòâåííîãî ñëó÷àÿ � äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ëîðåíöåâûõ ñòðóêòóð

íà åäèíñòâåííîé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé íåàáåëåâîé äâóìåðíîé ãðóïïå Ëè. Ýòè ðåçóëü-

òàòû ïîëó÷åíû ìåòîäàìè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ [5, 6℄. Ëþáîïûòíî, ÷òî â

ýòèõ çàäà÷àõ äëèííåéøèå ñóùåñòâóþò íå äëÿ âñåõ äîñòèæèìûõ ïàð òî÷åê, à ëîðåíöåâî

ðàññòîÿíèå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì â êîíå÷íûõ òî÷êàõ. Ïðè ýòîì âñå ýêñòðåìàëüíûå

òðàåêòîðèè (óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà) îïòèìàëüíû, òî åñòü

ñîïðÿæåííûå òî÷êè è òî÷êè ðàçðåçà îòñóòñòâóþò. Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ïàðàìåòðè-

çóþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè, êàê è ñ�åðû è ðàññòîÿíèÿ.

Ïóñòü G = Aff+(R) = {(x, y) ∈ R
2 | y > 0} åñòü ãðóïïà ñîáñòâåííûõ à��èííûõ

�óíêöèé íà ïðÿìîé, ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

[7, 8℄. Ïóñòü g åñòü àëãåáðà Ëè ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ãðóïïå Ëè G.
�àññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíûé ðåïåð X1 = y ∂

∂ x
,X2 = y ∂

∂ y
∈ g.

Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ëîðåíöåâà ñòðóêòóðà íà ãðóïïå Ëè G åñòü íåâûðîæäåííàÿ êâàäðà-

òè÷íàÿ �îðìà g èíäåêñà 1 íà àëãåáðå Ëè g. Ýëåìåíò X ∈ g íàçûâàåòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì

(ñîîòâ. ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì, ñâåòîïîäîáíûì), åñëè g(X) < 0 (ñîîòâ. g(X) > 0,
g(X) = 0). Îðèåíòàöèåé âðåìåíè íàçûâàåòñÿ ëþáîé âðåìåíèïîäîáíûé ýëåìåíò X0 ∈ g.

Îáîçíà÷èì ëèíåéíóþ �îðìó g0(X) = g(X,X0), X ∈ g. Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ëîðåíöåâà

çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ãðóïïå G èìååò âèä

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q), q = (x, y) ∈ G, (1)

u = (u1, u2) ∈ U = {u ∈ R
2 | g(u) 6 0, g0(u) 6 0}, (2)

q(0) = q0 = Id = (0, 1), q(t1) = q1, l =

∫ t1

0

√

|g(u)| dt → max . (3)

�åøåíèå q(t) çàäà÷è (1)�(3) íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâîé äëèííåéøåé. Îïòèìàëüíîå çíà-

÷åíèå ýòîé çàäà÷è sup l = d(q1) ∈ [0,+∞] íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâûì ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè

q0 äî òî÷êè q1, åñëè q1 äîñòèæèìà èç q0 äëÿ ñèñòåìû (1), (2) çà íåîòðèöàòåëüíîå âðåìÿ.

Ìíîæåñòâî S(R) = {q ∈ G | d(q) = R} åñòü ëîðåíöåâà ñ�åðà ðàäèóñà R ∈ [0,+∞].

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà � 22-11-00140,

https://rsf.ru/projet/22-11-00140/

○ Þ.Ë. Ñà÷êîâ



2 Ê�ÀÒÊÈÅ ÑÎÎÁÙÅÍÈß

Ìíîæåñòâî çàäà÷ (1)�(3) ïàðàìåòðèçóåòñÿ ìàòðèöàìè A =

(

a b
c d

)

, |A| > 0, òàêèìè,

÷òî g(u) = −(au1 + bu2)
2 + (cu1 + du2)

2
, g0(u) = au1 + bu2. �àññìîòðèì �óíêöèè íà G:

λ1(q) = (c−a)x+(d− b)(y−1), λ2(q) = (c+a)x+(d+ b)(y−1), λ3(q) = λ1(q)+2|A|/(a+ c).

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1), (2) (êàóçàëüíîå áóäóùåå) èç

q0 çà ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå âðåìÿ åñòü J+ = {q ∈ G | λ2(q) 6 0 6 λ1(q)}.

Ââåäåì â ñëó÷àå g(X1) < 0 ðàçáèåíèå J+ = D ⊔ F ⊔ E, ãäå D = {q ∈ G | λ2(q) 6 0 6

λ1(q), λ3(q) < 0}, F = {q ∈ G | λ3(q) = 0}, E = {q ∈ G | λ3(q) > 0}.

Òåîðåìà 2. (1) Êàæäàÿ çàäà÷à (1)�(3) ñèëüíî êàóçàëüíà è ãåîäåçè÷åñêè íåïîëíà

[2℄.

(2) Çàäà÷à (1)�(3) ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ [2℄ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(X1) >
0.

(3) Åñëè g(X1) < 0, òî ëîðåíöåâà äëèííåéøàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè q0 è q1 ∈ J+\{q0},
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q1 ∈ D.

(4) Åñëè g(X1) > 0, òî òî÷êà q0 ñîåäèíèìà ñ ëþáîé òî÷êîé q1 ∈ J+ \ {q0} íåêîòîðîé
ëîðåíöåâîé äëèííåéøåé.

Òåîðåìà 3. Âðåìåíèïîäîáíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè âåùåñòâåííî àíàëèòè-

÷åñêèå. Ñâåòîïîäîáíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè ñóòü ïðîèçâîëüíûå ëèïøèöåâû ïå-

ðåïàðàìåòðèçàöèè ñâåòîïîäîáíûõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Ëþáàÿ âðåìåíèïîäîáíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ åñòü äóãà ãèïåðáîëû ñ àñèìïòîòîé, ïàðàë-

ëåëüíîé ñâåòîïîäîáíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïå, èëè ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê.

Òåîðåìà 4. Ëþáàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ åñòü ëîðåíöåâà äëèííåéøàÿ.

Òåîðåìà 5. Åñëè q1 ∈ intD ïðè g(X1) < 0, è q1 ∈ int J+
ïðè g(X1) > 0, òî ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ëîðåíöåâà äëèííåéøàÿ q(t), g(q̇(t)) ≡ −1, ñîåäèíÿþùàÿ q0 è

q1.

Òåîðåìà 6. (1) Åñëè g(X1) < 0, òî d ∈ Cω(intD), d ∈ C(clD). Êðîìå òîãî,

0 6 d|
D

< π, d|
F
= π, d|

E
= +∞.

(2) Åñëè g(X1) > 0, òî d ∈ Cω(intJ+), d ∈ C(J+). Êðîìå òîãî, 0 6 d|
J+ < +∞.

(3) Âáëèçè òî÷åê ãëàäêîñòè ∂D â ñëó÷àå g(X1) < 0 è òî÷åê ãëàäêîñòè ∂J+
â ñëó÷àå

g(X1) > 0 ëîðåíöåâî ðàññòîÿíèå d åñòü ã�åëüäåðîâà �óíêöèÿ ñ ïîêàçàòåëåì

1

2
îò

åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ äî ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíèöû.

(4) �àññòîÿíèå d âûðàæàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ: îáðàòíûõ ãèïåðáîëè÷å-

ñêèõ �óíêöèÿõ ïðè g(X1) < 0, îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèÿõ ïðè

g(X1) > 0, êâàäðàòíûõ êîðíÿõ è ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèÿõ ïðè g(X1) = 0.

Òåîðåìà 7. Ëîðåíöåâû ñ�åðû S(R) ñóòü íåêîìïàêòíûå â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ äóãè

ãèïåðáîë ïðè g(X1) < 0 è R ∈ (0, π), è ïðè g(X1) > 0 è R ∈ (0,+∞). Ïðè g(X1) < 0
òàêæå S(π) = F , S(+∞) = E.

Â ëþáîé çàäà÷å (1)�(3) ëîðåíöåâà ñ�åðà S(0) = ∂J+
åñòü ëîìàíàÿ èç äâóõ ïðÿìîëè-

íåéíûõ ëó÷åé � ñâåòîïîäîáíûõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï â G.

Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ ëîðåíöåâûõ çàäà÷ (1)�(3) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå

çàäà÷è Pi, i = 1, 2, 3:

P1: U = {u = (u1, u2) ∈ R
2 | u2

2 − u2
1 6 0, u1 > 0}, g = u2

2 − u2
1, g0 = −u1,

P2: U = {u = (u1, u2) ∈ R
2 | u2

1 − u2
2 6 0, u2 > 0}, g = u2

1 − u2
2, g0 = −u2,

P3: U = {u = (u1, u2) ∈ R
2 | u1 > 0, u2 > 0}, g = −u1u2, g0 = −u1.
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Â òåîðåìàõ 8�10 äëÿ ýòèõ çàäà÷ ïðèâîäèòñÿ ÿâíûé âèä äëèííåéøèõ q(t) = (x(t), y(t)),
t ∈ [0, t1], ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè q0 è q1 ∈ J+ \ {q0} (êîãäà äëèííåéøèå ñóùåñòâóþò), à

òàêæå ðàññòîÿíèå d(q1). Åñëè q1 ∈ intD â çàäà÷å P1 è q1 ∈ int J+
â çàäà÷àõ P2, P3,

òî g(q̇(t)) ≡ −1, ò.å. äëèííåéøàÿ q(t) âðåìåíèïîäîáíà è íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàíà.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ g(q̇(t)) ≡ 0, ò.å. äëèííåéøàÿ q(t) ñâåòîïîäîáíà; êðîìå òîãî, îíà
ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G ñ åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèåé.

Â ñëó÷àå g(X1) < 0 (ñîîòâ. g(X1) > 0, g(X1) = 0) ðåøåíèå ïîäîáíî ðåøåíèþ çàäà÷è

P1 (ñîîòâ. P2, P3).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è P1 òî÷êà q1 = (x1, y1) ∈ D \ {q0}.

(1) Åñëè x1 = |y1 − 1|, òî x(t) = ±(e±t − 1), y(t) = e±t
, ± = sgn(y1 − 1), t1 = ± ln y1,

d(q1) = 0.

(2) Åñëè x1 > |y1 − 1|, òî

x(t) = cos c tg τ − sin c, y(t) =
cos c

cos τ
, τ = c+ t, t1 = arcsinα− c = d(q1),

c = arcsin
y21 − x2

1 − 1

2x1

, α =
x2
1 + y21 − 1

2x1y1
,

ýòî äóãà ãèïåðáîëû y2 − (x− sin c)2 = cos2 c.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è P2 òî÷êà q1 = (x1, y1) ∈ J+ \ {q0}.

(1) Åñëè y1 − 1 = |x1|, òî x(t) = ±(et − 1), y(t) = et, ± = sgn x1, t1 = ln y1, d(q1) = 0.

(2) Åñëè x1 = 0, òî x(t) ≡ 0, y(t) = et, t1 = ln y1 = d(q1).

(3) Åñëè 0 < |x1| < y1 − 1, òî

x(t) = ±(sh c cth τ − ch c), y(t) =
sh c

sh τ
, ± = sgnx1, τ = c− t,

c = arsh
(

y1
√

α2 − 1
)

, t1 = c− archα = d(q1), α =
x2
1 + y21 − 1

2|x1|y1
,

ýòî äóãà ãèïåðáîëû (±x+ ch c)2 − y2 = sh2 c.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è P3 òî÷êà q1 = (x1, y1) ∈ J+ \ {q0}.

(1) Åñëè x1 = 0, òî x(t) ≡ 0, y(t) = et, t1 = ln y1, d(q1) = 0.

(2) Åñëè y1 = 1, òî x(t) = t, y(t) ≡ 1, t1 = x1, d(q1) = 0.

(3) Åñëè x1 > 0 è y1 > 1, òî x(t) = c(c− τ), y(t) = c
τ
,

τ = c− t, c =

√

x1y1
y1 − 1

, t1 = c−

√

x1

y1(y1 − 1)
= d(q1),

ýòî äóãà ãèïåðáîëû x = c2
(

1− 1

y

)

.
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