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Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ñóáëîðåíöåâà ãåîìåòðèÿ, ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà, îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå, ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáëîðåíöåâà çàäà÷à íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà. Ïî-
ñòðîåí îïòèìàëüíûé ñèíòåç, îïèñàíû ñóáëîðåíöåâî ðàññòîÿíèå è ñôåðû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà åñòü ïðîñòðàíñòâî M ≃ R3
x,y,z ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

(x1, y1, z1) · (x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 + (x1y2 − x2y1)/2).

Ýòî òðåõìåðíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíûì ðåïåðîì

X1 =
∂

∂ x
− y

2

∂

∂ z
, X2 =

∂

∂ y
+
x

2

∂

∂ z
, X3 =

∂

∂ z
. (1)

Ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó çàäà÷ó íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà ìîæíî ïîñòàâèòü êàê
çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ

q̇ = u1X1 + u2X2, q ∈M, u2
1 + u2

2 = 1,

q(0) = q0 = Id = (0, 0, 0), q(t1) = q1,

t1 → min .

Ýòà çàäà÷à � êðàåóãîëüíûé êàìåíü ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè [1�6].
Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âàðèàöèþ ýòîé çàäà÷è � ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáëîðåíöåâó

çàäà÷ó íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà

q̇ = u1X1 + u2X2, q ∈M, (2)

u ∈ U = {(u1, u2) ∈ R2 | u2
1 − u2

2 = 1, u1 > 0}, (3)

q(0) = q0 = Id = (0, 0, 0), q(t1) = q1, (4)

t1 → max . (5)

Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ t1 → min äëÿ ñèñòåìû (2)�(4) íå èìååò ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìåäëåííîäåéñòâèÿ (5).

Çàäà÷ó (2)�(5) â íåñêîëüêî äðóãîé òåðìèíîëîãèè ðàññìàòðèâàë Ì. Ãðîõîâñêèé [7, 8].

2. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè

Òåîðåìà 1 [8]. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (2), (3) èç òî÷êè q0 çà ïðîèç-
âîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå âðåìÿ åñòü

A = {(x, y, z) ∈M | −x2 + y2 + 4|z| < 0, x > 0} ∪ {q0}.

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 22-11-00140,
https://rscf.ru/project/22-11-00140/.
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3. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Òåîðåìà 2 [7, 8]. Àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé íåò.

Íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè ïàðàìåòðèçóþòñÿ ïàðàìåòðàìè (c, ψ) ∈ R2

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè c = 0, òî

x = t chψ, y = t shψ, z = 0. (6)

Åñëè c ̸= 0, òî

x =
sh(ψ + ct)− shψ

c
, y =

ch(ψ + ct)− chψ

c
, z =

sh(ct)− ct

2c2
. (7)

Îáîçíà÷èì C = R2
ψ,c, R+ = (0,+∞), N = C × R+, Ã = A \ {q0} = intA, òîãäà

ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Exp : N → Ã, (ψ, c, t) 7→ (x, y, z) (8)

ïàðàìåòðèçîâàíî ôîðìóëàìè (6), (7).

Òåîðåìà 3. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå (8) åñòü âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèé

äèôôåîìîðôèçì. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå Exp−1 : Ã → N òàêæå âåùåñòâåííî-àíàëè-

òè÷íî è çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè:

z = 0 ⇒ ψ = arth
y

x
, c = 0, t =

√
x2 − y2,

z ̸= 0 ⇒ ψ = arth
y

x
− p, c = (sgn z)

√
sh 2p− 2p

2z
, t =

2p

c
,

ãäå p = β
(

z
x2−y2

)
, à β åñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê ôóíêöèè α(p) = sh 2p−2p

8 sh2 p
.

4. Îïòèìàëüíûé ñèíòåç

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîé òî÷êè q1 ∈ Ã ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ q(t) = Exp(ψ, c, t),
t ∈ [0, t1], åñòü åäèíñòâåííàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ q0 ñ q1, ãäå

(ψ, c, t1) = Exp−1(q1) ∈ N .

5. Ñóáëîðåíöåâî ðàññòîÿíèå

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè q1 ∈ Ã îáîçíà÷èì

d(q1) = sup{t1 | ∃ òðàåêòîðèÿ q(·) : q(0) = q0, q(t1) = q1}.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü q = (x, y, z) ∈ Ã. Òîãäà

d(q) =
√
x2 − y2 · p

sh p
, p = β

(
z

x2 − y2

)
.

Â ÷àñòíîñòè, d(x, y, 0) =
√
x2 − y2.

Ôóíêöèÿ d : Ã → R+ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [8], ñóáëîðåíöåâî ðàññòîÿíèå d(q) äîïóñêàåò îöåíêó ñíèçó ôóíê-
öèåé

√
x2 − y2 − 4|z| è íå äîïóñêàåò îöåíêè ñâåðõó ýòîé ôóíêöèåé, óìíîæåííîé íà êàêóþ-

ëèáî êîíñòàíòó.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî q = (x, y, z) ∈ Ã ñïðàâåäëèâà îöåíêà d(q) ⩽
√
x2 − y2.
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6. Ñèììåòðèè

Òåîðåìà 7. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîâîðîòû y ∂
∂ x

+x ∂
∂ y

è îòðàæåíèÿ (x, y, z) 7→ (x,−y, z),
(x, y, z) 7→ (x, y,−z) ñîõðàíÿþò ñóáëîðåíöåâî ðàññòîÿíèå d, à äèëàòàöèè Y = x ∂

∂ x
+

y ∂
∂ y

+ 2z ∂
∂ z

ðàñòÿãèâàþò åãî: d(esY (q)) = esd(q).

7. Ñóáëîðåíöåâû ñôåðû
Ñóáëîðåíöåâû ñôåðû

S(R) = {q ∈ A | d(q) = R}, R > 0,

ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè äèëàòàöèÿõ esY : (x, y, z) 7→ (esx, esy, e2sz), ïîýòîìó îïèøåì
åäèíè÷íóþ ñôåðó S = S(1).

Òåîðåìà 8. (1) Ñóáëîðåíöåâà ñôåðà S åñòü ðåãóëÿðíîå âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñ-

êîå ìíîãîîáðàçèå, äèôôåîìîðôíîå R2.

(2) ïóñòü q = Exp(ψ, c, 1) ∈ S, (ψ, c) ∈ C, òîãäà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ñôåðå â
òî÷êå q åñòü

TqS =

{
v =

3∑
i=1

viXi(q) | −v1 ch(ψ + c) + v2 sh(ψ + c) + v3c = 0

}
.

(3) S åñòü ãðàôèê ôóíêöèè x =
√
y2 + f(z), ãäå f(z) = e ◦ k(z), e(w) = sh2 w

w2 , k(z) =

b(z)/2, b = a−1, a(c) = sh c−c
2c2

.

(4) Ôóíêöèÿ f(z) âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà, ÷åòíà, ñòðîãî âûïóêëà, íåîãðàíè÷åííî
ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè z ⩾ 0, à ïðè z → 0 èìååò ðàçëîæåíèå f(z) = 1 + 12z2 +
O(z4).

(5) Ñå÷åíèå ñôåðû S ïëîñêîñòüþ {z = const} åñòü âåòâü ãèïåðáîëû x2 − y2 = f(z),
x > 0. Ñå÷åíèå ñôåðû S ïëîñêîñòüþ {x = const > 1} åñòü ñòðîãî âûïóêëàÿ êðèâàÿ
y2 + f(z) = x2, äèôôåîìîðôíàÿ S1.

(6) Ñóáëîðåíöåâî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè q0 äî òî÷êè q = (x, y, z) ∈ Ã ìîæåò áûòü

âûðàæåíî êàê d(q) = R, ãäå x2 − y2 = R2f(z/R2).

(7) Ñóáëîðåíöåâ øàð B = {q ∈ Ã | d(q) ⩽ 1} èìååò áåñêîíå÷íûé îáúåì â êîîðäèíàòàõ

x, y, z.

8. Çàêëþ÷åíèå
Ñóáëîðåíöåâà ãåîìåòðèÿ åñòü ïîïûòêà ïåðåíåñòè, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî, áîãàòóþ

òåîðèþ ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íà ñëó÷àé ëîðåíöåâîé ìåòðèêè (íåîïðåäåëåííîé ìåòðè-
êè èíäåêñà 1). Ïðåäñòàâëåííûå â ýòîé çàìåòêå ðåçóëüòàòû ïî ñóáëîðåíöåâîé çàäà÷å íà
ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà èìåþò ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ îò èçâåñòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà
ýòîé ãðóïïå:

1. Ñóáëîðåíöåâà çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé.

2. Òåîðåìà Ôèëèïïîâà ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé íåïðèìåíèìà íàïðÿ-
ìóþ ê ñóáëîðåíöåâîé çàäà÷å.

3. Â ñóáëîðåíöåâîé çàäà÷å âñå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè îïòèìàëüíû äî áåñêîíå÷-
íîñòè, ïîýòîìó ìíîæåñòâî ðàçðåçà è êàóñòèêà ïóñòû.

4. Ñóáëîðåíöåâû ñôåðû è ðàññòîÿíèå âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íû è ðåãóëÿðíû.

Áûëî áû èíòåðåñíî ïîíÿòü, íàñêîëüêî ñîõðàíÿþòñÿ ýòè ñâîéñòâà äëÿ áîëåå îáùèõ ñóá-
ëîðåíöåâûõ çàäà÷ (íàïðèìåð, äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ çàäà÷ íà ãðóïïàõ Êàðíî).

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü À.À.Àãðà÷åâó è Ë.Â.Ëîêóöèåâñêîìó çà ïîëåçíûå
îáñóæäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Àâòîðû òàêæå áëàãîäàðÿò ðåöåíçåíòà çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ ïî èçëîæåíèþ â ñòàòüå.
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