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Îïèñàíû îäíîðîäíûå ñóáðèìàíîâû ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ ñòàíäàðòíîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóê-
òóðû íà ãðóïïå ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè SE(2) . Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ñòðóêòóðà
íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè îðáèòàëüíîé, íåñìîòðÿ íà èíâàðèàíòíîñòü âðåìåíè ðàçðåçà ïðè
ñäâèãå íà÷àëüíîé òî÷êè âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ.

DOI:

Â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè èçâåñòíû ïîíÿòèÿ îäíîðîäíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ è ãåîäåçè÷åñêè îðáè-
òàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ [1, 2, 3, 4, 5]. Â ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íà ýòó òåìó èçâåñòåí ðÿä ðàáîò
Â.Í.Áåðåñòîâñêîãî è È.À.Çóáàðåâîé [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]: â ýòèõ ñòàòüÿõ äîêàçàíà ãåîäåçè÷åñêàÿ
îðáèòàëüíîñòü îñåñèììåòðè÷íûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ ìåòðèê íà ãðóïïàõ SU(2) ,
SO(3) , SL(2) , SO0(2, 1) è âñåõ ëîêàëüíî èçîìîðôíûõ è ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íûõ íàêðûòèé
ïîñëåäíåé ãðóïïû ñ óïîìÿíóòûìè ñóáðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè. Âñå ýòè ìåòðèêè ðåàëèçóåìû
êàê èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàáî ñèììåòðè÷åñêèõ ïî À.Ñåëüáåðãó ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Â ðàáîòå À.Â. Ïîäîáðÿåâà [13] äîêàçàíû íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà îäíîðîäíûõ
ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ è ãåîäåçè÷åñêè îðáèòàëüíûõ ñóáðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Öåëü
äàííîé çàìåòêè � èçó÷åíèå ýòèõ ñâîéñòâ äëÿ ñòàíäàðòíîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû íà ãðóïïå
ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè, âêëþ÷àÿ èõ ñâÿçü ñ èíâàðèàíòíîñòüþ âðåìåíè ðàçðåçà ïðè
ñäâèãå íà÷àëüíîé òî÷êè âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ.

1. Îäíîðîäíûå è ýêâèîïòèìàëüíûå ñóáðèìàíîâû ãåîäåçè÷åñêèå íà ãðóïïàõ Ëè.
Ïóñòü íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàíà ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà [14, 15]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Isom(M) ãðóïïó èçîìåòðèé ñóáðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M .

Ñóáðèìàíîâà ãåîäåçè÷åñêàÿ γ ⊂ M íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì
ïðîñòðàíñòâîì íåêîòîðîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû â Isom(M) . Ñóáðèìàíîâî ìíîãî-
îáðàçèå íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè îðáèòàëüíûì, åñëè âñå åãî ãåîäåçè÷åñêèå îäíîðîäíû.

Âðåìåíåì ðàçðåçà äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé g(t) , t ≥ 0 , ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüíîìó ìîìåíòó
t = 0 , íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà tcut(g(·)) = sup{T > 0 | g(t) îïòèìàëüíà ïðè t ∈ [0, T ]}. Ãåîäåçè-
÷åñêàÿ g(t) , t ∈ [0, T ] , ãäå T = tcut(g(·)) < +∞ , íàçûâàåòñÿ íåïðîäîëæàåìîé êðàò÷àéøåé.

Ïóñòü íà ãðóïïå Ëè G çàäàíà ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà ñ îðòîíîðìèðî-
âàííûì ðåïåðîì (X1, . . . , Xk) , Xi ∈ Vec(G) . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ {g(t)} ⊂ G

ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèþ u(t) = (u1(t), . . . , uk(t)) , ui ∈ L∞ , åñëè ġ(t) =
∑k

i=1 ui(t)Xi(g(t)) .
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [16, 17], ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ {g(t)} ⊂

G åñòü ïðîåêöèÿ íîðìàëüíîé ýêñòðåìàëè {λ(t)} ⊂ T ∗G :

λ̇(t) = H⃗(λ(t)), λ(t) ∈ T ∗
g(t)G, (1)

ãäå H⃗ ∈ Vec(T ∗G) åñòü ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
1

2

k∑
i=1

h2i ∈ C∞(T ∗G), hi(λ) = ⟨λ,Xi(π(λ))⟩,

è π : T ∗G → G åñòü êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

*Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 17-11-01387-Ï) â Èíñòèòóòå
ïðîãðàììíûõ ñèñòåì èì. À.Ê. Àéëàìàçÿíà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.



Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T ∗G ãðóïïû Ëè G òðèâèàëèçóåòñÿ ëåâûìè ñäâèãàìè Lg : g0 7→ gg0 ,
g, g0 ∈ G :

Φ : g∗ ×G → T ∗G, (p, g) 7→ L∗
gp,

⟨L∗
gp, Lg∗ξ⟩ = ⟨p, ξ⟩, p ∈ g∗, ξ ∈ g, g ∈ G,

ãäå g = TIdG åñòü àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè G , à g∗ � ñîïðÿæåííîå ê íåé ïðîñòðàíñòâî. Â ýòîé
òðèâèàëèçàöèè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (1) ñòàíîâèòñÿ òðåóãîëüíîé, ñì. [17]:

ṗ =

(
ad

∂H

∂p

)∗
p, p ∈ g∗, (2)

ġ = Lg∗
∂H

∂p
, g ∈ G.

Îáîçíà÷èì âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) ÷åðåç

H⃗v ∈ Vec(g∗) .

Ïåðåõîäÿ ê íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûì ãåîäåçè÷åñêèì (
∑k

i=1 u
2
i (t) ≡ 1 ), áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî p ∈ C := g∗ ∩ {H = 1
2} . Òîãäà âðåìÿ ðàçðåçà íà íîðìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ

g(t) = π ◦ etH⃗(p, Id) ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé tcut : C → (0,+∞] .
Ïóñòü g(t) , t ∈ R , åñòü íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ â ñóáðèìàíîâîì

ìíîãîîáðàçèè M . Ãåîäåçè÷åñêàÿ g(t) íàçûâàåòñÿ ýêâèîïòèìàëüíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿ-
åò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó: åñëè g(t) , t ∈ [0, T ] , åñòü íåïðîäîëæàåìàÿ êðàò÷àéøàÿ, òî äëÿ
ëþáîãî τ ∈ R ãåîäåçè÷åñêàÿ g(t + τ) , t ∈ [0, T ] , åñòü òàêæå íåïðîäîëæàåìàÿ êðàò÷àéøàÿ.
Ñóáðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ ýêâèîïòèìàëüíûì, åñëè ëþáàÿ åãî íàòóðàëüíî
ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ýêâèîïòèìàëüíà.

Ëåììà 1. Ïóñòü {g(t)} ⊂ G åñòü ñóáðèìàíîâà ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ óïðàâëåíèåì u(t) , è
ïóñòü g1 ∈ G . Òîãäà êðèâàÿ g̃(t) = g1g(t+ τ) åñòü ñóáðèìàíîâà ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ óïðàâëåíèåì
ũ(t) = u(t+ τ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðèâàÿ g(t + τ) åñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ ïî îïðåäåëåíèþ ãåîäåçè÷åñêîé, à åå
ëåâûé ñäâèã g̃(t) = Lg1(g(t+ τ)) åñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ â ñèëó ëåâîèíâàðèàíòíîñòè ñóáðèìàíîâîé
ñòðóêòóðû. Âû÷èñëèì óïðàâëåíèå ũ(t) , ñîîòâåòñòâóþùåå ãåîäåçè÷åñêîé g̃(t) :

˙̃g(t) =
d

dt
Lg1(g(t+ τ)) = Lg1∗ġ(t+ τ) = Lg1∗

k∑
i=1

ui(t+ τ)Xi(g(t+ τ)) =

=
k∑

i=1

ui(t+ τ)Lg1∗Xi(g(t+ τ)) =
k∑

i=1

ui(t+ τ)Xi(g̃(t)),

ïîýòîìó ũ(t) = u(t+ τ) .

Ïðåäëîæåíèå 1. Íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ g(t) = π◦etH⃗(p, Id) , t ∈ R , ýêâèîïòèìàëüíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âðåìÿ ðàçðåçà èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âûáîðà íà÷àëüíîãî
ìîìåíòà, ò.å.

tcut ◦ eτH⃗v(p) = tcut(p), p ∈ C, τ ∈ R. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãåîäåçè÷åñêàÿ g(t) = g(t+ τ) , t ∈ [0, T ] , åñòü íåïðîäîëæàåìàÿ êðàò÷àéøàÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ g̃(t) = g−1

1 g(t) = g−1
1 g(t+ τ) , g1 =

g(τ) , t ∈ [0, T ] . Åñëè ãåîäåçè÷åñêàÿ g(t) ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèþ u(t) , òî ãåîäåçè÷åñêàÿ
g̃(t) ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèþ ũ(t) = u(t+ τ) , ñì. ëåììó 1. Íàêîíåö, ðàâåíñòâî (3) îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî T > 0 óïðàâëåíèÿ u(t) , t ∈ [0, T ] , è u(t + τ) , t ∈ [0, T ] , îäíîâðåìåííî
îïòèìàëüíû èëè íåîïòèìàëüíû.
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Ñëåäñòâèå 1. Ñòàíäàðòíûå ëåâîèíâàðèàíòíûå ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû íà ñëåäóþùèõ
ãðóïïàõ Ëè ýêâèîïòèìàëüíû:

1. ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà,

2. ãðóïïû SO(3) , SU(2) , SL(2) ñ îñåñèììåòðè÷íîé ñóáðèìàíîâîé ìåòðèêîé,

3. ãðóïïû SE(2) è SH(2) ,

4. ãðóïïû Ýíãåëÿ è Êàðòàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ óêàçàííûõ ãðóïï Ëè íîðìàëüíû. Èíâàðèàíòíîå ñâîé-
ñòâî âðåìåíè ðàçðåçà (3) äëÿ ýòèõ ãðóïï Ëè äîêàçàíî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàòüÿõ:

1. [18],

2. [19, 7, 9],

3. [23, 21],

4. [24, 25].

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ñóáðèìàíîâà ãåîäåçè÷åñêàÿ îäíîðîäíà, òî îíà ýêâèîïòèìàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ γ = {g(t) | t ∈ R} , îäíîðîäíà, è ïóñòü {φs | s ∈ R}
åñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â Isom(G) , äëÿ êîòîðîé γ åñòü îäíîðîäíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Äàëåå, ïóñòü g(t) , t ∈ [0, T ] åñòü íåïðîäîëæàåìàÿ êðàò÷àéøàÿ. Âîçüìåì ëþáîå τ ∈ R
è íàéäåì òàêîå s ∈ R , ÷òî φs(g(0)) = g(τ) . Òîãäà g(t + τ) , t ∈ [0, T ] , åñòü íåïðîäîëæàåìàÿ
êðàò÷àéøàÿ òàê êàê g(t+ τ) = φs(g(t)) , t ∈ R .

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì ëîæíîñòü èìïëèêàöèè, îáðàòíîé ê ïðåäëîæåíèþ 2, íà
ïðèìåðå ñòàíäàðòíîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû íà ãðóïïå SE(2) [20, 22, 23].

2. Ñóáðèìàíîâû ãåîäåçè÷åñêèå íà ãðóïïå SE(2) . Ãðóïïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé åâ-
êëèäîâîé ïëîñêîñòè SE(2) åñòü ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ
R2 è ãðóïïû âðàùåíèé ïëîñêîñòè SO(2) : SE(2) = R2 ⋊ SO(2) . Ýòà ãðóïïà èìååò ëèíåéíîå
ïðåäñòàâëåíèå

SE(2) =


 cos θ − sin θ x

sin θ cos θ y
0 0 1

 | θ ∈ S1, x, y ∈ R

 .

Íàðÿäó ñ ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèåì, áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû êàê (x, y, θ) .
Ðàññìîòðèì íà ãðóïïå SE(2) ñòàíäàðòíóþ ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó, ïî-

ðîæäåííóþ îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì

X1 = cos θ
∂

∂ x
+ sin θ

∂

∂ y
, X2 =

∂

∂ θ
.

Ñóáðèìàíîâû ãåîäåçè÷åñêèå è îïòèìàëüíûé ñèíòåç äëÿ ýòîé ñòðóêòóðû îïèñàíû â ðàáîòàõ
[20, 22, 23].

Ïðèìåð 1. Îòìåòèì ñëåäóþùèå ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ ýòîé ñòðóêòóðû:

(1) ¾äâèæåíèå âïåðåä¿ etX1(Id) = (x, y, θ)(t) = (t, 0, 0) , t ∈ R ,

(2) ¾ïîâîðîò íà ìåñòå¿ etX2(Id) = (x, y, θ)(t) = (0, 0, t) , t ∈ R .
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Ïðîåêöèè âñåõ îñòàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïëîñêîñòü (x, y) ÿâëÿþòñÿ íåêîìïàêòíûìè
êóñî÷íî-ãëàäêèìè êðèâûìè ñ òî÷êàìè âîçâðàòà, ñì. [20].

Ãðóïïà Isom(SE(2)) áûëà âû÷èñëåíà â ðàáîòå [26]: òàì ïîêàçàíî, ÷òî

Isom(SE(2)) ∼= SE(2)⋊ (Z2 × Z2).

Ãðóïïà SE(2) äåéñòâóåò íà ñåáå ëåâûìè ñäâèãàìè. Îäèí ñîìíîæèòåëü Z2 îçíà÷àåò îòðàæåíèå
â êàêîé-ëèáî îñè íà ïëîñêîñòè (x, y) , à äðóãîé ñîìíîæèòåëü Z2 � ðàçâîðîò. Â ÷àñòíîñòè,
âñå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû â Isom(SE(2)) ñóòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû â
ãðóïïå SE(2) .

Òåîðåìà 1. Îäíîðîäíûìè ãåîäåçè÷åñêèìè â ãðóïïå SE(2) ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ãåîäåçè÷å-
ñêèå (1) è (2) , óêàçàííûå â ïðèìåðå 1.

Ïîýòîìó SE(2) íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè îðáèòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû â Isom(SE(2)) , ò.å. â SE(2) .
Àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè SE(2) åñòü

g = se(2) = span(E13, E23, E21 − E12),

ãäå Eij åñòü 3 × 3 ìàòðèöà ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì ñ ñòðîêå i è ñòîëáöå j ,
ðàâíûì 1. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åå ýëåìåíòó X = aE13+ bE23+
c(E21 − E12) åñòü esX = (x(s), y(s), θ(s)) , ãäå êîîðäèíàòû x, y, θ óäîâëåòâîðÿþò çàäà÷å Êîøè

ẋ = −cy + a, x(0) = 0,

ẏ = cx+ b, y(0) = 0,

θ̇ = c, θ(0) = 0.

Ïîýòîìó θ(s) = cs è

x(s) = as, y(s) = bs ïðè c = 0,

x(s) =
b

c
(cos cs− 1) +

a

c
sin cs, y(s) =

b

c
sin cs+

a

c
(1− cos cs) ïðè c ̸= 0.

Îðáèòà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû {esX} ⊂ SE(2) , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, θ0) ∈
SE(2) , èìååò âèä:

(x0 + as, y0 + bs, θ0) ïðè c = 0,((
x0 +

b

c

)
cos cs+

(a
c
− y0

)
sin cs− b

c
,
(
y0 −

a

c

)
cos cs+

(
b

c
+ x0

)
sin cs+

a

c
,

θ0 + cs

)
ïðè c ̸= 0.

Ïðîåêöèÿ ýòîé îðáèòû íà ïëîñêîñòü (x, y) åñòü ñëåäóþùàÿ êðèâàÿ:

(1) ïðÿìàÿ ïðè c = 0 , a2 + b2 ̸= 0 ,

(2) òî÷êà ïðè c ̸= 0 ,
(
x0 +

b
c

)2
+
(
a
c − y0

)2
= 0 ,

(3) îêðóæíîñòü ïðè c
((

x0 +
b
c

)2
+
(
a
c − y0

)2) ̸= 0 .

Èç îïèñàíèÿ ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïëîñêîñòü (x, y) ñëåäóåò, ÷òî îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå
ïîäãðóïïû â ñëó÷àå (3) íå ìîãóò áûòü ãåîäåçè÷åñêèìè. Çíà÷èò, òîëüêî ãåîäåçè÷åñêèå èç ïðè-
ìåðà 1 îäíîðîäíû (ñëó÷àè (1), (2)).
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Òàêèì îáðàçîì, íà ãðóïïå SE(2) :

� âñå ãåîäåçè÷åñêèå ýêâèîïòèìàëüíû (ñëåäñòâèå 1),

� îäíîðîäíû òîëüêî ãåîäåçè÷åñêèå òèïîâ (1), (2) ïðèìåðà 1 (òåîðåìà 1).

Ïîýòîìó ãðóïïà SE(2) ýêâèîïòèìàëüíà, íî íå ãåîäåçè÷åñêè îðáèòàëüíà.
Ãëóáèííàÿ ïðè÷èíà ýêâèîïòèìàëüíîñòè ãðóïïû SE(2) îñòàåòñÿ ñêðûòîé. Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, ãðóïïû, ïåðå÷èñëåííûå â ï. 1, 2 ñëåäñòâèÿ 1 ãåîäåçè÷åñêè îðáèòàëüíû è ýêâèîïòèìàëüíû.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà ñâîáîäíîé äâó-
ñòóïåííîé ãðóïïå Êàðíî ñ 3-ìÿ îáðàçóþùèìè (âåêòîð ðîñòà (3, 6) ) [27] ýêâèîïòèìàëüíà [13],
ïîòîìó ãåîäåçè÷åñêè îðáèòàëüíà ïî ñëåäñòâèþ 1.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À.Â. Ïîäîáðÿåâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ýòîé ðàáîòû, à
òàêæå ðåöåíçåíòó çà öåííóþ èíôîðìàöèþ î ïóáëèêàöèÿõ ïî òåìå ñòàòüè.
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