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Аннотация. Описана структура пересечения субримановой сферы на группе Энгеля с двумерным инвариантным
множеством дискретных симметрий: регулярность, аналитические свойства, принадлежность exp-log категории,
стратификация Уитни, кратность точек, характеризация в смысле анормальных траекторий, сопряженных
точек и точек Максвелла, явные выражения субриманова расстояния до особых точек.
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Описание метрики Карно-Каратеодори и субримановых сфер является одним из центральных вопросов суб-
римановой геометрии [1,2]. Известно лишь несколько субримановых геометрий, в которых явно описаны сферы:
группа Гейзенберга [3], плоский случай Мартине [4], осесимметричные субримановы структуры на группах
SO(3) и SL(2) [5, 6], субримановы структуры на группах SE(2) [7] и SH(2) [8]. Все эти структуры заданы на 3-
мерных многообразиях и все, кроме случая Мартине, являются контактными левоинвариантными структурами
с вектором роста (2, 3), потому двухступенными. Первое описание трехступенной субримановой структуры —
на группе Энгеля — получено в работе [9]. На основе этих результатов, в данной работе мы получаем подробное
описание субримановой сферы на группе Энгеля (ее сечения двумерным инвариантным многообразием группы
симметрий).

1 Группа Энгеля

Алгебра Энгеля — это нильпотентная 4-мерная алгебра Ли, в которой существует базис g = span(𝑋1, . . . , 𝑋4),
в котором таблица умножения имеет вид

X2X2X1X1

X3X3

X4X4

[𝑋1, 𝑋2] = 𝑋3,

[𝑋1, 𝑋3] = 𝑋4,

[𝑋2, 𝑋3] = [𝑋1, 𝑋4] = [𝑋2, 𝑋4] = 0.

Группа Энгеля 𝐺 есть связная односвязная группа Ли с алгеброй Ли g. Ее линейное представление есть

𝐺 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝

1 𝑏 𝑐 𝑑
0 1 𝑎 𝑎2/2
0 0 1 𝑎
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ | 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

Мы будем использовать модель 𝐺 ∼= R4
𝑥,𝑦,𝑧,𝑣, в которой левоинвариантный репер имеет вид

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑦

2

𝜕

𝜕𝑧
,

𝑋2 =
𝜕

𝜕𝑦
+

𝑥

2

𝜕

𝜕𝑧
+

𝑥2 + 𝑦2

2

𝜕

𝜕𝑣
,

𝑋3 =
𝜕

𝜕𝑧
+ 𝑥

𝜕

𝜕𝑣
,

𝑋4 = [𝑋1, 𝑋3] =
𝜕

𝜕𝑣
,

как в работе [9]. Наряду с переменной 𝑣, будем использовать переменную 𝑤 = 𝑣 − 𝑦3/6.
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2 Постановка и особенности субримановой задачи на группе Энгеля

Рассмотрим левоинвариантную субриманову структуру на группе Энгеля 𝐺 с ортонормированным репером
𝑋1, 𝑋2:

∆ = span(𝑋1, 𝑋2), 𝑔(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2.

Выходящие из единицы группы субримановы кратчайшие для этой структуры суть решения задачи оптималь-
ного управления

𝑞 = 𝑢1𝑋1 + 𝑢2𝑋2, 𝑞 ∈ 𝐺, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) ∈ R2, (1)

𝑞(0) = Id, 𝑞(𝑡1) = 𝑞1, (2)

𝑙 =

∫︁ 𝑡1

0

√︁
𝑢2
1 + 𝑢2

2 𝑑𝑡 → min . (3)

Эта задача имеет ряд важных особенностей:

� это простейшая субриманова задача глубины 3 (вектор роста (2, 3, 4)),

� это простейшая левоинвариантная субриманова задача с нетривиальными анормальными геодезическими
(кратчайшими),

� эта задача проецируется в субриманову задачу в плоском случае Мартине (вектор роста (2, 2, 3)),

� эта задача вкладывается в любую левоинвариантную субриманову задачу с вектором роста больше (2, 3, 4),
например, в задачу на группе Картана (вектор роста (2, 3, 5)), задачи с вектором роста (2, 3, 5, 6), (2, 3, 5, 8),
(2, 3, 4, 5), . . . .

3 Ранее полученные результаты

В работе [9], а также в более ранних статьях, цитированных в этой работе, получены следующие результаты
для задачи (1)–(3).

� Система вполне управляема.

� Оптимальное управление существует.

� Описаны анормальные траектории:

– это однопараметрические подгруппы 𝑒±𝑡𝑋2 ,

– они проецируются на плоскость (𝑥, 𝑦) в прямые,

– поэтому они оптимальны,

– они нестрого анормальны.

� Нормальные экстремали удовлетворяют гамильтоновой системе принципа максимума Понтрягина с га-
мильтонианом 𝐻(𝜆) = (⟨𝜆,𝑋1⟩2 + ⟨𝜆,𝑋2⟩2)/2:

𝜃 = 𝑐, (4)

𝑐̇ = −𝛼 sin 𝜃, (5)

𝛼̇ = 0,

𝑞 = − sin 𝜃 𝑋1 + cos 𝜃 𝑋2.

� В фазовом цилиндре уравнения маятника (4), (5) введены координаты (𝜙, 𝑘), в которых это уравнение
выпрямляется:

𝜙̇ =
√︀
|𝛼|, 𝑘̇ = 0.

� Получена параметризация экспоненциального отображения эллиптическими функциями Якоби:

Exp : 𝐶 × R+ → 𝐺, Exp(𝜆, 𝑡) = 𝜋 ∘ 𝑒𝑡𝐻⃗(𝜆) = 𝑞(𝑡),

𝐶 = g* ∩𝐻−1(1/2).

� Описана дискретная группа симметрий экспоненциального отображения

Z2 × Z2 × Z2 = {𝜀𝑖 | 𝑖 = 1, . . . , 8},

она порождена отражениями 𝜀1, 𝜀2 маятника в осях 𝜃, 𝑐 и отражением 𝜀4: (𝜃, 𝛼) ↦→ (𝜃 + 𝜋,−𝛼).
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� Найдены соответствующие времена Максвелла вдоль геодезических.

� Доказано, что время разреза есть первое время Максвелла, соответствующее отражениям, получено его
явное выражение

𝑡cut : 𝐶 → (0,+∞].

� Построен оптимальный синтез.

� Описано множество разреза.

4 Субримановы расстояние и сферы

Напомним основные определения и свойства субримановой метрики и сфер.
Субриманово расстояние (метрика Карно-Каратеодори) определяется следующим образом:

𝑑(𝑞0, 𝑞1) = inf

{︂∫︁ 𝑡1

0

√︁
𝑢2
1 + 𝑢2

2 𝑑𝑡 | управление (𝑢1, 𝑢2)(𝑡) переводит 𝑞0 в 𝑞1

}︂
.

Субриманова сфера радиуса 𝑅 с центром 𝑞0 есть

𝑆𝑅(𝑞0) = {𝑞 ∈ 𝐺 | 𝑑(𝑞0, 𝑞) = 𝑅}.

В силу инвариантности метрики относительно левых сдвигов на группе Энгеля 𝐿𝑞 : 𝑞′ ↦→ 𝑞𝑞′,

𝑑(𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1) = 𝑑(𝑞0, 𝑞1),

𝐿𝑞(𝑆𝑅(𝑞0)) = 𝑆𝑅(𝑞𝑞0).

В силу того, что группа Энгеля есть группа Карно, левоинвариантная субриманова структура согласована с
дилатациями:

𝛿𝛽 : (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) ↦→ (𝛽𝑥, 𝛽𝑦, 𝛽2𝑧, 𝛽3𝑤), 𝛽 > 0,

𝑑(Id, 𝛿𝛽(𝑞)) = 𝛽𝑑(Id, 𝑞),

𝛿𝛽(𝑆𝑅(Id)) = 𝑆𝛽𝑅(Id).

Поэтому достаточно исследовать единичную сферу

𝑆 = 𝑆1(Id) = {𝑞 ∈ 𝐺 | 𝑑(𝑞, Id) = 1}.

Ранее получена параметризация единичной сферы 𝑆 экспоненциальным отображением:

𝑆 = {Exp(𝜆, 1) | 𝜆 ∈ 𝐶, 𝑡cut(𝜆) ⩾ 1}.

Субриманова структура и сфера имеют дискретные симметрии:

𝜀𝑖(𝑆) = 𝑆, 𝑖 = 1, . . . , 8.

Основной объект этой работы — сечение сферы двумерным инвариантным многообразием основных симметрий
𝜀1, 𝜀2: ̃︀𝑆 = {𝑞 ∈ 𝑆 | 𝜀1(𝑞) = 𝜀2(𝑞) = 𝑞} = 𝑆 ∩ {𝑥 = 𝑧 = 0}.

Обозначим подмножества, на которые распадается сечение ̃︀𝑆, см. Рис. 1:
𝐴± = ̃︀𝑆 ∩ {𝑤 = 0, sgn 𝑦 = ±1},

𝐶± = ̃︀𝑆 ∩ {𝑦 = 0, sgn𝑤 = ±1},

𝛾1 = ̃︀𝑆 ∩ {𝑦 < 0, 𝑤 > 0},

𝛾2 = ̃︀𝑆 ∩ {𝑦 > 0, 𝑤 > 0},

𝛾3 = ̃︀𝑆 ∩ {𝑦 > 0, 𝑤 < 0},

𝛾4 = ̃︀𝑆 ∩ {𝑦 < 0, 𝑤 < 0},̃︀𝑆 = 𝐴+ ⊔𝐴− ⊔ 𝐶+ ⊔ 𝐶− ⊔
(︀
⊔4
𝑖=1𝛾𝑖

)︀
. (6)

Имеются следующие симметрии между этими подмножествами:

𝜀4(𝛾𝑖) = 𝛾𝑖+2, 𝑖 = 1, 2,

𝜀4(𝐴+) = 𝐴−, 𝜀4(𝐶+) = 𝐶−.
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Рис. 1: Сечение сферы ̃︀𝑆

5 Кратность точек сечения ̃︀𝑆
Кратностью точки 𝑞 ∈ 𝐺 называется величина

𝜇(𝑞) = card{кратчайшие, соединяющие Id и 𝑞}.

Теорема 1. (1) 𝜇(𝐴±) = 1,

(2) 𝜇(𝐶±) = c (континуум ∼= 𝑆1),

(3) 𝑞 ∈ 𝛾𝑖 ⇒ 𝜇(𝑞) = 2.

6 Характеризация точек сечения ̃︀𝑆
Теорема 2. (1) 𝐴± суть точки на анормальных кратчайших,

(2) 𝐶± суть сопряженные точки, точки Максвелла, точки разреза, центральные элементы группы Энгеля,

(3) 𝑞 ∈ 𝛾𝑖 суть точки Максвелла, точки разреза.

7 Явные выражения для субриманова расстояния до некоторых точек

группы Энгеля

Теорема 3. (1) Если 𝑞(𝑡) = 𝑒±𝑡𝑋2 , 𝑥 = 𝑧 = 𝑤 = 0, 𝑦 = ±𝑡 есть точка анормальной кратчайшей, то

𝑑(Id, 𝑞(𝑡)) = 𝑡.

(2) Если 𝑞(𝑡) = 𝑒±𝑡𝑋4 , 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0, 𝑤 = ±𝑡 есть центральный элемент группы, то

𝑑(Id, 𝑞(𝑡)) = 𝐶
3
√
𝑡,

𝐶 = 3
√︀
48𝐾2(𝑘0) ≈ 6,37, 𝐾(𝑘0)− 2𝐸(𝑘0) = 0, 𝑘0 ≈ 0,91.

8 Регулярность сечения ̃︀𝑆
Теорема 4. (1) кривые 𝛾𝑖 аналитичны и регулярны,
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(2) 𝐴±, 𝐶± суть особые точки, в них ̃︀𝑆 негладкая, но липшицева,

(3) 𝛾2 = 𝛾2 ∪ {𝐶+, 𝐴+} гладкая класса 𝐶∞,

(4) 𝛾1 ∪ {𝐶+} гладкая класса 𝐶∞,

(5) 𝛾1 ∪ {𝐴−} гладкая класса 𝐶1.

9 Аналитические свойства ̃︀𝑆
Множество называется аналитическим, если в некоторой окрестности каждой своей точки оно задается

конечной системой вещественно-аналитических уравнений. Множество называется полуаналитическим, если в
некоторой окрестности каждой своей точки оно задается конечной системой вещественно-аналитических уравне-
ний и неравенств. Множество называется субаналитическим, если его можно получить из полуаналитических
множеств путем конечнократного применения операций объединения, пересечения и взятия образа собствен-
ного аналитического отображения. На двумерной плоскости понятия полуаналитических и субаналитических
множеств совпадают.

Несубаналитичность субримановых сфер тесно связана с наличием анормальных кратчайших. А.А. Аграчев
[11] доказал субаналитичность сфер для субримановых структур без анормальных кратчайших и для многих
структур без строго анормальных кратчайших. Позже А.А. Аграчев и А.В. Сарычев [12] показали, что для
2-порождающих субримановых структур (для которых нет анормальных кратчайших) сферы субаналитичны.
Известно также, что для плоской субримановой структуры в случае Мартине [4] и для некоторых ее возмущений
[13] имеются анормальные кратчайшие, а сферы несубаналитичны.

Теорема 5. (1) Множество ̃︀𝑆 ∖ {𝐴+, 𝐴−} полуаналитично, потому субаналитично.

(2) В окрестности точки 𝐴− кривая 𝛾1 есть график неаналитической функции

𝑤 =
1

6
𝑌 3 − 4𝑌 3 exp(−2/𝑌 )(1 + 𝑜(1)), 𝑌 = (𝑦 + 1)/2 → 0.

(3) Поэтому множество ̃︀𝑆 неполуаналитично, что эквивалентно несубаналитичности так как ̃︀𝑆 ⊂ R2.

(4) Следовательно, сфера 𝑆 несубаналитична.

10 Exp-log категория

Функция 𝑓 : R𝑛 → R принадлежит exp-log категории, если она представляется в виде конечной композиции
субаналитических функций, экспонент и логарифмов. Множество принадлежит exp-log категории, если в неко-
торой окрестности любой своей точки оно является графиком отображения, компоненты которого — функции
из exp-log категории.

Теорема 6. В окрестности точки 𝐴− кривая 𝛾1 есть график функции из exp-log категории:

𝑤 = 𝐹

(︂
𝑌,

𝑒−1/𝑌

𝑌

)︂
, 𝑌 = (𝑦 + 1)/2 → 0,

где 𝐹 (𝜉, 𝜂) есть аналитическая функция в окрестности точки (𝜉, 𝜂) = (0, 0).

Поэтому множество ̃︀𝑆 принадлежит exp-log категории.

11 Стратификация Уитни

Напомним следующие фундаментальные факты, относящиеся к стратификации Уитни [10]:

� если множество субаналитично, то оно является стратифицированным пространством Уитни (С. Лоясевич,
Х. Хиронака),

� если множество принадлежит exp-log категории, то оно является стратифицированным пространством
Уитни (Ta Lê Loi).

Теорема 7. Разбиение (6) есть стратификация Уитни.
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Summary. The structure of interesection of the sub-Riemannian sphere on the Engel group with a two-dimensional
set of discrete symmetries is described: regularity, analytic properties, exp-log category, Whitney stratification,
multiplicity of points, charecterization in terms of abnormal trajectories, conjugate points and Maxwell points,
explicit expressions of sub-Riemannian distance to singular points.
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