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Àííîòàöèÿ

Ëåâîèíâàðèàíòíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ãðóïïàõ Ëè îáðàçóþò âàæíûé êëàññ çàäà÷

ñ áîëüøîé ãðóïïîé ñèììåòðèé. Îíè èíòåðåñíû â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå, òàê êàê ÷àñòî äîïóñêàþò ïîëíîå

èññëåäîâàíèå, è íà ýòèõ ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ ìîæíî èçó÷èòü îáùèå çàêîíîìåðíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è

íà íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ Ëè äîñòàâëÿþò ôóíäàìåíòàëüíóþ íèëüïîòåíòíóþ àïïðîêñèìàöèþ îáùèõ

çàäà÷. Ëåâîèíâàðèàíòíûå çàäà÷è òàêæå ÷àñòî âîçíèêàþò â ïðèëîæåíèÿõ: â êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé

ìåõàíèêå, ãåîìåòðèè, ðîáîòîòåõíèêå, ìîäåëÿõ çðåíèÿ è îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � äàòü îáçîð îñíîâíûõ ïîíÿòèé, ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ëå-

âîèíâàðèàíòíûì çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ãðóïïàõ Ëè, èíòåãðèðóåìûì â ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèÿì. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî îïèñàíèþ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé è èõ îïòèìàëüíîñòè,

âðåìåíè ðàçðåçà è ìíîæåñòâà ðàçðåçà, îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà. Òàêæå çàòðàãèâàþòñÿ âîïðîñû êëàññè-

ôèêàöèè ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷ íà ãðóïïàõ Ëè ðàçìåðíîñòè 3, 4.

Áèáëèîãðàôèÿ: 92 íàçâàíèÿ.
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1 Ïðåäèñëîâèå

Èññëåäîâàíèå èíâàðèàíòíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì íà ãðóïïàõ Ëè è îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ òåì ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî �
åñòåñòâåííûé è âàæíûé êëàññ ñèñòåì, äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíà ñîäåðæàòåëüíàÿ ãëîáàëüíàÿ òåîðèÿ (èìåí-
íî òàêèå ñèñòåìû âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ëîêàëüíîé íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè ãëàäêèõ ñèñòåì).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêèå ñèñòåìû ìîäåëèðóþò öåëûé ðÿä ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (âðàùåíèå è êà÷åíèå òåë,
äâèæåíèå ðîáîòîâ, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, êîìïüþòåðíîå çðåíèå).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå ãëîáàëüíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (íàïðè-
ìåð, çàäà÷è óïðàâëÿåìîñòè èëè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíûì, åñëè çàäà÷à
íå èìååò áîëüøîé ãðóïïû ñèììåòðèé. Äëÿ èíâàðèàíòíûõ çàäà÷ íà ãðóïïàõ Ëè (è èõ ïðîåêöèé íà îä-
íîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà) òî÷íîå ðåøåíèå ÷àñòî ìîæíî íàéòè íà îñíîâå ìåòîäîâ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
óïðàâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òåîðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè. Ïîëó-
÷åííîå ðåøåíèå èíâàðèàíòíîé çàäà÷è ìîæåò äàòü õîðîøóþ àïïðîêñèìàöèþ ñîîòâåòñòâóþùåé íåëèíåéíîé
çàäà÷è. Íàïðèìåð, èíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà ñëóæèò êðàåóãîëüíûì
êàìíåì âñåé ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.

Îñíîâíûå çàäà÷è, ðàññìàòðèâàâøèåñÿ äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñèñòåì íà ãðóïïàõ Ëè, � çàäà÷à óïðàâ-
ëÿåìîñòè è çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïî çàäà÷å óïðàâëÿåìîñòè èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà;
îíà îïèñàíà, íàïðèìåð, â îáçîðå [73].

Â äàííîì îáçîðå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïîëíîãî îïèñàíèÿ èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ ïî ëåâîèíâàðèàíò-
íûì çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ãðóïïàõ Ëè, èíòåãðèðóåìûì â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Íåêî-
òîðûå èç ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ èññëåäîâàëèñü êëàññèêàìè áåç ïðèâëå÷åíèÿ àïïàðàòà ãðóïï Ëè. Òàê,
Ëåîíàðä Ýéëåð èçó÷àë âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà â ïðîñòðàíñòâå. Ëåâîèíâàðèàíòíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ íà ãðóïïàõ Ëè íàõîäÿòñÿ â ñôåðå ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ
íà÷èíàÿ ñ 1990-ûõ ãîäîâ. Ýòè ðàáîòû ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå äàííîãî îáçîðà.

Îáçîð èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäÿòñÿ áàçîâûå ñâåäåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
óïðàâëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ãðóïïàì Ëè è ëåâîèíâàðèàíòíûì çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ðàç-
äåë 3 ïîñâÿùåí êëàññèôèêàöèè òðåõìåðíûõ è ÷åòûðåõìåðíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷. Â
ðàçäåëå 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, èíòåãðèðóåìûå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

Â ïðîäîëæåíèå ýòîãî îáçîðà íàïèñàí îáçîð [79] ïî ëåâîèíâàðèàíòíûì çàäà÷àì, èíòåãðèðóåìûì â ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.

Àâòîð áëàãîäàðèò À.À. Àãðà÷åâà, À.Â. Ïîäîáðÿåâà, À.Ï. Ìàøòàêîâà, À.À. Àðäåíòîâà è È.Þ. Áåñ÷àñò-
íîãî çà ïîëåçíûå ñîâåòû ïî ñîäåðæàíèþ è èçëîæåíèþ â äàííîé ðàáîòå.

Òàêæå àâòîð áëàãîäàðåí Å.Ô. Ñà÷êîâîé çà ïîìîùü â íàáîðå îáçîðà è ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó ïðè
ðàáîòå íàä íèì.

2 Ââåäåíèå: ëåâîèíâàðèàíòíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

2.1 Îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêè çàäà÷

2.1.1 Ãðóïïû Ëè, ëåâîèíâàðèàíòíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû è çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ

Ãðóïïà Ëè G � ýòî ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå òàêîé ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé, ÷òî îòîáðàæåíèÿ

(g1, g2) 7→ g1g2, G×G→ G,

g 7→ g−1, G→ G,

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè. Òàêèì îáðàçîì, ëåâûé ñäâèã íà ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G,

Lg : h 7→ gh, G→ G,

åñòü äèôôåîìîðôèçì. Îáîçíà÷èì åãî äèôôåðåíöèàë ÷åðåç

Lg∗ : ThG→ TghG.

Âåêòîðíîå ïîëå X ∈ Vec(G) íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì, åñëè

Lg∗X(h) = X(gh), g, h ∈ G.

Àëãåáðà Ëè ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà G íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ëè g ãðóïïû Ëè G. Ýòà àëãåáðà
Ëè èçîìîðôíà êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó TIdG â åäèíè÷íîì ýëåìåíòå Id ãðóïïû Ëè G.
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Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà
ġ = f(g, u), g ∈ G, u ∈ U

íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé, åñëè

Lh∗f(g, u) = f(hg, u), g, h ∈ G, u ∈ U.

Íàïðèìåð, àôôèííàÿ ïî óïðàâëåíèÿì ñèñòåìà

ġ = X0(g) +

k∑
i=1

uiXi(g), g ∈ G, u = (u1, . . . , uk) ∈ U ⊂ Rk,

ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé, åñëè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëÿ X0, X1, . . . , Xk.
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ġ = f(g, u), g ∈ G, u ∈ U, (2.1)

g(0) = g0, g(t1) = g1, (2.2)

J =

∫ t1

0

φ(u)dt→ min (2.3)

íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé, åñëè òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà (2.1).
Äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü g0 = Id.

2.1.2 Ñóáðèìàíîâû çàäà÷è, òî÷êè ðàçðåçà, ñîïðÿæåííûå òî÷êè, êðàò÷àéøèå è ñôåðû

Ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M � ýòî ðàñïðåäåëåíèå (ïîäðàññëîåíèå êàñàòåëü-
íîãî ðàññëîåíèÿ TM)

∆ = {∆q ⊂ TqM | q ∈M}, dim∆q ≡ const,

ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

⟨·, ·⟩ = {⟨·, ·⟩q − ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ∆q | q ∈M}.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ∆q = TqM , q ∈M , ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ñòðóêòóðó ⟨·, ·⟩ íà ìíîãîîáðàçèè M .
Ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà ãðóïïå Ëè G íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé, åñëè ðàñïðåäåëåíèå è ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîõðàíÿþòñÿ ëåâûìè ñäâèãàìè íà G. Äëÿ òàêîé ñòðóêòóðû ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíûé
îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð èç ëåâîèíâàðèàíòíûõ ïîëåé:

X1, . . . , Xk ∈ g, k = dim∆g,

∆g = span(X1(g), . . . , Xk(g)),

⟨Xi(g), Xj(g)⟩ = δij , g ∈ G.

Êðèâàÿ g ∈ Lip([0, t1], G) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆, åñëè

ġ(t) =

k∑
i=1

ui(t)Xi(g(t))

äëÿ íåêîòîðûõ óïðàâëåíèé ui ∈ L∞([0, t1]). Ñóáðèìàíîâîé äëèíîé äîïóñòèìîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

l(g(·)) =
∫ t1

0

(
k∑

i=1

u2i (t)

)1/2

dt.

Ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå (ðàññòîÿíèå Êàðíî-Êàðàòåîäîðè) ìåæäó òî÷êàìè g0, g1 ∈ G åñòü

d(g0, g1) = inf{l(g(·)) | g(·)− äîïóñòèìàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ g0 è g1}.

Ñóáðèìàíîâà êðàò÷àéøàÿ � ýòî äîïóñòèìàÿ êðèâàÿ g ∈ Lip([0, t1], G), äëÿ êîòîðîé

l(g(·)) = d(g(0), g(t1)).
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Òàêàÿ êðèâàÿ åñòü ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ġ =

k∑
i=1

uiXi(g), g ∈ G, u ∈ Rk, (2.4)

g(0) = g0, g(t1) = g1, (2.5)

l(g(·)) =
∫ t1

0

(
k∑

i=1

u2i (t)

)1/2

dt→ min . (2.6)

Çäåñü òåðìèíàëüíîå âðåìÿ t1 ìîæåò áûòü çàêðåïëåííûì èëè ñâîáîäíûì. Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî
ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ äëèíû (2.6) ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè

J =
1

2

∫ t1

0

k∑
i=1

u2i (t)dt→ min (2.7)

ñ ôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì t1.
Äîïóñòèìàÿ êðèâàÿ g ∈ Lip([0, t1], G) íàçûâàåòñÿ ñóáðèìàíîâîé ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè îíà íàòóðàëüíî

ïàðàìåòðèçîâàíà (ò.å.
∑k

i=1 u
2
i (t) ≡ 1) è äëÿ ëþáîãî τ ∈ [0, t1] ñóùåñòâóåò îòðåçîê I ⊂ R, τ ∈ int I, òàêîé,

÷òî ñóæåíèå g|I∩[0,t1] åñòü êðàò÷àéøàÿ.
Âðåìåíåì ðàçðåçà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé g(·) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

tcut(g(·)) = sup{T > 0 | g|[0,T ] åñòü êðàò÷àéøàÿ} ∈ (0, +∞].

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà g(tcut) ïðè tcut < +∞ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðåçà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé g(·). Ìíî-
æåñòâîì ðàçðåçà äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíîé òî÷êå g0 = Id,
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Cut ⊂ G òî÷åê ðàçðåçà âäîëü âñåõ ãåîäåçè÷åñêèõ, âûõîäÿùèõ èç òî÷êè g0.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äîïóñòèìûå òðàåêòîðèè, ãåîäåçè÷åñêèå, âðåìÿ ðàçðåçà, òî÷êè ðàçðåçà è
ìíîæåñòâî ðàçðåçà äëÿ îáùèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.1)�(2.3).

Åñëè ãðóïïà Ëè G ñâÿçíà, à ðàñïðåäåëåíèå ∆ âïîëíå íåãîëîíîìíî, òî ïî òåîðåìå Ðàøåâñêîãî-×æîó
(ñì. äàëåå òåîðåìó 2.1), ëþáûå òî÷êè g0, g1 ∈ G ñîåäèíèìû äîïóñòèìîé êðèâîé, à ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿ-
íèå d ïðåâðàùàåò G â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå ñóáðèìàíîâû ñôåðû îïðåäåëÿþòñÿ êàê â
ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå:

SR(g0) = {g ∈ G | d(g0, g) = R}.

Äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷ SR(g0) = Lg0(SR(Id)), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü òîëü-
êî öåíòðèðîâàííûå â åäèíèöå ñôåðû SR = SR(Id).

Ìåòðè÷åñêîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ g(t), t ∈ R, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R ñóæåíèå
g|[a,b] åñòü êðàò÷àéøàÿ.

2.1.3 Ãðóïïû Êàðíî

Àëãåáðà Êàðíî g åñòü ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè, ïîðîæäåííàÿ ïåðâûì ñëîåì g(1):

g = g(1) ⊕ · · · ⊕ g(s), (2.8)

[g(1), g(k)] = g(k+1), k = 1, . . . , s− 1, (2.9)

[g(1), g(s)] = {0}. (2.10)

Íàèìåíüøåå s, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.8)�(2.10), íàçûâàåòñÿ ãëóáèíîé (èëè ñòóïåíüþ) àëãåá-
ðû Êàðíî g. Ðàçìåðíîñòü ïåðâîãî ñëîÿ g(1) íàçûâàåòñÿ ðàíãîì àëãåáðû Êàðíî. Ãðóïïà Êàðíî åñòü ñâÿçíàÿ
îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, àëãåáðà Ëè êîòîðîé åñòü àëãåáðà Êàðíî.

Åñëè àëãåáðà Êàðíî ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé àëãåáðîé Êàðíî, à ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ãðóïïà Ëè � ñâîáîäíîé ãðóïïîé Êàðíî.

Åñëè íà ïåðâîì ñëîå g(1) çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî ëåâûå ñäâèãè ýòîãî ñëîÿ è ñêàëÿðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ çàäàþò íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå Êàðíî ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó.
Òàêèå ëåâîèíâàðèàíòíûå ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû íà ãðóïïàõ Êàðíî âîçíèêàþò êàê íèëüïîòåíòíûå àï-
ïðîêñèìàöèè îáùèõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð â òî÷êàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â ýòîì îáçîðå ðàññìàòðèâàþòñÿ
íåñêîëüêî òàêèõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð:

� íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà, ýòî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà Êàðíî ðàíãà 2, ãëóáèíû 2 (ðàçäåë 4.1),
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� çàäà÷à ñ âåêòîðîì ðîñòà (3,6), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà Ëè åñòü ñâîáîäíàÿ ãðóïïà Êàðíî ðàíãà 3,
ãëóáèíû 2 (ðàçäåë 4.4),

� äâóõñòóïåííûå ñâîáîäíûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû Ëè (ðàçäåë 4.5),

� äâóõñòóïåííûå çàäà÷è êîðàíãà 1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà Ëè åñòü (2k + 1)-ìåðíàÿ ãðóïïà Ãåéçåí-
áåðãà, ýòî íåñâîáîäíàÿ ãðóïïà Êàðíî ðàíãà 2k, ãëóáèíû 2 (ðàçäåë 4.6),

� äâóõñòóïåííûå çàäà÷è êîðàíãà 2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ (k+2)-ìåðíàÿ ãðóïïà Ëè åñòü íåñâîáîäíàÿ ãðóïïà
Êàðíî ðàíãà k, ãëóáèíû 2 (ðàçäåë 4.7).

2.1.4 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Â ýòîì îáçîðå èñïîëüçóþòñÿ ëèøü áàçîâûå ñâåäåíèÿ î ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ãðóïïàõ Ëè è àëãåá-
ðàõ Ëè, ñì., íàïðèìåð, [91]. Ïåðâîíà÷àëüíûå îïðåäåëåíèÿ ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñîäåðæàòñÿ â ëþáîì
èñòî÷íèêå [3, 6, 8, 46,58,77,88].

2.2 Ýëåìåíòû ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ

2.2.1 Òåîðåìà Ðàøåâñêîãî-×æîó

Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó (∆, ⟨·, ·⟩) íà ãðóïïå Ëè G ñ ëåâîèíâàðèàíòíûì
îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì X1, . . . , Xk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lie(X1, . . . , Xk) ïîäàëãåáðó Ëè â g, ïîðîæäåí-
íóþ ïîëÿìè X1, . . . , Xk.

Òåîðåìà 2.1 (Ðàøåâñêèé-×æîó). Ïóñòü ãðóïïà Ëè G ñâÿçíà, à ðàñïðåäåëåíèå ∆ âïîëíå íåãîëîíîìíî:

Lie(X1, . . . , Xk) = g.

Òîãäà

(1) ëþáûå òî÷êè â G ñîåäèíèìû äîïóñòèìîé êðèâîé,

(2) (G, d) åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

(3) òîïîëîãèÿ íà G, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé d, ýêâèâàëåíòíà òîïîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðàñïðåäåëåíèå ∆ íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìûì, åñëè ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó q ∈
M ïðîõîäèò ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Nq òàêîå, ÷òî TqNq = ∆q (èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ∆), â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà (∆, ⟨·, ·⟩) òàêæå íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Ýòî
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíîãî áàçèñà X1, . . . , Xk ðàñïðåäåëåíèÿ ∆ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
Lie(X1, . . . , Xk)(q) = ∆q, q ∈M .

2.2.2 Òåîðåìà Ôèëèïïîâà

Ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
äàþòñÿ òåîðåìîé Ôèëèïïîâà [8, 40].

2.2.3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà íà ãðóïïàõ Ëè

Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.1)�(2.3) íà ãðóïïå Ëè G ñ ôèêñè-
ðîâàííûì òåðìèíàëüíûì âðåìåíåì t1. Ââåäåì ãàìèëüòîíèàí ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà:

hνu(λ) = ⟨λ, f(g, u)⟩+ νφ(u), (2.11)

λ ∈ T ∗
gG ⊂ T ∗G, u ∈ U, g ∈ G, ν ∈ R. (2.12)

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ u ∈ U , ν ∈ R îáîçíà÷èì ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå h⃗νu ∈ Vec(T ∗G), ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ãàìèëüòîíèàíó hνu ∈ C∞(T ∗G).

Òåîðåìà 2.2 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà). Åñëè g(t) åñòü îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ óïðàâëåíèþ u(t), òî ñóùåñòâóþò êðèâàÿ λ ∈ Lip([0, t1], T

∗G), λt ∈ T ∗
g(t)G, è ÷èñëî ν ∈ {−1, 0},

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(1) λ̇t = h⃗νu(t)(λt) äëÿ ï. â. t ∈ [0, t1],

(2) hνu(t)(λt) = max
v∈U

hνv(λt) äëÿ âñåõ t ∈ [0, t1],
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(3) (λt, ν) ̸= (0, 0) äëÿ âñåõ t ∈ [0, t1].

Åñëè òåðìèíàëüíîå âðåìÿ t1 ñâîáîäíî, òî ê óñëîâèÿì (1)�(3) ïðèñîåäèíÿåòñÿ óñëîâèå

(4) hνu(t)(λt) ≡ 0.

Òðàåêòîðèÿ g(t) è óïðàâëåíèå u(t), óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, íàçûâàþòñÿ
ýêñòðåìàëüíûìè, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ λt � ýêñòðåìàëüþ.

Äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è (2.4), (2.5), (2.7) ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äåòàëè-

çèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ãàìèëüòîíèàíû hi(λ) = ⟨λ,Xi(g)⟩, H(λ) =
1

2

k∑
i=1

h2i (λ), λ ∈ T ∗G.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü g(t) åñòü ñóáðèìàíîâà êðàò÷àéøàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëåíèþ u(t). Òîãäà
ñóùåñòâóåò êðèâàÿ λ ∈ Lip([0, t1], T

∗G), λt ∈ T ∗
g(t)G, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî îäíî, è òîëüêî îäíî, èç

óñëîâèé:

λ̇t =

k∑
i=1

ui(t)⃗hi(λt), H(λt) ≡ 0, λt ̸= 0, (A)

λ̇t = H⃗(λt), ui(t) = hi(λt). (N)

Ñëó÷àé (A) íàçûâàåòñÿ àíîðìàëüíûì, à ñëó÷àé (N) � íîðìàëüíûì.
Äîïîëíèì îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû X1, . . . , Xk äî ëåâîèíâàðèàíòíîãî ðåïå-

ðà X1, . . . , Xn íà ãðóïïå Ëè G è ââåäåì ãàìèëüòîíèàíû hi(λ) = ⟨λ,Xi(g)⟩. Òîãäà íîðìàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà
ñèñòåìà λ̇ = H⃗(λ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

ḣi = {H,hi}, i = 1, . . . , n, (2.13)

ġ =

k∑
i=1

hiXi(g),

ãäå {H,hi} åñòü ñêîáêà Ïóàññîíà ãàìèëüòîíèàíîâ.
Âåðòèêàëüíóþ ïîäñèñòåìó (2.13) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

íà êîàëãåáðå Ëè g∗ ïîñëå òðèâèàëèçàöèè êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗G ∼= G× g∗ ëåâûìè ñäâèãàìè.
Âäîëü íåïîñòîÿííûõ íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé H(λt) ≡ const > 0, è èõ ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü íàòó-

ðàëüíî (äëèíîé äóãè), òî åñòü òàê, ÷òîáû H(λt) ≡ 1/2. Îáîçíà÷èì öèëèíäð C = g∗ ∩ {H = 1/2}, òîãäà
íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

Exp : (λ0, t) 7→ g(t) = π ◦ etH⃗(λ0), (2.14)

Exp : C × R+ → G,

ãäå ýêñïîíåíòà ñïðàâà â (2.14) îáîçíà÷àåò ïîòîê ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ, à π : T ∗G → G åñòü êàíîíè÷åñêàÿ
ïðîåêöèÿ.

Âîëíîâûì ôðîíòîì çà âðåìÿ t > 0, ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüíîé òî÷êå Id, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Wt = {Exp(λ, t) | λ ∈ C}.

Î÷åâèäíî âêëþ÷åíèå St ⊂Wt.
Àíîðìàëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû íà ãðóïïå Ëè G, ñîîò-

âåòñòâóþùèì íà÷àëüíîé òî÷êå g0 = Id ∈ G, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Abn = {g(t) | g(·) àíîðìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, t > 0, g(0) = Id} ⊂ G.

2.2.4 Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Òåîðåìà 2.3 (Óñëîâèå Ëåæàíäðà). Êîðîòêèå äóãè íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé îïòèìàëü-
íû.

Ïîýòîìó íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè. Ìîìåíò âðåìåíè t̂ > 0
íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì âðåìåíåì äëÿ íîðìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé Exp(λ, t), λ ∈ C, åñëè (λ, t̂) åñòü êðè-
òè÷åñêàÿ òî÷êà ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, òî åñòü äèôôåðåíöèàë Exp∗(λ,t̂) : T(λ,t̂)(C × R+) → TĝG

âûðîæäåí, ãäå ĝ = Exp(λ, t̂). Ïðè ýòîì òî÷êà ĝ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé òî÷êîé. Ïåðâîå ñîïðÿæåííîå
âðåìÿ âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé g(t) åñòü t1conj = inf{t > 0 | t− ñîïðÿæåííîå âðåìÿ âäîëü g(·)}.
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Òåîðåìà 2.4 (Óñëîâèå ßêîáè). Ïóñòü g : [0, t1] → G åñòü íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, íå ñîäåðæàùàÿ
àíîðìàëüíûõ äóã. Òîãäà:

(1) t1conj > 0,

(2) äëÿ ëþáîãî τ ∈ (0, t1conj) ãåîäåçè÷åñêàÿ g|[0,τ ] åñòü ëîêàëüíî êðàò÷àéøàÿ â òîïîëîãèè W 1,2 íà ïðî-
ñòðàíñòâå ãîðèçîíòàëüíûõ êðèâûõ ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè,

(3) äëÿ ëþáîãî τ > t1conj ãåîäåçè÷åñêàÿ g|[0,τ ] íå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé.

Ïåðâîé êàóñòèêîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Conj1 = {Exp(λ, t) | λ ∈ C, t = t1conj(λ)}.

Òåîðåìà 2.5 (Óñëîâèå Ãîõà). Ïóñòü (∆, ⟨·, ·⟩) åñòü âïîëíå íåãîëîíîìíàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà
ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M . Åñëè ëþáûå ñóáðèìàíîâû øàðû êîìïàêòíû è

∆q + [∆,∆]q = TqM, q ∈M,

òî ëþáàÿ êðàò÷àéøàÿ íîðìàëüíà.

2.2.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ýòîò ðàçäåë ñîäåðæèò ñòàíäàðòíûé ìàòåðèàë ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ñì. [6, 8, 34, 44, 46,
58,61,67,74,77,84,92].

2.3 Ñèììåòðèéíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà

Îòûñêàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îáû÷íî ñîñòîèò èç ñëåäóþ-
ùèõ øàãîâ:

(1) äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé,

(2) îïèñàíèå ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé,

(3) âûáîð îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé èç ýêñòðåìàëüíûõ.

Øàã (1) îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáùèõ ìåòîäîâ òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷
ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êðàò÷àéøèõ äàþòñÿ òåîðåìàìè Ðàøåâñêîãî-×æîó è Ôè-
ëèïïîâà.

Øàã (2), êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Äîêàçûâàåòñÿ èí-
òåãðèðóåìîñòü ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, è åå ðåøåíèÿ ïàðàìåòðèçóþòñÿ
â ÿâíîì âèäå.

Øàã (3) íàèáîëåå ñëîæåí. Ëîêàëüíóþ îïòèìàëüíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé îáû÷íî ìîæíî èñ-
ñëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ îöåíîê ñîïðÿæåííîãî âðåìåíè. Äëÿ èçó÷åíèÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷àõ
ñ áîëüøîé ãðóïïîé ñèììåòðèé (â ÷àñòíîñòè, â ëåâîèíâàðèàíòíûõ çàäà÷àõ) ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé
ñèììåòðèéíûé ìåòîä.

(3.1) Îïèñûâàþòñÿ äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ñèììåòðèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.

(3.2) Îòûñêèâàþòñÿ òî÷êè Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèììåòðèÿì (òî åñòü òî÷êè, êóäà íåñêîëüêî ñèì-
ìåòðè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé ïðèõîäÿò â îäíî è òî æå âðåìÿ). Ýòè òî÷êè (è èõ ïðîîáðàçû
îòíîñèòåëüíî ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ) îáðàçóþò ñòðàòû Ìàêñâåëëà â îáðàçå (ñîîòâåòñòâåí-
íî ïðîîáðàçå) ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Íà êàæäîé ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè îòûñêèâàåòñÿ
ïåðâîå âðåìÿ Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùåå ñèììåòðèÿì (òî åñòü ïåðâîå âðåìÿ, êîãäà ýêñòðåìàëüíûå
òðàåêòîðèè ïåðåñåêàþò ñòðàòû Ìàêñâåëëà). Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ, ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåê-
òîðèÿ íå ìîæåò áûòü îïòèìàëüíîé ïîñëå òî÷êè Ìàêñâåëëà [72].

(3.3) Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ëþáîé ãåîäåçè÷åñêîé ïåðâîå ñîïðÿæåííîå âðåìÿ íå ìåíüøå ïåðâîãî âðåìåíè
Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèììåòðèÿì. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðÿìûå îöåíêè ÿêîáèàíà
ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ èëè ãîìîòîïè÷åñêóþ èíâàðèàíòíîñòü èíäåêñà Ìàñëîâà (êîëè÷åñòâà
ñîïðÿæåííûõ òî÷åê íà ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè [2,78]).

(3.4) Ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ íà ïîäîáëàñòè, âûðåçàåìûå â ïðîîá-
ðàçå è îáðàçå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñòðàòàìè Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñèììåòðèÿì.
Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Àäàìàðà î ãëîáàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå [50] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî îãðàíè÷å-
íèå åñòü äèôôåîìîðôèçì.
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(3.5) Íà îñíîâå îïèñàííîé òàêèì îáðàçîì ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðû ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ÷àñòî
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âðåìÿ ðàçðåçà íà ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ ðàâíî ïåðâîìó âðåìåíè Ìàêñ-
âåëëà, ñîîòâåòñòâóþùåìó ñèììåòðèÿì. Áîëåå òîãî, òàêèì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé
êîíå÷íîé òî÷êè â óêàçàííûõ ïîäîáëàñòÿõ â îáðàçå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðóþ ìîæíî âû÷èñëèòü, îáðàùàÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðà-
æåíèå â ýòèõ ïîäîáëàñòÿõ.

(3.6) Íàêîíåö, äëÿ çàäà÷ íåâûñîêîé ðàçìåðíîñòè ñ áîëüøîé ãðóïïîé ñèììåòðèé èíîãäà óäàåòñÿ ïîñòðîèòü
ïîëíûé îïòèìàëüíûé ñèíòåç, òî åñòü çàêîí, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé êîíå÷íîé òî÷êå â ïðîñòðàí-
ñòâå ñîñòîÿíèé îäíó èëè íåñêîëüêî îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé, ïðèõîäÿùèõ â ýòó òî÷êó.

Ìíîãèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñàííûå â ýòîì îáçîðå, èññëåäîâàíû ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñèì-
ìåòðèéíîãî ìåòîäà.

2.3.1 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ñèììåòðèéíûé ìåòîä åñòü îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Àäàìàðà â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ïðè-
ìåíåííîãî èì, â ÷àñòíîñòè, ê èññëåäîâàíèþ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà íà ïîâåðõíîñòÿõ îòðèöàòåëüíîé êðè-
âèçíû [50]. Â îïèñàííîì âèäå îí ïðèìåíÿëñÿ ê ëåâîèíâàðèàíòíûì çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â
ðàáîòàõ [7, 12,35,59,64,66,75,76,80].

3 Êëàññèôèêàöèè ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷

3.1 Çàäà÷è íà òðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè

Â ýòîì ðàçäåëå îïèñàíà êëàññèôèêàöèÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíûõ èçîìåòðèé è äèëàòàöèé, âñåõ íåèí-
òåãðèðóåìûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð ðàíãà 2 íà òðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè.

3.1.1 Òðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè

Âñå òðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ïî-
äàëãåáðîé, ñóòü àëãåáðû Ëè ñëåäóþùèõ ãðóïï Ëè:

� ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà H3,

� A+(R)⊕ R, ãäå A+(R) åñòü ãðóïïà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ àôôèííûõ ôóíêöèé íà R,

� SOLV, ãðóïïû Ëè, àëãåáðû Ëè êîòîðûõ ðàçðåøèìû è èìåþò äâóìåðíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîäàëãåáðó,

� ãðóïïû SE(2) è SH(2) ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ åâêëèäîâûõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè
ñîîòâåòñòâåííî,

� òðåõìåðíûå ïðîñòûå ãðóïïû Ëè SL(2) è SU(2).

3.1.2 Ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû

ÏóñòüG� òðåõìåðíàÿ ãðóïïà Ëè è (∆, ⟨·, ·⟩)� íåèíòåãðèðóåìàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóê-
òóðà íà G ðàíãà 2.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü ãðóïïà Ëè G îäíîñâÿçíà. Ñóùåñòâóåò ëåâîèíâàðèàíòíûé ðåïåð (X0, X1, X2)
íà ãðóïïå Ëè G òàêîé, ÷òî (X1, X2) åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð äëÿ ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû
(∆, ⟨·, ·⟩), â êîòîðîì òàáëèöà óìíîæåíèÿ åñòü ëèáî

[X1, X0] = c201X2, (3.1)

[X2, X0] = c102X1, (3.2)

[X2, X1] = c112X1 + c212X2 +X0, (3.3)

ëèáî

[X1, X0] = κX2, (3.4)

[X2, X0] = −κX1, (3.5)

[X2, X1] = X0. (3.6)
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Â ñëó÷àå (3.1)�(3.3) îáîçíà÷èì

χ =
c201 + c102

2
, κ = −(c112)

2 − (c212)
2 +

c201 − c102
2

,

à â ñëó÷àå (3.4)�(3.6) χ = 0.

3.1.3 Êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð

Ïðè ðàñòÿæåíèÿõ îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà (X1, X2) èíâàðèàíòû χ è κ óìíîæàþòñÿ íà íåíóëåâóþ
êîíñòàíòó, ïîýòîìó èõ ìîæíî íîðìèðîâàòü óñëîâèåì

χ = κ = 0 èëè χ2 + κ2 = 1, χ ⩾ 0.

Ñóáðèìàíîâà èçîìåòðèÿ ìåæäó äâóìÿ ñóáðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè (M,∆, ⟨·, ·⟩) è (M ′,∆′, ⟨·, ·⟩′)
åñòü äèôôåîìîðôèçì f : M →M ′, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

(1) f∗(∆) = ∆′,

(2) ⟨X1, X2⟩ = ⟨f∗X1, f∗X2⟩′ äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X1, X2, êàñàþùèõñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆.

Òåîðåìà 3.1. Âñå íåèíòåãðèðóåìûå ëåâîèíâàðèàíòíûå ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû ðàíãà 2 íà 3-ìåðíûõ
ãðóïïàõ Ëè êëàññèôèöèðóþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíûõ èçîìåòðèé è äèëàòàöèé êàê íà Ðèñ. 1, ãäå
êàæäàÿ ñòðóêòóðà îáîçíà÷åíà òî÷êîé (κ, χ), è ðàçíûå òî÷êè îáîçíà÷àþò ëîêàëüíî íåèçîìåòðè÷íûå
ñòðóêòóðû.

Áîëåå òîãî,

(1) åñëè χ = κ = 0, òî ñòðóêòóðà ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íà ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðå íà ãðóïïå Ãåéçåí-
áåðãà (ñì. ðàçäåë 4.1);

(2) åñëè χ2 + κ2 = 1, òî ñóùåñòâóþò íå áîëåå òðåõ ëîêàëüíî íåèçîìåòðè÷íûõ íîðìàëèçîâàííûõ ñóá-
ðèìàíîâûõ ñòðóêòóð ñ ýòèìè èíâàðèàíòàìè; â ÷àñòíîñòè, íà êàæäîé óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïå Ëè
äëÿ ëþáûõ (χ, κ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íîðìàëèçîâàííàÿ ñòðóêòóðà;

(3) åñëè χ ̸= 0 èëè χ = 0 è κ ⩾ 0, òî äâå ñòðóêòóðû ñ çàäàííûìè (χ, κ) ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ àëãåáðû Ëè èçîìîðôíû.

κ

χ

h3

su2

su2

se2sh2

solv

solv

sl2

sl2

sl2a+ ⊕ R
��✒ ❅❅■

✲
✛ ✲

Ðèñ. 1: Êëàññèôèêàöèÿ 3-ìåðíûõ êîíòàêòíûõ ëåâî-
èíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð

3.1.4 Èçîìåòðèÿ ìåæäó A+(R)× S1 è SL(2)

Ñóùåñòâóþò íåèçîìîðôíûå ãðóïïû Ëè ñ ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íûìè ñóáðèìàíîâûìè ñòðóêòóðàìè: èç
òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íîðìàëèçîâàííàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóï-
ïå A+(R) ⊕ R ñ χ = 0, κ = −1. Ýòà ñòðóêòóðà ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íà ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðå íà SL(2),
îïðåäåëÿåìîé ôîðìîé Êèëëèíãà.

Ãðóïïà Ëè A+(R)⊕ R ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöàìè:

A+(R)⊕ R =


a 0 b
0 1 c
0 0 1

 | a > 0, b, c ∈ R

 ,
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ãäå äåéñòâèå íà âåêòîð (x, y) ∈ R2 çàäàåòñÿ êàêa 0 b
0 1 c
0 0 1

xy
1

 =

ax+ b
y + c
1

 .

Àëãåáðà Ëè ýòîé ãðóïïû Ëè ïîðîæäåíà ìàòðèöàìè

e1 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , e2 =

−1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , e3 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 .

Ðàññìîòðèì ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà A+(R)⊕ R ñ îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì (e2, e1 + e3).
Ïîäãðóïïà A+(R) äèôôåîìîðôíà ïîëóïëîñêîñòè {(a, b) ∈ R2 | a > 0}, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ â ñòàíäàðòíûõ

ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ êàê {(ρ, θ) | ρ > 0,−π/2 < θ < π/2}.
Ðàññìîòðèì ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó íàA+(R)×S1, çàäàííóþ ïðîåöèðîâàíèåì ñòðóêòóðû íàA+(R)×R.

Òåîðåìà 3.2. Äèôôåîìîðôèçì F : A+(R)× S1 → SL(2), çàäàííûé êàê

F (ρ, θ, φ) =
1√

ρ cos θ

(
cosφ sinφ

ρ sin(θ − φ) ρ cos(θ − φ)

)
,

ãäå (ρ, θ) ∈ A+(R) è φ ∈ S1, åñòü ãëîáàëüíàÿ ñóáðèìàíîâà èçîìåòðèÿ.

3.1.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Èçëîæåíèå â ýòîì ðàçäåëå îïèðàåòñÿ íà ðàáîòó [4].
Îòìåòèì, ÷òî â áîëåå ðàííåé ðàáîòå [39] ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñóáðèìàíîâûõ îäíîðîäíûõ

ïðîñòðàíñòâ, òî åñòü ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð, èìåþùèõ òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó èçîìåòðèé, ãëàäêî äåé-
ñòâóþùèõ íà ìíîãîîáðàçèè. Èñïîëüçîâàííûå â ýòîé ðàáîòå èíâàðèàíòû τ0 è K ñîâïàäàþò, ñ òî÷íîñòüþ
äî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, ñ èíâàðèàíòàìè χ è κ ýòîãî ðàçäåëà.

Êëàññèôèêàöèÿ êîíòàêòíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ ìåòðèê íà òðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè ñ
òî÷íîñòüþ äî àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû Ëè ïîëó÷åíà â ðàáîòàõ [88,89].

3.2 Çàäà÷è íà ÷åòûðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè

3.2.1 Ðàñïðåäåëåíèÿ Ýíãåëÿ

Ïóñòü M åñòü ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ðàñïðåäåëåíèå ∆ ⊂ TM ðàíãà 2 íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèåì Ýíãåëÿ, åñëè

rank([∆,∆]) = 3, rank([∆, [∆,∆]]) = 4,

ãäå [∆,∆] ñîñòîèò èç êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ êîììóòàòîðîâ ëîêàëü-
íûõ ñå÷åíèé ðàñïðåäåëåíèÿ ∆. Èíûìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå ∆ èìååò âåêòîð ðîñòà (2, 3, 4).

3.2.2 Êëàññèôèêàöèÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ýíãåëåâûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïî ëþáîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ýíãåëåâîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðå ìîæíî íàéòè ëå-
âîèíâàðèàíòíûé ðåïåð (X1, . . . , X4) íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå Ëè, òàêîé, ÷òî (X1, X2) åñòü îðòî-
íîðìèðîâàííûé ðåïåð ñòðóêòóðû, ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4,

[X1, X4] =
1

2
AX1 + T5X2 + T3X3 + T1X4,

[X2, X3] = T6X1 + T4X2 + T2X3,

[X2, X4] = T4X3 + T2X4,

[X3, X4] = CX1 +BX2 −
1

2
AX3 + T4X4,

ãäå A = T1T4, B = T2T5 − T3T4, C = 1
2T1T2T4 − T3T6.

Òåîðåìà 3.3. Ëþáàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ýíãåëåâà ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà îäíîçíà÷íî ëîêàëüíî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè Ti è ïðèíàäëåæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó ñåìåéñòâó èç òàáëèöû 1.
Â ýòîé òàáëèöå ïåðå÷èñëåíû îãðàíè÷åíèÿ íà Ti, îïðåäåëÿþùèå ñåìåéñòâà, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå
íåòðèâèàëüíûå ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ.
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Òàáëèöà 1: Êëàññèôèêàöèÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ýíãåëåâûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð
Îãðàíè÷åíèÿ Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4

I. T2 = T4 = T6 = 0 [X1, X4] = T5X2 + T3X3 + T1X4

II. T4 = T6 = T5 = 0 [X1, X4] = T3X3 + T1X4,
[X2, X3] = T2X3,
[X2, X4] = T2X4

III. T1 = T2 = T5 = 0 [X1, X4] = T3X3,
[X2, X3] = T6X1 + T4X2,
[X2, X4] = T4X3,
[X3, X4] = −T6T3X1 − T4T3X2 + T4X4

IV. T1 = T3 = 0, [X2, X3] = T6X1 + T2X3,
T4 = T5 = 0 [X2, X4] = T2X4

V. T1 ̸= 0, [X1, X4] = T1X4 − T 3
1 +8T5

4T1
X3 + T5X2 − 2T2T5

T1
X1,

T4 = 1
2
T2(T

2
1 +4T3)
T1

, [X2, X3] = T2X3 − 4T2T5

T 2
1
X2 +

8T 2
2 T5

T 3
1
X1,

T5 = − 1
8T

3
1 − 1

2T1T3, [X2, X4] = T2X4 − 4T2T5

T 2
1
X3,

T6 = −T 2
2 (T

2
1 +4T3)

T 2
1

[X3, X4] =
2T2T5

T1

(
X3 − 2

T1
X4 − 4T5

T 2
1
X2 +

8T2T5

T 3
1
X1

)

3.2.3 Èíòåãðèðóåìîñòü è ñòðîãàÿ àíîðìàëüíîñòü

Òåîðåìà 3.4. Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíóþ ýíãåëåâó ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó òèïà III íà ãðóïïå Ëè
ñ àëãåáðîé Ëè

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4,

[X1, X4] = T3X3, [X2, X3] = T6X1 + T4X2,

[X2, X4] = T4X3, [X3, X4] = −T6T3X1 − T4T3X2 + T4X4,

ãäå âåêòîðíûå ïîëÿ X1, X2 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð. Íîðìàëüíûé ãàìèëüòîíîâ ïîòîê ýòîé
ñòðóêòóðû ñóïåðèíòåãðèðóåì â òîì ñìûñëå, ÷òî îí èìååò ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ êîììóòèðóþùèõ ïåð-
âûõ èíòåãðàëà, âêëþ÷àÿ íîðìàëüíûé ãàìèëüòîíèàí H, è åùå îäèí íåçàâèñèìûé ïåðâûé èíòåãðàë, êîì-
ìóòèðóþùèé ñ H. Åñëè T4 ̸= 0, òî àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå ýòîé ñòðóêòóðû ñòðîãèå, ò.å. íå ÿâëÿ-
þòñÿ íîðìàëüíûìè.

3.2.4 Ñîïðÿæåííûå òî÷êè

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü g(t) åñòü àíîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ýíãåëåâîé ñóáðèìà-
íîâîé ñòðóêòóðû, è ïóñòü δ = T6 − 1

4 (T2)
2.

Åñëè δ > 0, òî âñå ñîïðÿæåííûå âðåìåíà èìåþò âèä

tconj =
πk√
δ
, k ∈ N.

Åñëè g(t) ñòðîãî àíîðìàëüíà, òî îãðàíè÷åíèå g|[0,τ ] åñòü C0-ëîêàëüíî êðàò÷àéøàÿ ïðè τ <
π√
δ
, è íå

ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé ïðè τ >
π√
δ
.

Åñëè g(t) ñòðîãî àíîðìàëüíà è δ ⩽ 0, òî îãðàíè÷åíèå g|[0,τ ] åñòü C0-ëîêàëüíî êðàò÷àéøàÿ äëÿ ëþáîãî
τ > 0.

3.2.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîëó÷åíû â ðàáîòå [26], ñì. òàêæå [9,10].

4 Çàäà÷è, èíòåãðèðóåìûå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ

4.1 Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà

4.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à Äèäîíû Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìàëèçàöèþ äðåâíåéøåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, âîñõîäÿùåé
ê IX âåêó äî í. ý. [86], çàäà÷è Äèäîíû.

13



Ïóñòü íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè çàäàíû òî÷êè a0, a1 ∈ R2, ñîåäèíåííûå êðèâîé γ0 ⊂ R2. Ïóñòü òàêæå
çàäàíî ÷èñëî S ∈ R. Òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü òî÷êè a0, a1 êðàò÷àéøåé êðèâîé γ ⊂ R2 òàê, ÷òîáû êðèâûå γ0
è γ îãðàíè÷èâàëè íà ïëîñêîñòè îáëàñòü àëãåáðàè÷åñêîé ïëîùàäè S.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ Ýòó ãåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê çà-
äà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ġ = u1X1(g) + u2X2(g), g = (x, y, z) ∈ R3, (4.1)

g(0) = g0, g(t1) = g1, (4.2)

l =

∫ t1

0

√
u21 + u22 dt→ min, (4.3)

X1 =
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
, X2 =

∂

∂y
+
x

2

∂

∂z
. (4.4)

Ýòî ñóáðèìàíîâà çàäà÷à äëÿ ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû íà R3, çàäàííîé îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì X1,
X2.

Àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà è ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà Àëãåáðîé Ãåéçåíáåðãà íàçûâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ ñâîáîä-
íàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè g ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè, ãëóáèíû 2. Ñóùåñòâóåò áàçèñ g = span(X1, X2, X3),
â êîòîðîì åäèíñòâåííàÿ íåíóëåâàÿ ñêîáêà Ëè åñòü

[X1, X2] = X3.

Àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà èìååò ãðàäóèðîâêó g = g(1) ⊕ g(2), g(1) = span(X1, X2), g
(2) = RX3, [g

(1), g(i)] = g(i+1),
g(3) = {0}, ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Êàðíî. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè G
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ãåéçåíáåðãà.

Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà èìååò ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå

G =


1 x z + xy

2
0 1 y
0 0 1

 | x, y, z ∈ R3

 ,

äàþùåå çàêîí óìíîæåíèÿ â ýòîé ãðóïïå:x1y1
z1

 ·

x2y2
z2

 =

 x1 + x2
y1 + y2

z1 + z2 + (x1y2 − x2y1)/2

 .

Âåêòîðíûå ïîëÿ (4.4) ëåâîèíâàðèàíòíû íà ãðóïïå Ëè G. Ïîýòîìó çàäà÷à (4.1)�(4.4) åñòü ëåâîèíâàðèàíò-
íàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà. Ýòî � ïðîñòåéøàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à, íå ÿâëÿþùàÿñÿ
ðèìàíîâîé.

Íåãîëîíîìíàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà åäèíñòâåííà, ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà ýòîé ãðóïïû [71].

Â ñèëó ëåâîèíâàðèàíòíîñòè çàäà÷è ìîæíî ñ÷èòàòü g0 = Id = (0, 0, 0) â (4.2).

4.1.2 Ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû

Ïóñòü (∆, ⟨·, ·⟩) åñòü ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèèM . Âåêòîðíîå ïîëå X ∈ Vec(M)
íàçûâàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíîé ñèììåòðèåé:

(1) ðàñïðåäåëåíèÿ ∆, åñëè åãî ïîòîê etX : M →M ñîõðàíÿåò ∆:(
etX
)
∗ ∆ = ∆, t ∈ R;

(2) ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû (∆, ⟨·, ·⟩), åñëè åãî ïîòîê ñîõðàíÿåò ∆ è ⟨·, ·⟩:(
etX
)
∗ ∆ = ∆,

(
etX
)∗ ⟨·, ·⟩ = ⟨·, ·⟩, t ∈ R.

Ïðîñòðàíñòâî èíôèíèòåçèìàëüíûõ ñèììåòðèé ðàñïðåäåëåíèÿ (ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû) åñòü àëãåáðà Ëè.

Òåîðåìà 4.1. (1) Àëãåáðà Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ ñèììåòðèé ðàñïðåäåëåíèÿ span(X1, X2) ïàðàìåò-
ðèçóåòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè òðåõ ïåðåìåííûõ.
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(2) Àëãåáðà Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ ñèììåòðèé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû ñ îðòîíîðìèðîâàííûì ðå-
ïåðîì X1, X2 åñòü ÷åòûðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè span (X0, Y1, Y2, Y3) ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ

[X0, Y1] = −Y2, [X0, Y2] = Y1, [Y1, Y2] = Y3.

Âåêòîðíûå ïîëÿ Y1, Y2, Y3 îáðàçóþò ïðàâîèíâàðèàíòíûé ðåïåð íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà, à ïîëå X0

îïðåäåëÿåò âðàùåíèå:

X0 = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
.

4.1.3 Ãåîäåçè÷åñêèå

Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷å (4.1)�(4.4) ñëåäóåò èç òåîðåì Ðàøåâñêîãî-×æîó è
Ôèëèïïîâà.

Àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè ïîñòîÿííû.
Äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé ââåäåì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ T ∗G ãàìèëüòîíèàíû hi(λ) =

⟨λ,Xi⟩, i = 1, 2, 3, X3 = [X1, X2] =
∂

∂z
. Íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè ñóòü òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ H⃗, ãäå

H = 1
2 (h

2
1 + h22). Íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå ýêñòðåìàëè ïðèíàäëåæàò ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ {H = 1

2}.
Ââåäåì íà ýòîé ïîâåðõíîñòè êîîðäèíàòó θ:

h1 = cos θ, h2 = sin θ.

Íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå ýêñòðåìàëè â ñëó÷àå h3 = 0 èìåþò âèä

θ ≡ θ0, h3 ≡ 0, (4.5)

x = t cos θ0, y = t sin θ0, z = 0, (4.6)

à â ñëó÷àå h3 ̸= 0

θ = θ0 + h3t, h3 ≡ const, (4.7)

x = (sin(θ0 + h3t)− sin θ0)/h3, (4.8)

y = (cos θ0 − cos(θ0 + h3t))/h3, (4.9)

z = (h3t− sinh3t)/(2h
2
3). (4.10)

Ïðè h3 = 0 ãåîäåçè÷åñêèå (4.6) ñóòü ïðÿìûå â ïëîñêîñòè {z = 0}, à â ñëó÷àå h3 ̸= 0 ãåîäåçè÷åñêèå
(4.8)�(4.10) ñóòü ñïèðàëè ñ ïåðåìåííûì íàêëîíîì, ïðîåöèðóþùèåñÿ íà ïëîñêîñòü (x, y) â îêðóæíîñòè.

Ôîðìóëû (4.5)�(4.10) äàþò ïàðàìåòðèçàöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

Exp : (θ0, h3, t) 7→ (x, y, z),

Exp : C × R+ → G, C = g∗ ∩ {H = 1/2}.

Â ñëó÷àå h3 = 0 ãåîäåçè÷åñêèå g(t), t ∈ [0, t1], îïòèìàëüíû äëÿ ëþáîãî t1 > 0. Ýòè ãåîäåçè÷åñêèå g(t),
t ∈ R, è òîëüêî îíè, ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè ïðÿìûìè.

4.1.4 Ñîïðÿæåííûå âðåìåíà

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü (θ0, h3) ∈ C è g(t) = Exp(θ0, h3, t).
Åñëè h3 = 0, òî íà ãåîäåçè÷åñêîé g(t), t > 0, íåò ñîïðÿæåííûõ òî÷åê.
Åñëè h3 ̸= 0, òî ñîïðÿæåííûå âðåìåíà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé g(t), t > 0, èìåþò âèä:

2πk

|h3|
è

2pk
|h3|

, k ∈ N,

ãäå pk ∈ (πk, π
2 + πk) åñòü k-é ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

(2p− sin 2p) cos p− (1− cos 2p) sin p = 0.

Ïîýòîìó ïåðâîå ñîïðÿæåííîå âðåìÿ ðàâíî

t1conj =
2π

|h3|
,

à ïåðâàÿ êàóñòèêà åñòü
Conj1 = {x = y = 0, z ̸= 0}.
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4.1.5 Âðåìÿ ðàçðåçà è ìíîæåñòâî ðàçðåçà

Òåîðåìà 4.3. Âðåìÿ ðàçðåçà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé g(t) = Exp(θ0, h3, t) èìååò âèä:

tcut = +∞ ïðè h3 = 0,

tcut =
2π

|h3|
ïðè h3 ̸= 0.

Ïîýòîìó
tcut(λ) = t1conj(λ), λ ∈ C,

è ìíîæåñòâî ðàçðåçà ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé êàóñòèêîé:

Cut = Conj1 = {x = y = 0, z ̸= 0}.

Ãåîäåçè÷åñêèå-ñïèðàëè òåðÿþò îïòèìàëüíîñòü (êàê ëîêàëüíóþ, òàê è ãëîáàëüíóþ) ïðè ïåðâîì ïîñëå
íà÷àëà ïåðåñå÷åíèè ñ îñüþ z; òî åñòü îíè îïòèìàëüíû âïëîòü äî ïåðâîãî âèòêà îêðóæíîñòè (x(t), y(t)).

4.1.6 Îïòèìàëüíûé ñèíòåç

Ïóñòü g1 = (x1, y1, z1) ̸= (0, 0, 0) â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (4.2). Îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ çàäà÷è
(4.1)�(4.4).

Åñëè z1 = 0, x21 + y21 ̸= 0, òî êðàò÷àéøàÿ åñòü ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê (4.6), ãäå

t ∈ [0, t1], x1 = t1 cos θ0, y1 = t1 sin θ0.

Åñëè z1 ̸= 0, x21 + y21 ̸= 0, òî êðàò÷àéøàÿ åñòü ñïèðàëü (4.8)�(4.10), ãäå t ∈ [0, t1],

x21 + y21
|z1|

=
8 sin2 p1

2p1 − sin 2p1
, p1 ∈ (0, π),

h3 = sgn z1

√
2p1 − sin 2p1

2|z1|
,

t1 =
2p1
|h3|

,

x1 =
2 sin p1
h3

cos τ1, y1 =
2 sin p1
h3

sin τ1,

θ0 = τ1 − p1.

Íàêîíåö, åñëè z1 ̸= 0, x21 + y21 = 0, òî ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðàò÷àéøèõ (4.8)�

(4.10), ãäå t ∈
[
0, 2π

|h3|

]
, h3 = sgn z1

√
π

|z1| , θ0 ∈ S1.

4.1.7 Ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå è ñôåðû

Ïóñòü g = (x, y, z) ∈ G. Òîãäà ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå d0(g) = d(Id, g) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Åñëè z = 0, òî d0(g) =
√
x2 + y2.

Åñëè z ̸= 0, x2 + y2 ̸= 0, òî

d0(g) =
p

sin p

√
x2 + y2, (4.11)

2p− sin 2p

8 sin2 p
=

|z|
x2 + y2

, p ∈ (0, π). (4.12)

Åñëè z ̸= 0, x2 + y2 = 0, òî d0(g) = 2
√
π|z|.

Ñóáðèìàíîâà ñôåðà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â åäèíèöå åñòü ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè

x = R
sin p

p
cos τ, y = R

sin p

p
sin τ, z = R2 2p− sin 2p

8p2
, p ∈ [−π, π], τ ∈ S1,

îíà ïîõîæà íà ÿáëîêî è èìååò äâå îñîáûå êîíè÷åñêèå òî÷êè (x, y, z) = (0, 0,±R2/(4π)). Ñôåðû ñîõðàíÿþòñÿ

âðàùåíèÿìè X0 è ðàñòÿãèâàþòñÿ äèëàòàöèÿìè Y = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ 2z

∂

∂z
:

erX0(SId(R)) = SId(R), erY (SId(R)) = SId(e
rR).

Åäèíè÷íàÿ ñôåðà SId(1) è åå ïîëîâèíà èçîáðàæåíû íà Ðèñ. 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 2: Ñóáðèìàíîâà ñôåðà íà ãðóïïå Ãåéçåí-
áåðãà

Ðèñ. 3: Ñóáðèìàíîâà ïîëóñôåðà íà ãðóïïå Ãåé-
çåíáåðãà

4.1.8 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà îïèñàíà ïðàêòè÷åñêè â êàæäîé êíèãå èëè îáçîðå ïî ñóáðè-
ìàíîâîé è íåãîëîíîìíîé ãåîìåòðèè, ñì. [6,15,36,46,58,69,77]. Ïî-âèäèìîìó, ïåðâîå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå
ýòîé çàäà÷è áûëî âûïîëíåíî â ðàáîòàõ [32,41,88].

Â ðàáîòå [88] èññëåäîâàí ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê äëÿ êîíòàêòíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóê-
òóð íà òðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè (â òîì ÷èñëå íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà) ìåòîäàìè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì.

4.2 Ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà

4.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ìàøèíû, äâèæóùåéñÿ ïî ïëîñêîñòè. Ñîñòîÿíèå ìàøèíû çàäàåòñÿ åå ïîëîæåíèåì è
îðèåíòàöèåé íà ïëîñêîñòè. Ìàøèíà ìîæåò åõàòü âïåðåä ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ è îäíîâðåìåííî
ïîâîðà÷èâàòüñÿ ñ îãðàíè÷åííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè ìàøèíó èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

Ïîñëå âûáîðà ïîäõîäÿùèõ åäèíèö èçìåðåíèÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ

ẋ = cos θ, g = (x, y, θ) ∈ R2 × S1, (4.13)

ẏ = sin θ, u ∈ [−1, 1], (4.14)

θ̇ = u, (4.15)

g(0) = g0, g(t1) = g1, (4.16)

t1 → min . (4.17)

Ýòî ëåâîèíâàðèàíòíàÿ çàäà÷à íà ãðóïïå G = SE(2) ∼= R2 ⋉ S1 åâêëèäîâûõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè, ïîýòîìó
ìîæíî ïîëîæèòü g0 = Id = (0, 0, 0). Â òåðìèíàõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ýòîé ãðóïïå Ëè

X1 = cos θ
∂

∂ x
+ sin θ

∂

∂ y
, X2 =

∂

∂ θ
(4.18)

óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (4.13)�(4.15) çàïèñûâàåòñÿ êàê

ġ = X1 + uX2, g ∈ G, u ∈ [−1, 1]. (4.19)

4.2.2 Óïðàâëÿåìîñòü

Òåîðåìà 4.4. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (4.19) èç òî÷êè Id åñòü âñÿ ãðóïïà SE(2).
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4.2.3 Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé â çàäà÷å (4.13)�(4.16) ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôèëèïïîâà.
Ââåäåì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ T ∗G ãàìèëüòîíèàíû hi(λ) = ⟨λ,Xi⟩, i = 1, 2, 3, λ ∈ T ∗G, X3 = [X1, X2].
Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó

ḣ1 = −uh3, ḣ2 = h3, ḣ3 = uh1,

ġ = X1 + uX2

è óñëîâèå ìàêñèìóìà
u(t)h2(t) = max

|v|⩽1
vh2(t).

Åñëè íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå h2(t) ̸= 0, òî u ≡ sgnh2(t) = ±1, è ýêñòðåìàëüíàÿ êðèâàÿ åñòü äóãà
îêðóæíîñòè.

Åñëè íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå h2(t) ≡ 0, òî u ≡ 0, è ýêñòðåìàëüíàÿ êðèâàÿ åñòü ïðÿìîëèíåéíûé
îòðåçîê.

Òåîðåìà 4.5. Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ìîãóò áûòü îäíîãî èç ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:

(1) êîíêàòåíàöèÿ äóãè îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà, è äóãè îêðóæíîñòè
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà,

(2) êîíêàòåíàöèÿ íå áîëåå ÷åì òðåõ äóã îêðóæíîñòåé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.

Â ñëó÷àå (2), åñëè a, b, c ñóòü âðåìåíà äâèæåíèÿ ïî äóãàì, òî π < b < 2π, min(a, c) < b−π, max(a, c) < b.

4.2.4 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Âïåðâûå âåðñèþ çàäà÷è (4.13)�(4.17) ðàññìîòðåë â 1887 ã. À.À. Ìàðêîâ [54].
Äåòàëüíî ýòó çàäà÷ó èçó÷èë â 1957 ã. Ë. Äóáèíñ [38]. Îí ïîêàçàë, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðè-

íàäëåæèò îäíîìó èç 6 òèïîâ êîíêàòåíàöèé äóã åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòåé è ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ.
Ïîäðîáíûé àíàëèç ýòîé çàäà÷è ìåòîäàìè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, âêëþ÷àÿ òåîðåìó 4.5,

ïðèâåäåí â [85].
Àíàëèç è ïðèëîæåíèå çàäà÷è Ìàðêîâà-Äóáèíñà ê óïðàâëåíèþ äâèæåíèåì ñàìîëåòîâ ñì. â ðàáîòå [62].
Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà â ýòîé çàäà÷å îïèñàíà â ðàáîòå [11].

4.3 Ìàøèíà Ðèäñà-Øåïïà

4.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ ìîäåëè ìàøèíû èç ðàçäåëà 4.2. Ïóñòü òåïåðü ìàøèíà ìîæåò åõàòü âïåðåä èëè
íàçàä ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ è îäíîâðåìåííî ïîâîðà÷èâàòüñÿ ñ îãðàíè÷åííîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ. Òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè ìàøèíó èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå çà
ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ

ẋ = v cos θ, g = (x, y, θ) ∈ R2 × S1, (4.20)

ẏ = v sin θ, |v| = 1, u ∈ [−1, 1], (4.21)

θ̇ = u, (4.22)

g(0) = g0, g(t1) = g1, (4.23)

t1 → min . (4.24)

Ýòî ëåâîèíâàðèàíòíàÿ çàäà÷à íà ãðóïïå Ëè G = SE(2) ∼= R2 ⋉ S1. Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (4.20)�(4.22) â
òåðìèíàõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (4.18) çàïèñûâàåòñÿ êàê

ġ = vX1 + uX2, g ∈ G, |v| = 1, u ∈ [−1, 1]. (4.25)

4.3.2 Óïðàâëÿåìîñòü

Òåîðåìà 4.6. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (4.25) èç òî÷êè Id åñòü âñÿ ãðóïïà SE(2).
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4.3.3 Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà äëÿ ìàøèíû Ðèäñà-Øåïïà íåâûïóêëî (ñì. (4.21)), ïî-
ýòîìó îáùèå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé äëÿ íåå íåïðèìåíèìû. Îäíàêî òåîðåìà
ñóùåñòâîâàíèÿ ñïðàâåäëèâà.

Òåîðåìà 4.7. Â çàäà÷å (4.20)�(4.24) îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñóùåñòâóåò.

4.3.4 Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè

Òåîðåìà 4.8. Äëÿ ëþáîé òî÷êè g1 ∈ SE(2) îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà îäíîãî èç
ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:

(1) êîíêàòåíàöèÿ íå áîëåå äâóõ äóã îêðóæíîñòåé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà, è íå
áîëåå äâóõ äóã îêðóæíîñòåé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà,

(2) êîíêàòåíàöèÿ íå áîëåå ÷åì ÷åòûðåõ äóã îêðóæíîñòåé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.

4.3.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Çàäà÷ó (4.20)�(4.24) âïåðâûå ðàññìîòðåëè Äæ. Ðèäñ è Ë. Øåïï â ðàáîòå [68]. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî
îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç 48 òèïîâ êîíêàòåíàöèé äóã åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòåé è
ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ.

Ýòà çàäà÷à äåòàëüíî èññëåäîâàíà â ðàáîòå [85]: ïðèâåäåíî ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé, ñîäåðæàùåå îïòè-
ìàëüíûå òðàåêòîðèè â çàäà÷å (4.20)�(4.24), óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è óñëîâè-
ÿì îïòèìàëüíîñòè âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Â ýòîé ðàáîòå êîëè÷åñòâî òèïîâ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé óìåíüøåíî
äî 46.

Ïîëíûé îïòèìàëüíûé ñèíòåç ïîñòðîåí â ðàáîòå [83], ñì. òàêæå [82].
Ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåíà òàêæå ðàáîòà [27].
Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà â çàäà÷å Ðèäñà-Øåïïà îïèñàíà â ðàáîòå [11].

4.4 Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à ñ âåêòîðîì ðîñòà (3, 6)

4.4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è äâå ìîäåëè

Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à ñ âåêòîðîì ðîñòà (3, 6) ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ẋ = u, x, u ∈ R3, (4.26)

ẏ = x ∧ u, y ∈ R3 ∧ R3, (4.27)

x(0) = 0, y(0) = 0, x(t1) = x1, y(t1) = y1, (4.28)∫ t1

0

(u21 + u22 + u23)
1/2dt→ min . (4.29)

Îòîæäåñòâëÿÿ ïðîñòðàíñòâî R3 ∧ R3 ñ R3 ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ∗ : R3 ∧ R3 → R3, y 7→ z, ãäå y ∧ z åñòü
ôîðìà îáúåìà íà R3, ìîæíî çàìåíèòü âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå x ∧ u íà âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [x, u] â R3,
è ïîëó÷èòü ïîñòàíîâêó

ẋ = u, x, y, u ∈ R3,

ẏ = [x, u],

x(0) = 0, y(0) = 0, x(t1) = x1, y(t1) = y1,∫ t1

0

(u21 + u22 + u23)
1/2dt→ min .

Â êîîðäèíàòàõ x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ R3 îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû èìååò âèä:

X1 =
∂

∂x1
+ x3

∂

∂y2
− x2

∂

∂y3
, (4.30)

X2 =
∂

∂x2
+ x1

∂

∂y3
− x3

∂

∂y1
, (4.31)

X3 =
∂

∂x3
+ x2

∂

∂y1
− x1

∂

∂y2
. (4.32)
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Íåíóëåâûå ñêîáêè Ëè â àëãåáðå Ëè, ïîðîæäåííîé ïîëÿìè Xi, èìåþò âèä:

[X1, X2] = X12, [X2, X3] = X23, [X3, X1] = X31, (4.33)

ãäå X12 = 2
∂

∂y3
, X23 = 2

∂

∂y1
, X31 = 2

∂

∂y2
. Áóäåì íàçûâàòü îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð (4.30)�(4.32) ïåðâîé

ìîäåëüþ ñóáðèìàíîâîé (3, 6)-ñòðóêòóðû.
Âòîðàÿ ìîäåëü äàåòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè

X̃1 =
∂

∂x1
+
x3
2

∂

∂y2
− x2

2

∂

∂y3
, (4.34)

X̃2 =
∂

∂x2
+
x1
2

∂

∂y3
− x3

2

∂

∂y1
, (4.35)

X̃3 =
∂

∂x3
+
x2
2

∂

∂y1
− x1

2

∂

∂y2
. (4.36)

4.4.2 Ñèììåòðèè

Çàäà÷à (4.26)�(4.29) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SO(3), åñòåñòâåííî äåéñòâóþùåé íà óïðàâëåíèÿ
è ñîñòîÿíèÿ:

g : (u, x, v ∧ w) 7→ (g(u), g(x), g(v) ∧ g(w)),
g : R3 × R3 × (R3 ∧ R3) → R3 × R3 × (R3 ∧ R3),

g ∈ SO(3).

4.4.3 Ãåîäåçè÷åñêèå â ïåðâîé ìîäåëè

Èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ (4.33) ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ∆ = span(X1, X2, X3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ãîõà ∆2

q = TqG, q ∈ G ∼= R6. Ïîýòîìó âñå ñóáðèìàíîâû êðàò÷àéøèå íîðìàëüíû. Â íîðìàëüíîì ñëó÷àå
ãàìèëüòîíèàí ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H =
p2

2
+ (ρ, [x, p]) +

x2ρ2

2
− (ρ, x)2

2
, (x, y, p, ρ) ∈ T ∗G,

ãäå (·, ·) è [·, ·] ñóòü ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ â R3. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà
åñòü

ẋ = p+ [ρ, x],

ẏ = [x, p] + x2 · ρ− (ρ, x) · x,
ṗ = −[p, ρ]− ρ2 · x+ (ρ, x) · ρ,
ρ̇ = 0,

x(0) = y(0) = 0, p20 = 1.

Ïîýòîìó ρ ≡ ρ0, p = [ρ0, x] + p0.
Âûáåðåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (x1, x2, x3) ∈ R3 òàê, ÷òîáû îñü x3 áûëà ñîíàïðàâëåíà îñè ρ0, îñü x1

ïðèíàäëåæàëà ïëîñêîñòè span(ρ0, p0), à îñü x2 òàê, ÷òîáû ñèñòåìà êîîðäèíàò áûëà ïðàâîñòîðîííåé. Òîãäà
ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîäñèñòåìà íîðìàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðèíèìàåò ôîðìó

ẋ1 = sinφ− rx2,

ẋ2 = rx1,

ẋ3 = cosφ,

ẏ1 = x2 cosφ− rx1x3,

ẏ2 = x3 sinφ− x1 cosφ− rx2x3,

ẏ3 = −x2 sinφ+ (x21 + x22) r,

r = 2|ρ0|, x(0) = y(0) = 0.
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Ïîýòîìó â ïåðâîé ìîäåëè (4.30)�(4.32)

x1 =
1

r
sinφ sin(rt),

x2 =
1

r
sinφ(1− cos(rt)),

x3 = t cosφ,

y1 =
1

r2
sinφ cosφ(rt(1 + cos(rt))− 2 sin(rt)),

y2 =
1

r2
sinφ cosφ(rt sin(rt) + 2 cos(rt)− 2),

y3 =
1

r2
sin2 φ (rt− sin(rt)).

4.4.4 Ãåîäåçè÷åñêèå âî âòîðîé ìîäåëè

Âî âòîðîé ìîäåëè (4.34)�(4.36) ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ãåîäåçè÷åñêèì ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòè, èìåþò âèä

u(t) = a cos(ct) + b sin(ct) + z, |a| = |b| > 0, c ⩾ 0,

ãäå a, b, z âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû â R3. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãåîäåçè÷åñêèå ñóòü

q(t) =

(
sin(ct)

c
a+

1− cos(ct)

c
b+ tz ,

ct− sin(ct)

2c2
a ∧ b+ 2(1− cos(ct))− ct sin(ct)

2c2
a ∧ z + ct(1 + cos(ct))− 2 sin(ct)

2c2
b ∧ z

)
, c > 0,

è

q(t) = (t(a+ z), 0), c = 0. (4.37)

Ïðè c = 0 ãåîäåçè÷åñêèå ñóòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû â ãðóïïå Êàðíî G = R3 × (R3 ∧ R3),
ëåæàùèå â åå ïåðâîì ñëîå R3 × {0}.

4.4.5 Àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå è àíîðìàëüíîå ìíîæåñòâî

Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåïàðàìåòðèçàöèè, àíîðìàëüíûå óïðàâëåíèÿ ïîñòîÿííû, à àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷å-
ñêèå (4.37) ñóòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû â R3 × (R3 ∧ R3), ëåæàùèå â ïåðâîì ñëîå R3 × {0}.

Àíîðìàëüíîå ìíîæåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó Id ∈ R3× (R3∧R3), åñòü ïåðâûé ñëîé
ãðóïïû Êàðíî:

Abn = R3 × {0} = {(x, 0) ∈ R3 × (R3 ∧ R3)}.

4.4.6 Âðåìÿ ðàçðåçà

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

S(θ) =
sin θ

θ
, U(θ) =

θ − sin θ cos θ

4θ2
, V (θ) =

sin θ − θ cos θ

2θ2
, Q(θ) = −U(θ)S(θ)

V (θ)
,

è ïóñòü φ1 ∈ (π, 32π) åñòü ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè V . Ôóíêöèÿ Q(θ) íåîòðèöàòåëüíà è
ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïðè θ ∈ [π, φ1). Áîëåå òîãî, Q(π) = 0 è Q(φ1 − 0) = +∞. Ïîýòîìó îïðåäåëåíà
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

Q−1 : [0, +∞) → [π, φ1).

Òåîðåìà 4.9. Âðåìÿ ðàçðåçà äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ðàâíî

tcut(a, b, z, c) =
2

c
Q−1

(
|z|2

|a|2

)
, c > 0,

tcut(a, b, z, 0) = +∞.

Ïîýòîìó ìåòðè÷åñêèìè ïðÿìûìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå (4.37) � îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèå ïîäãðóïïû â ïåðâîì ñëîå ãðóïïû Êàðíî.
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4.4.7 Ìíîæåñòâî ðàçðåçà

Òåîðåìà 4.10. Ìíîæåñòâî ðàçðåçà â äàííîé çàäà÷å åñòü

Cut = {(x, y) ∈ R3 × R3 | y ̸= 0, ∃a ∈ R : x = ay}.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

P (θ) = − S(θ)

V (θ)

√
W (θ)

U(θ)
, R(θ) =

1− S2(θ)√
U(θ)W (θ)

,

W (θ) = U(θ)− S(θ)V (θ).

Ôóíêöèÿ P : [π, φ1) → [0,+∞) åñòü âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ, ïîýòîìó îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ P−1 :
[0,+∞) → [π, φ1).

Òåîðåìà 4.11. Ïóñòü (x, y) ∈ Cut. Òîãäà

d2((0, 0), (x, y)) = |x|2 +R(θ)|y|,

θ = P−1

(
|x|2

|y|

)
∈ [π, φ1).

4.4.8 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Èçëîæåíèå â ýòîì ðàçäåëå îïèðàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå ðàáîòû [59] è [57]. Ïóíêòû 4.4.1 (ïåðâàÿ ìîäåëü),
4.4.2, 4.4.3, 4.4.7 (òåîðåìà 4.10) îïèðàþòñÿ íà ðàáîòó [59]. Ïóíêòû 4.4.1 (âòîðàÿ ìîäåëü), 4.4.4, 4.4.5, 4.4.6,
4.4.7 (òåîðåìà 4.11) îïèðàþòñÿ íà ðàáîòó [57].

4.5 Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà äâóõñòóïåííûõ ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ

ãðóïïàõ Ëè

4.5.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Àëãåáðû Ëè è ãðóïïû Ëè Äâóõñòóïåííàÿ ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè g óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèÿì

g = g(1) ⊕ g(2), [g(1), g(1)] = g(2), [g(1), g(2)] = [g(2), g(2)] = {0}.

Îíà èìååò áàçèñ
g = span{Xi, Xjk | 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j < k ⩽ n},

â êîòîðîì òàáëèöà óìíîæåíèÿ èìååò âèä

[Xi, Xj ] = Xij , 1 ⩽ i < j ⩽ n.

Ýòà àëãåáðà Ëè èìååò ðàçìåðíîñòü n(n+ 1)/2, ãäå n = dim g(1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ñâÿçíóþ îäíîñâÿçíóþ ãðóïïó Ëè ñ àëãåáðîé Ëè g. Ýòà ãðóïïà Ëè ìîäåëèðóåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì Rn × (Rn ∧ Rn) ∼= Rn × so(n) ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

(x1, y1) · (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2 − x1 ∧ x2), (xi, yi) ∈ Rn × so(n),

ãäå x1 ∧x2 = x1⊗ (x2)T −x2⊗ (x1)T . Ïîýòîìó áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü G = Rn× so(n), òàê ÷òî ëþáîé ýëåìåíò
(x, y) ∈ G èìååò êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå (x1, . . . , xn; y12, . . . , y(n−1)n). Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ñëåäóþùèå
âåêòîðíûå ïîëÿ îáðàçóþò ëåâîèíâàðèàíòíûé ðåïåð íà G:

Xi =
∂

∂xi
−

n∑
j=1,j ̸=i

xj
∂

∂yij
, i = 1, . . . , n,

Xij = 2
∂

∂yij
, 1 ⩽ i < j ⩽ n.
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Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à Ðàññìîòðèì ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà ãðóïïå Ëè G ñ îðòîíîðìèðîâàííûì ðå-
ïåðîì (X1, . . . , Xn). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èìååò âèä

ẋ = u, x, u ∈ Rn, (4.38)

ẏ = x ∧ u, y ∈ so(n), (4.39)

x(0) = 0, y(0) = 0, x(t1) = x1, y(t1) = y1, (4.40)∫ t1

0

|u| dt→ min . (4.41)

Â êîîðäèíàòàõ ñèñòåìà (4.38), (4.39) èìååò âèä

ẋi = ui, i = 1, . . . n,

ẏij = xiuj − xjui, 1 ⩽ i < j ⩽ n.

Çàäà÷à (4.38)�(4.41) âïåðâûå ðàññìàòðèâàëàñü Á. Ãàâî [41], à çàòåì Ð. Áðîêåòòîì [31], ïîýòîìó îíà
íàçûâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå çàäà÷åé Ãàâî-Áðîêåòòà.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé Ñóáðèìàíîâû êðàò÷àéøèå ñóùåñòâóþò ïî òåîðåìàì Ðàøåâñêîãî-×æîó è
Ôèëèïïîâà.

Ñèììåòðèè Çàäà÷à èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû O(n):

g : (u, x, v ∧ w) 7→ (g(u), g(x), g(v) ∧ g(w)), u, x, v, w ∈ Rn, g ∈ O(n).

Èëè, èíûìè ñëîâàìè,

g : (u, x, y) 7→
(
g(u), g(x), gygT

)
, u, x ∈ Rn, y ∈ so(n). (4.42)

4.5.2 Ýêñòðåìàëè

Ââåäåì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ T ∗G ãàìèëüòîíèàíû, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûì ïîëÿì:

hi(λ) = ⟨λ,Xi⟩, hij(λ) = ⟨λ,Xij⟩,

è ïîëîæèì
h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn, H = (hij) ∈ so(n).

Òåîðåìà 4.12 (ÏÌÏ). Ïóñòü λt = (x(t), y(t), h(t),H(t)) åñòü ýêñòðåìàëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòè-
ìàëüíîìó óïðàâëåíèþ u(t).

(1) Åñëè λt àíîðìàëüíà, òî h ≡ 0, H ≡ const ̸= 0 è Hu(t) ≡ 0.

Áîëåå òîãî, åñëè n ÷åòíî è âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ H îòëè÷íû îò íóëÿ, òî (x(t), y(t)) ≡ (0, 0).
Åñëè n íå÷åòíî è H èìååò òîëüêî îäíî íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî u(t) åñòü ïîñòîÿííûé
âåêòîð, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåïàðàìåòðèçàöèè âðåìåíè.

(2) Åñëè λt íîðìàëüíà, òî u(t) ≡ h(t), H ≡ const ̸= 0, è

ġ =

n∑
i=1

hiXi(g), g = (x, y) ∈ G,

ḣ = Hh.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ Ãîõà, âñå ëîêàëüíî îïòèìàëüíûå àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè íîðìàëüíû.
Âïðî÷åì, â ïðèìåðå 14 [31] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íåîïòèìàëüíûå ñòðîãî àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè.
Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ: ïócòü ïðè ÷åòíîì n ìàòðèöà H íåâûðîæäåíà

è èìååò n/2 ðàçíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à ïðè íå÷åòíîì n ìàòðèöà H èìååò îäíî íóëåâîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå è ðàçíûå âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Çàïèøåì íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû H â âèäå:

{iλ1,−iλ1, . . . , iλ[n/2],−iλ[n/2]},

ãäå λk > 0 äëÿ âñåõ k. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû H:

{v1, v−1, . . . , v[n/2], v−[n/2]}.
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Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n îáîçíà÷èì ÷åðåç v0 âåùåñòâåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé íóëåâîìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ⟨v, w⟩ = vT w̄ ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Cn, è îïðåäå-
ëèì îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû

αk = 2 Im(⟨h0, vk⟩vk), βk = 2Re(⟨h0, vk⟩vk), γ0 = ⟨h0, v0⟩v0.

Òåîðåìà 4.13. Ïóñòü (x(t), y(t)) ∈ Rn × so(n) åñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ. Åñëè n ÷åòíî, òî

x =

[n/2]∑
i=1

1

λi
(cos(λit)− 1)αi +

1

λi
sin(λit)βi, (4.43)

y =

[n/2]∑
i,j=1

Aij αi ∧ αj +Bij αi ∧ βj + Cij βi ∧ βj , (4.44)

ãäå

Aij =
1− cos(λi − λj)t

2λi(λi − λj)
+

cos(λi + λj)t− 1

2λi(λi + λj)
− cos(λjt)− 1

λiλj
, i ̸= j,

Bij =
(λj − λi) sin(λi + λj)t

2λiλj(λi + λj)
+

(λi + λj) sin(λi − λj)t

2λiλj(λi − λj)
− sin(λjt)

λiλj
, i ̸= j,

Bii =
t

λi
− sin(λit)

λ2i
,

Cij =
1− cos(λi − λj)t

2λi(λi − λj)
− cos(λi + λj)t− 1

2λi(λi + λj)
.

Åñëè n íå÷åòíî, òî ê ñóììàì (4.43) è (4.44) íóæíî ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâåííî äîïîëíèòåëüíûå
ñëàãàåìûå tγ0 è

[n/2]∑
i=1

[
−t
λi

(cos(λit) + 1) +
2 sin(λit)

λ2i

]
αi ∧ γ0 +

[n/2]∑
i=1

[
1

λ2i
(2(1− cos(λit))− λit sin(λit))

]
βi ∧ γ0.

4.5.3 Íèæíÿÿ îöåíêà ìíîæåñòâà ðàçðåçà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G = Rn × so(n):

Cn = {(x, y) ∈ Rn × so(n) | y ̸= 0, ∃ 0 ̸=M ∈ O(n) :Mx = x, MyMT = y, M |ker y = Id}. (4.45)

Óñëîâèå (4.45) îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò M ∈ O(n) ñòàáèëèçèðóåò (x, y) îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ (4.42).

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Äëÿ ëþáîãî n ⩾ 2 ìíîæåñòâî Cn ⊂ G åñòü ïîëóàëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî êîðàç-
ìåðíîñòè 2.

Òåîðåìà 4.14. Äëÿ âñåõ n ⩾ 2 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå:

Cn ⊂ Cut . (4.46)

Çàìå÷àíèå. Ïðè n = 2, 3 âêëþ÷åíèå (4.46) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ñì. ðàçäåëû 4.1, 4.4. Âåðíî ëè ýòî
ïðè n ⩾ 4, íåèçâåñòíî.

4.5.4 Àíîðìàëüíîå ìíîæåñòâî

Ïðèâåäåì èçâåñòíûå îïèñàíèÿ è ñâîéñòâà àíîðìàëüíîãî ìíîæåñòâà Abn.

Òåîðåìà 4.15. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Abn =
⋃

W∈Gr(n,n−2)

W × (W ∧W ), (4.47)

ãäå Gr(n, n− 2) åñòü ãðàññìàíèàí (n− 2)-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn.

Ðàíãîì ýëåìåíòà y ∈ so(n) íàçîâåì ðàçìåðíîñòü îáðàçà îïåðàòîðà y : Rn → Rn. Äëÿ îòêðûòîãî
ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà â so(n) ðàíã ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå: n ïðè ÷åòíîì n, è n − 1 ïðè
íå÷åòíîì n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç so(n)sing ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ y ∈ so(n), èìåþùèõ ðàíã ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî, ÷åðåç
so(n)d ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ðàíãà d, è ÷åðåç so(n)<d ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ðàíãà ìåíüøå d.
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Òåîðåìà 4.16. Åñëè n íå÷åòíî, òî Abn = Rn × so(n)sing.

Òåîðåìà 4.17. Åñëè n ÷åòíî, òî Abn åñòü îáúåäèíåíèå Y1∪Y2 äâóõ êâàçèïðîåêòèâíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé

Y1 = {(x, y) ∈ Rn × so(n) | x ∈ Im y, y ∈ so(n)n−2},
Y2 = Rn × so(n)<n−2.

Â ÷àñòíîñòè, Abn åñòü îñîáîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè 3.

Òåîðåìà 4.18. Abn ⊂ G åñòü ïîëóàëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî êîðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå 3.

Òåîðåìà 4.19. Äëÿ âñåõ k ⩾ 2 èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

C̄n \ Cn ⊂ Abn ⊊ C̄n.

Äëÿ ëþáîãî n ⩾ 4 ïåðâîå âêëþ÷åíèå ñòðîãîå, ïîýòîìó Cut∩Abn ̸= ∅. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò àíîð-
ìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì ðàçðåçà.

4.5.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííîì ðàçäåëå ñóáðèìàíîâà çàäà÷à èññëåäîâàëàñü â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ Á. Ãà-
âî [41], Ð. Áðîêåòòà [31] è Â. Ëèó è Õ. Ñóññìàíà [53]. Èçëîæåíèå â ýòîì ðàçäåëå îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå
èñòî÷íèêè: ïóíêòû 4.5.1, 4.5.2 � ñòàòüÿ [56], ïóíêò 4.5.3 � ñòàòüÿ [70], ïóíêò 4.5.4: òåîðåìû 4.15�4.18 �
ñòàòüÿ [52], òåîðåìà 4.19 � ñòàòüÿ [70]. Ñì. òàêæå [60].

4.6 Äâóõñòóïåííàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à êîðàíãà 1

4.6.1 Àëãåáðà Ëè è ãðóïïà Ëè

Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè

g = span(X1, . . . , Xk, Y1, . . . , Yk, Z), k ∈ N,

ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ

[Xi, Yj ] = −δijbiZ, bi > 0, i, j = 1, . . . , k,

[Xi, Z] = [Yi, Z] = 0, i = 1, . . . , k.

Ïóñòü G åñòü ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè g. Òîãäà G ∼= R2k+1 è ìîæíî âûáðàòü
êîîðäèíàòû

g = (x, y, z) ∈ R2k+1, x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk, y = (y1, . . . , yk) ∈ Rk, z ∈ R,

â êîòîðûõ óìíîæåíèå â G ïðèíèìàåò âèä

g · g′ =

(
x+ x′, y + y′, z + z′ − 1

2

k∑
i=1

bi(xi · x′i − yi · y′i)

)
.

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ëåâîèíâàðèàíòíûé ðåïåð íà G åñòü

Xi =
∂

∂xi
+

1

2
biyi

∂

∂z
, i = 1, . . . , k,

Yi =
∂

∂yi
− 1

2
bixi

∂

∂z
, i = 1, . . . , k,

Z =
∂

∂z
.
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4.6.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà G ñ îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì (X1, . . . , Xk, Y1, . . . , Yk). Ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èìååò âèä

ẋi = ui, i = 1, . . . k,

ẏi = vi, i = 1, . . . k,

ż =
1

2

k∑
i=1

bi(uiyi − vixi),

g(0) = (0, 0, 0), g(t1) = (x1, y1, z1),∫ t1

0

(
k∑

i=1

u2i + v2i

)1/2

dt→ min .

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñëåäóåò èç òåîðåì Ðàøåâñêîãî-×æîó è Ôèëèïïîâà.

4.6.3 Ýêñòðåìàëè

Àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè ïîñòîÿííû.
Ââåäåì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ T ∗G ãàìèëüòîíèàíû

hXi
(λ) = ⟨λ,Xi(g)⟩, hYi

(λ) = ⟨λ, Yi(g)⟩, hZ(λ) = ⟨λ, Z(g)⟩.

Âäîëü íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé èìååì

ui(t) = hXi(λ(t)), vi(t) = hYi(λ(t)), w(t) = hZ(λ(t)).

Ïåðåõîäÿ ê íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ãåîäåçè÷åñêèõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

u21(t) + · · ·+ u2k(t) + v21(t) + · · ·+ v2k(t) ≡ 1.

Åñëè w = 0, òî

(ui(t), vi(t)) ≡ (u0i , v
0
i ) = const,

xi(t) = u0i t, yi(t) = v0i t, z(t) ≡ 0.

Åñëè w ̸= 0, òî (îáîçíà÷àÿ ai = biw)

ui(t) = u0i cos ait− v0i sin ait,

vi(t) = u0i sin ait+ v0i cos ait,

w(t) = w

è

xi(t) =
1

ai
(u0i sin ait+ v0i cos ait− v0i ),

yi(t) =
1

ai
(−u0i cos ait+ v0i sin ait+ u0i ), (4.48)

z(t) =
1

2w2

(
wt−

∑
i

1

bi
((u0i )

2 + (v0i )
2) sin ait

)
.

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

ui = ri cos θi, vi = ri sin θi, i = 1, . . . , k,

r21 + · · ·+ r2k ≡ 1,

ôîðìóëû (4.48) ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

xi(t) =
ri
ai
(cos(ait+ θi)− cos θi),

yi(t) =
ri
ai
(sin(ait+ θi)− sin θi),

z(t) =
1

2w2

(
wt−

∑
i

r2i
bi

sin ait

)
.
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Ïîýòîìó ïðîåêöèÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà ëþáóþ ïëîñêîñòü (xi, yi) åñòü îêðóæíîñòü ïåðèîäà Ti, ðàäèóñà ρi ñ
öåíòðîì Ci, ãäå

Ti =
2π

biw
, ρi =

ri
biw

, Ci = − ri
biw

(cos θi, sin θi), i = 1, . . . , k.

Êîìïîíåíòà z(t) ãåîäåçè÷åñêèõ åñòü âçâåøåííàÿ ñóììà (ñ êîýôôèöèåíòàìè bi) ïëîùàäåé, çàìåòåííûõ
ðàäèóñ-âåêòîðàìè (xi(t), yi(t)) íà ïëîñêîñòÿõ R2

xiyi
.

4.6.4 Âðåìÿ ðàçðåçà

Òåîðåìà 4.20. Ïóñòü g(t) åñòü íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, âûõîäÿùàÿ èç íà÷àëà
êîîðäèíàò. Òîãäà âðåìÿ ðàçðåçà âäîëü íåå ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ñîïðÿæåííûì âðåìåíåì è ðàâíî

tcut =
2π

wmaxi bi
ïðè w ̸= 0,

tcut = +∞ ïðè w = 0.

4.6.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîëó÷åíû â ðàáîòå [5].
Â áîëåå ðàííåé ðàáîòå [55] äëÿ ýòîé æå ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è ïîëó÷åíà ïàðàìåòðèçàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ

è îïèñàíî ïåðâîå ñîïðÿæåííîå âðåìÿ.

4.7 Äâóõñòóïåííàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à êîðàíãà 2

4.7.1 Àëãåáðà Ëè è ãðóïïà Ëè

Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè

g = g(1) ⊕ g(2),

[g(1), g(1)] = g(2), [g(1), g(2)] = [g(2), g(2)] = {0},
dim g(1) = k ⩾ 2, dim g(2) = 2.

Ñóùåñòâóåò áàçèñ

g = span(X1, . . . , Xk, Y1, Y2),

g(1) = span(X1, . . . , Xk), g(2) = span(Y1, Y2),

â êîòîðîì

[Xi, Xj ] =

2∑
h=1

bhij Yh, i, j = 1, . . . , k,

[Xi, Yj ] = [Y1, Y2] = 0, i = 1, . . . , k, j = 1, 2,

Lh = (bhij) ∈ so(k), h = 1, 2.

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè g. Òîãäà íà ãðóïïå G ∼= Rk+2 ñóùåñòâóþò
êîîðäèíàòû (x1, . . . , xk, y1, y2), â êîòîðûõ

Xi =
∂

∂xi
+

1

2

∑
j,h

bhij xj
∂

∂yh
, i = 1, . . . , k,

Yh =
∂

∂yh
, h = 1, 2.
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4.7.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñóáðèìàíîâó çàäà÷ó íà G ñ îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì (X1, . . . , Xk). Â êîîðäèíàòàõ
ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èìååò âèä:

ẋi = ui, i = 1, . . . , k,

ẏh =
1

2
xTLhu, h = 1, 2,

g = (x1, . . . , xk, y1, y2) ∈ G ∼= Rk+2, (u1, . . . , uk) ∈ Rk,

g(0) = Id = (0, . . . , 0), g(t1) = g1,∫ t1

0

(
k∑

i=1

u2i

)1/2

dt→ min .

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñëåäóåò èç òåîðåì Ðàøåâñêîãî-×æîó è Ôèëèïïîâà.

4.7.3 Ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ è òðàåêòîðèè

Â ñèëó óñëîâèÿ Ãîõà, ëîêàëüíî îïòèìàëüíûå àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè íîðìàëüíû.
Ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûì íîðìàëüíûì òðàåêòî-

ðèÿì, èìåþò âèä
u(t) = et(r1L1+r2L2) u0, ∥u0∥ = 1, r1, r2 ∈ R,

à ñàìè ýòè òðàåêòîðèè ñóòü

x(t) =

∫ t

0

es(r1L1+r2L2)u0 ds,

yi(t) =
1

2

∫ t

0

(x(s))TLiu(s)ds, i = 1, 2.

4.7.4 Âðåìÿ ðàçðåçà

Òåîðåìà 4.21. Íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèå, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíîìó êîâåê-
òîðó λ0 = (u0, r) ∈ Sk−1 × R2, èìåþò âðåìÿ ðàçðåçà

tcut(λ0) =
2π

maxσ(r1L1 + r2L2)
, r ̸= 0,

tcut(λ0) = +∞, r = 0,

ãäå maxσ(A) îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Âîîáùå ãîâîðÿ, âðå-
ìÿ ðàçðåçà îòëè÷íî îò ïåðâîãî ñîïðÿæåííîãî âðåìåíè.

Òåîðåìà 4.22. Â ñëó÷àå k = 4 âðåìÿ ðàçðåçà ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ñîïðÿæåííûì âðåìåíåì.

4.7.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîëó÷åíû â ðàáîòå [13].

4.8 Ñóáðèìàíîâû d⊕ s çàäà÷è

Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà (∆, ⟨·, ·⟩) íà ãðóïïå Ëè G ñ àëãåáðîé Ëè g íàçûâàåòñÿ d⊕ s
ñòðóêòóðîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) íà ãðóïïå Ëè G èìååòñÿ áèèíâàðèàíòíîå (ëåâîèíâàðèàíòíîå è ïðàâîèíâàðèàíòíîå) ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå ⟨̃·, ·⟩,

(2) g = d⊕ s,

(3) ∆ = d, ⟨·, ·⟩ = ⟨̃·, ·⟩|d,

(4) s = d⊥, ãäå îðòîãîíàëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ⟨̃·, ·⟩,

(5) [s, s] ⊂ s.
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Òåîðåìà 4.23. Ãåîäåçè÷åñêèå ñóáðèìàíîâîé d ⊕ s ñòðóêòóðû íà ãðóïïå Ëè G, íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êå
Id, ñóòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï:

g(t) = et(x0+y0)e−ty0 , x0 ∈ d, y0 ∈ s.

×àñòíûå ñëó÷àè d⊕ s ñòðóêòóð ðàññìàòðèâàþòñÿ äàëåå:

(1) íà ãðóïïå SU(2), ñì. ðàçäåë 4.9,

(2) íà ãðóïïå SO(3), ñì. ðàçäåë 4.10,

(3) íà ãðóïïå SL(2), ñì. ðàçäåë 4.11.

4.8.1 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Òåîðåìà 4.23 áûëà ïîëó÷åíà íåçàâèñèìî À.À. Àãðà÷åâûì [1] è Ð. Áðîêåòòîì [33] (ýòà ðàáîòà áàçèðóåòñÿ
íà ïðåäûäóùåé ðàáîòå [30]). Çàòåì ýòîò ðåçóëüòàò èíòåíñèâíî èññëåäîâàëñÿ â [28,29,47�49], à òàêæå â [58, Ñ.
200]. Åãî êðàñèâàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åíà â [19�21].

4.9 Îñåñèììåòðè÷íàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå SU(2)

4.9.1 Ãðóïïà Ëè è àëãåáðà Ëè

Ãðóïïà Ëè SU(2) åñòü ãðóïïà óíèòàðíûõ óíèìîäóëÿðíûõ 2× 2 êîìïëåêñíûõ ìàòðèö

SU(2) =

{(
α β
−β̄ ᾱ

)
∈ GL(2,C) | |α|2 + |β|2 = 1

}
.

Ýòà ãðóïïà êîìïàêòíà, ñâÿçíà è îäíîñâÿçíà. Ãðóïïà Ëè SU(2) äèôôåîìîðôíà òðåõìåðíîé ñôåðå

S3 =

{(
α
β

)
∈ C2 | |α|2 + |β|2 = 1

}
â ñèëó äèôôåîìîðôèçìà

Φ : SU(2) → S3,

(
α β
−β̄ ᾱ

)
7→
(
α
β

)
.

Ïîýòîìó áóäåì äàëåå çàïèñûâàòü ýëåìåíòû ãðóïïû SU(2) êàê ïàðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (α, β).
Àëãåáðà Ëè ãðóïïû SU(2) åñòü àëãåáðà êîñîýðìèòîâûõ áåññëåäîâûõ 2× 2 êîìïëåêñíûõ ìàòðèö

su(2) =

{(
iα β
−β̄ −iα

)
∈ gl(2,C) | α ∈ R, β ∈ C

}
.

Â ýòîé àëãåáðå ìîæíî âûáðàòü áàçèñ

p1 =
1

2

(
0 1
−1 0

)
, p2 =

1

2

(
0 i
i 0

)
, k =

1

2

(
i 0
0 −i

)
ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ

[p1, p2] = k, [p2, k] = p1, [k, p1] = p2.

Ôîðìà Êèëëèíãà äëÿ su(2) åñòü Kil(X,Y ) = 4Tr(XY ), ïîýòîìó Kil(pi, pj) = −2δij .
Ïîäïðîñòðàíñòâà k = Rk, p = span(p1, p2) îáðàçóþò êàðòàíîâñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ su(2). Áîëåå òîãî,

(p1, p2) åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ⟨·, ·⟩ = − 1
2 Kil(·, ·), ñóæåííîãî íà

ïîäïðîñòðàíñòâî p.

4.9.2 Ñóáðèìàíîâà k⊕ p ñòðóêòóðà

Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà SU(2) ñ îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì

X1(g) = Lg∗p1, X2(g) = Lg∗p2, g ∈ SU(2),

òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå ∆g = Lg∗p ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨v1, v2⟩g = ⟨Lg−1∗v1, Lg−1∗v2⟩.
Òàêàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ k⊕p ñòðóêòóðîé. Ýòè ñòðóêòóðû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïóñòü G åñòü ïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè g. Ïóñòü g = k⊕p åñòü êàðòàíîâñêîå ðàçëîæåíèå
àëãåáðû g:

[k,k] ⊂ k, [p,p] ⊂ k, [k,p] ⊂ p.
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Ðàññìîòðèì íà G ðàñïðåäåëåíèå ∆g = Lg∗p ñ ìåòðèêîé

⟨v1, v2⟩g = ⟨Lg−1∗v1, Lg−1∗v2⟩, g ∈ G,

ãäå ⟨·, ·⟩ = αKil |p(·, ·), è α < 0 (ñîîòâ. α > 0) åñëè G êîìïàêòíà (ñîîòâ. íåêîìïàêòíà). Òîãäà (∆, ⟨·, ·⟩)
íàçûâàåòñÿ ñóáðèìàíîâîé k⊕ p ñòðóêòóðîé íà G.

Âñå k⊕ p ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû íà SU(2) ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé.

4.9.3 Ãåîäåçè÷åñêèå è ñèììåòðèè

Çàäà÷à òðåõìåðíàÿ êîíòàêòíàÿ, ïîýòîìó àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè ïîñòîÿííû.
Ââåäåì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ T ∗G ãàìèëüòîíèàíû hi(λ) = ⟨λ,Xi(g)⟩, i = 1, 2, 3, X3 = [X1, X2], è ìàêñèìè-

çèðîâàííûé íîðìàëüíûé ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏH = 1
2 (h

2
1+h

2
2). Íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå íîðìàëüíûå

ýêñòðåìàëè çàäàþòñÿ òî÷êàìè öèëèíäðà C = g∗ ∩ {H = 1
2}:

λ = (h1, h2, h3, Id) ∈ C,

h1 = cos θ, h2 = sin θ, h3 = c.

Òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Exp : C × R+ → G, (λ, t) 7→ g(t),

èìååò ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ:

Exp(λ, t) = Exp(θ, c, t) = e(cos θp1+sin θp2+ck)e−ckt =

(
α
β

)
,

ãäå

α =
c sin( ct2 ) sin(

√
1 + c2 t

2 )√
1 + c2

+ cos

(
ct

2

)
cos

(√
1 + c2

t

2

)
+

+ i

(
c cos( ct2 ) sin(

√
1 + c2 t

2 )√
1 + c2

− sin

(
ct

2

)
cos

(√
1 + c2

t

2

))
,

β =
sin(

√
1 + c2 t

2 )√
1 + c2

(
cos

(
ct

2
+ θ

)
+ i sin

(
ct

2
+ θ

))
.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå èìååò ñëåäóþùèå ñèììåòðèè:

� âðàùåíèÿ

Exp(θ, c, t) =

(
1 0
0 eiθ

)
Exp(0, c, t),

� öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ: åñëè Exp(θ, c, t) =

(
α
β

)
, òî

Exp(θ,−c, t) =



(
α

e2i(θ−arg β)β

)
åñëè β ̸= 0,(

α

0

)
åñëè β = 0.

4.9.4 Ñîïðÿæåííûå òî÷êè

Ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì âðåìåíåì âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé g(t) = Exp(θ, c, t) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sin

(√
1 + c2

t

2

)(
2 sin

(√
1 + c2

t

2

)
−
√
1 + c2t cos

(√
1 + c2

t

2

))
= 0.

Ïîýòîìó n-å ñîïðÿæåííîå âðåìÿ tconjn (λ) âäîëü g(t) èìååò âèä:

tconj2m−1(λ) =
2πm√
1 + c2

,

tconj2m (λ) =
2xm√
1 + c2

,

30



ãäå {x1, x2, . . . } ñóòü óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ x = tg x.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ n-ÿ êàóñòèêà

Conjn = {Exp(λ, t) | t = tconjn (λ), λ ∈ C}

åñòü

Conj2m−1 = ek \ {Id},

Conj2m =

{(
c sin xm√

1+c2
ei(

π
2 −yn) + cosxne

−iyn

sin xn√
1+c2

eiθ

)
| c ∈ R, θ ∈ R/(2πZ)

}
,

ãäå yn = cxn√
1+c2

.

4.9.5 Ìíîæåñòâî ðàçðåçà

Òåîðåìà 4.24. Ìíîæåñòâî ðàçðåçà åñòü

Cut = Conj1 = ek \ {Id} = {eck | c ∈ (0, 4π)}.

Òîïîëîãè÷åñêè, Cut åñòü èíòåðâàë (áîëüøàÿ îêðóæíîñòü ek ñ âûêîëîòîé òî÷êîé Id). Òàê êàê ìíîæåñòâî
ðàçðåçà ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé êàóñòèêîé, òî ãåîäåçè÷åñêèå îäíîâðåìåííî òåðÿþò ëîêàëüíóþ è ãëîáàëüíóþ
îïòèìàëüíîñòü (òàê æå, êàê ãà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà, ñì. ðàçäåë 4.1).

4.9.6 Ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå

Òåîðåìà 4.25. Ïóñòü g = (α, β) ∈ SU(2), òîãäà ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå d0(g) = d(g, Id) èìååò ñëåäóþ-
ùåå ïðåäñòàâëåíèå.

(1) Åñëè α = 0, òî d0 = π.

(2) Åñëè |α| = 1, òî d0 = 2
√
| argα|(2π − | argα|), ãäå argα ∈ [−π, π].

(3) Åñëè 0 < |α| < 1 è Reα = |α| sin(π2 |α|), òî d0 = π
√
1− |α|2.

(4) Åñëè 0 < |α| < 1 è Reα > |α| sin(π2 |α|), òî

d0 =
2√

1 + β2
arcsin

√
(1− |α|2)(1 + β2) ∈

(
0,

π√
1 + β2

)
,

ãäå β � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
cos

(
− β√

1+β2
arcsin

√
(1− |α|2)(1 + β2) + arcsin

β
√

1−|α|2
|α|

)
= Reα

|α| ,

sin

(
− β√

1+β2
arcsin

√
(1− |α|2)(1 + β2) + arcsin

β
√

1−|α|2
|α|

)
= Imα

|α| .

(5) Åñëè 0 < |α| < 1 è Reα < |α| sin(π2 |α|), òî

d0 =
2√

1 + β2

(
π − arcsin

√
(1− |α|2)(1 + β2)

)
∈

(
π√

1 + β2
,

2π√
1 + β2

)
,

ãäå β � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
cos

(
β√
1+β2

(
π − arcsin

√
(1− |α|2)(1 + β2)

)
+ arcsin

β
√

1−|α|2
|α|

)
= −Reα

|α| ,

sin

(
β√
1+β2

(
π − arcsin

√
(1− |α|2)(1 + β2)

)
+ arcsin

β
√

1−|α|2
|α|

)
= Imα

|α| .
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4.9.7 Ãåîäåçè÷åñêèå ñî ñïåöèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Òåîðåìà 4.26. Åñëè òî÷êà g ∈ SU(2) ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó

A = {(cosφ+ i sinφ, 0) ∈ SU(2) | φ ∈ (0, 2π)},

òî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ γn, ñîåäèíÿþùèõ Id è g:

γn = {αn(t), βn(t)) ∈ SU(2) | t ∈ [0, tn]},

αn(t) =

(
cos

(
t

πn√
π2n2 − φ2

)
− i

φ

πn
sin

(
t

πn√
π2n2 − φ2

))
e

itφ√
π2n2−φ2 ,

βn(t) = β̇n(0)

√
π2n2 − φ2

πn
sin

(
t

πn√
π2n2 − φ2

)
e

itφ√
π2n2−φ2 ,

ãäå n ∈ Z \ {0, ±1}, à ln = 1√
2
tn = 1√

2

√
π2n2 − φ2 åñòü äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé γn.

Òåîðåìà 4.27. Åñëè òî÷êà g ∈ SU(2) íå ïðèíàäëåæèò íè èíòåðâàëó A, íè ñôåðå S2 = {(α, β) ∈ SU(2) |
Imα = 0}, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, ñîåäèíÿþùèõ Id è g.

4.9.8 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Èçëîæåíèå ðàçäåëîâ 4.9.1�4.9.5 îïèðàåòñÿ íà ðàáîòó [29], ðàçäåëà 4.9.6 � íà ðàáîòó [19], ðàçäåëà 4.9.7
� íà ðàáîòó [37].

4.10 Îñåñèììåòðè÷íàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå SO(3)

4.10.1 Ãðóïïà Ëè è àëãåáðà Ëè

Ãðóïïà Ëè SO(3) åñòü ãðóïïà óíèìîäóëÿðíûõ îðòîãîíàëüíûõ 3× 3 âåùåñòâåííûõ ìàòðèö

SO(3) = {g ∈ GL(3,R) | ggT = Id, det g = 1}.

Ýòà ãðóïïà êîìïàêòíà, ñâÿçíà è íåîäíîñâÿçíà: åå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà åñòü Z2. Àëãåáðà Ëè ýòîé
ãðóïïû åñòü àëãåáðà êîñîñèììåòðè÷åñêèõ 3× 3 âåùåñòâåííûõ ìàòðèö:

so(3) = {X ∈ gl(3,R) | XT = −X}.

Â ýòîé àëãåáðå Ëè ìîæíî âûáðàòü áàçèñ g = so(3) = span(p1, p2, k),

p1 =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , p2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , k =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , (4.49)

ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ [p1, p2] = k, [p2, k] = p1, [k, p1] = p2. Àëãåáðû Ëè so(3) è su(2) èçîìîðôíû, à
ãðóïïà Ëè SU(2) åñòü îäíîñâÿçíàÿ íàêðûâàþùàÿ ãðóïïû SO(3), ñì. ðàçäåë 4.9. Äâóëèñòíîå íàêðûòèå
Π : SU(2) → SO(3) ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Π :

(
a+ ib
c+ id

)
7→

 1− 2b2 − 2d2 2cd− 2ab 2bc+ 2ad
2cd+ 2ab 1− 2b2 − 2c2 2bd+ 2ac
2bc− 2ad 2bd− 2ac 1− 2c2 − 2d2

 . (4.50)

Ôîðìà Êèëëèíãà â àëãåáðå Ëè so(3) åñòü Kil(X,Y ) = Tr(XY ), ïîýòîìó Kil(pi, pj) = −2δij . Ïîäïðî-
ñòðàíñòâà k = Rk, p = span(p1, p2) îáðàçóþò êàðòàíîâñêîå ðàçëîæåíèå àëãåáðû Ëè so(3). Âåêòîðû p1, p2
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ⟨·, ·⟩ = − 1

2 Kil(·, ·), ñóæåííîãî íà p.

4.10.2 Ñóáðèìàíîâà k⊕ p ñòðóêòóðà

Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà SO(3) ñ îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì

X1(g) = Lg∗p1, X2(g) = Lg∗p2, g ∈ SO(3),

òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå ∆g = Lg∗p ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨v1, v2⟩g = ⟨Lg−1∗v1, Lg−1∗v2⟩, îíà ÿâëÿåòñÿ
k⊕ p ñòðóêòóðîé íà SO(3).
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4.10.3 Ãåîäåçè÷åñêèå è ñèììåòðèè

Àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè ïîñòîÿííû.
Ïóñòü hi(λ) = ⟨λ,Xi(g)⟩, i = 1, 2, 3, X3 = [X1, X2], H = 1

2 (h
2
1 + h22), è C = g∗ ∩ {H = 1

2}. Äàëåå, ïóñòü

λ = (h1, h2, h3, Id) ∈ C,

h1 = cos θ, h2 = sin θ, h3 = c.

Òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Exp : C × R+ → G, (λ, t) 7→ g(t),

ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Exp(λ, t) = Exp(θ, c, t) = e(cos θp1+sin θp2+ck)te−ckt =

=

 K1 cos ct+K2 cos(2θ + ct) +K3c sin ct K1 sin ct+K2 sin(2θ + ct)−K3c cos ct K4 cos θ +K3 sin θ
−K1 sin ct+K2 sin(2θ + ct) +K3c cos ct K1 cos ct−K2 cos(2θ + ct) +K3c sin ct −K3 cos θ +K4 sin θ

K4 cos(θ + ct)−K3 sin(θ + ct) K3 cos(θ + ct) +K4 sin(θ + ct) cos(
√
1+c2t)+c2

1+c2

 ,

ãäå K1 = 1+(1+2c2) cos(
√
1+c2t)

2(1+c2) , K2 = 1−cos(
√
1+c2t)

2(1+c2) , K3 = sin(
√
1+c2t)√
1+c2

, K4 = c(1−cos(
√
1+c2t))

1+c2 .

Ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ èìååò ñèììåòðèè, àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ SU(2), ñì. ï. 4.9.3.

4.10.4 Êàóñòèêà

Êàóñòèêà (ìíîæåñòâî ñîïðÿæåííûõ òî÷åê) â SO(3) ïîëó÷àåòñÿ èç ñëó÷àÿ SU(2) (ï. 4.9.4) ñ ïîìîùüþ
êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè Π : SU(2) → SO(3), ñì. (4.50). Òàê æå êàê â ñëó÷àå SU(2), âñå ãåîäåçè÷åñêèå â
SO(3) èìåþò ñ÷åòíîå ÷èñëî ñîïðÿæåííûõ òî÷åê.

4.10.5 Ìíîæåñòâî ðàçðåçà

Òåîðåìà 4.28. Ìíîæåñòâî ðàçðåçà íà SO(3) èìååò ñòðàòèôèêàöèþ

Cut = Cutloc ∪Cutglob,

Cutloc = ek \ {Id},

Cutglob =

{
Π

(
α
β

)
| α, β ∈ C, Reα = 0, Im2 α+ |β|2 = 1

}
.

Òîïîëîãè÷åñêè Cutloc åñòü èíòåðâàë (îêðóæíîñòü ek ñ âûêîëîòîé òî÷êîé Id), à Cutglob åñòü ïðîåêòèâíàÿ
ïëîñêîñòü RP 2. Íà÷àëüíàÿ òî÷êà Id íàõîäèòñÿ â çàìûêàíèè ëîêàëüíîé êîìïîíåíòû Cutloc è èçîëèðîâàíà
îò ãëîáàëüíîé êîìïîíåíòû Cutglob. Ýòè êîìïîíåíòû ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå eπk, ïîýòîìó Cut
åñòü ñòðàòèôèöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

4.10.6 Ðàññòîÿíèå

Òåîðåìà 4.29. Ïóñòü 3 × 3 ìàòðèöà g = (gij) ∈ SO(3). Òîãäà ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå d0(g) = d(Id, g)
çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Åñëè g33 = −1, òî d0 = π.

(2) Åñëè g33 = 1 è g ̸= Id, òî d0 = 2π√
1+β2

, ãäå β � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèécos πβ√
1+β2

= − 1
2

√
1 + g11 + g22 + g33,

sin πβ√
1+β2

= 1
2 sgn(g21 − g12)

√
1− g11 − g22 + g33.

(3) Åñëè −1 < g33 < −1 è cos

(
π
√

1+g33
2

)
= − g11+g22

1+g33
, òî d0 = π

√
1
2 (1− g33).

(4) Åñëè −1 < g33 < −1 è cos

(
π
√

1+g33
2

)
> − g11+g22

1+g33
, òî d0 = 2√

1+β2
arcsin

√
1
2 (1− g33)(1 + β2), ãäå β

� åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
cos

(
− β√

1+β2
arcsin

√
1
2 (1− g33)(1 + β2) + arcsin

(
β
√

1−g33
1+g33

))
=
√

1+g11+g22+g33
2(1+g33)

,

sin

(
− β√

1+β2
arcsin

√
1
2 (1− g33)(1 + β2) + arcsin

(
β
√

1−g33
1+g33

))
= sgn(g21 − g12)

√
1−g11−g22+g33

2(1+g33)
.
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(5) Åñëè −1 < g33 < −1 è cos

(
π
√

1+g33
2

)
< − g11+g22

1+g33
, òî d0 = 2√

1+β2

(
π − arcsin

√
1
2 (1− g33)(1 + β2)

)
,

ãäå β � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
cos

(
β√
1+β2

(
π − arcsin

√
1
2 (1− g33)(1 + β2)

)
+ arcsin

(
β
√

1−g33
1+g33

))
= −

√
1+g11+g22+g33

2(1+g33)
,

sin

(
β√
1+β2

(
π − arcsin

√
1
2 (1− g33)(1 + β2)

)
+ arcsin

(
β
√

1−g33
1+g33

))
= sgn(g21 − g12)

√
1−g11−g22+g33

2(1+g33)
.

4.10.7 Ñôåðû

Ðàññìîòðèì äðóãóþ ìîäåëü ãðóïïû SO(3). Ïóñòü M1 � îðèåíòèðîâàííàÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà ãàóññîâîé
êðèâèçíû 1, çàäàííàÿ â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå R3 ðàâåíñòâîì x2 + y2 + z2 = 1; ðèìàíîâà ìåòðèêà dR
íà M1 èíäóöèðîâàíà åâêëèäîâîé ìåòðèêîé íà R3; îðèåíòàöèÿ ñôåðû M1 çàäàíà åå âíåøíåé íîðìàëüþ.
Ïóñòü V1 åñòü ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê M1.

Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ∆ íà V1 åñòü ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà, à ðàññòîÿíèå
íà V1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

d(x, y) = inf dR(l),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì êðèâûì â M1, ãîðèçîíòàëüíûå ëèôòû êîòîðûõ â V1 ñîåäèíÿþò x è y.
Çäåñü dR(l) åñòü äëèíà êðèâîé l â ìåòðèêå dR.

Ìíîãîîáðàçèå V1 ñ ìåòðèêîé d èçîìåòðè÷íî ãðóïïå SO(3) ñ ñóáðèìàíîâîé k ⊕ p ñòðóêòóðîé, îïðåäå-
ëåííîé â ï. 4.10.2.

Ââåäåì â V1 ñèñòåìó êîîðäèíàò {(r, α, β) | r ⩾ 0, −π ⩽ α ⩽ π, −π ⩽ β ⩽ π} ñ íà÷àëîì â íåêîòîðîì
ýëåìåíòå vO ∈ V1. Òîãäà òî÷êà A ∈ M1 èìååò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (cosβ sin r, sinβ sin r, cos r), à âåêòîð
vA ∈ V1 èìååò äåêàðòîâû êîìïîíåíòû

(cos r cosβ cos(α− β)− sinβ sin(α− β), cos r sinβ cos(α− β) + cosβ sin(α− β),− sin r cos(α− β)).

Ïîýòîìó êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå

f : {(r, α, β) | 0 ⩽ r ⩽ π, −π ⩽ α ⩽ π, −π ⩽ β ⩽ π} → V1

ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè äî îòîáðàæåíèÿ g ñ âêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ r = π. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà
A èìååò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (0, 0,−1), âåêòîð VA � äåêàðòîâû êîìïîíåíòû (− cos(α−2β), sin(α−2β), 0).
Òîãäà

g : {(r, α.β) | 0 ⩽ r ⩽ π, −π ⩽ α ⩽ π, −π ⩽ β ⩽ π} → V1

åñòü îòîáðàæåíèå îòîæäåñòâëåíèÿ çàìêíóòîãî ïîëíîòîðèÿ íà ïðîñòðàíñòâî V1. Ïðè ýòîì êðèâàÿ β = 1
2α+

c, c ∈ R, íà ãðàíè÷íîì òîðå T2 ïåðåõîäèò ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ g â îäèí ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà V1.

Òåîðåìà 4.30. Äèàìåòð ïðîñòðàíñòâà V1 ñ ìåòðèêîé d ðàâåí
√
3π.

Ââåäåì â V1 ñèñòåìó êîîðäèíàò {r, α, β} ñ íà÷àëîì â íåêîòîðîì ýëåìåíòå vO. Â ýòîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò ñôåðà ñ öåíòðîì vO ðàäèóñà

√
3π åñòü òî÷êà (0, π, 0). Ñôåðà ñ öåíòðîì vO ðàäèóñà 0 < R <

√
3π

� ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã îñè α òîé ÷àñòè êðèâîé SR, îïðåäåëÿåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíå-
íèÿìè r = ±r(t), α = ±α(t), 1 ⩽ t ⩽ 2π

R , êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà â ïîëîñå −π ⩽ α ⩽ π íà ïëîñêîñòè β = 0,
ïðè÷åì

(1) Åñëè 0 < R < π, òî

r(t) = 2 arcsin

(
1

t
sin

Rt

2

)
, 1 ⩽ t ⩽

2π

R
,

α(t) =


2

∣∣∣∣R2 √t2 − 1− arcsin
√
t2−1 sin Rt

2√
t2−sin2 Rt

2

∣∣∣∣ , åñëè 1 ⩽ t < π
R ,

2

(
π − R

2

√
t2 − 1− arcsin

√
t2−1 sin Rt

2√
t2−sin2 Rt

2

)
, åñëè π

R ⩽ t < 2π
R .

(2) Åñëè π ⩽ R <
√
3π, òî

r(t) = 2 arcsin

(
1

t
sin

Rt

2

)
, 1 ⩽ t ⩽

2π

R
,

α(t) = 2

π − R

2

√
t2 − 1− arcsin

√
t2 − 1 sin Rt

2√
t2 − sin2 Rt

2

 , 1 ⩽ t <
π

R
.
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Ïðè R = π çíà÷åíèå α(1) îïðåäåëÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè è ðàâíî π.

Ñôåðû ïðîñòðàíñòâà V1 ðàäèóñà R ∈ (0,
√
3π), R ̸= π, ãîìåîìîðôíû S2. Ñôåðà ðàäèóñà R = π ãî-

ìåîìîðôíà ñôåðå S2, ó êîòîðîé äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè îòîæäåñòâëåíû. Ñôåðà ðàäèóñà
R =

√
3π åñòü òî÷êà. Ïðè R ∈ (0, π) ñôåðà èìååò äâå êîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè. Ñôåðà ðàäèóñà R = π äèô-

ôåîìîðôíà äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïî îêðóæíîñòè îäèíàðíûì êîíóñàì, íàïðàâëåííûì â ðàçíûå ñòîðîíû,
íà îáùåé îêðóæíîñòè êîòîðûõ îòîæäåñòâëåíû äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè. Ñôåðà ðàäèóñà
R ∈ (π,

√
3π) äèôôåîìîðôíà äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïî îêðóæíîñòè îäèíàðíûì êîíóñàì, íàïðàâëåííûì

â ðàçíûå ñòîðîíû.

4.10.8 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ðàçäåëû 4.10.3, 4.10.5 îïèðàþòñÿ íà ñòàòüþ [29], à ðàçäåëû 4.10.6 è 4.10.7 � íà ñòàòüè [19] è [17]
ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìàòðèâàåìîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å íà SO(3) ïîñâÿùåíà òàêæå ðàáîòà [20].

Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, âïåðâûå ãåîäåçè÷åñêèå è ñôåðû äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è
íà SO(3) îïèñàíû â [42,90].

4.11 Îñåñèììåòðè÷íàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå SL(2)

4.11.1 Ãðóïïà Ëè è àëãåáðà Ëè

Ãðóïïà Ëè SL(2) åñòü ãðóïïà óíèìîäóëÿðíûõ 2× 2 âåùåñòâåííûõ ìàòðèö

SL(2) = {g ∈ GL(2,R) | det g = 1}.

Ýòà ãðóïïà íåêîìïàêòíà, ñâÿçíà è íåîäíîñâÿçíà: åå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà åñòü Z. Àëãåáðà Ëè ãðóïïû
Ëè G = SL(2) åñòü àëãåáðà áåññëåäîâûõ 2× 2 âåùåñòâåííûõ ìàòðèö:

sl(2) = {X ∈ gl(2,R) | TrX = 0}.

Ìàòðèöû

p1 =
1

2

(
1 0
0 −1

)
, p2 =

1

2

(
0 1
1 0

)
, k =

1

2

(
0 −1
1 0

)
(4.51)

îáðàçóþò áàçèñ â àëãåáðå Ëè g = sl(2) ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ

[p1, p2] = −k, [p2, k] = l1, [k, p1] = p2.

Ôîðìà Êèëëèíãà äëÿ sl(2) åñòü Kil(X,Y ) = 4Tr(XY ), ïîýòîìó Kil(pi, pj) = 2δij .
Ïîäïðîñòðàíñòâà

k = Rk, p = span(p1, p2)

îáðàçóþò êàðòàíîâñêîå ðàçëîæåíèå â sl(2); îíî åäèíñòâåííî ò.ê. k äîëæíî áûòü ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé
ïîäàëãåáðîé.

Âåêòîðû p1, p2 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ⟨·, ·⟩ = 1
2 Kil(·, ·),

ñóæåííîãî íà p.

4.11.2 Ñóáðèìàíîâà k⊕ p ñòðóêòóðà

Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà SL(2) ñ îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì

X1(g) = Lg∗p1, X2(g) = Lg∗p2, g ∈ SL(2),

òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå ∆g = Lg∗p ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨v1, v2⟩g = ⟨Lg−1∗v1, Lg−1∗v2⟩. Ýòà ñòðóê-
òóðà åñòü k⊕ p ñòðóêòóðà íà SL(2).

4.11.3 Ãåîäåçè÷åñêèå è ñèììåòðèè

Àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè ïîñòîÿííû.
Ïóñòü hi(λ) = ⟨λ,Xi(g)⟩, i = 1, 2, 3, X3 = [X1, X2], H = 1

2 (h
2
1 + h22), è C = g∗ ∩ {H = 1

2}. Äàëåå, ïóñòü

λ = (h1, h2, h3, Id) ∈ C,

h1 = cos θ, h2 = sin θ, h3 = c.

Òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Exp : C × R+ → G, (λ, t) 7→ g(t),
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ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Exp(λ, t) = Exp(θ, c, t) = e(cos θp1+sin θp2+ck)te−ckt =

=

(
K1 cos(c

t
2 ) +K2(cos(θ + c t

2 ) + c sin(c t
2 )) K1 sin(c

t
2 ) +K2(sin(θ + c t

2 )− c cos(c t
2 ))

−K1 sin(c
t
2 ) +K2(sin(θ + c t

2 ) + c cos(c t
2 )) K1 cos(c

t
2 ) +K2(− cos(θ + c t

2 ) + c sin(c t
2 ))

)
,

ãäå

K1 =

{
ch(

√
1− c2 t

2 ) ïðè c ∈ [−1, 1],

cos(
√
c2 − 1 t

2 ) ïðè c ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞),

K2 =


sh(

√
1− c2 t

2 ) ïðè c ∈ (−1, 1),
t
2 ïðè c ∈ {−1, 1},
sin(

√
c2−1 t

2 )√
c2−1

ïðè c ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

Ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ èìååò ñëåäóþùèå ñèììåòðèè:

� âðàùåíèÿ Exp(θ, c, t) = ez0kexp1+yp2 , ãäå(
x
y

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x0
y0

)
,

à (x0, y0, z0) îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì Exp(0, c, t) = ez0kex0p1+y0p2 ,

� îòðàæåíèÿ Exp(θ,−c, t) = e−z0kexp1+yp2 , ãäå(
x
y

)
=

(
cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

)(
x0
y0

)
,

à (x0, y0, z0) îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì Exp(θc, t) = ez0kex0p1+y0p2 .

4.11.4 Ñîïðÿæåííûå òî÷êè

Ãåîäåçè÷åñêèå Exp(θ, c, t), |c| ⩽ 1, íå ñîäåðæàò ñîïðÿæåííûõ òî÷åê.
Åñëè |c| > 1, òî ñîïðÿæåííûå âðåìåíà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé Exp(θ, c, t) ñëåäóþùèå:

t2n−1 =
2πn√
c2 − 1

,

t2n =
2xn√
c2 − 1

, n ∈ N,

ãäå {x1, x2, . . . , } ñóòü óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ x = tg x.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ m-ÿ êàóñòèêà

Conjm = {Exp(λ, t) | t = tconjm (λ), λ ∈ C}

åñòü:

Conj2n−1 = ek \ {Id},

Conj2k =

{(
cosxn cos yn + sin xn√

c2−1
(cos θ + c sin yn)) cosxn sin yn + sin xn√

c2−1
(sin θ − c cos yn))

− cosxn sin yn + sin xn√
c2−1

(sin θ + c cos yn)) cosxn cos yn + sin xn√
c2−1

(− cos θ + c sin yn))

)

| c ∈ R, θ ∈ R/(2πZ)

}
,

ãäå yn = cxn√
c2−1

.

4.11.5 Ìíîæåñòâî ðàçðåçà

Òåîðåìà 4.31. Ìíîæåñòâî ðàçðåçà åñòü ñòðàòèôèöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Cut = Cutloc ∪Cutglob,

Cutloc = ek \ {Id} =

{(
cosα − sinα
sinα cosα

)
| α ∈ (0, 2π)

}
,

Cutglob = e2πkep =
{
g ∈ SL(2) | g = gT , Tr g < −2

}
.

Òîïîëîãè÷åñêè, Cutloc åñòü èíòåðâàë (îêðóæíîñòü ek ñ âûêîëîòîé òî÷êîé Id), à Cutglob åñòü ïëîñ-
êîñòü R2.
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4.11.6 Ãåîäåçè÷åñêàÿ îðáèòàëüíîñòü

Òåîðåìà 4.32. Ãðóïïà SL(2) ñ ðàññìàòðèâàåìîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé ãåîäåçè÷åñêè îðáèòàëüíà.

4.11.7 Âðåìÿ ðàçðåçà

Ïóñòü λ = (θ, c) ∈ C. Îïèøåì âðåìÿ ðàçðåçà tcut(λ) âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé ãåîäåçè÷åñêîé.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. tcut(θ, 0) = +∞.

Òåîðåìà 4.33. Ïóñòü c ̸= 0, òîãäà ÷èñëî T = tcut(θ, c) ∈ (0,+∞) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Åñëè |c| ⩾ 2√
3
, òî T = 2π√

c2−1
.

(2) Åñëè |c| = 1, òî T ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (2π, 3π) è óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

cos
T

2
= − 1√

1 + T 2/4
, sin

T

2
= − T/2√

1 + T 2/4
.

(3) Åñëè c2 < 1, òî T ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (2π/|c|, 3π/|c|) è óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

cos kx = − 1√
1 + k2 th2 x

, sin kx = − k thx√
1 + k2 th2 x

,

ãäå

k =
|c|√
1− c2

, x =
T
√
1− c2

2
=

T

2
√
1 + k2

.

(4) Åñëè |c| = 3
2
√
2
, òî T = 2

√
2π.

(5) Åñëè 3
2
√
2
< |c| < 2√

3
, òî 3π

|c| < T < 2π(|c|+
√
c2 − 1) < 4π

|c| è T óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

cos kx =
1√

1 + k2 tg2 x
, sin kx =

k tg x√
1 + k2 tg2 x

< 0,

ãäå

k =
|c|√
c2 − 1

, x =
T
√
1− c2

2
=

T

2
√
k2 − 1

. (4.52)

(6) Åñëè 1 < |c| < 3
2
√
2
, òî 2π

|c| < 2π(|c|+
√
c2 − 1) < T < 3π

|c| è T óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

cos kx = − 1√
1 + k2 tg2 x

, sin kx = − k tg x√
1 + k2 tg2 x

< 0,

ãäå k è x îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (4.52).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå îïèñàíû ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè è ðåãóëÿðíîñòè âðåìåíè ðàçðåçà.

Òåîðåìà 4.34. Ôóíêöèÿ T (c) = tcut(θ, c) èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(1) T (c) ñòðîãî óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ (0, 3
2
√
2
], [ 2√

3
,+∞) è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [ 3

2
√
2
, 2√

3
].

(2) T (c) íåïðåðûâíà, êóñî÷íî âåùåñòâåííî àíàëèòè÷íà è T (0,+∞) = (0,+∞).

(3) T (c) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì 2
√
2π ïðè c = 3

2
√
2
è ëîêàëüíûé ìàêñèìóì 2

√
3π ïðè c = 2√

3
.

4.11.8 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ðàçäåëû 4.11.2�4.11.5 îïèðàþòñÿ íà ñòàòüþ [29], à ðàçäåëû 4.11.6�4.11.7 � íà ðàáîòó [21].
Ðàññìàòðèâàåìîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å íà SL(2) ÷àñòè÷íî ïîñâÿùåíà òàêæå ðàáîòà [17].
Ñì. òàêæå [16,18,22�24].
Â ðàáîòå [87] îïèñàíû äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîì

ðàçäåëå ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû íà SL(2).
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4.12 Îñåñèììåòðè÷íûå ðèìàíîâû çàäà÷è íà ãðóïïàõ PSL(2;R) è SL(2;R)
4.12.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íà PSL(2;R)

Ïóñòü SL(2;R) åñòü ãðóïïà âåùåñòâåííûõ 2 × 2 ìàòðèö ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì, à PSL(2;R) =
SL(2;R)/{± Id}. Îáîçíà÷èì ãðóïïó Ëè G = PSL(2;R) è åå àëãåáðó Ëè g = sl(2;R).

Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà ãðóïïå Ëè G, îíà çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìîé íà g ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè I1, I2, I3 > 0. Âûáåðåì áàçèñ e1, e2, e3 ∈ g, â êîòîðîì ôîðìà Êèëëèíãà
è ðèìàíîâà ìåòðèêà èìåþò ìàòðèöû diag(1, 1,−1) è diag(I1, I2, I3) ñîîòâåòñòâåííî.

Îòîæäåñòâèì g ñ g∗ ñ ïîìîùüþ ôîðìû Êèëëèíãà, òîãäà áàçèñ e1, e2, e3 ∈ g ïåðåéäåò â áàçèñ ε1, ε2, ε3 ∈
g∗.

Ïóñòü p = p1ε1 + p2ε2 + p3ε3 ∈ g∗. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

Kil(p) = p21 + p22 − p23, |p| =
√
|Kil(p)|, type(p) = sgn(−Kil(p)),

ãäå Kil(p) åñòü çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Êèëëèíãà íà êîâåêòîðå p. Ýòîò êîâåêòîð íàçûâàåòñÿ âðå-
ìåíèïîäîáíûì, ñâåòîïîäîáíûì èëè ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì, åñëè type(p) ðàâíî 1, 0 èëè −1 ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ðèìàíîâû êðàò÷àéøèå ñóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Q̇ = QΩ, Q ∈ G, Ω = u1e1 + u2e2 + u3e3 ∈ g, (u1, u2, u3) ∈ R3,

Q(0) = Id, Q(t1) = Q1,

1

2

∫ t1

0

(I1u
2
1 + I2u

2
2 + I3u

2
3) dt→ min .

(4.53)

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îñåñèììåòðè÷íîé ìåòðèêè: I1 = I2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

η = −I1
I3

− 1 < −1

ïàðàìåòð ðèìàíîâîé ìåòðèêè, èçìåðÿþùèé âûòÿíóòîñòü ìàëûõ ñôåð. Äëÿ p ∈ g∗, |p| ≠ 0, îáîçíà÷èì

p̄ =
p

|p|
, τ(p) =

t|p|
2I1

.

×åðåç Rv,φ îáîçíà÷èì ïîâîðîò òðåõìåðíîãî îðèåíòèðîâàííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âîêðóã îñè Rv
íà óãîë φ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

4.12.2 Ãåîäåçè÷åñêèå íà PSL(2;R)

Íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèå ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíûì èìïóëüñàì

p ∈ C = g∗ ∩
{
H =

1

2

}
,

ãäå H(p) =
1

2

(
p21
I1

+
p22
I2

+
p23
I3

)
åñòü ìàêñèìèçèðîâàííûé ãàìèëüòîíèàí ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Òåîðåìà 4.35. Ãåîäåçè÷åñêàÿ Q(t), íà÷èíàþùàÿñÿ â åäèíèöå è èìåþùàÿ íà÷àëüíûé èìïóëüñ p ∈ C, åñòü
ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï:

Q(t) = exp

(
tp

I1

)
exp

(
tηp3e3
I1

)
.

Ôîðìà Êèëëèíãà åñòü ôóíêöèÿ Êàçèìèðà íà g∗. Ïîýòîìó âäîëü ýêñòðåìàëåé type(p) ≡ const, òî åñòü
òèï êîâåêòîðà åñòü èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

4.12.3 Ìîäåëü ãðóïïû PSL(2;R)

Ðàññìîòðèì ãðóïïó SU(1, 1), ðåàëèçîâàííóþ êàê ãðóïïà ñïëèò-êâàòåðíèîíîâ åäèíè÷íîé äëèíû

SU(1, 1) = {q0 + q1i+ q2j + q3k | q20 − q21 − q22 + q23 = 1, q0, q1, q2, q3 ∈ R}.

Óìíîæåíèå ñïëèò-êâàòåðíèîíîâ äèñòðèáóòèâíî è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

i2 = j2 = 1, k2 = −1, ij = −k, jk = i, ki = j.
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Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

ψ : SL(2;R) → SU(1, 1), ψ

(
a b
c d

)
=
a+ d

2
+
a− d

2
i+

b+ c

2
j +

c− b

2
k,

ãäå ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ R.
Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ ãðóïïû SU(1, 1) íà òðåõìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè

q1, q2, q3. Óñëîâèå
q23 − q21 − q22 = 1− q20 ⩽ 1

îçíà÷àåò, ÷òî îáðàç ãðóïïû SU(1, 1) åñòü îáëàñòü ìåæäó äâóìÿ ïîëîñòÿìè ãèïåðáîëîèäà q23−q21−q22 = 1. Äëÿ
ôèêñèðîâàííûõ q1, q2, q3 (òàêèõ, ÷òî q

2
3−q21−q22 ̸= 1) çíà÷åíèå q0 ìîæíî âûáðàòü äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Ïîýòîìó ãðóïïà SU(1, 1) åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ òàêèõ îáëàñòåé ñ îòîæäåñòâëåííûìè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè
(ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèþ q0 = 0). Ãðóïïà SU(1, 1) ãîìåîìîðôíà îòêðûòîìó ïîëíîòîðèþ.

Ãðóïïó PSL(2;R) ∼= SU(1, 1)/{± Id} ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáëàñòü ìåæäó ïîëîñòÿìè ãèïåðáîëîèäà ñ
îòîæäåñòâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè íà ïîëîñòÿõ ãèïåðáîëîèäà: (q1, q2, q3) ∼ (−q1,−q2,−q3).

4.12.4 Ãåîäåçè÷åñêèå íà SU(1, 1)

Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó çàäà÷ó íà ãðóïïå SU(1, 1), ÿâëÿþùóþñÿ ëèôòîì çàäà÷è (4.53)
íà PSL(2;R).
Òåîðåìà 4.36. Ãåîäåçè÷åñêèå íà ãðóïïå SU(1, 1), âûõîäÿùèå èç åäèíèöû ñ íà÷àëüíûì êîâåêòîðîì p =
p1

i
2 + p2

j
2 + p3

k
2 ∈ C, èìåþò ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ:

(1) äëÿ âðåìåíèïîäîáíîãî êîâåêòîðà p (p23 − p21 − p22 > 0)

qe0(τ) = cos τ cos (τηp̄3)− p̄3 sin τ sin (τηp̄3),(
qe1(τ)
qe2(τ)

)
= sin τRe3,−τηp̄3

(
p̄1
p̄2

)
,

qe3(τ) = cos τ sin (τηp̄3) + p̄3 sin τ cos (τηp̄3),

(4.54)

(2) äëÿ ñâåòîïîäîáíîãî êîâåêòîðà p (p23 − p21 − p22 = 0)

qp0(t) = cos tηp3

2I1
− t

2I1
p3 sin

tηp3

2I1
,(

qp1(t)
qp2(t)

)
= t

2I1
Re3,− tηp3

2I1

(
p1
p2

)
,

qp3(t) = sin tηp3

2I1
+ t

2I1
p3 cos

tηp3

2I1
,

(4.55)

(3) äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîãî êîâåêòîðà p (p23 − p21 − p22 < 0)

qh0 (τ) = ch τ cos (τηp̄3)− p̄3 sh τ sin (τηp̄3),(
qh1 (τ)
qh2 (τ)

)
= sh τRe3,−τηp̄3

(
p̄1
p̄2

)
,

qh3 (τ) = ch τ sin (τηp̄3) + p̄3 sh τ cos (τηp̄3).

(4.56)

4.12.5 Ñîïðÿæåííûå âðåìåíà

Òåîðåìà 4.37. Ðàññìîòðèì ãåîäåçè÷åñêóþ íà G = PSL(2;R) èëè G = SL(2;R), íà÷èíàþùóþñÿ â åäèíèöå,
ñ íà÷àëüíûì êîâåêòîðîì p ∈ C.

Äëÿ âðåìåíèïîäîáíîãî íà÷àëüíîãî èìïóëüñà p ñ p̄3 ̸= ±1 åñòü äâå ñåðèè ñîïðÿæåííûõ âðåìåí:

t2k−1 =
2I1πk

|p|
, t2k =

2I1τk(p)

|p|
, k ∈ N,

ãäå τk(p) åñòü k-ûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

tg τ = −τη 1− p̄23
1 + ηp̄23

.

Â ñëó÷àå p3 = ±1 ýòè äâå ñåðèè ñëèâàþòñÿ â îäíó ñåðèþ:

tk =
2I1πk

|p|
, k ∈ N.

Äëÿ ñâåòî- è ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ íà÷àëüíûõ êîâåêòîðîâ p ñîîòâåòñòâóþùèå ãåîäåçè÷åñêèå
íå èìåþò ñîïðÿæåííûõ òî÷åê.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïåðâîå ñîïðÿæåííîå âðåìÿ äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé, ñîîòâåòñòâóþùåé êîâåêòîðó p, åñòü

t1conj(p) =

{ 2πI1
|p| , ïðè type (p) = 1,

+∞, ïðè type (p) ⩽ 0.
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4.12.6 Âðåìÿ ðàçðåçà è ìíîæåñòâî ðàçðåçà

Îáîçíà÷èì ïåðâûå ïîëîæèòåëüíûå íóëè ôóíêöèé qe0(τ), q
p
0(t), q

h
0 (τ), ñì. (4.54)�(4.56):

τe0 (p̄3) = min{τ ∈ R+ | qe0(τ, p̄3) = 0},
tp0(p) = min{t ∈ R+ | qp0(t, p) = 0},
τh0 (p̄3) = min{τ ∈ R+ | qh0 (τ, p̄3) = 0}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ce, Cp, Ch âðåìåíè-, ñâåòî- è ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå ÷àñòè ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
ãàìèëüòîíèàíà C.

Òåîðåìà 4.38. (1) Åñëè η ⩽ − 3
2 , òî

tcut(p) =


2I1τ

e
0 (p̄3)
|p| , ïðè p ∈ Ce,

tp0(p3), ïðè p ∈ Cp,
2I1τ

h
0 (p̄3)
|p| , ïðè p ∈ Ch, p̄3 ̸= 0,

+∞, ïðè p̄3 = 0.

(2) Åñëè η > − 3
2 , òî

tcut(p) =



2I1τ
e
0 (p̄3)
|p| , ïðè p ∈ Ce, |p̄3| > − 3

2η ,
2I1π
|p| , ïðè p ∈ Ce, |p̄3| ⩽ − 3

2η ,

tp0(p3), ïðè p ∈ Cp,
2I1τ

h
0 (p̄3)
|p| , ïðè p ∈ Ch, p̄3 ̸= 0,

+∞, ïðè p̄3 = 0.

Ãðóïïó PSL(2;R) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãðóïïó ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêî-
ãî.

Òåîðåìà 4.39. (1) Åñëè η ⩽ − 3
2 , òî ìíîæåñòâî ðàçðåçà åñòü ïëîñêîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç öåíòðàëüíûõ

ñèììåòðèé

Z = Π({q ∈ SU(1, 1) | q0 = 0}),
Π : SU(1, 1) → SU(1, 1)/{± Id} ∼= PSL(2;R).

(2) Åñëè η > − 3
2 , òî ìíîæåñòâî ðàçðåçà åñòü ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Z ∪Rη, ãäå

Rη = {R0,±φ ∈ PSL2(R) | φ ∈ [−2π(1 + η), π]}

åñòü îòðåçîê, ñîñòîÿùèé èç íåêîòîðûõ ïîâîðîòîâ âîêðóã öåíòðà ìîäåëè Ïóàíêàðå ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé ïëîñêîñòè.

4.12.7 Ðàäèóñ èíúåêòèâíîñòè

Òåîðåìà 4.40. Ðàäèóñ èíúåêòèâíîñòè îñåñèììåòðè÷íîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà ãðóïïå PSL(2;R) ðàâåí

(1) π
√
I1
√
− 1

1+η ïðè η ⩽ −2;

(2) π
√
I1

√
−η+4

η ïðè − 2 < η ⩽ −3−
√
73

8 ;

(3) 2π
√
I1
√

−(1 + η) ïðè −3−
√
73

8 < η < −1.

4.12.8 Îñåñèììåòðè÷íàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà çàäà÷à íà SL(2;R)

Ðàññìîòðèì ðèìàíîâó çàäà÷ó íà ãðóïïå SL(2;R), ÿâëÿþùóþñÿ ëèôòîì çàäà÷è (4.53) íà PSL(2;R).
Ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ çàäà÷è íà SL(2;R) çàäàþòñÿ ïðåæíèìè ôîðìóëàìè (4.54)�(4.56). Ñîïðÿæåííûå âðåìåíà
äëÿ SL(2;R) âûðàæàþòñÿ òàê æå, êàê â ï. 4.12.5.

Âðåìÿ ðàçðåçà è ìíîæåñòâî ðàçðåçà äëÿ çàäà÷è íà SL(2;R) îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 4.41. Ïóñòü p ∈ C. Âðåìÿ ðàçðåçà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãåîäåçè÷åñêîé íà SL(2;R) åñòü

tcut(p) =
2I1
|p|

τcut(p̄3),
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ãäå

τcut(p̄3) = τe3 (p̄3) ïðè η ⩽ −3

2
,

τcut(p̄3) =

{
π, p̄3 ∈ [1,−2/η]

τe3 (p̄3), p̄3 > −2/η
ïðè η > −3

2
,

à τe3 (p̄3) åñòü ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè qe3(τ, p̄3) (4.54).

Òåîðåìà 4.42. (1) Åñëè η ⩽ −3

2
, òî ìíîæåñòâî ðàçðåçà åñòü ïëîñêîñòü

H := {q ∈ SU(1, 1) | q3 = 0},

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ èçîìåòðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïó÷êàì óëü-
òðàïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ñèììåòðè÷íûõ â äèàìåòðàõ ìîäåëè Ïóàíêàðå ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêî-
ñòè.

(2) Åñëè η > −3

2
, òî ìíîæåñòâî ðàçðåçà åñòü ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå

H ∪ Tη,

ãäå Tη = {q = ±(cos(2πp̄3) + sin(2πp̄3)k) | p̄3 ∈ [1,− 2
η ]} åñòü îòðåçîê, ñîñòîÿùèé èç íåêîòîðûõ

ïîâîðîòîâ âîêðóã öåíòðà ìîäåëè Ïóàíêàðå ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè.

4.12.9 Ñâÿçü ñ ñóáðèìàíîâîé çàäà÷åé

Ïóñòü G = PSL(2;R) èëè SL(2;R). Îòîæäåñòâèì àëãåáðó Ëè g ñ ïðîñòðàíñòâîì ÷èñòî ìíèìûõ ñïëèò-
êâàòåðíèîíîâ, è ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

g = k⊕ p,

ãäå k = Rk è p = Ri⊕ Rj.
Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå ∆ íà TG, ïîëó÷åííîå ëåâûìè ñäâèãàìè ïîäïðîñòðàíñòâà

p ⊂ g. Ñíàáäèì ðàñïðåäåëåíèå ∆ ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé, ïîëó÷åííîé ëåâûìè ñäâèãàìè
èç ôîðìû Êèëëèíãà. Ïîëó÷åííàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà åñòü ñóáðèìàíîâà k ⊕ p ñòðóêòóðà íà ãðóïïå
PSL(2;R) èëè SL(2;R), ñì. ðàçäåë 4.11.

Òåîðåìà 4.43. Äëÿ óêàçàííîé ñóáðèìàíîâîé k⊕p-çàäà÷è íà ãðóïïå PSL(2;R) (èëè SL(2;R)) ñëåäóþùèå
îáúåêòû:

(1) ïàðàìåòðèçàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ,

(2) ñîïðÿæåííûå âðåìåíà,

(3) êàóñòèêà,

(4) âðåìÿ ðàçðåçà,

(5) ìíîæåñòâî ðàçðåçà

ïîëó÷àþòñÿ èç òåõ æå îáúåêòîâ äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé çàäà÷è íà PSL(2;R)
(èëè SL(2;R) ñîîòâåòñòâåííî) ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó I3 → ∞.

4.12.10 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîëó÷åíû â ðàáîòå [66]. Ñì. òàêæå [63].

4.13 Îñåñèììåòðè÷íûå ðèìàíîâû çàäà÷è íà ãðóïïàõ SO(3) è SU(2)

4.13.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íà SO(3)

Ëþáàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ãðóïïå Ëè G = SO(3) çàäàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé J íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TId SO(3) = so(3). Ïóñòü e1, e2, e3 åñòü
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â àëãåáðå Ëè g = so(3) îòíîñèòåëüíî ôîðìû Êèëëèíãà, â êîòîðîé J äèàãîíàëü-
íà. Ïóñòü I1, I2, I3 ñóòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ J .
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Ðèìàíîâû êðàò÷àéøèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêè ñóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Q̇ = QΩ, Ω = u1e1 + u2e2 + u3e3 ∈ g, (4.57)

Q ∈ G, (u1, u2, u3) ∈ R3, (4.58)

Q(0) = Id, Q(t1) = Q1, (4.59)

1

2

∫ t1

0

(I1u
2
1 + I2u

2
2 + I3u

2
3) dt→ min . (4.60)

Åñëè ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè I1, I2, I3, òî çàäà÷à èìååò ìåõàíè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ:
îíà îïèñûâàåò âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè ïî èíåðöèè. ×èñëà I1, I2, I3 ñóòü ìî-
ìåíòû èíåðöèè ýòîãî òâåðäîãî òåëà.

Ñóùåñòâîâàíèå ðèìàíîâûõ êðàò÷àéøèõ ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôèëèïïîâà.
Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé Ëàãðàíæà I1 = I2 (ñëó÷àé I1 = I2 = I3 íàçûâàåòñÿ ñëó÷àåì

Ýéëåðà).

4.13.2 Ïàðàìåòðèçàöèÿ ýêñòðåìàëåé äëÿ SO(3)

Ýêñòðåìàëè çàäà÷è (4.57)�(4.60) â ñëó÷àå Ëàãðàíæà èìåþò âèä

Q(t) = Rp, t
I1

|p| Re3,
t
I1

ηp3
, (4.61)

p(t) = Re3,− t
I1

ηp3
p,

ãäå p(0) = p1ε1+p2ε2+p3ε3 ∈ g∗, {εi} åñòü áàçèñ â g∗, äâîéñòâåííûé ê {ei} îòíîñèòåëüíî ôîðìû Êèëëèíãà,
Q(0) = Id, à Rv,φ îáîçíà÷àåò ïîâîðîò ïðîñòðàíñòâà R3 íà óãîë φ âîêðóã âåêòîðà v ∈ g∗ (íàïðàâëåíèå ïî-
âîðîòà äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî âåêòîðà w ̸∈ span(v) ðåïåð (w,Rv,φw, v) áûë ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûì).

Ïàðàìåòð

η =
I1
I3

− 1 > −1

çàäàåò ñïëþñíóòîñòü òâåðäîãî òåëà. Ýëåìåíòû ãðóïïû SO(3) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ îðòîãîíàëüíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè êîàëãåáðû g∗ ñ ïîìîùüþ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðåäñòàâèì ãåîäåçè÷åñêèå ñ ïîìîùüþ êâàòåðíèîíîâ. Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå

Π : {q ∈ H | |q| = 1} ≃ S3 → SO(3). (4.62)

Ëþáîé êâàòåðíèîí åäèíè÷íîé íîðìû ìîæåò áûòü çàïèñàí â ôîðìå

q = cos
(φ
2

)
+ sin

(φ
2

)
(a1i+ a2j + a3k),

ãäå a1, a2, a3 ∈ R, a21 + a22 + a23 = 1. Ïî îïðåäåëåíèþ Π(±q) = Ra,φ åñòü ïîâîðîò íà óãîë φ âîêðóã âåêòîðà
a = a1e1 + a2e2 + a3e3.

Ïóñòü±(q0(τ)+q1(τ)i+q2(τ)j+q3(τ)k) ∈ H åñòü ëèôò íà S3 ãåîäåçè÷åñêîé (4.61), ãäå èñïîëüçîâàíî íîâîå
âðåìÿ τ = t

2I1
|p|. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèå, ýòî ñîîòâåòñòâóåò

íà÷àëüíîìó êîâåêòîðó p ∈ C =
{
p ∈ g∗ | p2

1

I1
+

p2
2

I2
+

p2
3

I3
= 1
}
. Òîãäà

q0(τ) = cos(τ) cos(τηp̄3)− p̄3 sin(τ) sin(τηp̄3),(
q1(τ)
q2(τ)

)
= sin(τ)Re3,−τηp̄3

(
p̄1
p̄2

)
,

q3(τ) = cos(τ) sin(τηp̄3) + p̄3 sin(τ) cos(τηp̄3),

(4.63)

ãäå p̄ = p
|p| , è ãäå îãðàíè÷åíèå ïîâîðîòà Re3,α íà ïëîñêîñòü span{e1, e2} îáîçíà÷åíî òåì æå ñèìâîëîì.

4.13.3 Ñîïðÿæåííîå âðåìÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t1conj(p) ïåðâîå ñîïðÿæåííîå âðåìÿ äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé (4.61), ñîîòâåòñòâóþùåé íà-

÷àëüíîìó êîâåêòîðó p = p1ε1 + p2ε2 + p3ε3 ∈ C. Ïóñòü τ1conj(p) =
|p|
2I1

t1conj(p).

Òåîðåìà 4.44. (0) Ôóíêöèÿ τ1conj çàâèñèò òîëüêî îò p̄3 ∈ [−1, 1].

(1) Åñëè η ∈ (−1, 0], òî τ1conj(p̄3) = π äëÿ âñåõ p̄3 ∈ [−1, 1].
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(2) Åñëè η > 0, òî τ1conj(p̄3) åñòü ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

tg τ = −η 1− p̄23
1 + ηp̄23

τ,

ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå τ1conj(p̄3) ∈ (π2 , π]. Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè p̄3 = ±1.

(3) Ôóíêöèÿ τ1conj : [−1, 1] → R ãëàäêàÿ è âîçðàñòàþùàÿ.

4.13.4 Âðåìÿ ðàçðåçà è ìíîæåñòâî ðàçðåçà â SO(3)

Îáîçíà÷èì ïåðâûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèé q0(τ) = 0 è q3(τ) = 0 ÷åðåç τ0(p̄3) è τ3(p̄3) ñîîò-
âåòñòâåííî. Ôóíêöèè τ0(p̄3) è τ3(p̄3) çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà η. Åñëè p̄3 = 0, òî q3(τ) ≡ 0, è çíà÷åíèå τ3(0)
íå îïðåäåëåíî. Òàêèì îáðàçîì,

τ0 : [−1, 1] → (0,+∞],

τ3 : [−1, 1] \ {0} → (0,+∞].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç tcut(p) âðåìÿ ðàçðåçà äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé, ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíîìó êîâåêòîðó p ∈ g∗.

Òåîðåìà 4.45. (1) Åñëè η ⩾ −1

2
, òî tcut(p) =

2I1τ0(p̄3)

|p|
.

(2) Åñëè η < −1

2
, òî

tcut(p) =


2πI1
|p|

ïðè
1

2|η|
⩽ |p̄3| < 1,

2I1τ0(p̄3)

|p|
ïðè |p̄3| <

1

2|η|
.

Òåîðåìà 4.46. (1) Åñëè η ⩾ −1

2
, òî ìíîæåñòâî ðàçðåçà åñòü ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü öåíòðàëüíûõ

ñèììåòðèé ñôåðû
P = {Rv,π ∈ SO(3) | v ∈ R3, v ̸= 0}.

(2) Åñëè η < −1

2
, òî ìíîæåñòâî ðàçðåçà åñòü ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî P ∪ Lη, ãäå

Lη = {Re3,±φ ∈ SO(3) | φ ∈ [2π(1 + η), π]}

åñòü îòðåçîê, ñîñòîÿùèé èç íåêîòîðûõ âðàùåíèé âîêðóã îñè e3, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ ìåòðèêè, îòëè÷íîìó îò äâóõ äðóãèõ.

4.13.5 Äèàìåòð ãðóïïû SO(3) â ñëó÷àå Ëàãðàíæà

Òåîðåìà 4.47. (1) Äèàìåòð ãðóïïû SO(3) â ðàññìàòðèâàåìîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå ðàâåí

2π
√
I1
√
1 + 1

4η , ïðè η ∈ (−1,− 1
2 ),

π
√
I3, ïðè η ∈ [− 1

2 , 0],
π
√
I1, ïðè η ∈ (0,+∞).

(2) Ìíîæåñòâî òî÷åê, íàèáîëåå óäàëåííûõ îò åäèíèöû, åñòü

{R±e3,π}, ïðè η ∈ (−1, 0),
P, ïðè η = 0,
{Re,π | e ∈ span{e1, e2}}, ïðè η ∈ (0,+∞).

4.13.6 Îñåñèììåòðè÷íàÿ ðèìàíîâà çàäà÷à íà SU(2)

Ãðóïïà Ëè SU(2) åñòü îäíîñâÿçíàÿ äâóëèñòíàÿ íàêðûâàþùàÿ ãðóïïû SO(3), ñì. (4.62).
Ðàññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ ëåâîèíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà SU(2), ÿâëÿþùóþñÿ ïîäíÿòè-

åì ìåòðèêè íà SO(3), ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ. Ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ íåå çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè
(4.63). Ñîïðÿæåííîå âðåìÿ äëÿ çàäà÷è íà SU(2) ñîâïàäàåò ñ ñîïðÿæåííûì âðåìåíåì äëÿ çàäà÷è íà SO(3),
ñì. ï. 4.13.3.
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Òåîðåìà 4.48. Âðåìÿ ðàçðåçà äëÿ çàäà÷è íà SU(2) åñòü

tcut(p̄3) =
2I1
|p|

τcut(p̄3),

ãäå

τcut(p̄3) =

{
π ïðè η ⩽ 0,

τ3(p̄3) ïðè η > 0.

Çäåñü τ3(p̄3) åñòü ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (4.63), äîïîëíåííûé ïî íåïðåðûâíîñòè ðà-
âåíñòâîì τ3(0) = τ1conj(0).

Òåîðåìà 4.49. Ìíîæåñòâî ðàçðåçà äëÿ çàäà÷è íà SU(2) åñòü:

(1) îòðåçîê
Tη := {− cos(πηp̄3)− sin(πηp̄3)k ∈ H | p̄3 ∈ [−1, 1]}

ïðè −1 < η ⩽ 0 (åñëè η = 0, òî Tη åñòü òî÷êà {−1}),

(2) äèñê
{q0(p, τ3(p̄3)) + q1(p, τ3(p̄3))i+ q2(p, τ3(p̄3))j ∈ H | p ∈ C},

îãðàíè÷åííûé îêðóæíîñòüþ èç ñîïðÿæåííûõ òî÷åê

{cos τconj(0) + sin τconj(0)(i cosφ+ j sinφ) ∈ H | φ ∈ [0, 2π]},

ïðè η > 0.

Òåîðåìà 4.50. Äèàìåòð ãðóïïû SU(2) äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè ñ ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè I1 = I2, I3 > 0 ðàâåí

diamg(I1,I2,I3) SU(2) =


2π

√
I1 ïðè I1 ⩽ I3,

2π
√
I3 ïðè I3 < I1 ⩽ 2I3,
πI1√
I1 − I3

ïðè 2I3 < I1.

4.13.7 Ñâÿçü ñ ñóáðèìàíîâîé çàäà÷åé íà SO(3)

Ðàññìîòðèì íàðÿäó ñ îñåñèììåòðè÷íîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé çàäà÷åé íà ãðóïïå SO(3) òàêæå
ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó k⊕ p-çàäà÷ó íà ãðóïïå SO(3), ñì. ðàçäåë 4.10.

Òåîðåìà 4.51. Äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé çàäà÷è íà SO(3) ñëåäóþùèå îáúåê-
òû ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì îáúåêòàì ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé k⊕p-çàäà÷è ïðè I3 → ∞:

(1) ïàðàìåòðèçàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ,

(2) ñîïðÿæåííîå âðåìÿ,

(3) ïåðâàÿ êàóñòèêà,

(4) âðåìÿ ðàçðåçà,

(5) ìíîæåñòâî ðàçðåçà.

4.13.8 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà SO(3) (ï. 4.13.2) åñòü êëàñ-
ñè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ë. Ýéëåðà [51]. Ïåðâîå ñîïðÿæåííîå âðåìÿ äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è íà SO(3)
(ï. 4.13.3) áûëî îïèñàíî â ðàáîòå [14]. Ðåçóëüòàòû ï. 4.13.4, 4.13.5, 4.13.7 ïîëó÷åíû â ðàáîòå [64]. Ìíî-
æåñòâî ðàçðåçà äëÿ çàäà÷è íà SU(2) ïðè I1 > I3 (ï. (2) òåîðåìû 4.49) îïèñàíî â ðàáîòå [81]. Îñòàëüíûå
ðåçóëüòàòû ï. 4.13.6 ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [64,65].
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4.14 Çàäà÷à î êà÷åíèè ñôåðû ñ ïðîêðó÷èâàíèåì, áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ

4.14.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ñôåðû, êàòÿùåéñÿ ïî ïëîñêîñòè ñ ïðîêðó÷èâàíè-
åì, íî áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ñîñòîÿíèå òàêîé ñèñòåìû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè õàðàêòåðèçóåòñÿ òî÷êîé
íà ïëîñêîñòè è îðèåíòàöèåé ñôåðû â ïðîñòðàíñòâå. Òðåáóåòñÿ ïåðåêàòèòü ñôåðó èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå òàê, ÷òîáû äîñòèãàëñÿ ìèíèìóì äåéñòâèÿ. Îòñóòñòâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ
îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà êîíòàêòà ñôåðû è ïëîñêîñòè èìååò íóëåâóþ ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü, íàëè÷èå ïðîêðó÷è-
âàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ñôåðû ìîæåò áûòü íàïðàâëåí â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ìîäèôèêàöèåé çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì êà÷åíèè ñôåðû ïî ïëîñêîñòè
áåç ïðîêðó÷èâàíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ [45].

Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå R3 òàêîé íåïîäâèæíûé ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð (e1, e2, e3), ÷òîáû
ïëîñêîñòü, ïî êîòîðîé êàòèòñÿ ñôåðà, áûëà íàòÿíóòà íà (e1, e2), à e3 íàïðàâëåí â âåðõíåå ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî. Âûáåðåì òàêæå ïîäâèæíûé ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð (e′1, e

′
2, e

′
3), çàêðåïëåííûé â öåíòðå

ñôåðû. Òîãäà îðèåíòàöèÿ ñôåðû çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ïîâîðîòà SO(3) ∋ R : (e′1, e
′
2, e

′
3) 7→ (e1, e2, e3), à å¼

ïîëîæåíèå � êîîðäèíàòàìè öåíòðà (x, y) ∈ R2 â áàçèñå (e1, e2). Â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ âîçü-

ìåì êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ñôåðû â íåïîäâèæíîì ðåïåðå Ω⃗ = (u2,−u1, u3) ∈ R3. Òîãäà
êèíåìàòèêà ñèñòåìû çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋ = u1, ẏ = u2, Ṙ = R

 0 −u3 −u1
u3 0 −u2
u1 u2 0

 , (4.64)

(x, y) ∈ R2, R ∈ SO(3), (u1, u2, u3) ∈ R3.

Â êà÷åñòâå ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë òèïà äåéñòâèÿ

J =
1

2

∫ t1

0

(u21 + u22 + u23)dt, (4.65)

êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë îò âðàùàòåëüíîé ýíåðãèè
ñôåðû. Òðåáóåòñÿ ïåðåêàòèòü ñôåðó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ Q0 â êîíå÷íîå Q1 òàê, ÷òîáû äîñòèãàëñÿ
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J .

Ýòà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì, êàê ñóáðèìàíîâà ëåâîèíâàðèàíòíàÿ çàäà÷à íà ãðóï-
ïå Ëè G = R2 × SO(3).

Ãðóïïó G ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê ïîäãðóïïó ãðóïïû GL(6) ñ ïîìîùüþ ìàòðèö

Q =


R 0

0
1 0 x
0 1 y
0 0 1

 .

Ââåäåì ëåâîèíâàðèàíòíûé ðåïåð íà G:

e1 =
∂

∂x
, e2 =

∂

∂y
, Vi(R) = RÃi, i = 1, 2, 3;

ãäå Ãi � áàçèñ àëãåáðû Ëè so(3):

Ã1 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , Ã2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , Ã3 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Òîãäà óðàâíåíèÿ (4.64) çàäàþò óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó íà ãðóïïå G, è ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

Q̇ = u1X1(Q) + u2X2(Q) + u3X3(Q), Q ∈ G, (u1, u2, u3) ∈ R3, (4.66)

ãäå
X1 = e1 − V2, X2 = e2 + V1, X3 = V3.

Âåêòîðíûå ïîëÿXi çàäàþò ðàñïðåäåëåíèå∆ = span{X1, X2, X3} ⊂ TG. Åñëè u(t) åñòü èçìåðèìîå ëîêàëüíî
îãðàíè÷åííîå îòîáðàæåíèå, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (4.66) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé êðèâîé.
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Íà ðàñïðåäåëåíèè ∆ ìîæíî çàäàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨·, ·⟩ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⟨QA,QB⟩Q = ⟨A,B⟩Id = −1

2
tr(AB), Q ∈ G, A,B ∈ ∆,

ãäå trA � ñëåä ìàòðèöû A. Ïðè ýòîì äëèíà äîïóñòèìîé êðèâîé Q(t), t ∈ [0, t1] âûðàæàåòñÿ ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì:

l(Q) =

∫ t1

0

√
⟨Q̇, Q̇⟩dt =

∫ t1

0

√
u21 + u22 + u23dt. (4.67)

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàë äëèíû è åãî ìèíèìèçàöèÿ (4.67) ýêâè-
âàëåíòíû äåéñòâèþ (4.65) è åãî ìèíèìèçàöèè.

Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå ∆ è ìåòðèêà g ÿâëÿþòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûìè, òî ìîæíî, íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ëåâûìè ñäâèãàìè ïåðåâåñòè Q0 â åäèíè÷íûé ýëåìåíò, ò.å. ïðèíÿòü Q0 = (0, 0, Id).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ íà ãðóïïå G = R2 × SO(3):

Q̇ = u1X1(Q) + u2X2(Q) + u3X3(Q), (4.68)

Q = (x, y,R) ∈ G = R2 × SO(3), (u1, u2, u3) ∈ R3, (4.69)

Q(0) = Q0 = (0, 0, Id), Q(t1) = Q1 = (x1, y1, R1), (4.70)

l(Q) =

∫ t1

0

√
u21 + u22 + u23 dt→ min . (4.71)

Çíà÷åíèå ìèíèìèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà äëèíû (4.71) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé Q(t), ïî-
ýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà èìååò ïîñòîÿííóþ ñêîðîñòü, ò.å. u21 + u22 + u23 ≡ const. Áîëåå òîãî, èç (4.68)
è (4.65) âèäíî, ÷òî, åñëè óïðàâëåíèå u(t), t ∈ [0, t1] ïåðåâîäèò ñôåðó èç ñîñòîÿíèÿ Q0 â Q1 çà âðåìÿ t1,
òî óïðàâëåíèå u′(t) = ku(kt), ãäå k � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïåðåâîäèò Q0 â Q1 çà âðåìÿ t1/k.
Ïðè ýòîì Q(t) ïåðåõîäèò â Q(kt). Ýòî ïîçâîëÿåò, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòü, ñ÷èòàòü ÷òî u21 + u22 + u23 ≡ 1.

Òàê êàê òàáëèöà óìíîæåíèÿ â àëãåáðå Ëè L = span(e1, e2, V1, V2, V3) èìååò âèä:

ad ei = 0, [V1, V2] = V3, [V2, V3] = V1, [V3, V1] = V2,

òî äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé X1, X2, X3 èìååì

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = −V1, [X2, X3] = −V2.

Òîãäà âèäíî, ÷òî span(X1, X2, X3, [X1, X3], [X2, X3]) = L, è èç òåîðåìû Ðàøåâñêîãî-×æîó ñëåäóåò, ÷òî
ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé. Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé â çàäà÷å (4.68)�(4.71)
ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôèëèïïîâà.

Â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ èçîìîðôèçì ìåæäó R3 è àëãåáðîé Ëè so(3). À èìåí-

íî, êàæäîìó âåêòîðó A⃗ ∈ R3 ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó Ã ∈ so(3) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

A⃗ =

a1a2
a3

 , Ã =

 0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

 .

4.14.2 Àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè

Ïðåäëîæåíèå 4.3. (1) Âñå àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè èìåþò
âèä

x = −Ω2t, y = Ω1t, R = eΩ̃t, (4.72)

ãäå Ω̃ � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåêòîðó óãëîâîé ñêîðîñòè Ω⃗ ñ êîìïî-
íåíòîé Ω3 = 0:

Ω̃ =

 0 0 Ω2

0 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0

 .

(2) Ëþáàÿ àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ Q(t), t ∈ [0, t1], îïòèìàëüíà äëÿ ëþáîãî t1 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â àíîðìàëüíîì ñëó÷àå âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì ãîðèçîíòàëüíûì
âåêòîðîì, è ñôåðà ðàâíîìåðíî êàòèòñÿ ïî ïðÿìîé áåç ïðîêðó÷èâàíèÿ.
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4.14.3 Íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ â íîðìàëüíîì ñëó÷àå èìååò âèä

ẋ = −Ω2,

ẏ = Ω1,

Ṙ = RΩ̃,

Ω̇1 = ω2Ω3,

Ω̇2 = −ω1Ω3,

Ω̇3 = ω1Ω2 − ω2Ω1,

ω̇1 = 0, ω̇2 = 0.

Òåîðåìà 4.52. Åñëè ω ̸= 0 è Ω⃗ ̸= λω⃗, òî ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé äóãè íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè
îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

Ω1

Ω2

Ω3

 =


ω2
1 + ω2

2 cosωt

ω2

ω1ω2

ω2
(1− cosωt)

ω2

ω
sinωt

ω1ω2

ω2
(1− cosωt)

ω2
2 + ω2

1 cosωt

ω2
−ω1

ω
sinωt

−ω2

ω
sinωt

ω1

ω
sinωt cosωt


Ω0

1

Ω0
2

Ω0
3

 ,

x =
Ω0

3ω1

ω2
(1− cosωt) +

(Ω0
1ω2 − Ω0

2ω1)ω1

ω3
sinωt− ω2(Ω

0
2ω2 +Ω0

1ω1)

ω2
t,

y =
Ω0

3ω2

ω2
(1− cosωt) +

(Ω0
1ω2 − Ω0

2ω1)ω2

ω3
sinωt+

ω1(Ω
0
2ω2 +Ω0

1ω1)

ω2
t,

R(t) = et(ω̃+Ω̃0)e−tω̃.

Â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

x = −Ω2t, y = Ω1t, R = eΩ̃t.

ãäå Ω̃ � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîëüíîìó åäèíè÷íîìó âåêòîðó Ω⃗.

4.14.4 Äèàìåòð ñóáðèìàíîâîé ìåòðèêè

Ðàññìîòðèì ñóáðèìàíîâó ìåòðèêó d íà ãðóïïå SO(3), ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷å (4.68)�(4.71).

Òåîðåìà 4.53. Äëÿ ìåòðèêè d íà SO(3) íàèáîëåå óäàëåííûìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ Id è eπ(a1A1+a2A2),
a21+a

2
2 = 1, ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè d(Id, eπ(a1A1+a2A2)) = π

√
3. Ñîñòîÿíèÿì eπ(a1A1+a2A2), a21+a

2
2 = 1,

ñîîòâåòñòâóåò ñôåðà, ïåðåâåðíóòàÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé ïîëþñ.

4.14.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîëó÷åíû â ðàáîòå [25].
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