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Óïðàâëåíèå ìîáèëüíûì ðîáîòîì

q0 = (x0, y0, θ0)
x

y

θ

q1 = (x1, y1, θ1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, l =

∫ t1

0

√
ẋ2 + ẏ2 + θ̇2 dt → min
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Âîññòàíîâëåíèå èçîáðàæåíèé

• Ìîíîõðîìíîå èçîáðàæåíèå

• Ñåìåéñòâî èçîôîò (ëèíèé ïîñòîÿííîé ÿðêîñòè)

• Èçîáðàæåíèå ïîâðåæäåíî â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ

• Àíòðîïîìîðôíîå âîññòàíîâëåíèå ïîâðåæäåííûõ êðèâûõ
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Âîññòàíîâëåíèå ïîâðåæäåííîé êðèâîé

Ðèñ.: Èñõîäíàÿ êðèâàÿ AB ñ
ïîâðåæäåííîé äóãîé CD

Ðèñ.: Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ äóãè CD

Ðèñ.: Íîâàÿ êðèâàÿ C̃D
Ðèñ.: Èñõîäíàÿ êðèâàÿ AB ñ
ïîâðåæäåííîé è íîâîé äóãàìè
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Êà÷åíèå òâåðäûõ òåë

• Ïàðà òâåðäûõ òåë

• Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû � êîíòàêòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ òâåðäûõ òåë (êàêîâà
ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé?)

• Êà÷åíèå áåç ïðîêðó÷èâàíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ (êàêîâà ðàçìåðíîñòü
ìíîæåñòâà ñêîðîñòåé?)

• Êðèòåðèé êà÷åñòâà � äëèíà êðèâîé, ïðîáåãàåìîé òî÷êîé êîíòàêòà òåë

• Çàäà÷à: îïòèìàëüíî ïåðåêàòèòü òåëà èç íà÷àëüíîé êîíòàêòíîé êîíôèãóðàöèè
â êîíå÷íóþ êîíôèãóðàöèþ

• Íåòðèâèàëüíû äàæå ïðîñòåéøèå ïðèìåðû: êà÷åíèå ñôåðû ïî ïëîñêîñòè,
êà÷åíèå ñôåðû ïî ñôåðå
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Óïðóãèå ñòåðæíè (ýëàñòèêè)

• Ýëàñòèêè íà ïëîñêîñòè:

a1

l
v1

a0

v0

γ(t) R2

• Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ ýëàñòèê â ïðîñòðàíñòâå, íà ñôåðå, äðóãèõ
ìíîãîîáðàçèÿõ.
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Ïðèëîæåíèÿ ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ ýëàñòèê

• òåîðèÿ óïðóãîñòè è ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëîâ (ìîäåëèðîâàíèå êîëîíí, áàëîê,
óïðóãèõ ñòåðæíåé)

• ðàçìåð è ôîðìà â áèîëîãèè (ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà äåðåâà, èçãèá ïàëüì ïîä
äåéñòâèåì âåòðà, êðèâèçíà ïîçâîíî÷íèêà, ìåõàíèêà êðûëüåâ íàñåêîìûõ)

• íåëèíåéíûå ñïëàéíû â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè

• âîññòàíîâëåíèå èçîáðàæåíèé â êîìïüþòåðíîì âèäåíèè

• ìîäåëèðîâàíèå òîíêèõ îïòè÷åñêèõ âîëîêîí è ãèáêèõ ñîåäèíåíèé â
ìèêðîýëåêòðîíèêå

• äèíàìèêà îñè âèõðÿ è êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

• ìîäåëèðîâàíèå ìîëåêóë ÄÍÊ
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Çàäà÷à Äèäîíû
Ñòîëüêî êóïèëè çåìëè è äàëè åé èìÿ Áèðñà,

Ñêîëüêî ñìîãëè îêðóæèòü áû÷üåé øêóðîé.

Âåðãèëèé ¾Ýíåèäà¿

• Äàíî: a0, a1 ∈ R2, ñîåäèíÿþùàÿ èõ êðèâàÿ γ, è S ∈ R.
• Íàéòè: êðàò÷àéøóþ êðèâóþ γ(t), t ∈ [0, t1], ò.÷.:

• γ(0) = a0, γ(t1) = a1,
• êðèâûå γ è γ îãðàíè÷èâàþò íà ïëîñêîñòè îáëàñòü ïëîùàäè S .

S1
S2

S3

a0

a1

γ
γ
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Îáîáùåíèÿ çàäà÷è Äèäîíû

1. • Äàíî: . . . , c ∈ R
• Íàéòè: γ(t), . . . , êðèâûå γ(t) è γ(t) îãðàíè÷èâàþò íà ïëîñêîñòè îáëàñòü ñ
öåíòðîì ìàññ c .

2. • Äàíî: . . . , ýëëèïñ E ñ öåíòðîì a0.
• Íàéòè: γ(t), . . . , êðèâûå γ(t) è γ(t) îãðàíè÷èâàþò íà ïëîñêîñòè îáëàñòü ñ
ýëëèïñîì èíåðöèè E .

Ïðèëîæåíèÿ:

• óïðàâëåíèå ðîáîòîì ñ 2-ìÿ ïðèöåïàìè,

• êà÷åíèå òâåðäûõ òåë,

• ïðîåêòèðîâàíèå áàëîê ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðî÷íîñòè.
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Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

• Ãëàäêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ÎÄÓ):

q̇ = f (q), q ∈ M.

• Áóäóùåå äåòåðìèíèðîâàíî:

q(0) = q0 ⇒ ∀t > 0 ∃ ! q(t).

• Ïðèìåð: ïëàíåòà, âðàùàþùàÿñÿ âîêðóã Ñîëíöà.
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Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû

• Ñåìåéñòâî äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì:

q̇ = f (q, u), q ∈ M, u ∈ U.

• Óïðàâëåíèå u = u(t) ∈ U ⇒

q̇ = f (q, u(t)),

q(0) = q0 ⇒ ∀t > 0 ∃ ! qu(t).

• Ïðèìåðû: ðàêåòà, ñàìîëåò, àâòîìîáèëü, . . . .
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Ïðèìåð: óïðàâëåíèå ìîáèëüíûì ðîáîòîì

• Ñîñòîÿíèå q = (x , y , θ) ∈ R2 × S1, S1 = R/(2πZ),
• Ïðîñòûå äâèæåíèÿ:

âïåðåä




ẋ
ẏ

θ̇


 =




cos θ
sin θ
0


 , ïîâîðîò íà ìåñòå




ẋ
ẏ

θ̇


 =




0
0
1




• Óïðàâëåíèÿ: ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü u1, óãëîâàÿ ñêîðîñòü u2
• Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà:

q̇ =




ẋ
ẏ

θ̇


 = u1




cos θ
sin θ
0


+ u2




0
0
1


 = f (q, u).
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1. Çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè

q̇ = f (q, u), q ∈ M, u ∈ U. (ÓÑ)

• Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ÓÑ èç òî÷êè q0 ∈ M:

Aq0 = {qu(t) | u = u(t) ∈ U, qu(0) = q0, t ∈ [0,∞)},

• Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ÓÑ èç òî÷êè q0 ∈ M çà âðåìÿ t1 ⩾ 0:

Aq0(t1) = {qu(t1) | u = u(t) ∈ U, qu(0) = q0, t ∈ [0, t1]}.

• ÓÑ íàçûâàåòñÿ:
• ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìîé èç òî÷êè q0 ∈ M, åñëè Aq0 = M,
• ëîêàëüíî óïðàâëÿåìîé â òî÷êå q0 ∈ M, åñëè ∀ε > 0 q0 ∈ intAq0 .

• Ïðèìåðû: 1) Ìîáèëüíûé ðîáîò ãëîáàëüíî óïðàâëÿåì â R2 × S1,
2) Ñèñòåìà èç 2-õ êàòÿùèõñÿ øàðîâ ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìà?
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2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

• Ïóñòü q1 ∈ Aq0(t1).

• Îáû÷íî òðàåêòîðèÿ, âåäóùàÿ èç q0 â q1, íååäèíñòâåííà. Êàê âûáðàòü
íàèëó÷øóþ èç íèõ?

• Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (ýíåðãèÿ, äëèíà, âðåìÿ, . . . )

J =

∫ t1

0

φ(q, u) dt.

• Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

q̇ = f (q, u), q ∈ M, u ∈ U,

q(0) = q0, q(t1) = q,

J → min .
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Ïðèìåðû çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
• Óïðàâëåíèå ìîáèëüíûì ðîáîòîì:




ẋ
ẏ

θ̇


 = u1




cos θ
sin θ
0


+ u2




0
0
1


 , q ∈ R2 × S1, (u1, u2) ∈ R2

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
u21 + u22 dt → min .

• Ýëàñòèêè Ýéëåðà:

ẋ = cos θ, q = (x , y , θ) ∈ R2 × S1,

ẏ = sin θ, u ∈ R,
θ̇ = u,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

J =

∫ t1

0

u2 dt → min .
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Îñîáåííîñòè çàäà÷ è ìåòîäîâ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ
• ßçûê è ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè:

• âåêòîðíûå ïîëÿ, èõ êîììóòàòîðû è ïîòîêè,
• ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ,
• ãðóïïû Ëè è àëãåáðû Ëè,

• Ìåòîäû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè (ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, ñêîáêè
Ïóàññîíà),

• Ìåòîäû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (èíòåãðèðóåìîñòü),

• Èíâàðèàíòíûé áåñêîîðäèíàòíûé ïîäõîä,

• Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæäåííûå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé.
• Ïðèëîæåíèÿ:

• ãåîìåòðèÿ (ðèìàíîâà, ëîðåíöåâà, ôèíñëåðîâà, ñóáðèìàíîâà, ñóáëîðåíöåâà,
ñóáôèíñëåðîâà,...)

• êëàññè÷åñêàÿ è êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà,
• ðîáîòîòåõíèêà,
• îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé.
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Èñòîðèÿ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ
è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ

17 â. È. Áåðíóëëè, Ã.Â.Ëåéáíèö, ß Áåðíóëëè, È. Íüþòîí: çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå,
àýðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à,

18 â. Ë. Ýéëåð, Æ. Ëàãðàíæ: îñíîâû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, óðàâíåíèå
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà,

18�19 ââ. À. Ëåæàíäð, Ó.Ð. Ãàìèëüòîí, Ê. ßêîáè, Ê. Âåéåðøòðàññ: òåîðèÿ âòîðîé
âàðèàöèè, òåîðèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè,

1950-å ãã. Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí, Â.Ã. Áîëòÿíñêèé, Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå, Å.Ô. Ìèùåíêî: ïðèíöèï
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà,

1950-å ãã. Ð. Áåëëìàí: äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå,

1970-å ãã. Ð. Áðîêåòò, Õ. Ñóññìàíí, Â. Äæàðäæåâè÷: ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ,

1990-å ãã. À.À.Àãðà÷åâ, Æ.-Ï.Ãîòüå, Ð. Ìîíòãîìåðè, Ó. Áîñêàèí, Ý. Ëå Äîííå, . . . :
ñóáðèìàíîâà, ñóáôèíñëåðîâà ãåîìåòðèÿ, . . .
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1. Çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè:
Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè

è êîììóòèðîâàíèå âåêòîðíûõ ïîëåé

q̇ = f (q, u), q ∈ M, u ∈ U

• U = {1, 2}, Pt
i � ïîòîê ïîëÿ Vi := f (q, i), i = 1, 2.

• Aq0 = {Ptk
2 ◦ Ptk−1

1 ◦ . . . ◦ Pt2
2 ◦ Pt1

1 (q0) | ti ⩾ 0, k ∈ N }.
• Êîììóòàòèâíûé ñëó÷àé: Pt

1 ◦ Ps
2 = Ps

2 ◦ Pt
1 ∀t, s ∈ R, òîãäà

Aq0 = {Ps
2 ◦ Pt

1(q0) | t, s ⩾ 0 } � êóñîê 2-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè.

• Ïðèìåð: óïðàâëåíèå ìîá. ðîáîòîì � ïîëÿ íå êîììóòèðóþò!

• Êàê îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè è êîììóòàöèîííûå ñâîéñòâà
âåêòîðíûõ ïîëåé V1, V2, íå èíòåãðèðóÿ ÎÄÓ q̇ = Vi (q)?
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Ñêîáêà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé
• Îáùèé (íåêîììóòàòèâíûé) ñëó÷àé:

Pt
1 ◦ Ps

2 ̸= Ps
2 ◦ Pt

1, t, s ∈ R,
Pt
1 ◦ Pt

2 ̸= Pt
2 ◦ Pt

1, t ∈ R.

• φ(t) = P−t
2 ◦ P−t

1 ◦ Pt
2 ◦ Pt

1(q) ̸= q.
• Ôîðìóëà Òåéëîðà:

φ(t) = φ(0) + t φ̇(0) +
t2

2
φ̈(0) + o(t2), t → 0,

φ(0) = q,

φ̇(0) = −V2(q)− V1(q) + V2(q) + V1(q) = 0,

φ̈(0)

2
=: [V1,V2](q),

φ(t) = q + t2 [V1,V2](q) + o(t2), t → 0.
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Ñêîáêà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé

q

P t

1

P t

2

P
−t

1

P
−t

2

ϕ(t)

[V1, V2](q)

φ(t) = q + t2 [V1,V2](q) + o(t2), t → 0.

Â êîîðäèíàòàõ

[V1,V2] =
dV2

dq
V1 −

dV1

dq
V2.
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Ïðèìåð: óïðàâëåíèå ìîáèëüíûì ðîáîòîì
• Âåêòîðíûå ïîëÿ:

V1(q) =




cos θ
sin θ
0


 , V2(q) =




0
0
1


 , q =




x1
x2
θ


 ∈ R2

x1,x2 × S1
θ

• V1 äâèæåíèå âïåðåä, V2 ïîâîðîò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

[V1,V2](q) =
d V2

d q
V1(q)−

d V1

d q
V2(q)

= 0−




0 0 − sin θ
0 0 cos θ
0 0 0







0
0
1


 =




sin θ
− cos θ

0


 .

P

t

1

P

t

2

P

�t

1

P

�t

2
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Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
è àëãåáðà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé

q̇ ∈ {±V1(q),±V2(q)}.

• Êîììóòàòèâíûé ñëó÷àé ([V1,V2] = 0) ⇒
Aq íå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ïåðåêëþ÷åíèé.

• Íåêîììóòàòèâíûé ñëó÷àé ⇒
• äâèæåíèå âäîëü ±V1 è ±V2,
• äâèæåíèå âäîëü ±[V1,V2],
• äâèæåíèå âäîëü ±[V1, [V1,V2]] è ±[V2, [V1,V2]],
• . . .

• Ãèïîòåçà: dimAq = dimLieq(V1,V2),

Lieq(V1,V2) = span(V1(q),V2(q), [V1,V2](q),

[V1, [V1,V2]](q), [V2, [V1,V2]](q), . . . ).

Àëãåáðà Ëè, ïîðîæäåííàÿ ïîëÿìè V1, V2.
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Îðáèòà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû
• Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà: ëþáîå ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé F ⊂ VecM
• Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû F èç òî÷êè q0 ∈ M:

Aq0 = {etN fN ◦ · · · ◦ et1f1(q0) | ti ⩾ 0, fi ∈ F , N ∈ N},
• Îðáèòà ñèñòåìû F èç òî÷êè q0:

Oq0 = {etN fN ◦ · · · ◦ et1f1(q0) | ti ∈ R, fi ∈ F , N ∈ N}.
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f
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Ñâîéñòâà ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è îðáèò

1. Aq0 ⊂ Oq0 ,

2. Oq0 èìååò ¾áîëåå ïðîñòóþ¿ ñòðóêòóðó, ÷åì Aq0 ,

3. Aq0 èìååò ¾ðàçóìíóþ¿ ñòðóêòóðó âíóòðè Oq0 .

Ñâîéñòâà 2, 3: Òåîðåìà îá îðáèòå.

Ñèñòåìà F íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè F = −F .

4. F = −F ⇒ Aq0 = Oq0 .
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Òåîðåìà îá îðáèòå

Ïóñòü M è F ⊂ VecM âåùåñòâåííî àíàëèòè÷íû, q0 ∈ M.

Òåîðåìà (Íàãàíî-Ñóññìàíí)

(1) Îðáèòà Oq0 ñèñòåìû F åñòü ñâÿçíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ M.

(2) Äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ Oq0

TqOq0 = Lieq(F ),

Lieq(F ) = span{[fN , [. . . , [f2, f1] . . . ]](q) | fi ∈ F ,N ∈ N}.

(3) dimOq0 = dimLieq0(F ).
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Ñëåäñòâèå: òåîðåìà Ðàøåâñêîãî-×æîó

Òåîðåìà (Ðàøåâñêèé-×æîó)

Ïóñòü F ⊂ Vec(M), ìíîãîîáðàçèå M ñâÿçíî, è

Lieq(F ) = TqM, q ∈ M. (1)

Òîãäà Oq = M äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ M.

Ñèñòåìà F ⊂ Vec(M), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó (1), íàçûâàåòñÿ âïîëíå
íåãîëîíîìíîé (ñèñòåìîé ïîëíîãî ðàíãà).

Òåîðåìà (Ðàíãîâîå óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè)

Åñëè ìíîãîîáðàçèå M ñâÿçíî, à ñèñòåìà F ⊂ Vec(M) ñèììåòðè÷íà è âïîëíå

íåãîëîíîìíà, òî îíà ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìà íà M.
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Ïðèìåð: óïðàâëåíèå ìîáèëüíûì ðîáîòîì

F = {u1f1 + u2f2 | (u1, u2) ∈ R2} ⊂ Vec(R2 × S1),

f1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, f2 =

∂

∂θ
.

• Ñèñòåìà ñèììåòðè÷íà: F = −F .

• Àëãåáðà Ëè:

[f1, f2] = sin θ
∂

∂x
− cos θ

∂

∂y
=: f3,

Lieq(F ) = span(f1(q), f2(q), f3(q)) = Tq(R2 × S1).

• Ñèñòåìà F âïîëíå íåãîëîíîìíà, ïîýòîìó óïðàâëÿåìà.
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Ïðèìåð: îðáèòû ðàçíîé ðàçìåðíîñòè

M = R3
x ,y ,z , F =

{
x
∂

∂y
− y

∂

∂x
, y

∂

∂z
− z

∂

∂y
, z

∂

∂x
− x

∂

∂z

}
.

∀q ∈ R3 Oq = {(x , y , z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = q2},

• q ̸= 0 ⇒ 2-ìåðíàÿ ñôåðà,

• q = 0 ⇒ òî÷êà.

Îðáèòà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû � îáîáùåíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà âåêòîðíîãî ïîëÿ.
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Ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåì ïîëíîãî ðàíãà

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà F ⊂ Vec(M) ïîëíîãî ðàíãà:

Lieq(F ) = TqM ∀q ∈ M.

Èíà÷å ñóæåíèå ñèñòåìû íà åå îðáèòó � ñèñòåìà ïîëíîãî ðàíãà.

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ìîæåò áûòü:

• ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì áåç ãðàíèöû,

• ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé,

• ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, èìåþùèì ãðàíèöó ñ îñîáåííîñòÿìè òèïà óãëîâîé
òî÷êè èëè òî÷êè âîçâðàòà.
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Âîçìîæíûå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè
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Íåâîçìîæíûå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

• ïîäìíîæåñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè,

• ìíîæåñòâî ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè, èçîëèðîâàííûìè îò âíóòðåííîñòè.

M M
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Òåîðåìà Êðåíåðà

Òåîðåìà (Êðåíåð)

Ïóñòü F ⊂ Vec(M) è Lieq F = TqM äëÿ âñåõ q ∈ M. Òîãäà:

(1) ∀q ∈ M intAq ̸= ∅,
(2) ∀q ∈ M cl(intAq) ⊃ Aq.
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Ïðèìåð: Çàäà÷à Ýéëåðà îá ýëàñòèêàõ

q̇ = f1(q) + uf2(q), q = (x , y , θ) ∈ M = R2 × S1, u ∈ R,

f1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, f2 =

∂

∂θ
.

Lieq(F ) = TqM ⇒ Oq = M ∀q ∈ M.

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íà ïëîñêîñòè (x , y)

Aq0(t1) = {(x , y , θ) ∈ M | (x , y , θ) = (t1, 0, 0) èëè x2 + y2 < t21}.
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Ïðèìåð: Ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà
• Ìîäåëü ìàøèíû: åäèíè÷íûé âåêòîð, ðàñïîëîæåííûé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
ïëîñêîñòè.

• Ìàøèíà äâèæåòñÿ âïåðåä ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ è ïîâîðà÷èâàåòñÿ ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ, ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëüøåé åäèíèöû.

• Ïåðåâåñòè ìàøèíó èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

ẋ = cos θ, q = (x , y , θ) ∈ R2
x ,y × S1

θ = M,

ẏ = sin θ, |u| ⩽ 1,

θ̇ = u,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

t1 → min .
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Ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà: îðáèòà

q̇ = f1(q) + uf2(q), q = (x , y , θ) ∈ M = R2 × S1, |u| ⩽ 1,

f1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, f2 =

∂

∂θ
.

F = {f1 + uf2 | |u| ⩽ 1},

[f1, f2] = sin θ
∂

∂x
− cos θ

∂

∂y
=: f3,

Lieq(F ) = span(f1(q), f2(q), f3(q)) = TqM ∀q ∈ M,

Oq = M ∀q ∈ M.
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Ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà:
ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè

• Ñóæåííàÿ ñèñòåìà F1 = {f1 ± f2} ⊂ F èìååò 2π-ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè:

θ = θ0 ± t, x = x0 ± (sin(θ0 ± t)− sin θ0), y = y0 ± (cos θ0 − cos(θ0 ± t)).

• Ñäâèã âäîëü ïîëåé f1 ± f2 â îòðèöàòåëüíîì âðåìåíè ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê
ñäâèã â ïîëîæèòåëüíîì âðåìåíè.

• Ââåäåì ñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó

F2 = {f1 ± f2, −f1 ± f2},
Aq(F2) = Aq(F1), q ∈ M.

• Ñèñòåìà F2 èìååò ïîëíûé ðàíã, ïîýòîìó

Aq(F2) = Oq(F2) = M,

Aq(F ) ⊃ Aq(F2) = M äëÿ âñåõ q ∈ M.

• Ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà âïîëíå óïðàâëÿåìà.
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2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

q̇ = f (q, u), q ∈ M = Rn, u ∈ U ⊂ Rm, (2)

q(0) = q0, q(t1) = q1, (3)

J =

∫ t1

0

φ(q, u) dt → min, (4)

t1 çàêðåïëåíî.

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (4):

• â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:
u(·) êóñî÷íî-íåïðåðûâíî èëè èçìåðèìî ïî Ëåáåãó, îãðàíè÷åíî,

• ñ äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçüþ (2),

• è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3).
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ)
Ñåìåéñòâî ãàìèëüòîíèàíîâ ÏÌÏ

hνu(p, q) = ⟨p, f (q, u)⟩+ νφ(q, u), ν ∈ R, u ∈ U, p, q ∈ Rn.

Òåîðåìà (ÏÌÏ)

Åñëè òðàåêòîðèÿ q(t) è ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå u(t), t ∈ [0, t1], îïòèìàëüíû,
òî ñóùåñòâóþò êðèâàÿ p(t) ∈ Rn è ÷èñëî ν ∈ {−1, 0}, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû

óñëîâèÿ:

(1) Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà 



ṗ = −∂hνu
∂q

,

q̇ =
∂hνu
∂p

,

(2) óñëîâèå ìàêñèìóìà hνu(t)(p(t), q(t)) = max
v∈U

hνv (p(t), q(t)),

(3) óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè (p(t), ν) ̸= (0, 0).
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Ïðèìåð: îñòàíîâêà ïîåçäà

• Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m, äâèæóùàÿñÿ ïî ïðÿìîé ïîä äåéñòâèåì ñèëû F ,
|F | ⩽ Fmax.

• Â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäàíû x0 è ẋ0.

• Ïîäîáðàòü ñèëó F òàê, ÷òîáû òî÷êà îñòàíîâèëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò (x1 = 0,
ẋ1 = 0) çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ:

ẋ = y , (x , y) ∈ R2,

ẏ = u, |u| ⩽ 1,

x(0) = x0, y(0) = ẋ0,

x(t1) = 0, y(t1) = 0,

t1 → min .
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Îñòàíîâêà ïîåçäà: óïðàâëÿåìîñòü
q̇ = f1(q) + uf2(q), q = (x , y) ∈ R2, |u| ⩽ 1,

f1 = y
∂

∂x
, f2 =

∂

∂y
.

• [f1, f2] = − ∂
∂x , Lieq(F ) = span

(
∂
∂x ,

∂
∂y

)
= TqR2,

• Oq = R2 ∀q ∈ R2.
• Òðàåêòîðèè ñ ïîñòîÿííûì óïðàâëåíèåì u ̸= 0 � ïàðàáîëû:

–3

–2

–1

1

2

3

–4 –2 2 4

q q q q q

❯ ❯ ❯ ❯ ❯

❑❑❑❑❑

✐✐✐✐✐

s x

y

• Ñèñòåìà ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìà.
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Îñòàíîâêà ïîåçäà: îïòèìàëüíûé ñèíòåç

Γ+ : x =
y2

2
, x ⩾ 0, Γ− : x = −y2

2
, x ⩽ 0.

Êðèâàÿ Γ− ∪ Γ+ ðàçäåëÿåò ïëîñêîñòü R2 íà äâå ñâÿçíûå îáëàñòè: âåðõíþþ Π+ è
íèæíþþ Π−. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå:

u(x , y) =

{
1, (x , y) ∈ Γ+ ∪ Π−,
−1, (x , y) ∈ Γ− ∪ Π+.

–3

–2

–1

1

2

3

–4 –2 2 4

q q q q q

❯ ❯ ❯ ❯ ❯

❑❑❑❑❑

✐✐✐✐✐

s x

y
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Ýéëåðîâû ýëàñòèêè

a1

l
v1

a0

v0

γ(t) R2

ẋ = cos θ, q = (x , y , θ) ∈ R2 × S1,

ẏ = sin θ, u ∈ R,
θ̇ = u,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

J =

∫ t1

0

u2 dt → min . 43 / 110



Ýéëåðîâû ýëàñòèêè
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Ýéëåðîâû ýëàñòèêè
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Ñåìåéñòâî ýëàñòèê Ýéëåðà
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XIII âåê: Æîðäàíóñ äå Íåìîðå
Jordanus de Nemore (Æîðäàíóñ Ëåñíîé)
De Ratione Ponderis (Î ïðè÷èíå âåñà)

Êíèãà 4, Ïðåäëîæåíèå 13: íåâåðíîå ðåøåíèå.

(Âñå) óïðóãèå êðèâûå � îêðóæíîñòè.
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1691: ßêîá Áåðíóëëè, ïðÿìîóãîëüíàÿ ýëàñòèêà

dy =
x2 dx√
1− x4

, ds =
dx√
1− x4

, x ∈ [0, 1] 48 / 110



1744: Ëåîíàðä Ýéëåð

• �Ìåòîä íàõîæäåíèÿ êðèâûõ ëèíèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè ìàêñèìóìà èëè
ìèíèìóìà, èëè ðåøåíèå èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è, âçÿòîé â ñàìîì
øèðîêîì ñìûñëå�, Ëåîíàðäà Ýéëåðà, êîðîëåâñêîãî ïðîôåññîðà è ÷ëåíà

Èìïåðàòîðñêîé Ïåòåðáóðãñêîé Àêàäåìèè íàóê, Ëîçàííà, Æåíåâà, 1744,

• Ïðèëîæåíèå ¾Îá óïðóãèõ êðèâûõ¿:
¾. . . â ìèðå íå ïðîèñõîäèò íè÷åãî, â ÷åì íå áûë áû âèäåí ñìûñë êàêîãî-

íèáóäü ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà.¿

• ¾Ñðåäè âñåõ êðèâûõ îäíîé è òîé æå äëèíû, êîòîðûå íå òîëüêî ïðîõîäÿò

÷åðåç A è B , íî è êàñàþòñÿ â ýòèõ òî÷êàõ ïðÿìûõ, çàäàííûõ ïî ïîëîæåíèþ,

îïðåäåëèòü òó, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

∫
ds

R2
áóäåò íàèìåíüøèì.¿
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Ýñêèçû Ë. Ýéëåðà (1744 ã.)
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1807: Ïüåð Ñèìîí Ëàïëàñ
Ôîðìà ïîâåðõíîñòè êàïèëëÿðà
ìåæäó âåðòèêàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè

Ðèñóíêè Äæ.Ìàêñâåëëà (Áðèòàíñêàÿ Ýíöèêëîïåäèÿ, 1890 ã.)
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1906: Ìàêñ Áîðí
Ýêñïåðèìåíòû ñ óïðóãèìè ñòåðæíÿìè:
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Ïîñëåäîâàòåëÿì Ýéëåðà

S.S.Antman, The in�uence of elasticity on analysis: Modern developments, Bulletin
American Math. Society, 1983, v. 9, No. 3, 267�291:

¾Ê ñ÷àñòüþ, Ýéëåð îñòàâèë íåñêîëüêî íåðåøåííûõ âîïðîñîâ äëÿ ñâîèõ

ïîñëåäîâàòåëåé¿

¾Ê ñîæàëåíèþ, ñóùåñòâóåò îáúåìíàÿ è ðàñòóùàÿ ëèòåðàòóðà, â êîòîðîé

äåëàåòñÿ ïëîõî òî, ÷òî Ýéëåð äåëàë õîðîøî.¿
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Ýêñïåðèìåíòû ñ ýëàñòèêàìè
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×åðòåæ ýëàñòèêè (Mathematica)
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Ñðàâíåíèå ôèçè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ýëàñòèê
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Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè
â îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ ýëàñòèê
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Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýëàñòèê ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè:
Ñåðèÿ A

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6
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Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýëàñòèê ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè:
Ñåðèÿ A

1 2 3 4 5 6

-1

1

2

3

4

5

1 2 3 4 5 6 7

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1
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Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýëàñòèê ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè:
Ñåðèÿ B

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

7
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1
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4
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Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýëàñòèê ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè:
Ñåðèÿ B

-4 -3 -2 -1 1 2

1

2

3

4

5

1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

1

2

3

4

5
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Óïðàâëåíèå ìîáèëüíûì ðîáîòîì

q0 = (x0, y0, θ0)
x

y

θ

q1 = (x1, y1, θ1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, l =

∫ t1

0

√
ẋ2 + ẏ2 + θ̇2 dt → min

62 / 110



Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå

G = {q = (x , y , θ) | (x , y) ∈ R2, θ ∈ S1} = R2
x ,y × S1

θ
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Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé � ãðóïïà äâèæåíèé ïëîñêîñòè

• q = (0, 0, θ) � ïîâîðîò ïëîñêîñòè R2 íà óãîë θ

• q = (x , y , 0) � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ R2 íà âåêòîð (x , y)

• q = (x , y , θ) � ïîâîðîò R2 íà óãîë θ + ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ R2 íà âåêòîð
(x , y)

• q1 = (x1, y1, θ1), q2 = (x2, y2, θ2) ⇒
q2 · q1 = (x̃ , ỹ , θ̃):

x̃ = x2 + x1 cos θ2 − y1 sin θ2,

ỹ = y2 + x1 sin θ2 + y1 cos θ2,

θ̃ = θ2 + θ1

• q = (x , y , θ) ⇒
q−1 = (−x cos θ − y sin θ, x sin θ − y cos θ,−θ)

64 / 110



Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé G � ãðóïïà Ëè

• G � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå:
ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû q = (x , y , θ)

• G � ãðóïïà:
q2 · q1 � êîìïîçèöèÿ äâèæåíèé ïëîñêîñòè
q−1 � îáðàòíîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè

• Ãðóïïîâûå îïåðàöèè ãëàäêèå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

• ⇒ G � ãðóïïà Ëè

• G = SE(2)
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Èíâàðèàíòíàÿ çàäà÷à íà ãðóïïå Ëè

q(t) ∈ G � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ⇒
∀ q̂ ∈ G q̃(t) = q̂ · q(t) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
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Ãðóïïû Ëè

• G � ãðóïïà Ëè:

1) G � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå,
2) G � ãðóïïà,
3) ãðóïïîâûå îïåðàöèè ãëàäêèå.

• Ïðèìåðû ãðóïï Ëè:
• Rn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ R},
• S1 = {(x , y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} = {θ ∈ [0, 2π]/0 ∼ 2π},
• Tn = S1 × S1 × · · · × S1 = {(θ1, . . . , θn) | θi ∈ S1},
• GL(n) = {X ∈ Rn×n | detX ̸= 0},
• SO(n) = {X ∈ Rn×n | X⊤ = X−1, detX = 1},

• SE(n) =

{
X =

(
A v
0 1

)
∈ R(n+1)×(n+1) | A ∈ SO(n), v ∈ Rn

}
,

• SU(n) = {X ∈ Cn×n | X⊤ = X−1, detX = 1}.
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Èíâàðèàíòíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
íà ãðóïïàõ Ëè

q̇ = f (q, u), q ∈ G � ãðóïïà Ëè, u ∈ U ⊂ Rm

q(0) = q0, q(t1) = q1

J =

∫ t1

0

g(q, u) dt → min .

Äèíàìèêà f (q, u) è ôóíêöèîíàë J èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà G :

q(t) ∈ G � îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ⇒
∀ q̂ ∈ G q̃(t) = q̂ · q(t) � îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ
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Ïðèìåðû èíâàðèàíòíûõ çàäà÷ íà ãðóïïàõ Ëè

• Óïðàâëåíèå âðàùåíèÿìè òâåðäîãî òåëà: G = SO(3),

• Çàäà÷à Äèäîíû: G =








1 x z
0 1 y
0 0 1


 | x , y , z ∈ R



,

• Çàäà÷à îá ýëàñòèêàõ íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå: G = SE(2) èëè SE(3),

• Îïòèìàëüíîå êà÷åíèå ñôåðû ïî ïëîñêîñòè: G = R2 × SO(3),

• Óïðàâëåíèå òðåõóðîâíåâîé êâàíòîâîé ñèñòåìîé: G = SU(3),

• Óïðàâëåíèå ñïèíîâîé ñèñòåìîé èç n ÷àñòèö: G = SU(2n),

• Ìîäåëèðîâàíèå êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà: G = SU(n).
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Èññëåäîâàíèå èíâàðèàíòíûõ çàäà÷ íà ãðóïïàõ Ëè:
ñäâèã íà÷àëüíîé òî÷êè

• q(t) :
q(0) = Id � åäèíè÷íûé ýëåìåíò G , q(t1) = q1

• q̃(t) = ? :
q̃(0) = q̃0, q̃(t1) = q̃1

• q(t) = q̃−1
0 · q̃(t) :

q(0) = Id, q(t1) = q̃−1
0 · q̃1,

q̃(t) = q̃0 · q(t).
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

q̇ = f (q, u), q(0) = q0, q(t1) = q1,∫ t1

0

g(q, u) dt → min .

q(t) îïòèìàëüíà ⇒ ∃ p(t) ∈ Rn, n = dimG :




ṗ = −∂ H

∂ q
(p, q), p ∈ Rn,

q̇ =
∂ H

∂ p
(p, q), q ∈ G ,

H(p, q) = max
u

(pf (q, u)− g(q, u))
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Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
äëÿ èíâàðèàíòíûõ çàäà÷ íà ãðóïïàõ Ëè

Çàìåíà ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ φ = φ(p, q):

{
φ̇ = K (φ), φ ∈ Rn,

q̇ = L(φ, q), q ∈ G ,

φ = (φ1, . . . , φn), ãäå φi (p, q) ëèíåéíûå ïî p ãàìèëüòîíèàíû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëÿì f è èõ ñêîáêàì Ëè.

Èíòåãðèðîâàíèå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ:

1) φ = φ(t),

2) q = q(t).
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Ñèììåòðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ

φ̇ = K (φ), (5)

q̇ = L(φ, q). (6)

Äèôôåîìîðôèçì F (φ, q) = (Φ,Q) � ñèììåòðèÿ (5), (6), åñëè:

(φ(t), q(t)) ðåøåíèå ⇒ (Φ(t),Q(t)) ðåøåíèå.

Ñèììåòðèÿ ïîäñèñòåìû (5):
M(φ) = Φ.

Ïðîäîëæåíèå äî ñèììåòðèè ïîëíîé ñèñòåìû (5), (6):

Φ = M(φ), Q = N(q)
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Íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå ñèììåòðèè
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ

• Ãðóïïà ñèììåòðèé:

Sym = {F (φ, q) � ñèììåòðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû},

• Íåïðåðûâíûå ñèììåòðèè: ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ñèñòåìû,
• Äèñêðåòíûå ñèììåòðèè: èññëåäîâàíèå îïòèìàëüíîñòè ýêñòðåìàëüíûõ
òðàåêòîðèé (òî÷êè Ìàêñâåëëà).

q0

q̃s

qs

qt = q̃t, Jt[q, u] = Jt[q̃, ũ]

q1 = qt1 = q̂t1 , Jt1 [q, u] > Jt1 [q̂, û]

q̂s

-

-

-
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Óïðàâëåíèå ìîáèëüíûì ðîáîòîì:
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ẋ = u cos θ,

ẏ = u sin θ,

θ̇ = v ,

q = (x , y , θ) ∈ G = SE(2),

(u, v) ∈ R2,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
ẋ2 + ẏ2 + θ̇2 dt =

∫ t1

0

√
u2 + v2 dt → min .
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Ðåçóëüòàòû ïî çàäà÷å
îá óïðàâëåíèè ìîáèëüíûì ðîáîòîì

• Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé,

• Ïàðàìåòðèçàöèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé (ÏÌÏ),

• Îïèñàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé:
• Îáùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ⇒ ñâåäåíèå ê ñèñòåìàì àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé,

• Ñïåöèàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ⇒ ÿâíûå ðåøåíèÿ,

• Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà è ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà,

• Ñóáðèìàíîâû ñôåðû,

• Ïðèëîæåíèÿ: âîññòàíîâëåíèå ïîâðåæäåííûõ èçîáðàæåíèé,
Ïàðàëëåëüíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé.
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Óïðàâëåíèå ìîáèëüíûì ðîáîòîì:
ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ôóíêöèÿìè ßêîáè cn, sn, dn, E.
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Óïðàâëåíèå ìîáèëüíûì ðîáîòîì:
ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè ñïåöèàëüíîãî âèäà

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè.
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Òî÷êè Ìàêñâåëëà íà ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ:
ïîòåðÿ îïòèìàëüíîñòè
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Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè

x1 ̸= 0, y1 = 0, θ1 = 0

x1 = 0, y1 = 0, θ1 ̸= 0
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Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè

x1 ̸= 0, y1 = 0, θ1 = π
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Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè

x1 = 0, y1 ̸= 0, θ1 = 0
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Ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà

Max = {q1 ∈ G | ∃ > 1 îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè q(·) : q(t1) = q1}
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Ñóáðèìàíîâà ìåòðèêà è ñôåðû

• d(q0, q1) = inf{l(q(·)) | q(0) = q0, q(t1) = q1}

• SR = {q ∈ G | d(q0, q) = R}

• R = 0 ⇒ SR = {q0}

• R ∈ (0, π) ⇒ SR ∼= S2

• R = π ⇒ SR ∼= S2/{N = S}

• R > π ⇒ SR ∼= T2
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Ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñóáðèìàíîâûõ ñôåð
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Ïðèëîæåíèÿ: Âîññòàíîâëåíèå ñêðûòîãî êîíòóðà
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Ïàðàëëåëüíûé ÏÊ OptimalInpainting
äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîâðåæäåííûõ èçîáðàæåíèé

87 / 110



Èñõîäíîå, ïîâðåæäåííîå è âîññòàíîâëåííîå
ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå
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Èñõîäíîå, ïîâðåæäåííîå è âîññòàíîâëåííîå
áèíàðíîå èçîáðàæåíèå
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü è ïðîòîòèï ðîáîòà ñ äâóìÿ ïðèâîäíûìè
êîë¼ñàìè è îäíèì ñôåðè÷åñêèì êîëåñîì äëÿ ñòàáèëèçàöèè
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Ïðèìåðû ïàðêîâêè ðîáîòà ñ ïîìîùüþ ïóòåé Ìàðêîâà-Äóáèíñà:
ìîäåëèðîâàíèå è ýêñïåðèìåíòû

91 / 110



Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîáîòà ñ ïðèöåïîì1

φ

θ

x

y
lr

lt

1J.-P. Laumond. Nonholonomic Motion Planning for Mobile Robots. Tutorial notes, 1998, 112 p. 98 / 110



Èíòåðôåéñ, ìîäåëèðóþùèé äâèæåíèå ðîáîòà ñ ïðèöåïîì
âäîëü ïóòåé Ìàðêîâà-Äóáèíñà è Ðèäñà Øåïïà
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Ñóáðèìàíîâû ãåîäåçè÷åñêèå â îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé

 
Восстановление поврежденных контуров 

на основе модели зрения человека 

SO(3) SE(2) SE(3) 

Пересекающиеся линии 
разъединяются 

СР геодезические на группах Ли в 
анализе медицинских изображений 

103 / 110



Ãåîäåçè÷åñêèå íà SE(2) äëÿ ïëîñêèõ èçîáðàæåíèé
Трассировка сосудов с помощью СР геодезических 

Постановка задачи 

Функция внешней цены из изображения 

Искривление сосудов  
при ретинопатии 

Трассировка 
сосудов 
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Ñðàâíåíèå ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè
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Ãåîäåçè÷åñêèå íà SO(3) äëÿ ñôåðè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé

Риманова геодезическая 

СР геодезическая 

сферическая сетчатка 
С

равнение геодезической 
кривизны

 на сфере и 
кривизны

 на плоскости 

Волновой фронт и СР сфера 

СР геодезические при C=1 
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Óñòðàíåíèå òî÷åê âîçâðàòà: ãåîäåçè÷åñêèå íà PTR(2)

Субримановы сферы 

Устранение эффекта точек 
возврата при поиске 

кровеносных сосудов на 
изображении сетчатки глаза 

человека 

Множество разреза 
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Ãåîäåçè÷åñêèå íà SE(3) äëÿ òðåõìåðíûõ èçîáðàæåíèé

 

где 

Дано 
 Найти гладкую кривую 

СР геодезические при C=1 
Задача трассировки нервных волокон на МРТ 

снимках головного мозга человека 
108 / 110



Ìîäåëèðîâàíèå è îáúÿñíåíèå çðèòåëüíûõ èëëþçèé

Иллюзия Геринга 

Иллюзия Поггендорфа 

Идея: Иллюзорный 
контур создается 

зрительной 
системой, как 

геодезическая в СР 
метрике, 

индуцированной 
зрительным 

сигналом. 

Иллюзия Орбисона  
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