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Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ íà ãðóïïå äâèæåíèé

ïëîñêîñòè ñ óïðàâëåíèåì â ïîëóêðóãå

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè ñ
óïðàâëåíèåì â ïîëóêðóãå. Ðàññìàòðèâàåìàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà çàäàåò
ìîäåëü ìàøèíû íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ âïåðåä è âðà-
ùàòüñÿ íà ìåñòå. Îïòèìàëüíûå ïî çàäàííîé âíåøíåé ñòîèìîñòè òðàåê-
òîðèè òàêîé ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ â îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé äëÿ ïîèñêà
âûäåëÿþùèõñÿ êðèâûõ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå òðàåêòîðèè èñïîëüçóþòñÿ â
àíàëèçå ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé ïðè ïîèñêå ñîñóäîâ íà ôîòî ñåò÷àò-
êè ãëàçà ÷åëîâåêà. Çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ãåîìåòðè÷åñêîé òåî-
ðèè óïðàâëåíèÿ, êàê ìîäåëüíûé ïðèìåð, â êîòîðîì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ñîäåðæèò íîëü íà ãðàíèöå. Â ðàáîòå èçó÷åí
âîïðîñ óïðàâëÿåìîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé. Íà îñ-
íîâå àíàëèçà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà
íàéäåí ÿâíûé âèä ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé è òðàåêòîðèé. ×àñòè÷íî
èññëåäîâàí âîïðîñ îïòèìàëüíîñòè ýêñòðåìàëåé. Îïèñàíà ñòðóêòóðà îïòè-
ìàëüíîãî ñèíòåçà.

Áèáëèîãðàôèÿ: 33 íàçâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóáðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ, ãåîäåçè÷åñêèå, çàäà÷à îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

� 1. Ââåäåíèå

Â 1957 ãîäó Ë. Äóáèíñ îïèñàë â ðàáîòå [1] çàäà÷ó ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé

äëÿ àâòîìîáèëÿ (ìàøèíû), äâèæóùåãîñÿ ïî ïëîñêîñòè èç íà÷àëüíîé êîíôèãó-

ðàöèè (ïîëîæåíèå è íàïðàâëåíèå) â êîíå÷íóþ êîíôèãóðàöèþ. Â ïîñòàíîâêå

Äóáèíñà àâòîìîáèëü ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëüêî âïåðåä (íå èìååò çàäíåé ïåðå-

äà÷è), à åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü îãðàíè÷åíà. Ïîçæå, â 1990 ãîäó, Äæ. Ðèäñ è

Ë. Øåïï ðàññìîòðåëè â ðàáîòå [2] òó æå çàäà÷ó, íî ïðèìåíèòåëüíî ê àâòîìî-

áèëþ, ó êîòîðîãî åñòü âîçìîæíîñòü äâèæåíèÿ íàçàä. Â îáåèõ ñòàòüÿõ îñíîâ-

íîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îïèñàíèþ è äîêàçàòåëüñòâó îáùåé ôîðìû êðàò÷àéøèõ

ïóòåé áåç ïðåäîñòàâëåíèÿ ÿâíûõ ðåøåíèé äëÿ çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

(íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé êîíôèãóðàöèé).

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ìîäåëåé Äóáèíñà è Ðèäñà-Øåïïà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ èìåþò îãðàíè÷åííóþ êðèâèçíó. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî ìàøèíà íå ìîæåò âðàùàòüñÿ íà ìåñòå. Â òî æå âðåìÿ, â ðîáîòîòåõíè-

êå ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü àâòîìîáèëÿ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèâîäàìè äëÿ

Ýòî ïðåïðèíò Ñòàòüè, ïðèíÿòîé äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå �Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê�,

2022. Âëàäåëåö ïðàâ íà ðàñïðîñòðàíåíèå � èçäàòåëü æóðíàëà. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî

ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà � 17-11-01387-Ï â Èíñòèòóòå

ïðîãðàììíûõ ñèñòåì èì. À.Ê. Àéëàìàçÿíà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.
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äâóõ êîëåñ. Â òàêîé ñèñòåìå äâà êîëåñà ìîãóò âðàùàòüñÿ â ðàçíûõ íàïðàâëå-

íèÿõ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âðàùåíèå íà ìåñòå. Òàêèì îá-

ðàçîì, åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ìàøèíû Ðèäñà-Øåïïà ïðèâîäèò ê ìîäåëè àâòî-

ìîáèëÿ, òðàåêòîðèè êîòîðîãî èìåþò íåîãðàíè÷åííóþ êðèâèçíó. Îïòèìàëüíûé

ñèíòåç â òàêîé ñèñòåìå ïîëó÷åí Þ.Ë. Ñà÷êîâûì [3]. Àíàëîãè÷íîå îáîáùåíèå

ìàøèíû Äóáèíñà ïðèâîäèò ê ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé Ð. Äàéòñîì [4].

Ðàññìîòðèì ìîäåëü àâòîìîáèëÿ, äâèæóùåãîñÿ ïî ïëîñêîñòè, ñì. Ðèñ. 1.

Àâòîìîáèëü èìååò äâà ïàðàëëåëüíûõ êîëåñà, ðàâíîóäàëåííûõ îò öåíòðà ìàññ,

êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé îñè êîëåñíîé ïàðû. Îáà êîëåñà èìåþò íåçàâè-

ñèìûå ïðèâîäû, êîòîðûå ìîãóò âðàùàòüñÿ âïåðåä è íàçàä, òàê ÷òî ñîîòâåòñòâó-

þùåå êà÷åíèå êîëåñ ïðîèñõîäèò áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Êîíôèãóðàöèÿ ñèñòåìû

îïèñûâàåòñÿ òðîéêîé q = (x, y, θ) ∈ M = R2×S1, ãäå (x, y) ∈ R2 � öåíòðàëüíàÿ

òî÷êà, à θ ∈ S1 � óãîë îðèåíòàöèè àâòîìîáèëÿ, ñîâïàäàþùèé ñ íàïðàâëåíèåì

êîëåñ. Çàìåòèì, ÷òî êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî M îáðàçóåò ãðóïïó Ëè

SE(2) � ãðóïïó äâèæåíèé ïëîñêîñòè:

M = R2 × S1 ≃ SE(2).

u

u

1

2

Ðèñ. 1. Ñëåâà: Êîíôèãóðàöèÿ ñèñòåìû �ìàøèíà íà ïëîñêîñòè� îïðå-

äåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì (x, y) ∈ R2 è óãëîì îðèåíòàöèè θ ∈ S1. Â ìîäåëè

Ñà÷êîâà ìàøèíà ìîæåò äâèãàòüñÿ âïåðåä (÷àñòü òðàåêòîðèè âûäåëåíà

çåëåíûì) è íàçàä (âûäåëåíà êðàñíûì). Â ìîìåíò ñìåíû íàïðàâëåíèÿ

äâèæåíèÿ òðàåêòîðèÿ èìååò òî÷êó âîçâðàòà. Ñïðàâà: Ìàøèíà èìååò

äâà óïðàâëåíèÿ: u1, îòâå÷àþùåå çà äâèæåíèå âïåðåä, è u2, îòâå÷àþùåå

çà ïîâîðîòû. Â ìîäåëè Äàéòñà äâèæåíèå íàçàä çàïðåùåíî u1 ⩾ 0.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ âîäèòåëÿ ó àâòîìîáèëÿ åñòü äâà óïðàâëåíèÿ: àêñåëåðàòîð u1

è ðóëåâîå êîëåñî u2. Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ äèíàìèêà àâòîìîáèëÿ îïèñûâàåòñÿ

ñëåäóþùåé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé, ñì. [5]:


ẋ = u1 cos θ,

ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u2,

(u1, u2) ∈ U ⊂ R2,

(x, y, θ) ∈ M = R2 × S1.
(1.1)
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Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå óïðàâëåíèÿ (u1(t), u2(t)) è ñîîòâåòñòâóþùåé

òðàåêòîðèè γ(t) = (x(t), y(t), θ(t)) íà âðåìåííîì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ], óäîâëåòâî-

ðÿþùåé ñèñòåìå (1.1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

γ(0) = (x0, y0, θ0) = q0, γ(T ) = (x1, y1, θ1) = q1, (1.2)

ãäå q0, q1 ∈ M � ýòî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ êîíôèãóðàöèè ñèñòåìû.

Òàêàÿ çàäà÷à â îáùåì ñëó÷àå äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé. Âûáîð

êîíêðåòíîãî ðåøåíèÿ òðàäèöèîííî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ êðèòåðèÿ

êà÷åñòâà ðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ ýòîãî ê ñèñòåìå äîáàâëÿåòñÿ ôóíêöèî-

íàë ñòîèìîñòè, êîòîðûé òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü, ÷òîáû íàéòè îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå. Êëàññè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ

T → min . (1.3)

Åùå îäèí åñòåñòâåííûé êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè � ìèíèìèçàöèÿ �ìàíåâðà�∫ T

0

√
u2
1(t) + u2

2(t) d t → min, (1.4)

ãäå êîíå÷íîå âðåìÿ T ⩾ 0 ñâîáîäíî.

Ýòè äâà êðèòåðèÿ ìîãóò áûòü ýêâèâàëåíòíû ïðè âûáîðå ïîäõîäÿùåé îáëàñòè

äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå u2
1(t)+u2

2(t) ⩽ 1 äâà êðèòåðèÿ ýê-

âèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò

áûòü íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàíà u2
1(t) + u2

2(t) = 1.

Çàìå÷àíèå 1. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ (1.1), (1.2), (1.4) ïðè U = −U ÿâëÿ-

åòñÿ çàäà÷åé îïòèìèçàöèè êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå M, ñíàáæåííîì åñòåñòâåí-

íîé ìåòðèêîé, îïðåäåëåííîé äëÿ êðèâûõ γ(t) = (x(t), y(t), θ(t)), óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ óñëîâèþ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âåêòîðà (ẋ(t), ẏ(t)) âåêòîðó (cos θ(t), sin θ(t)).

Ôîðìóëèðóÿ çàäà÷ó òàêèì îáðàçîì, îíà ñòàíîâèòñÿ îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ïðè-

ìåðîâ ñóáðèìàíîâîé (ÑÐ) ãåîìåòðèè [6]: êàñàòåëüíûé âåêòîð γ̇(t) äîëæåí ëå-

æàòü â ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà âåêòîðà (cos θ(t), sin θ(t), 0) è (0, 0, 1).

Ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U ∋ (u1, u2) ïðèâîäÿò ê ðàç-

íûì ìîäåëÿì àâòîìîáèëÿ íà ïëîñêîñòè, ñì. [7]. Íàïðèìåð, ñì. Ðèñ. 2, çàäà÷à

ìèíèìèçàöèè âðåìåíè äëÿ àâòîìîáèëÿ ñ óïðàâëåíèåì

� u1 = 1, |u2| ⩽ κ, κ > 0 ïðèâîäèò ê ìîäåëè Äóáèíñà [1];

� |u1| = 1, |u2| ⩽ κ, κ > 0 ïðèâîäèò ê ìîäåëè Ðèäñà-Øåïïà [2];

� u2
1 + u2

2 ⩽ 1 ïðèâîäèò ê ìîäåëè ìàøèíû, òðàåêòîðèè êîòîðîé çàäàþòñÿ

ñóáðèìàíîâûìè êðàò÷àéøèìè, èññëåäîâàííûìè Ñà÷êîâûì [3];

� u2
1 + u2

2 ⩽ 1, u1 ̸= 0 ïðèâîäèò ê ìîäåëè, èññëåäîâàííîé Áåðåñòîâñêèì [8];

� u2
1 + u2

2 ⩽ 1, u1 ⩾ 0 ïðèâîäèò ê ìîäåëè ìàøèíû, äâèæóùåéñÿ âïåðåä è

ïîâîðà÷èâàþùåéñÿ íà ìåñòå, ïðåäëîæåííîé Äàéòñîì [4].

Çàìå÷àíèå 2. Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (1.1) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ (t, u1, u2) 7→ ( tξ , ξu1, ξu2), ξ > 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè ñîãëà-

ñîâàííîé ïåðåïàðàìåòðèçàöèè ñêîðîñòè è âðåìåíè òðàåêòîðèè ñèñòåìû íå ìå-

íÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé u2
1 + u2

2 ⩽ ξ

(ñâåòëî�ñåðàÿ îáëàñòü íà Ðèñ. 2) ýêâèâàëåíòíû ïðè ëþáîì ξ > 0.
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Ðèñ. 2. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìîäåëü Ð. Äàéòñà [4]. Àêòóàëüíîñòü ìîäåëè

îáóñëîâëåíà ïðèëîæåíèåì ê îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé. Îïòèìàëüíûå äëÿ çàäàí-

íîé âíåøíåé ñòîèìîñòè òðàåêòîðèè òàêîé ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîèñêà

âûäåëÿþùèõñÿ êðèâûõ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå òðàåêòîðèè èñïîëüçóþòñÿ â àíà-

ëèçå ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé ïðè ïîèñêå ñîñóäîâ íà ôîòî ñåò÷àòêè ãëàçà.

Ìîäåëü Äàéòñà áûëà ðàçðàáîòàíà, ÷òîáû óñòðàíèòü ïðîáëåìó òî÷åê âîçâðàòà,

âîçíèêàþùóþ â ìåòîäå òðàññèðîâêè ñîñóäîâ ñ ïîìîùüþ ñóáðèìàíîâûõ (ÑÐ)

êðàò÷àéøèõ [9]. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óñòðàíåíèÿ òî÷åê âîçâðàòà ïðèìåíÿëñÿ òàê-

æå äðóãîé ïîäõîä [10], îñíîâàííûé íà çàìåíå êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà

ñ SE(2) íà PT(R2). Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèë ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ÷èñëî ñèòó-

àöèé, â êîòîðûõ âîçíèêàþò òî÷êè âîçâðàòà, îäíàêî ïîëíîñòüþ ïðîáëåìà óñòðà-

íåíà íå áûëà. Áîëåå ïîäðîáíî ïðèìåíåíèå ìîäåëè â îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé

îáñóæäàåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ïîìèìî àêòóàëüíîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà-

÷à ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëå-

íèÿ [11], êàê ìîäåëüíûé ïðèìåð çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé

íóëåâîå óïðàâëåíèå íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåò-

ðîâ. Íàèáîëåå îáùèé ïîäõîä [12] ê ðåøåíèþ ðîäñòâåííûõ çàäà÷ îñíîâàí íà

âûïóêëîé òðèãîíîìåòðèè. Ïîäõîä ïîêðûâàåò êëàññ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ñ äâóìåðíûì óïðàâëåíèåì, ïðèíàäëåæàùèì ïðîèçâîëüíîìó âûïóêëîìó

êîìïàêòó, ñîäåðæàùåìó íîëü âíóòðè. Îáîáùèòü ýòîò ïîäõîä íà ñëó÷àé, êîãäà

íîëü ëåæèò íà ãðàíèöå, íåïîñðåäñòâåííî íå óäàåòñÿ. Äëÿ ñèñòåì òàêîãî òè-

ïà òðåáóåòñÿ ðàçâèòèå íîâûõ ìåòîäîâ. Â äàííîé ñòàòüå äåòàëüíî èññëåäîâàí

÷àñòíûé ñëó÷àé òàêîé ñèñòåìû.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ïîìèìî ââåäåíèÿ, â êîòîðîì îïèñà-

íà èñòîðèÿ çàäà÷è è îòðàæåíà åå àêòóàëüíîñòü â ìîáèëüíîé ðîáîòîòåõíèêå è

òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ñòàòüÿ ñîäåðæèò ïÿòü ðàçäåëîâ è çàêëþ÷åíèå. Ðàçäåë 2

ïîñâÿùåí ïðèëîæåíèÿì â ìîäåëèðîâàíèè áèîëîãè÷åñêèõ çðèòåëüíûõ ñèñòåì è

îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé. Â ðàçäåëå 3 ïðèâîäèòñÿ ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çà-

äà÷è. Â ðàçäåëå 4 äîêàçûâàåòñÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü è ñóùåñòâîâàíèå îïòè-

ìàëüíûõ óïðàâëåíèé. Â ðàçäåëå 5 ê çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ), èññëåäóåòñÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ è ïðèâîäèòñÿ ÿâ-

íûé âèä ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé è òðàåêòîðèé. Â ðàçäåëå 6 èññëåäóåòñÿ

îïòèìàëüíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé è ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà.

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäèòñÿ èòîã ðàáîòû.
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� 2. Ïðèëîæåíèå â ìîäåëÿõ çðåíèÿ è îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé

Ïðèíöèïû óñòðîéñòâà áèîëîãè÷åñêèõ çðèòåëüíûõ ñèñòåì âûçûâàþò áîëüøîé

èíòåðåñ ñðåäè èññëåäîâàòåëåé âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Âàæíûì íàïðàâëå-

íèåì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è èçó÷åíèå ðåàëèñòè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,

îïèñûâàþùèõ îïðåäåëåííûé ýòàï îáðàáîòêè çðèòåëüíîãî ñèãíàëà. Ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû ìîçãà êàê ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà â

ïðîñòðàíñòâå ïîçèöèé è íàïðàâëåíèé áûëà ïðåäëîæåíà Æ. Ïåòèòî [17]. Çàòåì

ìîäåëü áûëà óòî÷íåíà Äæ. ×èòòè è À. Ñàðòè [13].

Ìîäåëü Ïåòèòî-×èòòè-Ñàðòè ïðåäñòàâëÿåò ïåðâè÷íóþ çðèòåëüíóþ êîðó êàê

ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà ãðóïïå Ëè SE(2). Èëëþçîðíûå êîíòóðû â òàêîé ìî-

äåëè îïðåäåëÿþòñÿ êàê òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.1), íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìè-

íèìóì ôóíêöèîíàëà (1.3) íà ìíîæåñòâå óïðàâëåíèé u2
1+u2

2 ⩽ 1. Ñîãëàñíî ýòîé

ìîäåëè ïðîöåññ äîïîëíåíèÿ ñêðûòûõ êîíòóðîâ ïðîèñõîäèò ïóòåì ìèíèìèçàöèè

ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ íåéðîíîâ, âîñïðèíèìàþùèõ âèçóàëüíóþ èíôîðìàöèþ â

îáëàñòÿõ ïîâðåæäåíèÿ. Òàêîé ïðîöåññ ìîäåëèðóåòñÿ äåéñòâèåì îïåðàòîðà ãè-

ïîýëëèïòè÷åñêîé äèôôóçèè, èçó÷åííîãî â [14, 15]. Ðåçóëüòèðóþùèå êðèâûå

ÿâëÿþòñÿ ñóáðèìàíîâûìè êðàò÷àéøèìè. Òàêèå êðèâûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ïîâðåæäåííûõ èçîáðàæåíèé [16] è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáúÿñíåíèÿ

íåêîòîðûõ çðèòåëüíûõ èëëþçèé [18].

Â ðàáîòàõ [19, 20] óêàçàíî, ÷òî íå âñå òðàåêòîðèè ìîäåëè Ïåòèòî-×èòòè-Ñàðòè

ñîãëàñîâàíû ñ ýêñïåðèìåíòàìè èç ïñèõîëîãèè çðåíèÿ ïî ïîñòðîåíèþ ïîëÿ àññî-

öèàöèé, îïèñàííûìè â ðàáîòå [21]. Ïîëå àññîöèàöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæå-

ñòâî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ïîçèöèé è íàïðàâëåíèé), ñîåäèíÿåìûõ èëëþçîðíûì

êîíòóðîì â ïðîöåññå ðàáîòû çðèòåëüíîé ñèñòåìû ÷åëîâåêà. Ýêñïåðèìåíòàëüíî

áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íå ëþáûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîåäèíÿþòñÿ. Äëÿ òåõ ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ, èëëþçîðíûé êîíòóð ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé

êðèâîé íà ïëîñêîñòè R2. Çàìåòèì, ÷òî â ìîäåëè Ïåòèòî-×èòòè-Ñàðòè ëþáûå

çàäàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèåé.

Ïðè ýòîì ïðîåêöèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòü ìîæåò èìåòü òî÷êè

âîçâðàòà (íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé).

Åñòåñòâåííûì óòî÷íåíèåì ìîäåëè Ïåòèòî-×èòòè-Ñàðòè ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèå

çàäà÷è íà êëàññ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñîåäèíÿåìûõ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèåé

áåç òî÷åê âîçâðàòà. Èññëåäîâàíèå ìíîæåñòâà òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðîèç-

âåäåíî â [19, 20]. Ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òðàåêòîðèè ñ òî÷êàìè âîçâðàòà áûëè àïðèîðè èñêëþ÷å-

íû. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ äàåòñÿ ìîäåëüþ Äàéòñà [4]. Ñîãëàñíî ðàáîòå [4], è

êàê ïîêàçàíî äàëåå â Òåîðåìàõ 1 è 4, â ìîäåëè Äàéòñà ëþáûå ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ ñîåäèíÿþòñÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèåé, ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü êîòîðîé íå

èìååò âíóòðåííèõ òî÷åê âîçâðàòà.

Ïðèíöèïû ðàáîòû áèîëîãè÷åñêèõ çðèòåëüíûõ ñèñòåì àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ

â êîìïüþòåðíîì çðåíèè. Íà îñíîâå ýòèõ ïðèíöèïîâ ñîçäàþòñÿ ýôôåêòèâíûå

ìåòîäû îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé: óëó÷øåíèå, ñåãìåíòàöèÿ, âîññòàíîâëåíèå, ïî-

èñê îáúåêòîâ. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [22] ïðåäëîæåí ïîäõîä ê îáðàáîòêå èçîá-

ðàæåíèé, îñíîâàííûé íà ïîäíÿòèè èçîáðàæåíèÿ â ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî

ïîçèöèé è íàïðàâëåíèé (invertible orientation scores). Ïîñëå òàêîãî ïîäúåìà,
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ñóáðèìàíîâû (ÑÐ) êðàò÷àéøèå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîèñêà âûäåëÿþùèõñÿ êðè-

âûõ [23, 24, 25].

Ðèñ. 3. Òðàññèðîâêà ñîñóäîâ íà ôîòî ñåò÷àòêè ãëàçà ñ ïîìîùüþ òðà-

åêòîðèé íà SE(2) ñ óïðàâëåíèåì â ïîëóêðóãå. Àäàïòèðîâàíî èç [26].

Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à ïîèñêà âûäåëÿþùèõñÿ êðèâûõ âîçíèêàåò â àíàëèçå ìå-

äèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé ïðè ïîèñêå êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ íà ôîòî ñåò÷àòêè

ãëàçà ÷åëîâåêà, ñì. Ðèñ. 3. Òèïè÷íûå ïðîáëåìû äëÿ ïðîìûøëåííûõ ñèñòåì

òðàññèðîâêè âîçíèêàþò â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ñîñóäû íà ôîòî ïåðåñåêàþòñÿ. Ðå-

øåíèå ýòîé ïðîáëåìû äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ïîäíÿòèÿ èçîáðàæåíèÿ â ðàñøèðåííîå

ïðîñòðàíñòâî M ïîçèöèé è íàïðàâëåíèé. Ìåòîä òðàññèðîâêè ñîñóäîâ ñ ïîìî-

ùüþ ÑÐ êðàò÷àéøèõ íà M ïðåäëîæåí â [9].

Íåäîñòàòêîì ÑÐ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå òî÷åê âîçâðàòà. Òàêèå êðèâûå

íåæåëàòåëüíû â çàäà÷å òðàññèðîâêè ñîñóäîâ. Îãðàíè÷åíèå óïðàâëåíèÿ íà ïî-

ëóêðóã óñòðàíÿåò ýòîò íåäîñòàòîê. Ïðè ýòîì òî÷êè âîçâðàòà ñòàíîâÿòñÿ òî÷-

êàìè ïîâîðîòà íà ìåñòå. Âîçíèêíîâåíèå òî÷êè ïîâîðîòà òèïè÷íî íàáëþäàåòñÿ

â ìåñòàõ âåòâëåíèÿ ñîñóäîâ. Áîëåå ïîäðîáíî ñ ðåçóëüòàòàìè òðàññèðîâêè ñîñó-

äîâ ñ ïîìîùüþ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé íà SE(2) ñ óïðàâëåíèåì â ïîëóêðóãå

ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [26].

� 3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äâèæåíèåì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðà-

íÿþùåå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà

SE(2) ñîáñòâåííûõ åâêëèäîâûõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè R2. Ëþáîå ñîáñòâåííîå

äâèæåíèå R2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ïîâîðîòà

ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò SE(2) çàäàåòñÿ òðîéêîé ÷èñåë (x, y, θ), ãäå

(x, y) ∈ R2 � âåêòîð ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, θ ∈ S1 = R/2πZ � óãîë ïîâîðîòà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà:
ẋ = u1 cos θ,

ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u2,

(x, y, θ) = q ∈ SE(2) = M,

u2
1 + u2

2 ⩽ 1, u1 ⩾ 0.
(3.1)

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ: ïî çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì q0,

q1 ∈ M òðåáóåòñÿ íàéòè óïðàâëåíèÿ u1(t), u2(t) òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
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òðàåêòîðèÿ γ : [0, T ] → M ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q0 â

êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå q1 çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ

γ(0) = q0, γ(T ) = q1, T → min . (3.2)

Â äàííîé ïîñòàíîâêå óïðàâëåíèÿ ui ïðèíàäëåæàò êëàññó L∞([0, T ],R), à ñîîò-
âåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè γ ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâûìè êðèâûìè íà M.

Çàìå÷àíèå 3. Ñèñòåìà (3.1) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïå-

ðåíîñîâ è ïîâîðîòîâ ïëîñêîñòè. Â ñèëó ýòîãî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñâåñòè èññëåäîâàíèå ïðè ïðîèçâîëüíîì q0 = (x0, y0, θ0) ê ñëó÷àþ q0 = (0, 0, 0).

Çàìå÷àíèå 4. Óïðàâëåíèå u1 çàäàåò èíôèíèòåçèìàëüíûé ïàðàëëåëüíûé

ïåðåíîñ â íàïðàâëåíèè θ, à u2 � ïîâîðîò ïëîñêîñòè R2
x,y. Ïðè u2 > 0 ïîâî-

ðîò ïðîèñõîäèò îò îñè Ox ê Oy, à ïðè u2 < 0 � â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä [11] ê çàäà÷å (3.1)�(3.2) ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:

1. äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ;

2. ïàðàìåòðèçàöèÿ ýêñòðåìàëåé γ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíò-

ðÿãèíà (ÏÌÏ);

3. îïðåäåëåíèå âðåìåíè ðàçðåçà tcut(γ), ïîñëå êîòîðîãî γ òåðÿåò îïòèìàëü-

íîñòü;

4. âûáîð îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè äëÿ çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Çàìå÷àíèå 5. Çàìåòèì, ÷òî ïðè t ∈ [0, tcut) îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ γ ÿâ-

ëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé. Â êîíå÷íóþ òî÷êó γ(tcut) ìîãóò ïðèõîäèòü íåñêîëüêî

îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé, â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Äàëåå â ðàçäåëàõ 4�5 ïîëíîñòüþ ïðîâîäÿòñÿ ýòàïû 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàçäåëå 6 îáñóæäàþòñÿ ýòàïû 3 è 4, êîòîðûå íà äàííûé ìîìåíò ÿâëÿþò-

ñÿ îòêðûòûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè çàäà÷àìè â îáùåì ñëó÷àå. Ïðîâåäåíèå ýòèõ

ýòàïîâ ïîçâîëèò ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé ñèíòåç â çàäà÷å. Íà äàííûé ìîìåíò

íåèçâåñòíî âðåìÿ ðàçðåçà tcut äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ýêñòðåìàëåé γ. Ñëîæíîñòü

åãî âû÷èñëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêà-

þùèõ ïðè ïàðàìåòðèçàöèè ýêñòðåìàëåé.

� 4. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è (3.1)�(3.2) âîçíèêàåò âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ äîïó-

ñòèìîé òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùåé ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.2). Åñëè ïðè ëþáûõ

q0, q1 ∈ M îòâåò ïîëîæèòåëåí, òî óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ âïîëíå

óïðàâëÿåìîé. Äîêàæåì êîíñòðóêòèâíî ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû (3.1).

Â ñèëó Çàìå÷àíèÿ 3 ïîëîæèì q0 = (0, 0, 0). Îáîçíà÷èì q1 = (x1, y1, θ1). Èñ-

êîìîå óïðàâëåíèå áóäåì ñòðîèòü èç òðåõ ÷àñòåé: âðàùåíèå íà ìåñòå íà óãîë

α = arg(x1 + iy1) ∈ (−π, π], äâèæåíèå âïåðåä íà âåëè÷èíó l =
√
x2
1 + y21 , âðà-

ùåíèå íà ìåñòå íà óãîë β = (θ1 − α) mod 2π ∈ (−π, π]. Çäåñü arg(a + ib) �

àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a+ ib. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

s1 = signα, s2 = signβ; t10 = |α| ∈ [0, π], t20 = |α|+ l, T = |α|+ l + |β|.
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Èñêîìîå óïðàâëåíèå ū = (ū1, ū2) èìååò âèä

ū(t) =


(0, s1), ïðè t ∈ [0, t10|),
(1, 0), ïðè t ∈ [t10, t

2
0),

(0, s2), ïðè t ∈ [t20, T ].

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ γ̄ çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

t ∈ [0, t10) [t10, t
2
0) [t20, T ]

x̄(t) 0 (t− s1t
1
0) cos t

1
0 x1

ȳ(t) 0 (s1t− t10) sin t
1
0 y1

θ̄(t) s1t s1t
1
0 s1t

1
0 + s2(t− t20),

Âû÷èñëåíèå θ(T ) = s1t
1
0+ s2(t− t20) = α+β = θ1 ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ

γ̄ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì γ̄(0) = (0, 0, 0), γ̄(T ) = (x1, y1, θ1). Èòàê

ìû ïîñòðîèëè óïðàâëåíèå ū, ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó èç q0 â q1, è òåì ñàìûì

äîêàçàëè ñâîéñòâî ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (3.1).

Äàëåå âîçíèêàåò âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé: âñåãäà ëè

ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (3.2), íà êî-

òîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå T? Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò

âîïðîñ äàåòñÿ òåîðåìîé Ôèëèïïîâà [11, 27]. Îíà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

1. ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ;

2. ïðàâàÿ ÷àñòü óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãó-

ìåíòîâ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïåðåìåííûì ñîñòîÿíèÿ;

3. òðàåêòîðèè ñèñòåìû îïðåäåëåíû íà âñåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè;

4. ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî; ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû

âûïóêëà íà ìíîæåñòâå óïðàâëåíèé.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ (3.1)�(3.2) âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1

äîêàçàíî âûøå. Óñëîâèÿ 2�4 âûïîëíåíû èñõîäÿ èç âèäà ñèñòåìû (3.1). Ïðè

ýòîì ïðîäîëæèìîñòü òðàåêòîðèé íà áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè îáåñïå-

÷èâàåòñÿ òåîðåìîé Êîøè è îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå.

Ïîäâîäÿ èòîã, â äàííîì ðàçäåëå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Ðåøåíèå çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ (3.1)�(3.2) ñóùåñòâóåò äëÿ

ëþáûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé q0, q1 ∈ M.

� 5. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ
ẋ = u1 cos θ, x(0) = 0, x(T ) = x1,

ẏ = u1 sin θ, y(0) = 0, y(T ) = y1,

θ̇ = u2, θ(0) = 0, θ(T ) = θ1,

u1 ⩾ 0,

u2
1 + u2

2 ⩽ 1,
T → min . (5.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé � ïîëóêðóã

U = {(u1, u2) | u1 ⩾ 0, u2
1 + u2

2 ⩽ 1}.
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Ïðèìåíèì ê (5.1) íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè � ÏÌÏ [11, 27].

Ââåäåì óêîðî÷åííóþ ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà

Hu = u1(p1 cos θ + p2 sin θ) + u2p3, (p1, p2, p3) ∈ T ∗
e M ≃ R3. (5.2)

Ïóñòü (u(t), q(t)), t ∈ [0, T ], � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ, òîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ṗ = −∂Hu

∂q
, q̇ =

∂Hu

∂p
;

2. óñëîâèå ìàêñèìóìà Hu(t)(p(t), q(t)) = max
u∈U

Hu(p(t), q(t)) = H ∈ {0, 1}.

Ñëó÷àé H = 0 íàçûâàåòñÿ àíîðìàëüíûì, ñëó÷àé H = 1 � íîðìàëüíûì.

Åñòåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ çàäà÷ íà ãðóïïàõ Ëè

ÿâëÿþòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûå ãàìèëüòîíèàíû, ëèíåéíûå íà ñëîÿõ êîêàñàòåëü-

íîãî ðàññëîåíèÿ [11]. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç h1, h2 è h3:

h1 = p1 cos θ + p2 sin θ, h2 = p3, h3 = p1 sin θ − p2 cos θ.

Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà ïðèìåò âèä

Hu = u1h1 + u2h2.

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ èìååò âèä:
ẋ = u1 cos θ,

ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u2,


ḣ1 = −u2h3,

ḣ2 = u1h3,

ḣ3 = u2h1.

(5.3)

Ïîäñèñòåìà íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ x, y, θ íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé

÷àñòüþ, à ïîäñèñòåìà íà ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå h1, h2, h3 � âåðòèêàëüíîé

÷àñòüþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ. Ðåøåíèå âåðòèêàëüíîé ÷àñòè âìåñòå ñ

óñëîâèåì ìàêñèìóìà îïðåäåëÿåò ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ, à ðåøåíèå ãîðè-

çîíòàëüíîé ÷àñòè � ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè.

Óñëîâèå ìàêñèìóìà èìååò âèä H = max
u∈U

Hu.

Ïðè h1 < 0 ãàìèëüòîíèàí ðàâåí H = |h2|, ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè

u1 = 0, u2 =

{
signh2, ïðè h2 ̸= 0,

∀u2 ∈ I = [−1, 1], ïðè h2 = 0.
(5.4)

Ïðè h1 = 0 ãàìèëüòîíèàí ðàâåí H = |h2|, ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè{
u1 = 0, u2 = signh2, ïðè h2 ̸= 0,

∀(u1, u2) ∈ U, ïðè h2 = 0.
(5.5)

Ïðè h1 > 0 ãàìèëüòîíèàí ðàâåí H =
√
h2
1 + h2

2, ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè

u =
h√

h2
1 + h2

2

, u =

(
u1

u2

)
, h =

(
h1

h2

)
. (5.6)
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Çàìå÷àíèå 6. Âûðàæåíèå ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè h1 > 0 èìååò

ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ôóíêöèÿ Hu = u1h1 + u2h2 =

⟨u,h⟩ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïî (u1, u2) ∈ U , êîãäà âåêòîðû u è h ñîíàïðàâëåíû

è åâêëèäîâà äëèíà ∥u∥ èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, òî åñòü u2
1 + u2

2 = 1.

Òàêèì îáðàçîì u = h/H, ãäå H =
√
h2
1 + h2

2.

Çàêëþ÷àåì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏ èìååò âèä

H = max
u∈U

Hu =

{
|h2|, ïðè h1 ⩽ 0,√
h2
1 + h2

2, ïðè h1 > 0.
(5.7)

Âûðàæåíèå ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äàåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

h1 < 0 h1 = 0 h1 > 0

h2 < 0 u1 = 0, u2 = −1 (u1, u2) = (0,−1) (u1, u2) =
(h1, h2)

H

h2 = 0 u1 = 0, u2 ∈ I (u1, u2) ∈ U (u1, u2) =
(h1, h2)

H

h2 > 0 u1 = 0, u2 = 1 (u1, u2) = (0, 1) (u1, u2) =
(h1, h2)

H
.

(5.8)

5.1. Àíîðìàëüíûé ñëó÷àé H = 0.

Èç (5.7) ñëåäóåò |h2| ⩽ H = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, h2 = 0 ïðè ëþáîì h1.

Ïðè h1 < 0 â ñèëó (5.4) èìååì u1 = 0, u2 ∈ I = [−1, 1]. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà
ẋ = 0, x(0) = 0,

ẏ = 0, y(0) = 0,

θ̇ = u2, θ(0) = 0,

{
ḣ1 = −u2h3, h1(0) = h10,

ḣ3 = u2h1, h3(0) = h30

(5.9)

èìååò äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u2(t) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x(t) = 0,

y(t) = 0,

θ(t) = U2(t),

{
h1(t) = h10 cosU2(t)− h30 sinU2(t),

h3(t) = h30 cosU2(t) + h10 sinU2(t),
(5.10)

ãäå U2(t) =

∫ t

0

u2(τ)dτ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé h1 = 0. Ïîñêîëüêó H = |h2| ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðà-

ëîì ñèñòåìû, òî ḣ2 = 0. Èç ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (5.3) ñëåäóåò h3u1 = 0.

Ñëó÷àé h3 = 0 ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ íåòðèâèàëüíîñòè íà÷àëüíîãî êîâåêòîðà

â ÏÌÏ. Â ñëó÷àå u1 = 0 âûðàæåíèÿ (5.4) è (5.5) ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì,

ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå ïðè h1 = 0 èìååò òîò æå âèä, ÷òî è ïðè h1 < 0.

Ïðè h1 > 0 àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íå ñóùåñòâóåò. Ýòîò ñëó÷àé íåâîçìî-

æåí, ïîñêîëüêó ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ H = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 2. Àíîðìàëüíîå ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò âèä u1(t) = 0,

u2(t) ∈ I = [−1, 1] � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà L∞([0, T ], I), óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ óñëîâèþ h10 cosU2(t) − h30 sinU2(t) ⩽ 0 ïðè âñåõ t ∈ [0, T ], ãäå h10 ⩾ 0,

U2(t) =
∫ t

0
u2(τ)dτ .
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Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íå ÿâëÿåò-

ñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè u2 ìåíÿåò çíàê èëè îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñìåíà çíàêà u2

ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòàì â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Íóëåâîå óïðàâëå-

íèå ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîé òî÷êå. Òàêèå äâèæåíèÿ çàâåäîìî íå îïòèìàëü-

íû â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ïîâîðîò íà ìåñòå îïòèìàëåí,

åñëè óãîë ïîâîðîòà íå ïðåâîñõîäèò π. Âûáèðàÿ íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

u2
1+u2

2 = 1, ïîëó÷àåì u2 = s2 = ±1. Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî àíîðìàëü-

íûå îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ïîâîðîòàìè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ:

x(t) = 0, y(t) = 0, θ(t) = s2t.

5.2. Íîðìàëüíûé ñëó÷àé H = 1. Âåðòèêàëüíàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìû ÏÌÏ (5.3) èìååò âèä

ḣ1 = −u2h3, ḣ2 = u1h3, ḣ3 = u2h1, (5.11)

ãäå óïðàâëåíèå (u1, u2) çàäàíî ñîîòíîøåíèÿìè (5.4) �(5.6).

Ñèñòåìà (5.11) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë � ãàìèëüòîíèàí H, çàäàííûé ôîð-

ìóëîé (5.7), çàâèñÿùåé îò çíàêà h1. Ïîìèìî ãàìèëüòîíèàíà èìååòñÿ åùå îäèí

ïåðâûé èíòåãðàë � ôóíêöèÿ Êàçèìèðà E, çàäàííàÿ åäèíîé ôîðìóëîé íà âñåé

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

E = h2
1 + h2

3. (5.12)

Çàìå÷àíèå 7. Ôóíêöèè Êàçèìèðà � ýòî ôóíêöèè íà äâîéñòâåííîì ïðî-

ñòðàíñòâå àëãåáðû Ëè, êîììóòèðóþùèå â ñìûñëå ñêîáîê Ïóàññîíà ñî âñåìè ëå-

âîèíâàðèàíòíûìè ãàìèëüòîíèàíàìè. Îíè ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè çàêîíàìè

ñîõðàíåíèÿ íà ãðóïïå Ëè. Ñâÿçíûå ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ âñåõ ôóíê-

öèé Êàçèìèðà ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû

Ëè (ñì. [29; Óòâ. 7.7]).

Ïåðâûé èíòåãðàë E ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Êàçèìèðà íà SE(2), ïîñêîëüêó îí

êîììóòèðóåò ñî âñåìè ëåâîèíâàðèàíòíûìè ãàìèëüòîíèàíàìè:

{E, h1} = {E, h2} = {E, h3} = 0.

Íà Ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïîâåðõ-

íîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèíà H = 1, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé äâå ïîëóïëîñêîñòè

{(h1, h3) | h1 < 0, h2 = ±1}, ñêëååííûå ïîëîâèíîé öèëèíäðà {h2
1 + h2

2 = 1 | h1 ⩾
0}, è ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè Êàçèìèðà E ⩾ 0, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé

öèëèíäð h2
1+h2

3 = E. Ïîìèìî âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ {h1 = 0, h2 = ±1, h3 = 0}
(óñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ) è {h1 = 1, h2 = 0, h3 = 0} (íåóñòîé÷èâîå

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ), âîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ: E < 1, E = 1 è

E > 1. Ñëó÷àé E = 1 íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì. Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå â

ñîñòîÿíèå (èëè èç ñîñòîÿíèÿ) íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ïðîèñõîäèò çà áåñêî-

íå÷íîå âðåìÿ.

Íà Ðèñ. 5 ïðèâåäåí ôàçîâûé ïîðòðåò âåðòèêàëüíîé ÷àñòè ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìû, ñóæåííûé íà ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà H = 1. Íà ýòîì

ðèñóíêå ïîâåðõíîñòü H = 1, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé, ñêëååííûõ ïî-

ëîâèíîé öèëèíäðà, èçîáðàæåíà â ðàçâåðíóòîì âèäå. Ëèíèè ñêëåéêè íàíåñåíû
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Ðèñ. 4. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà

H (çåëåíàÿ ïîâåðõíîñòü) è ôóíêöèè Êàçèìèðà E (êðàñíàÿ ïîâåðõíîñòü).

Ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ âûäåëåíà æåëòûì. Ñëåâà: E < 1. Öåíòð: E = 1.

Ñïðàâà: E > 1.

Ðèñ. 5. Ôàçîâûé ïîðòðåò íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà H = 1.

íà ðèñóíîê. Ëåâàÿ ÷àñòü ðèñóíêà ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâîìó ïîðòðåòó íà ïîëó-

ïëîñêîñòè h2 = −1, ñðåäíÿÿ ÷àñòü � íà ïîëîâèíå öèëèíäðà, ïðàâàÿ ÷àñòü � íà

ïîëóïëîñêîñòè h2 = 1. Ïî âåðòèêàëè îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ h3. Ïî ãîðèçîíòàëè

� çíà÷åíèÿ h1 íà ëåâîé è ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðèñóíêà, çíà÷åíèå arccosh1 ∈ [−π
2 ,

π
2 ]

íà ñðåäíåé ÷àñòè ðèñóíêà. Òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèòè÷åñêîìó çíà÷å-

íèþ E = 1 íàíåñåíà íà ðèñóíîê.

Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà h1 ïîëó÷àþòñÿ äâå ðàçëè÷íûå ñèñòåìû, ñì. (5.7).

Ïðè ñìåíå çíàêà h1 äèíàìèêà ïåðåêëþ÷àåòñÿ ñ îäíîé ñèñòåìû íà äðóãóþ. Äà-

ëåå ìû ïðîàíàëèçèðóåì âîçìîæíûå ñëó÷àè. Ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé ïðî-

èñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå, áóäåì îáîçíà÷àòü t0 ∈ {t00 = 0, t10, t
2
0, . . .}.

5.2.1. Ñëó÷àé h1 < 0. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïîñòîÿíñòâà ãàìèëüòîíèàíà H,

ñì. (5.7), âûïîëíåíî

h2 = h20 = ±1.
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Â ñèëó (5.4) èìååì u1 = 0, u2 = h2. Îáîçíà÷èì s2 = h2 = ±1.

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ èìååò âèä
ẋ = 0, x(t0) = x0,

ẏ = 0, y(t0) = y0,

θ̇ = s2, θ(t0) = θ0,

{
ḣ1 = −s2h3, h1(t0) = h10,

ḣ3 = s2h1, h3(t0) = h30.
(5.13)

Ðåøåíèå ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè èìååò âèä

x(t) = x0, y(t) = y0, θ(t) = θ0 + s2(t− t0). (5.14)

Ïîëó÷àåì, ÷òî ýêñòðåìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïîâîðîòû ïëîñêî-

ñòè âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè x0, y0 ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ s2 = ±1.

Âåðòèêàëüíàÿ ÷àñòü çàäàíà ëèíåéíîé ñèñòåìîé ÎÄÓ, êîòîðàÿ ëåãêî èíòå-

ãðèðóåòñÿ: {
h1(t) = h10 cos(t− t0)− s2 h30 sin(t− t0),

h3(t) = h30 cos(t− t0) + s2 h10 sin(t− t0).
(5.15)

Ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèåì âåðòèêàëüíîé ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ äóãè îêðóæíîñòåé â

ïëîñêîñòè (h1, h3), à åñëè òî÷íåå, òî â ïîëóïëîñêîñòè h1 < 0 â ñèëó íà÷àëüíîãî

ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïðè s2 = −1 äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè ïðîèñõîäèò ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå, à ïðè s2 = 1 � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Äëÿ ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ îñòàëîñü âû÷èñëèòü ìî-

ìåíò âðåìåíè t1, â êîòîðûé ïðîèçîéäåò ïåðåêëþ÷åíèå äèíàìèêè, òî åñòü òàêîé

ìîìåíò, êîãäà óñëîâèå h1 < 0 ïåðåñòàíåò âûïîëíÿòüñÿ

t1 = min {t > t0 | h10 cos(t− t0)− s2h30 sin(t− t0) = 0} .

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî t1 − t0 � ìèíèìàëüíûé óãîë, íà

êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü ïëîñêîñòü (h1, h3), ÷òîáû âåêòîð (1, 0) ñòàë ïåðïåí-

äèêóëÿðíûì âåêòîðó v = (h10,−s2h30). Ðàññìàòðèâàÿ äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà

ðàñïîëîæåíèÿ v â ïîëóïëîñêîñòè h1 < 0, íàõîäèì

t1 − t0 = arg (−s2h30 − ih10) ∈ (0, π]. (5.16)

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå t0 > 0, òî åñòü êîãäà óæå ïðîèçîøëî

õîòÿ áû îäíî ïåðåêëþ÷åíèå, ôîðìóëà (5.16) ñâîäèòñÿ ê t1 − t0 = π.

5.2.2. Ñëó÷àé h1 = 0. Â ñèëó ïîñòîÿíñòâà ãàìèëüòîíèàíà H, ñì. (5.7), âû-

ïîëíåíî h2 = h20 = ±1. Â ñèëó (5.5) èìååì u1 = 0, u2 = h2. Îáîçíà÷èì

s2 = h2 = ±1.

Äèíàìèêà h1 çàâèñèò îò çíàêà ïðîèçâîäíîé ḣ1 = −h2h3.

Â ñëó÷àå h30 = 0 ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â óñòîé÷èâîì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè

h1 = h3 = 0, h2 = s2. Ñîîòâåòñòâóþùåå ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîñòîÿííî

u1 = 0, u2 = s2, à ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèåé ÿâëÿåòñÿ âðàùåíèå íà ìåñòå

x(t) = x0, y(t) = y0, θ(t) = θ0 + s2(t − t0). Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå òðàåêòîðèè

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïðè t− t0 ∈ [0, π].

Â ñëó÷àå h30 ̸= 0 îáîçíà÷èì s23 = signh2h3. Òîãäà ḣ1 = −s23 = ±1. Åñëè

s23 = 1, òî äèíàìèêà çàäàåòñÿ ñèñòåìîé (5.13) ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ

h1 < 0. Åñëè s23 = −1, òî äèíàìèêà çàäàåòñÿ ñèñòåìîé (5.17) ðàññìàòðèâàåìîãî

äàëåå ñëó÷àÿ h1 > 0.
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5.2.3. Ñëó÷àé h1 > 0. Â ñèëó (5.7) èìååì h1 =
√

1− h2
2. Ãàìèëüòîíîâà

ñèñòåìà ÏÌÏ èìååò âèä
ẋ = h1 cos θ, x(t0) = x0,

ẏ = h1 sin θ, y(t0) = y0,

θ̇ = h2, θ(t0) = θ0,


ḣ1 = −h2h3, h1(t0) = h10,

ḣ2 = h1h3, h2(t0) = h20,

ḣ3 = h2h1, h3(t0) = h30.

(5.17)

Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíûì ïðèìåðîì â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâ-

ëåíèÿ [11]. ßâíîå âûðàæåíèå ðåøåíèÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ßêîáè ïî-

ëó÷åíî â ñòàòüå [3], ãäå àâòîðû ñâåëè âåðòèêàëüíóþ ïîäñèñòåìó ê óðàâíåíèþ

ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà è ïðîèíòåãðèðîâàëè åãî â òåðìèíàõ âûïðÿìëÿþùèõ

êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäàåòñÿ ðàçëè÷íûìè ôîðìóëàìè â ðàçíûõ îá-

ëàñòÿõ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ìàÿòíèêà. Êîíêðåòíûé âèä ôîðìóëû îïðåäåëÿåòñÿ

õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà: êîëåáàíèå, âðàùåíèå, äâèæåíèå ïî ñåïàðà-

òðèñå, óñòîé÷èâîå èëè íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðåäëàãàåì äðóãóþ òåõíèêó èíòåãðèðîâàíèÿ, âåäóùóþ

ê ÿâíîé ïàðàìåòðèçàöèè ðåøåíèÿ îäíîé ôîðìóëîé ïî÷òè âñþäó. Òåõíèêà ñî-

ñòîèò â ñëåäóþùåì: ñíà÷àëà ìû âûâåäåì ÎÄÓ íà ôóíêöèþ h2, íàéäåì åãî

ÿâíîå ðåøåíèå, è çàòåì âûðàçèì îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû h1, h3 ÷åðåç èçâåñò-

íóþ ôóíêöèþ h2 è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîìèìî ïåðâîãî èíòåãðàëà h2
1 + h2

2 = 1, èìååòñÿ åùå îäèí

ïåðâûé èíòåãðàë � ôóíêöèÿ Êàçèìèðà E = h2
1 + h2

3. Îáîçíà÷èì M = E − 2.

Âûïèñûâàÿ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè h2 â ñèëó (5.17), ïîëó÷àåì ÎÄÓ

ḧ2 +Mh2 + 2h3
2 = 0, (5.18)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

h2(t0) = h20, ḣ2(t0) = h10 h30 =
√

1− h2
20 h30. (5.19)

Ñëó÷àé h30 = 0. Â ñèëó (5.7) èìååì |h20| < 1. Ïðè h20 = 0 ðåøåíèåì ñèñòå-

ìû (5.18)�(5.19) ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèåé γ(t) = (x0 +(t− t0) cos θ0, y0 +(t− t0) sin θ0, θ0)

ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå ïî ïðÿìîé. Òàêèå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè äî

áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè h20 ̸= 0 ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó äàëåå ñëó-

÷àþ h30 ̸= 0 ñ óãëîì α = π
2 signh20.

Ñëó÷àé h30 ̸= 0. Ïðè E = 0 ðåøåíèå âåðòèêàëüíîé ÷àñòè (5.17) ÿâëÿåòñÿ

óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñòðåìàëüíûå òðà-

åêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ïîâîðîòàìè íà ìåñòå. Ïðè E = 1 âûïîëíåíî h3 = ±h2,

è âåðòèêàëüíàÿ ÷àñòü ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ḣ1 = ∓(1 − h2
1), ðåøåíèå êîòî-

ðîãî âûðàæàåòñÿ â ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ. ×àñòíûå ñëó÷àè E ∈ {0, 1}
âûðàæàþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ è ïîëó÷àþòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì

â ôîðìóëàõ ïðè E < 1 è E > 1. Ðàññìîòðèì äàëåå îáùèé ñëó÷àé E ̸∈ {0, 1}.
Îáîçíà÷èì s2 = signh20, s3 = signh30. Ââåäåì óãîë

α =


arg

(
−s3

(
h20 + i

√
1− h2

20

))
∈ (−π, π], ïðè E > 1,

arg
(
h20 + i

√
1− h2

20

)
+ 1−s2

2 π ∈ (−π
2 ,

π
2 ], ïðè E < 1.
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Îáîçíà÷èì

ξ(t) =

{ t−t0
k − s3F (α, k), ïðè E > 1,

−s2s3
t−t0
k + s2F (α, k), ïðè E < 1,

ãäå F � ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà â ôîðìå Ëåæàíäðà:

F (α, k) =

α∫
0

d a√
1− k2 sin2 a

.

ßâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.18) äëÿ îáùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâåäåíî

â [30; App. A], ñì. òàêæå [31]. Ïîäñòàâëÿÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5.19), ïîëó÷àåì

h2(t) = −s cn (ξ(t), k) , (5.20)

ãäå

k =
1√
E

=
1√

1− h2
20 + h2

30

, s =

{
s3, ïðè E > 1,

−s2, ïðè E < 1.

Èç (5.20) è óñëîâèÿ h1(t) =
√

1− h2
2(t) íàõîäèì

h1(t) = sn (ξ(t), k) , (5.21)

Ôóíêöèÿ h3(t) íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû ḣ3(t) = h1(t)h2(t), h3(0) = h30:

h3(t) = h30 +

t∫
t0

h1(τ)h2(τ) d τ = h30 +
s

k

ξ(t)∫
ξ(t0)

−k2 sn (a, k) cn (a, k) d a.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî d
da dn(a, k) = −k2 sn(a, k) cn(a, k), ïîëó÷àåì

h3(t) = h30 +
s

k
(dn (ξ(t), k)− dn (ξ(t0), k)) . (5.22)

Îáîçíà÷èì

H2(t) =

t∫
t0

h2(τ) d τ. (5.23)

Çàìå÷àíèå 8. Ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòîì [32; Ãë. 1, § 3] çàäà÷à Êîøè{
ḣ1 = −h2h3, h1(t0) = h10,

ḣ3 = h2h1, h3(t0) = h30.

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (h1, h3), çàäàííîå ôîðìóëîé

h1(t) = h10 cosH2(t)− h30 sinH2(t),

h3(t) = h30 cosH2(t) + h10 sinH2(t).

Çàêëþ÷àåì, ÷òî êàê è ïðè h1 < 0 ïðîåêöèè ðåøåíèé âåðòèêàëüíîé ÷àñòè íà

ïëîñêîñòü (h1, h3) ÿâëÿþòñÿ äóãàìè îêðóæíîñòåé, îäíàêî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ

h1 < 0, äâèæåíèå ïî íèì ïðîèñõîäèò ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ.
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Èíòåãðàë (5.23), ãäå h2 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (5.20), äîïóñêàåò ÿâíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ßêîáè, ñì. [33],

H2(t) = −s arccos (dn (ξ(τ), k))
∣∣∣τ=t

τ=t0
. (5.24)

Òåïåðü çàïèøåì ðåøåíèå ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Çà-

ìåòèì, ÷òî â ñèëó θ̇ = h2, ôóíêöèè θ è H2, ñì. (5.23), ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

θ(t) = θ0 +H2(t). (5.25)

Êîìïîíåíòû x, y ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè âûðàæàþòñÿ â êâàäðàòóðàõ

x(t) = x0 +

t∫
t0

h1(τ) cos θ(τ) d τ, y(t) = y0 +

t∫
t0

h1(τ) sin θ(τ) d τ. (5.26)

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò (x̃, ỹ, θ̃) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, θ0):(
x̃

ỹ

)
=

(
cosβ0 sinβ0

− sinβ0 cosβ0

)(
x

y

)
−
(

x0

y0

)
, θ̃ = θ − β0.

ãäå

β0 = θ0 + s arccos (dn (ξ(t0), k)) .

Â ñèëó ëåâîèíâàðèàíòíîñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, êîìïîíåíòû òðàåêòî-

ðèè (x̃(t), ỹ(t), θ̃(t)) â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óðàâíåíèÿì (5.17),

÷òî è â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ:

˙̃x(t) = h1(t) cos θ̃(t), ˙̃y(t) = h1(t) sin θ̃(t),
˙̃
θ(t) = h2(t).

Èç òîæäåñòâà (5.25) ñëåäóåò

θ̃(t) = −s arccos (dn (ξ(t), k)) . (5.27)

Êîìïîíåíòû x̃, ỹ ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè âûðàæàþòñÿ êàê

x̃(t) =

t∫
t0

h1(τ) cos θ̃(τ) d τ, ỹ(t) =

t∫
t0

h1(τ) sin θ̃(τ) d τ. (5.28)

Èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè äîïóñêàþò ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå. Äåéñòâèòåëüíî,

ïîäñòàâëÿÿ (5.21), (5.27) â (5.28), èìååì

x̃(t) =

t∫
t0

sn (ξ(τ), k) dn (ξ(τ), k) d τ = k

ξ(t)∫
ξ(t0)

sn (a, k) dn (a, k) d a

= −k (cn (ξ(t), k)− cn (ξ(t0), k)) ,

ỹ(t) = −s

t∫
t0

sn (ξ(τ), k)

√
1− dn2 (ξ(τ), k) d τ = −s k2

ξ(t)∫
ξ(t0)

sn2 (a, k) d a

= −s (a− E (a, k))

∣∣∣∣∣
ξ(t)

ξ(t0)

= −s

(
t− t0
k

− E (ξ(t), k) + E (ξ(t0), k)

)
,
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ãäå E(a, k) = E(am(a, k), k) � ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà:

E(α, k) =

α∫
0

√
1− k2 sin2 ad a.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè âûðàæåíèÿ äëÿ ỹ(t) èñïîëüçîâàëîñü ñòàíäàðòíîå òîæ-

äåñòâî
√
1− dn2(a, k) = k | sn(a, k)| è óñëîâèå sn(ξ(t), k) > 0, âûïîëíåííîå â

ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ h1(t) > 0, ñì. (5.21).

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì êîîðäèíàòàì (x, y, θ), ïîëó÷àåì(
x

y

)
=

(
cosβ0 − sinβ0

sinβ0 cosβ0

)(
x̃

ỹ

)
+

(
x0

y0

)
, θ = θ̃ + β0. (5.29)

Çàìå÷àíèå 9. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó h1 > 0, òî òðàåêòîðèÿ ìîæåò áûòü

ïàðàìåòðèçîâàíà äëèíîé s åå ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (x, y):

s(t) =

∫ t

t0

√
ẋ2(τ) + ẏ2(τ) d τ =

∫ t

t0

h1(τ) d τ.

Ýòîò èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÿâíî, ñì. [33]. Â ñèëó (5.21) èìååì

s(t) =

t∫
t0

sn (ξ(τ), k) d τ = ln (dn (ξ(τ), k)− k cn (ξ(τ), k))
∣∣∣τ=t

τ=t0
.

ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òðàåêòîðèè x(s), y(s), θ(s), ïàðàìåòðèçîâàí-

íîé äëèíîé äóãè s íà ïëîñêîñòè, íàéäåíî â [19].

5.2.4. Íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè è óïðàâëåíèÿ. Ïîäâåäåì èòîã

ýòîãî ðàçäåëà, ñôîðìóëèðîâàâ ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 3. Â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ (3.1)�(3.2) íîðìàëüíîå ýêñòðåìàëü-

íîå óïðàâëåíèå (u1(t), u2(t)) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì

h0
0 = (h0

10, s
0
20, h

0
30), h0

10 ∈ (−∞, 1], s020 ∈ {−1, 1}, h0
30 ∈ R.

Ôóíêöèÿ u1(t) èìååò âèä u1(t) =
√

1− u2
2(t), t ∈ [0, T ].

Ôóíêöèÿ u2(t) = h2(t) çàäàåòñÿ íà èíòåðâàëàõ, îáðàçîâàííûõ ðàçáèåíèåì

îòðåçêà t ∈ [0, T ] òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ t0 ∈ {0 = t00, t
1
0, t

2
0, . . . , T}, ãäå ìîìåíò

ïåðåêëþ÷åíèÿ ti0 çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ hi−1
0 = (hi−1

10 , si−1
20 , hi−1

30 ), äîñòèãíóòîãî

â ïðåäûäóùèé ìîìåíò ti−1
0 , è îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

ti0(h
i−1
0 ) = min{t > ti−1

0 |h1(t, h
i−1
0 ) = 0}, hi

0 = h(ti0(h
i−1
0 ), hi−1

0 ).

Çäåñü h(t, hi
0) = (h1(t, h

i
0), h2(t, h

i
0), h3(t, h

i
0)) = vert

(
etH⃗hi

0

)
� ðåøåíèå âåðòè-

êàëüíîé ÷àñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì hi
0 çà

âðåìÿ t ⩾ ti0, èìåþùåé âèä{
(5.13), ïðè (hi

10 < 0) ∨ (hi
10 = 0 ∧ si20s

i
30 > 0),

(5.17), ïðè (hi
10 > 0) ∨ (hi

10 = 0 ∧ si20s
i
30 < 0),

ãäå si30 =

{
signhi

30, ïðè hi
30 ̸= 0,

si20, ïðè h30 = 0.
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Ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè èìåþò âèä

x(t) =

t∫
0

u1(τ) cos θ(τ) d τ, y(t) =

t∫
0

u1(τ) sin θ(τ) d τ, θ(t) =

t∫
0

u2(τ) d τ.

Ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå è òðàåêòîðèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì etH⃗h0
0 âåðòè-

êàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ ḣ = H⃗ ñ íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì h(0) = h0
0. ßâíûå ôîðìóëû â îáùåì ñëó÷àå E ̸∈ {0, 1} ïðè

h1 < 0, h1 = 0 è h1 > 0 ïðèâåäåíû â ðàçäåëàõ 5.2.1, 5.2.2 è 5.2.3 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëó÷àþ h1 < 0 ñîîòâåòñòâóþò îòðåçêè ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé, ÿâëÿþùèå-

ñÿ âðàùåíèÿìè íà ìåñòå. Ñëó÷àþ h1 > 0 ñîîòâåòñòâóþò îòðåçêè ýêñòðåìàëüíûõ

òðàåêòîðèé, ÿâëÿþùèåñÿ ñóáðèìàíîâûìè ãåîäåçè÷åñêèìè íà SE(2), ïðîåêöèÿ

íà ïëîñêîñòü êîòîðûõ íå èìååò òî÷åê âîçâðàòà. Ñëó÷àé h1 = 0 ïðèìûêàåò ê

ñëó÷àþ h1 < 0, ïðè hi
20h

i
30 ⩾ 0, è ê ñëó÷àþ h1 > 0, ïðè hi

20h
i
30 < 0.

Ðåøåíèÿ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ E ∈ {0, 1} âûðàæàþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-

öèÿõ è ïîëó÷àþòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â ôîðìóëàõ â îáùåì ñëó÷àå. Îíè

ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó èç òèïîâ äâèæåíèÿ:

� E = 0 ⇒ h10 = 0 � ïîâîðîò íà ìåñòå;

� E = 1, h30 = 0 � äâèæåíèå ïî ïðÿìîé;

� E = 1, h30 ̸= 0, h10 > 0 � äâèæåíèå ïî òðàêòðèñå, ñì. [3];

� E = 1, h30 ̸= 0, h10 < 0 � ïîâîðîò íà ìåñòå;

� E = 1, h10 = 0 � ïîâîðîò íà ìåñòå èëè äâèæåíèå ïî òðàêòðèñå.

Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, íàáëþäàåì ñâÿçü ìåæäó ýêñòðåìàëüíûìè

òðàåêòîðèÿìè â èññëåäóåìîé çàäà÷å è çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ óïðàâëÿåìîé

ñèñòåìû íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè ñ óïðàâëåíèåì â êðóãå, èññëåäîâàííîé

â [3]: ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (x, y) òðàåêòîðèé â çàäà÷å íà ïîëóêðóãå è çàäà÷å

íà êðóãå ñîâïàäàþò, îäíàêî äèíàìèêà óãëà θ ïðè äâèæåíèè ïî íèì îòëè÷àåòñÿ

� â òî÷êàõ âîçâðàòà â çàäà÷å íà ïîëóêðóãå ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíîå óâåëè÷åíèå

óãëà θ íà π ðàäèàí, ñì. Ðèñ. 6.

� 6. Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà

Â ýòîì ðàçäåëå ïðîèçâåäåì àíàëèç îïòèìàëüíîñòè ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëå-

íèé è îïèøåì ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà.

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å (3.1)�(3.2) íåò îïòèìàëüíûõ ñòðîãî àíîð-

ìàëüíûõ òðàåêòîðèé. Òî åñòü ëþáàÿ îïòèìàëüíàÿ àíîðìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ

ÿâëÿåòñÿ òàêæå íîðìàëüíîé. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç Òåîðåìû 2 è î÷åâèä-

íîãî ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî ïîâîðîò íà ìåñòå îïòèìàëåí (ïðîèñõîäèò íàèñêîðåéøèì

ñïîñîáîì) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ, è

ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà |u2| = 1. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî

íîðìàëüíûé ñëó÷àé.

Â ðàáîòå [4] óêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íà ïëîñêîñòè íå èìååò

âíóòðåííèõ òî÷åê ðàçâîðîòà. Òî÷êàìè ðàçâîðîòà ìîãóò áûòü ëèøü ãðàíè÷íûå

òî÷êè. Ýòî óòâåðæäåíèå ôîðìàëèçóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
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Ðèñ. 6. Ïðîåêöèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé íà ïëîñêîñòü

(x, y). Ñåðîé ñòðåëêîé îáîçíà÷åíî íàïðàâëåíèå θ â ìîìåíòû âðåìåíè

{0, 0.5, 1, . . . , 20}. Ñëåâà: h10 = 1
2
, h20 =

√
3

2
, h30 = 1. Ñïðàâà:

h10 = 1
2
, h20 =

√
3
2
, h30 = 0.7.

.

Òåîðåìà 4. Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ â çàäà÷å (3.1)�(3.2) èìååò âèä

t ∈ [0, t10) [t10, t
2
0) [t20, T ]

x(t) 0 xs(t) x1

y(t) 0 ys(t) y1
θ(t) s1t θs(t) θs(t

2
0) + s2(t− t20),

(6.1)

ãäå 0 ⩽ t10 ⩽ t20 ⩽ T � ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ, çíàêè si = ±1 �

ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿåìûå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, à òðàåêòîðèÿ

(xs(t), ys(t), θs(t)) =: qs(t), qs(t
1
0) = (0, 0, θ10), qs(t

2
0) = (x1, y1, θ

2
0)

ÿâëÿåòñÿ ñóáðèìàíîâîé êðàò÷àéøåé íà SE(2), ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü êîòî-

ðîé íå ñîäåðæèò âíóòðåííèõ òî÷åê âîçâðàòà (ò.å. äëÿ ëþáîãî t ∈ (t10, t
2
0)

âûïîëíåíî ẋs(t)
2 + ẏs(t)

2 > 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âèä (6.1) îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ñëåäóåò èç Òåîðåìû 3 ñ

ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîâîðîòû íà ìåñòå ìîãóò áûòü òîëüêî íà íà÷àëüíîì èëè êîíå÷-

íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Íåîïòèìàëüíîñòü òðàåêòîðèè γ ñ âíóòðåííåé òî÷êîé

ðàçâîðîòà ìîæíî äîêàçàòü, ïîñòðîèâ áîëåå áûñòðóþ òðàåêòîðèþ γ0 (ñðåçêó).

Ñì. Ðèñ. 7.

Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ γ ñ âíóòðåííåé òî÷êîé ðàçâîðîòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

γ̄ ïðîåêöèþ γ íà ïëîñêîñòü. Îáîçíà÷èì òî÷êó ðàçâîðîòà ÷åðåç B = γ̄(t), t ∈
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[tB , tB+π]. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê A = γ̄(tA) è C = γ̄(tC), tA < tB < tB+π < tC
èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè B âûïîëíåíî

|θ0|+ |θ1| < π. (6.2)

Âðåìÿ äâèæåíèÿ T = tC − tA ïî γ̄ èç A â C èìååò îöåíêó ñíèçó

lAB + lBC + π < T, (6.3)

ãäå lAB � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B, lBC � ìåæäó òî÷êàìè

B è C. Ýòà îöåíêà âåðíà, ïîñêîëüêó âðåìÿ äâèæåíèÿ âäîëü ëþáîé òðàåêòîðèè

ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì ïðè äâèæåíèè ïî îòðåçêó

ïðÿìîé. Ïîýòîìó lAB + lBC < tB − tA + tC − tB − π = T − π

Äëÿ ðàññòîÿíèÿ lAC ìåæäó A è C âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

lAC < lAB + lBC . (6.4)

Òðàåêòîðèÿ γ0 ñòðîèòñÿ èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ äâèæåíèé: ïîâîðîò íà ìåñòå

íà óãîë θ0, äâèæåíèå âïåðåä çà âðåìÿ lAC , ïîâîðîò íà ìåñòå íà óãîë θ1. Âðåìÿ

äâèæåíèÿ T0 ïî òðàåêòîðèè γ0 èç γ(tA) â γ(tC) âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî

T0 = |θ0|+ lAC + |θ1|. (6.5)

Êîìáèíèðóÿ (6.2)�(6.5), ïîëó÷àåì T0 < T . ■

�0
�1

A

B

C

lAB lBC

lAC

Ðèñ. 7. Íåîïòèìàëüíîñòü òðàåêòîðèè ñ âíóòðåííåé òî÷êîé ïîâîðîòà.

Ââèäó ñëîæíîé ïàðàìåòðèçàöèè ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé, â îáùåì ñëó-

÷àå ÿâíîå âûðàæåíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè qs ÷åðåç ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â

íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòàåòñÿ íåèçâåñòíûì. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ íàéòè îáðàòíîå

ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå (âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîçíà÷íîå)

Exp−1 : M → C × R+ : q1 7→ (h(0), T ),

êîòîðîå ïåðåâîäèò êîíå÷íóþ òî÷êó q1 ∈ M îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â íà÷àëü-

íûé èìïóëüñ h(0) ∈ C = T ∗
e M ∩ {H = 1} è âðåìÿ T ⩾ 0. Â ðàáîòå [19] ïðåäëî-

æåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà ìåòîäå ñòðåëüáû.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ (3.1)�(3.2) íà ãðóïïå

äâèæåíèé ïëîñêîñòè ñ óïðàâëåíèåì â ïîëóêðóãå. Ðàññìàòðèâàåìàÿ óïðàâëÿ-

åìàÿ ñèñòåìà çàäàåò ìîäåëü ìàøèíû íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ

âïåðåä è ïîâîðà÷èâàòü ñêîëü óãîäíî áûñòðî.

Òðàåêòîðèè òàêîé ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ â îáëàñòè îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé.

Äàííàÿ ïîñòàíîâêà íàöåëåíà íà óñòðàíåíèå ïðîáëåìû òî÷åê âîçâðàòà ó ñóùå-

ñòâóþùåãî ìåòîäà ïîèñêà âûäåëÿþùèõñÿ êðèâûõ íà èçîáðàæåíèÿõ.

Ïîìèìî ïðèêëàäíîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â òåîðèè óïðàâ-

ëåíèÿ, êàê ìîäåëüíûé ïðèìåð òðåõìåðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ êîìïàêòíûì

ìíîæåñòâîì óïðàâëåíèé, ñîäåðæàùèì íîëü íà ãðàíèöå.

Â ñòàòüå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

� êîíñòðóêòèâíî äîêàçàíà ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü è ñóùåñòâîâàíèå îïòè-

ìàëüíûõ óïðàâëåíèé (Òåîðåìà 1);

� íàéäåí ÿâíûé âèä àíîðìàëüíûõ óïðàâëåíèé (Òåîðåìà 2);

� íàéäåíà ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íîðìàëüíûõ óïðàâëåíèé (Òåîðåìà 3);

� íàéäåí ÿâíûé âèä ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé;

� ÷àñòè÷íî èññëåäîâàí âîïðîñ îïòèìàëüíîñòè ýêñòðåìàëåé;

� îïèñàíà ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà (Òåîðåìà 4).

Àâòîð áëàãîäàðåí ïðîô. Þ.Ë. Ñà÷êîâó è àíîíèìíûì ðåöåíçåíòàì çà öåí-

íûå çàìå÷àíèÿ ïî ðàáîòå. Àâòîð ïðèçíàòåëåí ïðîô. Ð. Äàéòñó çà îáñóæäåíèå

ïðèëîæåíèÿ ìîäåëè â îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé.
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