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Аннотация

Рассматривается естественное уточнение модели Петито-Читти-
Сарти первичной зрительной коры головного мозга. Уточнение про-
исходит путем учета кривизны контуров видимого изображения. В та-
кой модели скрытые от наблюдения контуры достраиваются мозгом
с помощью субримановых геодезических в четырехмерном простран-
стве M позиций, направлений и кривизн. Пространство M модели-
рует конфигурационное пространство нейронов зрительной коры. В
данной работе исследуется задача о субримановых геодезических на
многообразии M = R2 × SO(2) × R. Доказывается полная управляе-
мость системы и существование оптимальных управлений. К задаче
применяется необходимое условие оптимальности — принцип макси-
мума Понтрягина и исследуется соответствующая гамильтонова си-
стема. Найдена явная параметризация анормальных траекторий. В
нормальном случае найдены три функционально независимых пер-
вых интеграла. Численные эксперименты указывают на наличие еще
одного первого интеграла, что означает интегрируемость по Лиувил-
лю нормальной гамильтоновой системы.
Ключевые слова: модель зрения, зрительная кора, субриманова гео-
метрия, геодезические, кривизна, задача оптимального управления,
интегрируемость.
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1 Введение
Принципы устройства биологических зрительных систем вызывают боль-
шой интерес среди исследователей во многих областях науки. Важным на-
правлением является разработка и изучение реалистичных математических
моделей, описывающих определенный этап обработки зрительного сигнала.
В данной работе исследуется математическая модель зрительной коры V1-
V2 головного мозга млекопитающих, предложенная Ж. Петито [1]. Такая
модель получается путем уточнения классической модели Петито-Читти-
Сарти, представляющей первичную зрительную кору V1 как субриманову
структуру на группе Ли SE(2) = R2 × SO(2). Здесь SE(2) моделирует кон-
фигурационное пространство нейронов V1, которое можно понимать как
пространство позиций R2 и направлений SO(2). Уточнение модели проис-
ходит путем включения кривизны контуров обозреваемого изображения.
Это приводит к субримановой структуре на четырехмерном многообразии
M = R2 × SO(2)× R, где четвертая компонента кодирует кривизну.

Интерес к подобным моделям восходит так же из приложений. Прин-
ципы работы биологических зрительных систем активно используются в
компьютерном зрении. На основе этих принципов создаются эффективные
методы обработки изображений: улучшение, сегментация, восстановление,
поиск объектов. Так, например, в работе [2] предложен подход к обработке
изображений, основанный на поднятии изображения в расширенное про-
странство позиций и направлений (invertible orientation scores). После та-
кого подъема, субримановы кратчайшие используются для поиска выде-
ляющихся кривых [3, 4, 5]. Такой подход хорошо зарекомендовал себя, в
частности, в обработке медицинских изображений.

Математическая модель V1 как субриманова структура в пространстве
позиций и направлений была предложена Ж. Петито [6]. Затем эта мо-
дель была уточнена Дж. Читти и А. Сарти [7]. Согласно этой модели, про-
цесс дополнения скрытых контуров происходит путем минимизации энер-
гии возбуждения нейронов, воспринимающих визуальную информацию в
областях повреждения. Такой процесс моделируется действием оператора
гипоэллиптической диффузии, изученного в [8]. Результирующие кривые
являются субримановыми кратчайшими. Такие кривые применяются для
восстановления поврежденных изображений [9] и используются для объяс-
нения некоторых зрительных иллюзий [10].

В данной статье рассматривается задача о субримановых геодезических
в пространстве M позиций, направлений и кривизн. В разделе 2 задача
формулируется в виде задачи оптимального управления. В разделе 3 до-
казывается полная управляемость системы и существование оптимальных
управлений. Затем в разделе 4 к задаче применяется необходимое условие
оптимальности — принцип максимума Понтрягина (ПМП) и исследуется
гамильтонова система ПМП. В заключении подводится итог проделанной
работы и перечисляются основные результаты.
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2 Задача оптимального управления
Рассматривается следующая управляемая система:

ẋ = u1 cos θ,

ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u1k,

k̇ = u2,

(x, y, θ, k) = q ∈ SE(2)× R = M,

(u1, u2) ∈ R2.
(1)

Для траектории, соответствующей управлению (u1(t), u2(t)) за время T > 0,
определим функционал качества — субриманову длину этой траектории:

l =

T∫
0

√
u21(t) + u22(t) dt. (2)

Исследуется задача поиска липшицевой кривой γ : [0, T ]→M — траектории
системы (1), удовлетворяющей заданным граничным условиям

γ(0) = q0, γ(T ) = q1, qi ∈M, (3)

и имеющей минимальную субриманову длину l(γ)→ min.

Замечание 1 Несложно проверить, что система (1) инвариантна отно-
сительно параллельных переносов и поворотов в плоскости (x, y). В силу
этого без ограничения общности можно свести исследование задачи при
произвольном q0 = (x0, y0, θ0, k0) к случаю q0 = (0, 0, 0, k0).

3 Глобальная управляемость системы
При исследовании задачи (1)–(3) возникает естественный вопрос существо-
вания допустимой траектории, соединяющей граничные условия (3). Если
при любых q0, q1 ∈ M ответ положителен, то управляемая система на-
зывается вполне управляемой. Исследуем свойство полной управляемости
системы (1), используя технику геометрической теории управления [11].

Перепишем управляемую систему (1) в виде

γ̇ = u1X1 + u2X2,

где векторные поля при управлениях имеют вид

X1 =


cos θ

sin θ

k

0

 , X2 =


0

0

0

1

 .
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Исследуем вопрос управляемости, используя теорему Рашевского-Чжоу.
В нашем случае достаточно проверить выполнение рангового условия. Для
этого вычислим следующие скобки Ли полей Xi:

X3 = [X1, X2] =


0

0

−1

0

 , X4 = [X1, [X1, X2]] =


− sin θ

cos θ

0

0

 .

Вычислим определитель матрицы, составленной из полей X1, . . . , X4:

det


cos θ 0 0 − sin θ
sin θ 0 0 cos θ
k 0 −1 0
0 1 0 0

 ≡ 1. (4)

Заключаем, что ранг матрицы равен четырем, то есть векторные поля Xi

являются линейно независимыми и задают базис касательного простран-
ства TqM в каждой точке. Получаем, что все условия теоремы Рашевского-
Чжоу выполнены, и приходим к следующему утверждению.

Теорема 1 Управляемая система (1) вполне управляема.

Замечание 2 Поскольку управления ui неограниченны, то условие (3) эк-
вивалентно γ̇ ∈ ∆γ = span(X1(γ), X2(γ)), где семейство плоскостей ∆
называется распределением. В силу условия (4), вектор роста распределе-
ния ∆ равен (2, 3, 4).

Далее возникает вопрос существования оптимальных траекторий: все-
гда ли существует допустимая траектория, удовлетворяющая условиям (3),
на которой функционал (2) достигает минимального значения? Положи-
тельный ответ на этот вопрос дается теоремой Филиппова [11, 12].

4 Принцип максимума Понтрягина
Прежде чем переходить к исследованию экстремальных траекторий, све-
дем исследуемую задачу к более простой. А именно заметим, что в силу
неравенства Коши-Буняковского исходная задача равносильна задаче ми-
нимизации функционала действия

J =

T∫
0

u21(t) + u22(t)

2
dt→ min . (5)

Применим к задаче (1), (3), (5) необходимое условие оптимальности —
принцип максимума Понтрягина (ПМП). Введем функцию Понтрягина

hνu = 〈p,
2∑
i=1

uiXi〉+ ν/2

2∑
i=1

u2i , p ∈ T ∗M, ν ≤ 0.
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Пусть (u(t), q(t)), t ∈ [0, T ], — оптимальный процесс, тогда выполнено:

1. гамильтонова система ṗ = −∂h
ν
u

∂q
, q̇ =

∂hνu
∂p

;

2. условие максимума hνu(t)(p(t), q(t)) = max
u∈R2

hνu(p(t), q(t));

3. условие нетривиальности (p(t), ν) 6= (0, 0) ∀t ∈ [0, T ].

Обозначим hi = 〈p,Xi〉. Функция Понтрягина примет вид

hνu = u1h1 + u2h2 + ν/2
(
u21 + u22

)
.

В формулировке ПМП без ограничения общности достаточно рассмот-
реть два случая: ν = 0 — анормальный случай, и ν = −1 — нормальный
случай. Далее рассмотрим их подробно.

4.1 Анормальный случай ν = 0.
Функция Понтрягина h0u принимает вид h0u = u1h1 + u2h2. Это линейная
функция, неограниченная при h21 + h22 6= 0. Таким образом, условие макси-
мума выполняется тогда и только тогда, когда h1 = h2 ≡ 0. Максимизиро-
ванный гамильтониан в этом случае равен H = max

u∈R2
h0u = 0.

Обозначим (a, b, c, d) компоненты ковектора p в канонических координа-
тах. Они изменяются по закону ṗi = −∂h

0
u

∂qi
:

ȧ = 0,

ḃ = 0,

ċ = −u1(−a sin θ + b cos θ),

ḋ = −u1 c.

(6)

Условие h1 = h2 ≡ 0 записывается в виде{
a cos θ + b sin θ + ck ≡ 0,

d ≡ 0.
(7)

Второе тождество в силу системы (6) влечет ḋ = −u1 c ≡ 0.
Возможны два случая: c ≡ 0 или u1 ≡ 0.
Рассмотрим случай c ≡ 0. Тождественное равенство нулю функции c

влечет равенство нулю ее производной ċ ≡ 0. Из третьего уравнения си-
стемы (6) следует u1(−a sin θ + b cos θ) ≡ 0. Это тождество выполняется
при u1 ≡ 0, что приводит к случаю, рассмотренному далее, или (−a sin θ +
b cos θ) ≡ 0. С другой стороны, первое тождество системы (7) принимает
вид a cos θ + b sin θ ≡ 0. Заключаем, что a2 + b2 ≡ 0. Таким образом, имеем
a = b = c = d ≡ 0, что противоречит условию нетривиальности в ПМП.

Остается рассмотреть случай u1 ≡ 0. В этом случае ковектор p яв-
ляется постоянным и ненулевым. Выбирая натуральную параметризацию
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u21 + u22 = 1 на траекториях, получаем u2 = ±1. Подставляя найденные экс-
тремальные управления в систему (1) и решая ее, приходим к следующему
утверждению.

Теорема 2 Натурально параметризованные анормальные экстремальные
траектории в задаче (1)–(3) имеют вид γ(t) = (0, 0, 0,±t). Эти траекто-
рии оптимальны.

4.2 Нормальный случай ν = −1.
Функция Понтрягина h−1u принимает вид h−1u = u1h1 + u2h2 −

(
u21 + u22

)
/2.

Условие максимума дает выражения экстремальных управлений:

∂h−1u
∂ui

= hi − ui = 0 ⇒ ui = hi.

При этом максимизированный гамильтониан H = max
u∈R2

h−1u принимает вид

H =
h21 + h22

2
.

По определению hi = 〈p,Xi〉, i = 1, . . . , 4 имеем
h1 = a cos θ + b sin θ + ck,

h2 = d,

h3 = −c,
h4 = −a sin θ + b cos θ.

⇔


a = (h1 + kh3) cos θ − h4 sin θ,

b = h4 cos θ + (h1 + kh3) sin θ,

c = −h3,
d = h2.

Гамильтонова система в канонических координатах имеет вид
ẋ = (a cos θ + b sin θ + ck) cos θ,

ẏ = (a cos θ + b sin θ + ck) sin θ,

θ̇ = k(a cos θ + b sin θ + ck),

k̇ = d.


ȧ = 0,

ḃ = 0,

ċ = −(b cos θ − a sin θ)(kc+ a cos θ + b sin θ),

ḋ = −c(ck + a cos θ + b sin θ),

Перепишем эту систему в координатах hi:
ẋ = h1 cos θ,

ẏ = h1 sin θ,

θ̇ = h1k,

k̇ = h2,


ḣ1 = −h2h3,
ḣ2 = h1h3,

ḣ3 = h1h4,

ḣ4 = −kh1(kh3 + h1).

(8)

Выбор натуральной параметризации u21+u22 = 1 на экстремальных траекто-
риях фиксирует поверхность уровня гамильтониана H = (h21 + h22)/2 = 1/2.
Введем в плоскости (h1, h2) полярный угол α ∈ S1:

h1 = cosα, h2 = sinα.

Выполнив замену переменных в гамильтоновой системе (8) приходим к сле-
дующему утверждению.
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Теорема 3 Натурально параметризованные нормальные экстремальные
траектории в задаче (1)–(3) являются решениями системы

ẋ = cosα cos θ,

ẏ = cosα sin θ,

θ̇ = k cosα,

k̇ = sinα,


α̇ = h3,

ḣ3 = h4 cosα,

ḣ4 = −k cosα(kh3 + cosα).

(9)

Возникает вопрос теоретической возможности вывода явного вида экс-
тремальных траекторий — вопрос интегрируемости гамильтоновой систе-
мы ПМП. Для доказательства интегрируемости по Лиувиллю системы (8)
достаточно найти 4 функционально независимых первых интеграла, нахо-
дящихся в инволюции. Одним таким интегралом является гамильтониан
H, еще два первых интеграла a и b непосредственно следуют из записи
гамильтоновой системы в канонических координатах. Эти три интеграла
являются функционально независимыми и находятся в инволюции. Суще-
ствование четвертого интеграла остается под вопросом.

Проведены численные эксперименты, указывающие на наличие четвер-
того интеграла. Для этого рассматривается четырехмерная система в пере-
менных (α, h3, h4, k), которая отделяется от остальных переменных:

α̇ = h3,

ḣ3 = h4 cosα,

ḣ4 = −k cosα(kh3 + cosα),

k̇ = sinα.

(10)

Эта система исследовалась с помощью отображения последования (отоб-
ражения Пуанкаре). Для этого была найдена замкнутая траектория. Такая
траектория задается начальным значением α(0) = π

2 , h3(0) = 1, h4(0) = 0,
k = 0. Более точно, было найдено однопараметрическое семейство периоди-
ческих траекторий

α(t) =
π

2
+ t h3(0), h3(t) = h3(0), h4(t) = 0, k(t) =

sin(t h3(0))

h3(0)
,

получаемое путем изменения начального значения h3(0). При этом период
равен T = | 2π

h3(0)
|. При таких начальных значениях точка (h3, h4) = (h3(0), 0)

является неподвижной.
Было выбрано гиперпространство k = 0, трансверсальное периодиче-

ской траектории. Отображение Пуанкаре строилось следующим образом.
Выбирались начальные условия, близкие к тем, что порождают периодиче-
скую траекторию. Из этих начальных условий выпускалась траектория и
искались точки пересечения с трансверсальным гиперпространством (пер-
вый раз, второй раз, . . ., N -ый раз).

На Рис. 1 изображены точки отображения Пуанкаре в пространстве
(α, h3, h4). Красной точкой обозначена орбита замкнутой траектории с на-
чальными значениями α(0) = π

2 , h3(0) = 1, h4(0) = 0. Для остальных траек-
торий использовались следующие параметры. Для оранжевой траектории:
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α(0) = 1.56, h3(0) = 0.94, h4(0) = 0.02. Для зеленой траектории: α(0) = 1.55,
h3(0) = 1.06, h4(0) = 0.05. Для черной траектории: α(0) = 1.6, h3(0) = 1.14,
h4(0) = 0.02. Для синей траектории: α(0) = 1.58, h3(0) = 1.24, h4(0) = 0.01.
Количество итераций отображения Пуанкаре для всех траекторий было вы-
брано N = 1000.

Траектории вычислялись путем численного интегрирования (NDSolve
в системе Wolfram Mathematica). Моменты попадания на трансверсаль-
ное многообразие определялись с помощью численного решения (FindRoot)
уравнения k(t) = 0 вдоль заданной траектории, с начальным приближением
t = | 2π

h3(0)
| на каждой итерации i = 1, . . . , N .

Визуально заметно, что точки отображения Пуанкаре заполняют непре-
рывные замкнутые кривые. Это указывает на то, что при малом возмуще-
нии начальных условий траектории остаются близкими на длинном интер-
вале времени. Такая ситуация возникает в случае, когда система является
интегрируемой (по крайней мере в некоторой области). Поскольку систе-
ма (10) задана аналитическими функциями, то интегрируемость в некото-
рой области влечет интегрируемость глобально на всем пространстве.

Таким образом, результаты приведенных численных экспериментов ука-
зывают на наличие четвертого независимого первого интеграла и интегри-
руемость по Лиувиллю гамильтоновой системы (9).

5 Заключение
В работе рассмотрена задача о субримановых геодезических на многооб-
разии M = R2 × SO(2) × R, возникающая в уточненной модели первичной
зрительной коры головного мозга млекопитающих. Уточненная модель по-
лучается путем добавления анализа кривизны контуров видимого изобра-
жения в классическую модель Петито-Читти-Сарти.

В статье получены следующие основные результаты. Доказана полная
управляемость системы и существование оптимальных управлений. Выпи-
сана гамильтонова система ПМП. Найдена явная параметризация анор-
мальных траекторий. В нормальном случае найдены три функционально
независимых первых интеграла. Сформулирована гипотеза, подтвержден-
ная численными экспериментами, что нормальная гамильтонова система
является интегрируемой по Лиувиллю.

Авторы благодарны проф. Ю.Л. Сачкову за ценные указания по работе
и тщательную проверку рукописи.
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Рис. 1: Орбиты отображения Пуанкаре в пространстве (α, h3, h4) при пе-
ресечении трансверсального многообразия k = 0 траекториями, близкими
к замкнутой (красная точка). Разные траектории указаны разным цветом.
Для каждой траектории выделены начальные точки.
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