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Ïîñòàâëåííûå çàäà÷è

Âñåñòîðîííåå èññëåäîâàíèå ðÿäà íåòðèâèàëüíûõ àêòóàëüíûõ
ïðîáëåì ðîáîòîòåõíèêè, ìåõàíèêè, ìîäåëåé çðåíèÿ è îáðàáîòêè
èçîáðàæåíèé:

• äâèæåíèå êîëåñíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ, â òîì ÷èñëå ñ
ïðèöåïàìè,

• êà÷åíèå îäíîãî òâåðäîãî òåëà ïî äðóãîìó áåç
ïðîêðó÷èâàíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ,

• ýëàñòèêè Ýéëåðà,

• îïòèìàëüíîå êîíñòðóèðîâàíèå ïëàñòèí ñ çàäàííûìè
èíåðöèàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè,

• ìîäåëè ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû ÷åëîâåêà,

• àíòðîïîìîðôíîå âîññòàíîâëåíèå è îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé.



Óïðàâëåíèå äâèæåíèåì êîëåñíîãî ðîáîòà
• Èññëåäîâàíà çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ êîë¼ñíîãî ðîáîòà
ñ äâóìÿ ïðèâîäíûìè êîë¼ñàìè, èìåþùèìè çàäàííóþ
ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ.
• Îïèñàíû ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ â ýòîé çàäà÷å
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
• Ïðîâåäåíà ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî óïðàâëåíèþ äâèæåíèåì
äâóõ íàòóðíûõ ìîäåëåé êîëåñíûõ ðîáîòîâ.
• Ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì íà îñíîâå íåéðîñåòè äëÿ
ïëàíèðîâàíèÿ äâèæåíèåì ðîáîòà âäîëü ýëàñòèê Ýéëåðà.
• Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì âäîëü
ðàññìàòðèâàåìûõ òðàåêòîðèé ñ ó÷¼òîì ðàçãîíà â íà÷àëå
ïóòè è òîðìîæåíèÿ â êîíöå.
• Èññëåäîâàíà çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ïåðåìåùåíèè ðîáîòà
íà íåîäíîðîäíîé ïëîñêîñòè (ñ ïðåïÿòñòâèÿìè) êàê çàäà÷à
ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñ çàäàííîé âíåøíåé ñòîèìîñòüþ.
• Ñîçäàí è èñïûòàí ïîëèãîí ñ ïðåïÿòñòâèÿìè äëÿ ðîáîòà.



Íàòóðíûå ìîäåëè ìîáèëüíîãî êîëåñíîãî ðîáîòà
è ðîáîòà ñ ïðèöåïîì



Ïðèìåð ýêñïåðèìåíòà ïî óïðàâëåíèþ ðîáîòîì
âäîëü ñóáôèíñëåðîâîé òðàåêòîðèè

Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ðîáîòà ñ ãàðàæîì è êîíå÷íîå ïîëîæåíèå
ðîáîòà â ãàðàæå ñ òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ.



Ñðàâíåíèå ðåàëüíîé òðàåêòîðèè ñ èäåàëüíîé



Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ è
êîíå÷íûõ îðèåíòàöèÿõ ðîáîòà
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Âàðèàíòû ñîåäèíåíèÿ êðàåâûõ ïîëîæåíèé ðîáîòà
òðàåêòîðèÿìè (áåç ïðåïÿòñòâèÿ è ñ ïðåïÿòñòâèåì)

Ñ ïîìîùüþ:

(1) ýëàñòèêè Ýéëåðà,

(2) ñóáôèíñëåðîâîé ãåîäåçè÷åñêîé íà ãðóïïå SE(2)



Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå òðàåêòîðèè
ìîáèëüíîãî êîëåñíîãî ðîáîòà

áåç ïðåïÿòñòâèÿ è ñ ïðåïÿòñòâèåì



Óïðàâëåíèå äâèæåíèåì ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà

• Èññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà,
äâèæóùåãîñÿ ïî ïëîñêîñòè.

• Ïîëó÷åíî ðåøåíèå êîíñòðóêòèâíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â
âèäå èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî
ñóáîïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè.

• Áûëî ïðîäîëæåíî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è, ìîäåëèðóþùåé îïòèìàëüíîå êà÷åíèå
øàðà ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîêðó÷èâàíèé è ïðîñêàëüçûâàíèé.

• Ðàçðàáîòàíà êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü ñôåðè÷åñêîãî
ìîáèëüíîãî ðîáîòà è ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà,
äåìîíñòðèðóþùàÿ ïðèìåíåíèå íàéäåííûõ óïðàâëåíèé ïðè
çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.



Íàòóðíûå ìîäåëè ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà è ðóêè
ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà,
äâèæóùåãîñÿ ïî ïëîñêîñòè

Çàïèñûâàåòñÿ â âèäå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

γ̇(t) = u1(t)X1(γ(t)) + u2(t)X2(γ(t)), γ(0) = e, γ(T ) = g ,

X1 = ∂x +
q2
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2
∂q3 ,

X2 = ∂y − q1
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2 ∂q2 −

q2
2 ∂q3 ,

γ : [0,T ]→ M = R2 × S3 3 (x , y , q), (u1, u2) ∈ R2,

l =

∫ T

0

√
u21(t) + u22(t) dt → min .

ãäå Xi � áàçèñíûå ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ãðóïïå
Ëè M, ñîîòâåòñòâóþùèå èíôèíèòåçèìàëüíîìó êà÷åíèþ âäîëü
îñåé Ox è Oy .



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà,
äâèæóùåãîñÿ ïî ïëîñêîñòè

Â õîäå èññëåäîâàíèÿ íàéäåíû ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ è
òðàåêòîðèè ìîäåëè ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà. Îïèñàíû äèñêðåòíûå
ñèììåòðèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Íàéäåíû òî÷êè
Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùèå íåïîäâèæíûì òî÷êàì ñèììåòðèé.
Óñòàíîâëåíî ÷òî òî÷êè (x , q) ∈ M, ðàñïîëîæåííûå íà ñòðàòàõ
ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà,
óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç óðàâíåíèé

q3 = 0 èëè xq1 + yq2 = 0.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîñëå òî÷êè Ìàêñâåëëà ýêñòðåìàëüíàÿ
òðàåêòîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé. Ïëàíèðóåòñÿ èñïûòàíèå
íàéäåííûõ óïðàâëåíèé íà íàòóðíîé ìîäåëè ñôåðè÷åñêîãî
ðîáîòà.



Ýëàñòèêè Ýéëåðà

• Ïðîäîëæåíî èçó÷åíèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíûõ
êîíôèãóðàöèÿõ óïðóãîãî ñòåðæíÿ.

• Ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ðåøåíèé äëÿ ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé.

• Ðàçðàáîòàíà íîâàÿ ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ
ýëàñòèê.

• Ïîñòðîåí ðÿä àíèìàöèé ñ äåôîðìàöèÿìè óïðóãîãî
ñòåðæíÿ.

• Íàðèñîâàíû ýëàñòè÷íûå ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìûå
íåïðåðûâíûì íàáîðîì óïðóãèõ ñòåðæíåé.



Ìíîæåñòâî ðàçðåçà äëÿ çàäà÷è Ýéëåðà â ïîëóöèëèíäðå

A = {(x , y , θ) ∈ SE(2) | x2 + y2 < 1, y ≥ 0, θ ∈ [0, π/2]}.



Ìíîæåñòâî ðàçðåçà è ìíîæåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùèå
êðèòè÷åñêèì ýëàñòèêàì, â ïîëóöèëèíäðå A



Âðåìÿ ðàçðåçà äëÿ êðèòè÷åñêîé ýëàñòèêè
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Cåìåéñòâî ýëàñòèê ðàçíîé äëèíû, ñîåäèíÿþùèõ
îäèíàêîâûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ, è âåëè÷èíà

êîìïðîìèññà ìåæäó óïðóãîé ýíåðãèåé è äëèíîé ýòèõ
ýëàñòèê
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Ïðèìåð ýëàñòè÷íîé ïîâåðõíîñòè



Îïòèìàëüíîå êîíñòðóèðîâàíèå ïëàñòèí ñ çàäàííûìè
èíåðöèàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè

• Èññëåäîâàíà ìàò. ìîäåëü çàäà÷è î êîíñòðóèðîâàíèè
ïëàñòèíû ìèíèìàëüíîãî ïåðèìåòðà ñ çàäàííûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû (õîðäîé,
ïëîùàäüþ, öåíòðîì ìàññ è ìîìåíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà).
• Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
èññëåäîâàíû ëîêàëüíàÿ è ãëîáàëüíàÿ îïòèìàëüíîñòü
êðóãîâûõ ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ.
• Èçó÷åíà ïîâåðõíîñòü, çàïîëíåííàÿ àíîðìàëüíûìè
òðàåêòîðèÿìè, âûõîäÿùèìè èç ôèêñèðîâàííîé òî÷êè.
• Èññëåäîâàíà çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ êîíôèãóðàöèè
ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ îäíîðîäíîé óïðóãîé áàëêè â êëàññå
êðóãîâûõ ñåãìåíòîâ, ðàçðàáîòàí àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.
• Â êëàññå óïðóãèõ áàëîê ñ ñå÷åíèÿìè â ôîðìå êðóãîâûõ
ñåãìåíòîâ ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìîìåíòà
ñîïðîòèâëåíèÿ áàëêè åå èçãèáó ïî íåïîëíûì äàííûì î
ðàçìåðàõ åå ñå÷åíèÿ.



Ïîñòàíîâêà äâóõòî÷å÷íîé (2, 3, 5, 8)-çàäà÷è

Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà íèëüïîòåíòíîé
ãðóïïå Ëè ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8)

ẋ = u1X1(x) + u2X2(x), x ∈ R8, u ∈ R2,
x(0) = 0, x(T ) = x1 ∈ R8, T > 0,

L =
T∫
0

√
u21 + u22dt → min .

X1 =
∂

∂x1
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Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ÇÓ
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ x(T ) ñóòü ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà D:

S = x13 ,

M1 = x15 +
1

6
x11 ((x11 )2 + (x12 )2),

M2 = x14 −
1

6
x12 ((x11 )2 + (x12 )2),

J1 = 2x18 +
1

12
x11 (x12 )3,

J2 = 2x16 −
1

12
(x11 )3x12 ,

K12 = x17 ,

ãäå S � ïëîùàäü îáëàñòè D; M1, M2, J1, J2 � ñòàòè÷åñêèå
ìîìåíòû è ìîìåíòû èíåðöèè âòîðîãî ïîðÿäêà îáëàñòè D
îòíîñèòåëüíî îñåé Ox1 è Ox2 ñîîòâåòñòâåííî; K12�
öåíòðîáåæíûé ìîìåíò, O(0, 0) � ïîëþñ.



Ýòàïû èññëåäîâàíèÿ

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ïîëó÷åíû

• êðóãîâûå óïðàâëåíèÿ:

u1(t, ψ) = −(p2 cos p3t + p1 sin p3t),

u2(t, ψ) = p1 cos p3t − p2 sin p3t,

ψ = (p1, p2, p3) ∈ R3, p21 + p22 6= 0, p3 > 0.

• êðóãîâûå òðàåêòîðèè xi (t, ψ), xi (0, ψ) = 0, i = 1, . . . , 8,

ïðîåêöèè êîòîðûõ γ = (x1(t, ψ), x2(t, ψ)), t ∈ [0,T ], âìåñòå ñ
õîðäîé γ0 = {(x11 (1− t), x12 (1− t)), t ∈ [0, 1]} îáðàçóþò
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé çàìêíóòûé êîíòóð γγ0 = ∂D+,
îãðàíè÷èâàþùèé ïëîñêóþ îáëàñòü D.



Îïòèìàëüíîñòü

Òåîðåìà

Êðóãîâûå òðàåêòîðèè x(t, ψ), ψ = (p1, p2, p3), p21 + p22 6= 0,

p3 > 0, îïòèìàëüíû íà îòðåçêå t ∈
[
0,
2π

p3

]
.

Òåîðåìà

Êðóãîâàÿ ïîâåðõíîñòü C åñòü òðåõìåðíîå àíàëèòè÷åñêîå

íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå, ãðàôèê àíàëèòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

G : O → R8, (x1, x2, x3) 7→ (x1, . . . , x8),

O = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x21 + x22 > 0, x3 > 0}.



Íèëüïîòåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è îá óïðàâëåíèè
êà÷åíèåì òâåðäûõ òåë

• Èññëåäîâàíà ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Êàðòàíà.
• Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè
ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ.
• Äîêàçàíî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå ëîêàëüíî îïòèìàëüíû âïëîòü
äî ïåðâîãî âðåìåíè Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
íåïðåðûâíûì è äèñêðåòíûì ñèììåòðèÿì çàäà÷è.
• Äîêàçàíî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå òåðÿþò ñâîþ ãëîáàëüíóþ
îïòèìàëüíîñòü â ïåðâîå âðåìÿ Ìàêñâåëëà.
• Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû è
ïðîãðàììû óïðàâëåíèÿ êà÷åíèåì îäíîãî òâåðäîãî òåëà ïî
äðóãîìó áåç ïðîêðó÷èâàíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ.
• Èññëåäîâàíà íîâàÿ ìîäåëü êà÷åíèÿ òâåðäûõ òåë ñ
àíèçîòðîïíîé (ñóáôèíñëåðîâîé) ìåòðèêîé.
• Ðàçðàáîòàíà êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü êà÷åíèÿ øàðà ïî
íåîäíîðîäíîé ïëîñêîñòè.



Ïîñòàíîâêà ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà ãðóïïå Êàðòàíà

• Ïóñòü íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè çàäàíû òî÷êè a0, a1 ∈ R2,
ñîåäèíåííûå êðèâîé γ0 ⊂ R2. Ïóñòü òàêæå çàäàíû ÷èñëî
S ∈ R è òî÷êà c ∈ R2. Òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü òî÷êè a0, a1
êðàò÷àéøåé êðèâîé γ ⊂ R2 òàê, ÷òîáû êðèâûå γ0 è γ
îãðàíè÷èâàëè íà ïëîñêîñòè îáëàñòü àëãåáðàè÷åñêîé
ïëîùàäè S , ñ öåíòðîì ìàññ c .

• Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

ġ = u1X1(g) + u2X2(g), g = (x , y , z , v ,w) ∈ R5,

g(0) = g0, g(t1) = g1,

l =

∫ t1

0

√
u21 + u22 dt → min,

X1 =
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
− x2 + y2

2

∂

∂w
, X2 =

∂

∂y
+

x

2

∂

∂z
+

x2 + y2

2

∂

∂v
.



Óñëîâèÿ ëîêàëüíîé îïòèìàëüíîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ
• Äîêàçàíî, ÷òî ïåðâîå ñîïðÿæåííîå âðåìÿ âäîëü
ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ãðóïïå Êàðòàíà íå ìåíüøå
ïåðâîãî âðåìåíè Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðóïïå
ñèììåòðèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.
• Ýòî ñäåëàíî íà îñíîâå îöåíêè ÿêîáèàíà ýêñïîíåíöèàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîé ñëåäóþùèì íîâûì ìåòîäîì:
• ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçóåòñÿ ïî 2-ìåðíîé
ãðóïïå íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé (âðàùåíèÿ è äèëàòàöèè),

• äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿêîáèàí
ôàêòîðèçîâàííîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ
âû÷èñëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì
âûïðÿìëÿþùèõ êîîðäèíàò "äåéñòâèå-óãîë"äëÿ ïîäñèñòåìû
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ äëÿ ñîïðÿæåííûõ
ïåðåìåííûõ,

• ïðàêòè÷åñêè íåîáîçðèìîå âûðàæåíèå äëÿ ÿêîáèàíà (104 êÁ
â òåêñòîâîì ôîðìàòå Wolfram Mathematica) â ñèìâîëüíîì
âèäå óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû â ñèñòåìå
Wolfram Mathematica, âûÿñíÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà ÿêîáèàíà,



Óñëîâèÿ ëîêàëüíîé îïòèìàëüíîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ
• äîêàçûâàåòñÿ îòëè÷èå îò íóëÿ ÿêîáèàíà ýêñïîíåíöèàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ òðåõ ìåòîäîâ:
(a) ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü èíäåêñà âòîðîé âàðèàöèè,
(b) ìåòîä ôóíêöèé ñðàâíåíèÿ,
(c) ìåòîä "ðàçäåëÿé è âëàñòâóé

• òàêèì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ òðåáóåìàÿ îöåíêà ÿêîáèàíà
äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
• ÷àñòü ñïåöèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîåöèðóåòñÿ íà
ïëîñêîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðÿìûå, ïîòîìó îíè ãëîáàëüíî
îïòèìàëüíû,
• ÷àñòü ñïåöèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîåöèðóåòñÿ â
êðàò÷àéøèå íà ãðóïïå Ýíãåëÿ, ïîòîìó îíè òàêæå ãëîáàëüíî
îïòèìàëüíû,
• äëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ñïåöèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ
ëîêàëüíàÿ îïòèìàëüíîñòü äîêàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì ñ ãåîäåçè÷åñêèõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
• îöåíêà ÿêîáèàíà äîêàçàíà äëÿ âñåõ ãåîäåçè÷åñêèõ.



Ìåòîäû îöåíêè ÿêîáèàíà ýêñïîíåíöèàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ

(a) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü èíäåêñà âòîðîé âàðèàöèè:
Èíäåêñ âòîðîé âàðèàöèè ðàâåí êîëè÷åñòâó ñîïðÿæåííûõ
òî÷åê âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Ïðè
íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè ãåîäåçè÷åñêîé, ïðè êîòîðîé åå
êîíå÷íàÿ òî÷êà îñòàåòñÿ íåñîïðÿæåííîé ê íà÷àëüíîé,
èíäåêñ âòîðîé âàðèàöèè íå ìåíÿåòñÿ.

(b) Ìåòîä ôóíêöèé ñðàâíåíèÿ: Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè
íåìîíîòîííîé ôóíêöèè íà îòðåçêå ïîäáèðàåòñÿ áîëåå
ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ � ôóíêöèÿ ñðàâíåíèÿ � òàê, ÷òîáû èõ
÷àñòíîå áûëî ìîíîòîííûì. Ïîñëå ýòîãî îöåíèâàåòñÿ
÷àñòíîå, à çàòåì è èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ.

(c) Ìåòîä "ðàçäåëÿé è âëàñòâóé": Ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå
ìåòîäà ôóíêöèé ñðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ îöåíêè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ, êîãäà â êà÷åñòâå
ôóíêöèé ñðàâíåíèÿ áåðåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.



Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà

• Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòì è ïðîãðàììà â Wolfram
Mathematica ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷íîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ
ïîìîùüþ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé

• Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ñîçäàíèÿ
óñòîé÷èâûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì óïðàâëåíèÿ êà÷åíèåì
îäíîãî òâåðäîãî òåëà ïî äðóãîìó áåç ïðîêðó÷èâàíèÿ è
ïðîñêàëüçûâàíèÿ, íà îñíîâå ìåòîäà íèëüïîòåíòíîé
àïïðîêñèìàöèè.

• Ýòè æå ðåçóëüòàòû áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ óïðàâëåíèÿ
ñôåðè÷åñêèì ðîáîòîì â êëàññå ñóáîïòèìàëüíûõ
óïðàâëåíèé.



Êà÷åíèå òâåðäûõ òåë ñ àíèçîòðîïíîé ìåòðèêîé

Ìîäåëü çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

γ̇(t) = u1(t)X1(γ(t)) + u2(t)X2(γ(t)), γ(0) = e, γ(T ) = g ,

X1 = ∂x +
q2
2
∂q0 +

q3
2
∂q1 −

q0
2
∂q2 −

q1
2
∂q3 ,

X2 = ∂y − q1
2 ∂q0 + q0

2 ∂q1 + q3
2 ∂q2 −

q2
2 ∂q3 ,

γ : [0,T ]→ M = R2 × S3 3 (x , y , q), (u1, u2) ∈ R2,

l =

∫ T

0

C(γ(t))
√

u21(t) + u22(t) dt → min .

ãäå Xi � áàçèñíûå ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ãðóïïå
Ëè M, ñîîòâåòñòâóþùèå èíôèíèòåçèìàëüíîìó êà÷åíèþ âäîëü
îñåé Ox è Oy , à ôóíêöèÿ âíåøíåé ñòîèìîñòè C : R2 → R+

ìîäåëèðóåò íåîäíîðîäíîñòü ïîâåðõíîñòè êà÷åíèÿ (àíèçîòðîïèþ
ìåòðèêè).



Êà÷åíèå òâåðäûõ òåë ñ àíèçîòðîïíîé ìåòðèêîé

Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è è êîìïüþòåðíàÿ
ìîäåëü âèçóàëèçàöèè êà÷åíèÿ.



Ìîäåëè ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû ÷åëîâåêà

• Ïðåäëîæåíà è îáîñíîâàíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû V1 ãîëîâíîãî ìîçãà.

• Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
áûëè èññëåäîâàíû âîïðîñû ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé
óïðàâëÿåìîñòè.

• Èññëåäîâàíû âîïðîñû èíòåãðèðóåìîñòè ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.



Ìîäåëü ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû ÷åëîâåêà

Óòî÷íåíèå ìîäåëè Ïåòèòî-×èòòè-Ñàðòè: äîáàâëåíèå ïàðàìåòðà
êðèâèçíû ïðè àíàëèçå êîíòóðîâ èçîáðàæåíèé.



Ìîäåëü ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû ÷åëîâåêà
Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

ẋ = u1 cos θ,

ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u1k,

k̇ = u2,

(x , y , θ, k) ∈ SE(2)× R,
(u1, u2) ∈ R2.

Äëÿ òðàåêòîðèè γ(t), ñîîòâåòñòâóþùåé óïðàâëåíèþ (u1(t),
u2(t)) çà âðåìÿ T > 0, îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà �
ñóáðèìàíîâó äëèíó ýòîé òðàåêòîðèè:

l(γ) =

T∫
0

√
u21(t) + u22(t) dt.

Äëÿ çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé γ(0) = (0, 0, 0, k0),
γ(T ) = (x1, y1, θ1, k1), òðåáóåòñÿ íàéòè òðàåêòîðèþ, èìåþùóþ
ìèíèìàëüíóþ ñóáðèìàíîâó äëèíó.



Àíòðîïîìîðôíàÿ îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé

• Èññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáðàáîòêè
òðåõìåðíûõ èçîáðàæåíèé: ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå
äâèæåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

• Ê çàäà÷å áûë ïðèìåíåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà,
íàéäåíû ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû è
äîêàçàíà åå èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ.

• Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
óïðàâëåíèé â ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëàõ â ôîðìå
Ëåæàíäðà.



Àíòðîïîìîðôíàÿ îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé

Êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì Q ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ãðóïïû Ëè: ãðóïïà äâèæåíèé ïëîñêîñòè SE(2) äëÿ ïëîñêèõ
èçîáðàæåíèé, ãðóïïà âðàùåíèé ïðîñòðàíñòâà SO(3) äëÿ
ñôåðè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé, ãðóïïà äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà
SE(3) äëÿ òðåõìåðíûõ èçîáðàæåíèé.



Àíòðîïîìîðôíàÿ îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àíòðîïîìîðôíîé îáðàáîòêè
èçîáðàæåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

γ̇(t) =
d∑

i=1

ui (t)Xi (γ(t)),

γ(0) = g0, γ(T ) = g1,
T∫
0

C(γ(t))
√∑d

i=1 u
2
i (t)dt → min,

ãäå d = 2, 3 äëÿ ïëîñêèõ è òðåõìåðíûõ èçîáðàæåíèé
ñîîòâåòñòâåííî; óïðàâëåíèå ui ∈ R íåîãðàíè÷åííî; ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ gi ∈ Q çàäàíû; C � ôóíêöèîíàë âíåøíåé ñòîèìîñòè,
çàäàâàåìûé îáðàáàòûâàåìûì èçîáðàæåíèåì; Xi � áàçèñíûå
ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà Q.



Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Ëè SE(3)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáðàáîòêè òðåõìåðíûõ èçîáðàæåíèé
çàäàåòñÿ ñóáðèìàíîâîé çàäà÷åé íà ãðóïïå Ëè SE(3).

Ïî äâóì ðåïåðàì Ni =
{v1i , v2i , v3i } â òî÷êàõ
xi = (xi , yi , zi ), i = 0, 1,
òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå
äâèæåíèå R3, ïåðåâîäÿùåå
(x0, N0) â (x1, N1). Äîïóñòè-
ìûìè äâèæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü
âûäåëåííîãî âåêòîðà ðåïåðà
è âðàùåíèå âîêðóã îñòàâøèõ-
ñÿ äâóõ âåêòîðîâ. Èñêîìîå
äâèæåíèå äîëæíî áûòü îïòè-
ìàëüíûì â ñìûñëå ìèíèìóìà
ÑÐ äëèíû íà ãðóïïå SE(3).



Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Ëè SE(3)
Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
u3(t) ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà. Âûðàæåíèå
îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò u1, u2, u4, u5 èìååò âèä

u1(t) = F1 − u6(I + u26L
2)−1

[
M[G ]− u6ML[F ]

]
,

u2(t) = G1 − u6(I + u26L
2)−1

[
M[F ] + u6ML[G ]

]
,

u4(t) = (I + u26L
2)−1

[
G − u6L[F ]

]
,

u5(t) = (I + u26L
2)−1

[
F + u6L[G ]

]
,

ãäå

F1 = F1(t) =
u0
1
+u0

5

2 e−U(t)−u0
5
−u0

1

2 eU(t),

G1 = G1(t) =
u0
2
+u0

4

2 eU(t)−u0
4
−u0

2

2 e−U(t),

F = F (t) =
u0
1
+u0

5

2 e−U(t) +
u0
5
−u0

1

2 eU(t),

G = G (t) =
u0
2
+u0

4

2 eU(t) +
u0
4
−u0

2

2 e−U(t),

L[f ] = L[f ](t) =
∫ t
0
f (τ) cosh(U(t)− U(τ))dτ,

M[f ] = M[f ](t) =
∫ t
0
f (τ) sinh(U(t)− U(τ))dτ,

U(t) =
∫ t
0
u3(τ)dτ.



Ó÷åáíûé ìîäóëü â ÍÒÓ Ñèðèóñ (2�23 àâãóñòà 2020 ã.)

• Íàïðàâëåíèå ¾Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ¿ â
ðàìêàõ ìîäóëÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè
èíôîðìàöèè, îïòèìèçàöèè è óïðàâëåíèÿ¿

• Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü: 7 ëåêöèé.

• Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü: 13 ïðîåêòîâ ñî ñòóäåíòàìè è
àñïèðàíòàìè.

• Ðàáîòà ñî ñòóäåíòàìè ïîñëå ìîäóëÿ: 3 ñòóäåíòà âêëþ÷åíû
â íàó÷íóþ ðàáîòó ïî ãðàíòó.



Ó÷åáíûé ìîäóëü â ÍÒÓ Ñèðèóñ: Ñà÷êîâ Þ.Ë.

• Ïðî÷èòàíû ëåêöèè ¾Çàäà÷è è ìåòîäû ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿ (2 ÷àñòè), ¾Ñóáðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ¿
(2 ÷àñòè)

• Ïðîåêò 1: ¾Ñóáðèìàíîâà ñôåðà Ìàðòèíå¿, Øèøìèíöåâ
Äåíèñ (çàêðåïëåí â ãðàíòå ÐÔÔÈ)

• Ïðîåêò 2: ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå SE(2)¿,
Þõíîâåö Èëüÿ.

• Ïðîåêò 3: ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à Êàðòàíà¿, Ñáîåâ Äàíèë.

• Ïðîåêò 4: ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå SH(2)¿,
Ïîçäíÿêîâ Ãðèãîðèé.



Ïðîåêò ¾Ñóáðèìàíîâà ñôåðà Ìàðòèíå¿, Øèøìèíöåâ Ä.

Ðàññìîòðèì ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà ïðîñòðàíñòâå M = R3
x ,y ,z

ñ îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì

X1 =
∂

∂x
+

y2

2

∂

∂z
, X2 =

∂

∂y
.

1. Çàïèøèòå çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîèñêà
ñóáðèìàíîâûõ êðàò÷àéøèõ.

2. Èññëåäóéòå ãëîáàëüíóþ óïðàâëÿåìîñòü ïîëó÷åííîé
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

3. Âû÷èñëèòå âåêòîð ðîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ.

4. Íàéäèòå àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè è àíîðìàëüíîå
ìíîæåñòâî, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç q0 = (0, 0, 0).

5. Âûïèøèòå ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ÏÌÏ äëÿ íîðìàëüíûõ
òðàåêòîðèé.



Ïðîåêò ¾Ñóáðèìàíîâà ñôåðà Ìàðòèíå¿, Øèøìèíöåâ Ä.

6. Âûÿñíèòå, ñóùåñòâóþò ëè:

6.1 àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè, ÿâëÿþùèåñÿ íîðìàëüíûìè (ò.å.
íåñòðîãî àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè)?

6.2 àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ íîðìàëüíûìè
(ò.å. ñòðîãî àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè)?

7. Ïîêàæèòå, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà äëÿ íîðìàëüíûõ
ýêñòðåìàëåé èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ.

8. Îïèøèòå ïðîåêöèè ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé íà
ïëîñêîñòü (x , y).

9. Èçó÷èòå ðàçäåë 4 ñòàòüè [1]1 Èçâëåêèòå îòòóäà
ïàðàìåòðèçàöèþ ãåîäåçè÷åñêèõ è âðåìÿ ðàçðåçà.

10. Ïîñòðîéòå ñòðàòèôèêàöèþ Óèòíè ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû
Ìàðòèíå ñ ïëîñêîñòüþ Ìàðòèíå {y = 0}.

1[1] A.A. Agrachev, B. Bonnard, M. Chyba, I. Kupka. �Sub-Riemannian
sphere inMartinet �at case�,J. ESAIM: Control, Optimisation and Calculus of
Variations,2(1997), pp. 377�448.



Ïðîåêò ¾Ñóáðèìàíîâà ñôåðà Ìàðòèíå¿, Øèøìèíöåâ Ä.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-0.02
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0.02

Ðèñ.: Ñôåðà â ïëîñêîì ñëó÷àå
Ìàðòèíå

Ðèñ.: Ïåðåñå÷åíèå ñôåðû ñ
ïëîñêîñòüþ Ìàðòèíå {y = 0}

• Ãîòîâèòñÿ ñòàòüÿ äëÿ íàó÷íîãî æóðíàëà.



Ïðîåêò ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå SE(2)¿,
Þõíîâåö Èëüÿ

Ðàññìîòðèì ñóáðèìàíîâó çàäà÷ó íà ãðóïïå äâèæåíèé
ïëîñêîñòè.

1. Èññëåäóéòå ãëîáàëüíóþ óïðàâëÿåìîñòü ïîëó÷åííîé
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

2. Äîêàæèòå êîíñòðóêòèâíî ãëîáàëüíóþ óïðàâëÿåìîñòü: äëÿ
ëþáûõ òî÷åê q0, q1 ∈ SE(2) ïîñòðîéòå óïðàâëåíèå,
ïåðåâîäÿùåå q0 â q1.

3. Âûïèøèòå ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ÏÌÏ äëÿ íîðìàëüíûõ
òðàåêòîðèé. Äîêàæèòå åå èíòåãðèðóåìîñòü â êâàäðàòóðàõ.

4. Âû÷èñëèòå ïàðàìåòðèçàöèþ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé.

5. Ïîñòðîéòå èçîáðàæåíèÿ ñóáðèìàíîâûõ ñôåð è êàñàòåëüíûõ
ïîëóïëîñêîñòåé â òî÷êàõ èçëîìà ñôåð.



Ïðîåêò ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå SE(2)¿,
Þõíîâåö Èëüÿ

Ðèñ.: Ñóáðèìàíîâû ñôåðû ðàäèóñîâ π/2 è π



Ïðîåêò ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå SE(2)¿,
Þõíîâåö Èëüÿ

Ðèñ.: Ñóáðèìàíîâà ñôåðû ðàäèóñà 3/2π/2



Ïðîåêò ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå SE(2)¿,
Þõíîâåö Èëüÿ

Ðèñ.: Êàñàòåëüíûå ïîëóïëîñêîñòè ê ñôåðå â òî÷êå èçëîìà



Ó÷åáíûé ìîäóëü â ÍÒÓ Ñèðèóñ: Àðäåíòîâ À.À.

• Ïðî÷èòàíà ëåêöèÿ ¾Ïðèëîæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
óïðàâëåíèÿ â ðîáîòîòåõíèêå¿.

• Ïðîåêò 1: ¾Èññëåäîâàíèå çàäà÷è Ìàðêîâà-Äóáèíñà
ìåòîäàìè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿, Äþêîâ
Âëàäèñëàâ.

• Ïðîåêò 2: ¾Èññëåäîâàíèå çàäà÷è Ðèäñà-Øåïïà ìåòîäàìè
ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿, Êóçüìèí Ñåðãåé.

• Ïðîåêò 3: ¾Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ êîë¼ñíîãî ðîáîòà
ïðè îãðàíè÷åíèè íà ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ïðèâîäíûõ
êîë¼ñ¿, Ëûñåíêî Ïàâåë.

• Ïðîåêò 4: ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à äëÿ êîë¼ñíîãî ðîáîòà ñ
ïðèöåïîì¿, Àðòåìîâà Ëèçà (çàêðåïëåíà â ãðàíòå ÐÔÔÈ).



Ïðîåêò ¾Èññëåäîâàíèå çàäà÷è Ìàðêîâà-Äóáèíñà
ìåòîäàìè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿,

Äþêîâ Âëàäèñëàâ

Êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî óïðàâëÿåìîñòè.



Ïðîåêò ¾Èññëåäîâàíèå çàäà÷è Ìàðêîâà-Äóáèíñà
ìåòîäàìè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿,

Äþêîâ Âëàäèñëàâ

Ôàçîâûå òðàåêòîðèè.



Ïðîåêò ¾Èññëåäîâàíèå çàäà÷è Ðèäñà-Øåïïà ìåòîäàìè
ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿, Êóçüìèí Ñåðãåé

Äîêàçàòåëüñòâî óïðàâëÿåìîñòè ÷åðåç òåîðåìó
Ðàøåâñêîãî-×æîó.



Ïðîåêò ¾Èññëåäîâàíèå çàäà÷è Ðèäñà-Øåïïà ìåòîäàìè
ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿, Êóçüìèí Ñåðãåé

Ôàçîâûé ïîðòðåò âåðòèêàëüíîé ïîäñèñòåìû.



Ïðîåêò ¾Èññëåäîâàíèå çàäà÷è Ðèäñà-Øåïïà ìåòîäàìè
ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿, Êóçüìèí Ñåðãåé

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ äèñêðåòíîé ãðóïïû ñèììåòðèé çàäà÷è.



Ïðîåêò ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à äëÿ êîë¼ñíîãî ðîáîòà ñ
ïðèöåïîì¿, Àðòåìîâà Ëèçà

Èññëåäîâàíèå àíîðìàëüíîãî ñëó÷àÿ.



Ïðîåêò ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à äëÿ êîë¼ñíîãî ðîáîòà ñ
ïðèöåïîì¿, Àðòåìîâà Ëèçà

Ïðèìåð àíîðìàëüíîé òðàåêòîðèè ïðè lr = 1/2, lt = 1.



Ïðîåêò ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à äëÿ êîë¼ñíîãî ðîáîòà ñ
ïðèöåïîì¿, Àðòåìîâà Ëèçà

Íîðìàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà.

×èñëåííîå ïîñòðîåíèå òðàåêòîðèé â íîðìàëüíîì ñëó÷àå.



Ïðîåêò ¾Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à äëÿ êîë¼ñíîãî ðîáîòà ñ
ïðèöåïîì¿, Àðòåìîâà Ëèçà

Èññëåäîâàíèå íàëè÷èÿ õàîñà â çàäà÷å
÷åðåç îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå.

Ïîäãîòîâëåíà ñòàòüÿ äëÿ ïóáëèêàöèè â íàó÷íîì æóðíàëå:
À.À. Àðäåíòîâ, Å.Ì. Àðò¼ìîâà, ¾Àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè â
ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å äëÿ êîë¼ñíîãî ðîáîòà ñ ïðèöåïîì¿.



Ó÷åáíûé ìîäóëü â ÍÒÓ Ñèðèóñ: Ìàøòàêîâ À.Ï.

• Ïðî÷èòàíà ëåêöèÿ ¾Ñóáðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ â îáðàáîòêå
èçîáðàæåíèé è ìîäåëèðîâàíèè çðèòåëüíîé ñèñòåìû
÷åëîâåêà¿

• Ïðîåêò 1: ¾Ìîäåëèðîâàíèå çðèòåëüíîé êîðû ãîëîâíîãî
ìîçãà¿, Ãàëÿåâ Èâàí

• Ïðîåêò 2: ¾Óïðàâëåíèå êà÷åíèåì òâåðäûõ òåë¿, Ìàòðîñîâ
Ñåðãåé



Ïðîåêò Èâàíà Ãàëÿåâà
¾Ìîäåëèðîâàíèå çðèòåëüíîé êîðû ãîëîâíîãî ìîçãà¿
Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

ẋ = u1 cos θ,

ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u1k,

k̇ = u2,

(x , y , θ, k) ∈ SE(2)× R,
(u1, u2) ∈ R2.

Äëÿ òðàåêòîðèè γ(t), ñîîòâåòñòâóþùåé óïðàâëåíèþ (u1(t),
u2(t)) çà âðåìÿ T > 0, îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà �
ñóáðèìàíîâó äëèíó ýòîé òðàåêòîðèè:

l(γ) =

T∫
0

√
u21(t) + u22(t) dt.

Äëÿ çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé γ(0) = (0, 0, 0, k0),
γ(T ) = (x1, y1, θ1, k1), òðåáóåòñÿ íàéòè òðàåêòîðèþ, èìåþùóþ
ìèíèìàëüíóþ ñóáðèìàíîâó äëèíó.



Ïðîåêò Èâàíà Ãàëÿåâà
¾Ìîäåëèðîâàíèå çðèòåëüíîé êîðû ãîëîâíîãî ìîçãà¿

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• äîêàçàíà ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû è ñóùåñòâîâàíèå
îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé;

• âûïèñàíà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ;

• íàéäåíà ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé;

• â íîðìàëüíîì ñëó÷àå íàéäåíû òðè ôóíêöèîíàëüíî
íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà;

• ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà, ïîäòâåðæäåííàÿ ÷èñëåííûìè
ýêñïåðèìåíòàìè, ÷òî íîðìàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ.

• Ãîòîâèòñÿ ñòàòüÿ äëÿ íàó÷íîãî æóðíàëà.



Ïðîåêò ¾Óïðàâëåíèå êà÷åíèåì òâåðäûõ òåë¿, Ìàòðîñîâ
Ñåðãåé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
îá îïòèìàëüíîì êà÷åíèè
øàðà ïî ïëîñêîñòè áåç
ïðîêðó÷èâàíèé è ïðî-
ñêàëüçûâàíèé.



ẋ = u1,

ẏ = u2,

q̇0 = 1
2 (q2u1 − q1u2) ,

q̇1 = 1
2 (q3u1 + q0u2) ,

q̇2 = 1
2 (−q0u1 + q3u2) ,

q̇3 = 1
2 (−q1u1 − q2u2) ,

(x , y) ∈ R2, q ∈ S3,

g(0) = g0, g(t1) = g1, gi ∈ R2 × S3,

l =

t1∫
0

√
u21 + u22dt → min .



Ïðîåêò ¾Óïðàâëåíèå êà÷åíèåì òâåðäûõ òåë¿, Ìàòðîñîâ
Ñåðãåé

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è;

• äîêàçàíà ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû è ñóùåñòâîâàíèå
îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé;

• ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ;

• ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà âèçóàëèçàöèè êà÷åíèÿ øàðà ïî
ïëîñêîñòè.



Ïðîåêò ¾Óïðàâëåíèå êà÷åíèåì òâåðäûõ òåë¿, Ìàòðîñîâ
Ñåðãåé



Ó÷åáíûé ìîäóëü â ÍÒÓ Ñèðèóñ: Ñà÷êîâà Å.Ô.

• Ïðî÷èòàíà ëåêöèÿ: Èíåðöèàëüíûå ñâîéñòâà êðóãîâûõ
ñåãìåíòîâ
Ïëàí
• Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8)
• Çàäà÷à Äèäîíû
• Ðåøåíèå äâóõòî÷å÷íîé (2,3,5,8)- çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â
êëàññå êðóãîâûõ óïðàâëåíèé;

• Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â (2,3,5,8)-
çàäà÷å;

• Èñòîðè÷åñêèå çàìåòêè;( ß. Áåðíóëëè, Ýéëåð, Ãåêêåëåð,
Êîëìîãîðîâ)

• Ïðîåêò 1: Õàðàêòåðèñòèêà èíåðöèàëüíûõ ñâîéñòâ êðóãîâûõ
ñåãìåíòîâ, Äàíèèë Ïàíèí, Èðèíà Øïàêîâñêàÿ.



Ïîñòàíîâêà ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è

Ïîñòðîèòü ñå÷åíèå îäíîðîäíîé áàëêè â ôîðìå êðóãîâîãî
ñåãìåíòà, ó êîòîðîãî èçâåñòíû òîëüêî äëèíà õîðäû g0, ïëîùàäü
S , à äóãà îêðóæíîñòè g íåèçâåñòíà. Áàëêó ñ ïîëó÷åííûì
ñå÷åíèåì òåîðåòè÷åñêè ïîäâåðãíóòü íàãðóæåíèþ ñèëîé,
èçãèáàþùåé åå. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ÷èñòîãî ïðÿìîãî èçãèáà.
Âû÷èñëèòü ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ïîñòðîåííîãî
ñå÷åíèÿ ïðè èçãèáå.
Ïîäõîä ê ðåøåíèþ: ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
äâóõòî÷å÷íîé (2, 3, 5, 8)-çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â
êëàññå êðóãîâûõ àíîðìàëüíûõ óïðàâëåíèé.



Ðåøåíèå äâóõòî÷å÷íîé çàäà÷è

Ïóñòü π(x1) = π(x(T )) = x̄1 = (a1, a2, a3). Åñëè
x̄1 = (a1, a2, a3) ∈ O, òî

t̄ − sin t̄

sin2
t̄

2

=
8a3
r2
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Ðåøåíèå äâóõòî÷å÷íîé çàäà÷è

Åñëè x̄1 = (0, 0, a3 > 0), òî

t̄ = 2π, (5)

p̄1 =
2

T

√
πa3 cosϕ, p̄2 =

2

T

√
πa3 sinϕ, ϕ ∈ [0, 2π), (6)
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T
. (7)

Îäíîçíà÷íî âû÷èñëåíû êîìïîíåíòû:
a4 = x4(T , ψ(x̄1)), . . . , a8 = x8(T , ψ(x̄1));



Ñåãìåíò è ýëëèïñ èíåðöèè

Ýëëèïñ èíåðöèè öåíòðèðîâàí â öåíòðå òÿæåñòè ñåãìåíòà:



Ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè èçãèáå
Ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè èçãèáå ïîñòðîåííîãî
ñåãìåíòà D îòíîñèòåëüíî åãî íåéòðàëüíîé îñè {x2 = a2/2}:

Ŵ1 =
Î1

(x̂2)max
=
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, t̄ ∈ (0, π],

8a8 − a22a3
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sin t̄/2, t̄ ∈ (π, 2π).

Ðèñ.:
a1 = 0, a2 6= 0 t̄ = π

Áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè âðàùåíèÿ

ðàññìîòðåíû ñåãìåíòû c a1 = 0.



Èòîãè ðàáîòû

Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå ìîìåíòîâ ñîïðîòèâëåíèÿ áàëîê
ñ îäíîé è òîé æå ïëîùàäüþ S ñå÷åíèÿ â âèäå êðóãîâîãî

ñåãìåíòà â çàâèñèìîñòè îò äëèíû õîðäû a2.
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Ðèñ.: Ìîìåíò
ñîïðîòèâëåíèÿ îò a2

• Íàïèñàíà è ïðåäñòàâëåíà â æóðíàë ¾Ïðèêëàäíàÿ
ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿ ñòàòüÿ.
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