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ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÍÈËÜÏÎÒÅÍÒÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ1

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ïðèöåïîì,

äâèæóùåãîñÿ ïî îäíîðîäíîé ïëîñêîñòè. Ðîáîò ìîæåò äâèãàòüñÿ âïåð¼ä-

íàçàä è âðàùàòüñÿ íà ìåñòå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñòàâèòñÿ çàäà-

÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè ñèñòåìó ¾ðîáîò ñ ïðè-

öåïîì¿ èç ïðîèçâîëüíî çàäàííîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè â ïðîèçâîëüíî

çàäàííóþ êîíå÷íóþ êîíôèãóðàöèþ òàê, ÷òîáû âåëè÷èíà ìàí¼âðà áûëà

ìèíèìàëüíà. Ïîä ìàí¼âðîì ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèîíàë, çàäàþùèé êîìïðî-

ìèññ ìåæäó ëèíåéíûì è óãëîâûì ïåðåìåùåíèÿìè ðîáîòà. Â çàâèñèìîñòè

îò ñïîñîáà ñöåïêè ïðèöåïà ñ ðîáîòîì òàêàÿ çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò äâóõïà-

ðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â 4-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå ñ 2-ìåðíûì óïðàâëåíèåì.

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ðàçðàáîòàí ðÿä èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì,

óñïåøíî ðåøàþùèõ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â èäåàëüíîì ñëó÷àå � ïðè óñëî-

âèè îòñóòñòâèÿ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Íà îñíîâå ýòèõ àëãîðèòìîâ ïðåä-

ëàãàåòñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííûé àëãîðèòì ïåðåïàðêîâêè, ðåøàþùèé ÷àñò-

íûé ñëó÷àé çàäà÷è, êîãäà íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ïîëîæåíèÿ ðîáîòà ñîâ-

ïàäàþò, è ó÷èòûâàþùèé ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå íà óãîë ïîâîðîòà ïðèöåïà,

âîçíèêàþùåå â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðîáîò ñ ïðèöåïîì, êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå, íèëüïîòåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ñóáðèìàíîâà çàäà÷à.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ìîáèëüíûé êîë¼ñíûé ðîáîò ñ ïðèöåïîì, äâèæóùèéñÿ ïî ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè. Ñèëà òðåíèÿ êîë¼ñ, ìàññà è ôîðìà ðîáîòà è ïðèöåïà â ðàñ÷¼ò íå
áåðóòñÿ. Ïîä ðîáîòîì áóäåì ïîíèìàòü âåäóùóþ êîë¼ñíóþ ïàðó ñ öåíòðîì â òî÷êå
(x, y) ∈ R2

x,y è óãëîì θ ∈ S1
θ , çàäàþùèì íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ êîë¼ñ îòíîñèòåëüíî

îñè àáñöèññ. Ïîä ïðèöåïîì ïîíèìàåòñÿ ïàññèâíàÿ êîë¼ñíàÿ ïàðà, êîòîðàÿ ñöåïëè-
âàåòñÿ ñ âåäóùåé â íåêîòîðîé òî÷êå, ñì. ðèñ. 1. Ïîëîæåíèå ïðèöåïà îïðåäåëÿåòñÿ
óãëîì ϕ ∈ S1

ϕ îðèåíòàöèè îòíîñèòåëüíî ðîáîòà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèå ðîáîòà
ñ ïðèöåïîì çàäàåòñÿ òî÷êîé q = (x, y, θ, ϕ) â ïðîñòðàíñòâå M = R2

x,y × S1
θ × S1

ϕ. Ïà-
ðàìåòðû lr > 0, lt > lr çàäàþò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè ñöåïêè äî öåíòðà ðîáîòà è äî
öåíòðà ïðèöåïà, îïðåäåëÿÿ êîíôèãóðàöèþ ñöåïêè ðîáîòà ñ ïðèöåïîì.

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 17-11-01387-Ï)
â Èíñòèòóòå ïðîãðàììíûõ ñèñòåì èì. À.Ê. Àéëàìàçÿíà ÐÀÍ.
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Ðèñ. 1. Ìîäåëü ìîáèëüíîãî êîë¼ñíîãî ðîáîòà ñ ïðèöåïîì è å¼ ïàðàìåòðû.

Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé, âîçíèêàþùåé,
ñì. [1], èç íåãîëîíîìíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà äâèæåíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ êîë¼ñ ðîáîòà
è ïðèöåïà. Â äàííîé ñòàòüå ïðîäîëæàåòñÿ íà÷àòîå â [2] èçó÷åíèå ìîäåëè. Ïðåäëàãàåò-
ñÿ ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ¾ðîáîò ñ ïðèöåïîì¿,
îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè � áîëåå ïðîñòîé ñèñòåìû,
ñîõðàíÿþùåé âàæíûå ñâîéñòâà èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïîäîáíûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ â [3]
äëÿ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ¾ðîáîò ñ äâóìÿ ïðèöåïàìè¿.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïàðêîâêè ðîáîòà ñ ïðèöåïîì, ôîðìàëèçóåìàÿ êàê äâóõ-
òî÷å÷íàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ, ñì. [4], â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé M . Ïî çà-
äàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì òðåáóåòñÿ íàéòè óäîâëåòâîðÿþùóþ èì òðàåêòîðèþ
q(t) ∈M, t ∈ [0, t1], äîïóñòèìóþ â ñìûñëå íåãîëîíîìíûõ îãðàíè÷åíèé (ò.å. óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå) è ìèíèìèçèðóþùóþ çàäàííûé ôóíêöèîíàë,
îïðåäåëÿþùèé âçâåøåííóþ öåíó çà óãëîâîå è ëèíåéíîå ïåðåìåùåíèÿ ðîáîòà.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ íåãîëîíîìíûìè ñèñòåìàìè øèðîêî èçâåñòíà â ðîáîòîòåõ-
íèêå [1]. Êèíåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçíîîáðàçíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ îïèñûâàþòñÿ
óïðàâëÿåìûìè ñèñòåìàìè âèäà

(1) q̇ =
k∑
i=1

uiXi(q), q ∈M, dimM = n > k, ui ∈ R,

ãäå Xi � ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè M .

Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì (1) îáùåãî âèäà íåèçâåñòíî. Óäîâëåòâîðèòåëüíîå ðå-
øåíèå èìååòñÿ ëèøü äëÿ ñèñòåì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ
ñ÷èòàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî�ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä [5, 6].

Â [7, 8] èññëåäîâàíî èñïîëüçîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óïðàâëåíèé äëÿ íåãîëî-
íîìíûõ ñèñòåì îïðåäåë¼ííîãî ðîäà: êëàññ ñèñòåì, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåîáðàçî-
âàíû â öåïíóþ ôîðìó. Áëàãîäàðÿ ñïåöèàëüíîé ôîðìå, ñóùåñòâóåò ïðîñòîå òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîå óïðàâëåíèå, èçìåíÿþùåå îïðåäåëåííûé íàáîð êîîðäèíàò, â òî âðåìÿ
êàê äðóãèå êîîðäèíàòû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Â [9] ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå óïðàâëåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèÿ ñèñòåìû â öåëåâîå ñîñòîÿíèå îäíîâðå-
ìåííî ïî âñåì êîîðäèíàòàì äëÿ ñèñòåì ñ äâóìåðíûì óïðàâëåíèåì. Êðîìå òîãî, îíè
ïîêàçàëè, êàê äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïîëèíîìèàëü-
íûå óïðàâëåíèÿ. Â [10] ïîêàçàíî, ÷òî êóñî÷íî�ïîñòîÿííûå óïðàâëåíèÿ äîñòàâëÿþò
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òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè â öåïíîé ôîðìå. Òåõíèêà ïðèâåäåíèÿ
ñèñòåìû ê öåïíîé ôîðìå îïèñàíà â [8,11]. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ è,
â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìó, âîçíèêàþùóþ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì
ñ ïðèöåïîì, íåëüçÿ ïðèâåñòè ê öåïíîé ôîðìå, îäíàêî ìåòîä íèëüïîòåíòèçàöèè [12],
îïèñàííûé äàëåå, ïîðîæäàåò ñèñòåìó â öåïíîé ôîðìå.

Â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ìîæíî íàéòè òî÷íûé çàêîí
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (â ñìûñëå ìèíèìóìà çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà).
Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòå-
ìàìè, ëèíåéíûìè ïî óïðàâëåíèþ, ñ ôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, ðàç-
ðàáîòàííûé â [13]. Ìåòîä îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ â ðÿä Ôóðüå
è îòáðàñûâàíèè ñëàãàåìûõ âûøå íåêîòîðîãî ïîðÿäêà N . Ðåøåíèå íîâîé êîíå÷íî-
ìåðíîé çàäà÷è ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è ïðè N , ñòðåìÿùèìñÿ ê áåñ-
êîíå÷íîñòè [13]. Íàéäåííîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ áëèçêèì ê îïòèìàëüíîìó. Çàäà÷ó
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæíî òàêæå ðåøàòü ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíûõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ìåòîäîâ [6, 14], ðàçâèòûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà
ãðóïïàõ Ëè.

Îäèí èç êëàññîâ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ òî÷íîå ðåøåíèå, çàäàåòñÿ
íèëüïîòåíòíûìè ñèñòåìàìè. Íàïîìíèì, ÷òî óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íèëüïî-
òåíòíîé, åñëè ñêîáêè Ëè óïðàâëÿåìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé îáíóëÿþòñÿ, íà÷èíàÿ ñî ñêî-
áîê íåêîòîðîé äëèíû. Ìåòîä óïðàâëåíèÿ íèëüïîòåíòíûìè ñèñòåìàìè áûë ïðåäñòàâ-
ëåí â [15]. Îí îñíîâàí íà âîçìîæíîñòè ïåðåìåùåíèÿ â íàïðàâëåíèè ïðîèçâîëüíî
çàäàííîé ãîëîíîìíîé êðèâîé (àïðèîðè íå óäîâëåòâîðÿþùåé íåãîëîíîìíîìó îãðàíè-
÷åíèþ (1)) íà îñíîâå ôîðìóëû Êýìïáåëëà�Õàóñäîðôà�Áýéêåðà�Äûíêèíà. Áëàãîäàðÿ
ýòîìó, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì âû÷èñëåíèå äîïóñòèìûõ êóñî÷íî�ïîñòîÿííûõ óïðàâ-
ëåíèé, ïåðåâîäÿùèõ íåãîëîíîìíóþ ñèñòåìó òî÷íî â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå.

Â [16] À. Áåëëàèø ñ ñîàâòîðàìè ðàçðàáîòàëè òåõíèêó íèëüïîòåíòèçàöèè, êîòîðóþ
âïîñëåäñòâèè ïðèìåíèëè ê çàäà÷å óïðàâëåíèÿ íåãîëîíîìíûìè ñèñòåìàìè. Â [17] ïî-
êàçàíî, êàê ïåðåâåñòè ëþáóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó â êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó, ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìå â ñïåöèàëüíîé òðåóãîëüíîé
ôîðìå, ïîçâîëÿþùåé èñêàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óïðàâëåíèÿ.

Ïðåäñòàâëåííîå â äàííîé ñòàòüå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òàêæå
îïèðàåòñÿ íà íèëüïîòåíòèçàöèþ èñõîäíîé ñèñòåìû è îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè èòåðà-
öèîííîãî ïðîöåññà, íà êàæäîé èòåðàöèè êîòîðîãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìîé. Èòîãîâûé çàêîí óïðàâëåíèÿ ôîðìèðóåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì íàéäåííûõ íà êàæäîé èòåðàöèè óïðàâëåíèé. Áóäåì
íàçûâàòü òàêîå óïðàâëåíèå ñóáîïòèìàëüíûì.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà Çàäà-
÷è 1, à èìåííî çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì ñ ïðèöåïîì áåç ôàçîâûõ
îãðàíè÷åíèé. Â ðàçäåëå 3 ïðè ïîìîùè Àëãîðèòìà 1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó
ðàññìàòðèâàåìîé Çàäà÷åé 1 è áîëåå ïðîñòîé çàäà÷åé (îïðåäåëÿåìîé ïîëèíîìèàëüíîé
ñèñòåìîé (10)), òàê íàçûâàåìîé íèëüïîòåíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷åé íà ãðóïïå Ýí-
ãåëÿ [18]2, êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò íåëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ èñõîäíîé çàäà÷è. Â Òåîðå-
ìåîïèñûâàåòñÿ çàìåíà êîîðäèíàò ìåæäó ýòèìè çàäà÷àìè. Äëÿ ðåøåíèÿ íèëüïîòåíò-
íîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ãèáðèäíûé Àëãîðèòì 2. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå èçâåñòíûõ
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ñ íàéäåííûìè ñóáîïòèìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè äëÿ áëèçêèõ

2Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ íà ãðóïïå ïðèâåäåíû â [19], ñì. ãëàâó 15.
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ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Â ðàçäåëå 4 óòî÷íÿåòñÿ, êàê ïîñòðîèòü ñóáîïòèìàëüíîå ðåøåíèå
Çàäà÷è 1 (áåç ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé) â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ (äëÿ äàë¼êèõ ãðà-
íè÷íûõ òî÷åê) ñ ïîìîùüþ Àëãîðèòìà 3. Ðàçäåë 5 ïîñâÿù¼í ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
ïðåäñòàâëåííûõ àëãîðèòìîâ. Ñòàâèòñÿ Çàäà÷à 2 (ñ îãðàíè÷åíèåì íà óãîë ïîâîðîòà
ïðèöåïà), à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ å¼ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìîäèôè-
öèðîâàííîãî Àëãîðèòìà 3. Â ðàçäåëå 6 ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ñ
îãðàíè÷åíèåì � ïåðåïàðêîâêà ïðèöåïà. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàçðàáîòàí ñïåöè-
àëèçèðîâàííûé àëãîðèòì, ïðîòåñòèðîâàííûé íà ðåãóëÿðíîé ñåòêå çíà÷åíèé äëÿ óãëà
ïðèöåïà è ñîîòíîøåíèÿ äëèí ïëå÷ ðîáîòà lr, lt. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû
â òàáëèöå. Â Ïðèëîæåíèå âûíåñåíû îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ òåðìèíîâ, èñïîëüçóåìûõ
â ðàáîòå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Çàä à ÷ à 1 (áåç îãðàíè÷åíèé). Çàäàíà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

q̇ = u1X1

(
q
)

+ u2X2

(
q
)
,(2)

q = (x, y, θ, ϕ) ∈M = R2
x,y × S1

θ × S1
ϕ, (u1, u2) ∈ R2.(3)

Çäåñü q, x, y, θ, ϕ, u1, u2 ïî óìîë÷àíèþ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà âðåìåíè t ∈ [0, t1];
óïðàâëåíèÿ u1, u2 � âåùåñòâåííîçíà÷íûå êóñî÷íî�íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, çàäàþùèå
ëèíåéíóþ è óãëîâóþ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ðîáîòà ñ öåíòðîì â òî÷êå (x, y); à âåê-
òîðíûå ïîëÿ ïðè óïðàâëåíèÿõ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

X1(q) =

(
cos θ, sin θ, 0,−sinϕ

lt

)
, X2(q) =

(
0, 0, 1,− lr cosϕ

lt
− 1

)
.(4)

Äëÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî µ > 0 òðåáóåòñÿ íàéòè êðèâóþ q(t), t ∈ [0, t1], ñ çàäàí-
íûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè â äâóõ òî÷êàõ

q(0) = q0 = (x0, y0, θ0, ϕ0), q(t1) = q1 = (x1, y1, θ1, ϕ1),(5)

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå (2)�(5) è èìåþùóþ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

J =

∫ t1

0

√
u2

1(t) + µ2u2
2(t) d t,(6)

ãäå êîýôôèöèåíò µ çàäà¼ò êîìïðîìèññ ìåæäó ëèíåéíûì è óãëîâûì ïåðåìåùåíèÿ-
ìè.

Çàì å ÷ à í è å 1. Ñèñòåìà (2)�(4) èìååò ñëåäóþùóþ ñèììåòðèþ (ðàñòÿæåíèå):

δµ :
(
x, y, θ, ϕ, lt, lr, u1, u2

)
7→
(
µx, µy, θ, ϕ, µlt, µlr, µu1, u2

)
.

Ïîýòîìó ìèíèìèçàöèÿ (6) ðàâíîñèëüíà ìèíèìèçàöèè ñóáðèìàíîâîé äëèíû [20]∫ t1

0

√
u2

1(t) + u2
2(t) d t(7)

ñ ïåðåñ÷èòàííûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè è ïàðàìåòðàìè ñöåïêè ðîáîòà è ïðèöåïà.
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Çàì å ÷ à í è å 2. Èíâàðèàíòíîñòü Çàäà÷è 1 îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíî-
ñîâ è ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè R2

xy ïîçâîëÿåò áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ôèêñèðîâàòü
q0 = (0, 0, 0, ϕ0).

Âû÷èñëèì ñëåäóþùèå êîììóòàòîðû (ñêîáêè Ëè):

X3(q) = [X1, X2](q) =

(
sin θ,− cos θ, 0,− lr + lt cosϕ

l2t

)
,

X4(q) =
[
X1, [X1, X2]

]
(q) =

(
0, 0, 0,− lt + lr cosϕ

l3t

)
.

Èç òåîðåìû Ðàøåâñêîãî�×æîó [14] ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (2)�(5) âïîëíå óïðàâëÿåìà,
òàê êàê â ñèëó íà÷àëüíîãî äîïóùåíèÿ lt > lr > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå

(8) det(X1, X2, X3, X4) = − lt + lr cosϕ

l3t
6= 0.

Çàäà÷à 1 ñîîòâåòñòâóåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷,
à èìåííî çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíîé ïî óïðàâëåíèþ ñèñòåìîé (2),
ãäå â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè âûñòóïàåò ìèíèìóì ñóáðèìàíîâîé äëèíû (7).
Ðåøåíèå ëþáîé òàêîé çàäà÷è ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ lr, lt ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòîé ïðîáëåìîé. Öåëü äàííîé ðàáîòû � ðàçðàáîòàòü îáùóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ
ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ äëÿ âñåãî ñåìåéñòâà çàäà÷.

3. Ðåøåíèå ëîêàëüíîé çàäà÷è

Ëîêàëüíîå ïðèáëèæåíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû äðóãîé, áîëåå ïðîñòîé ñèñòåìîé
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Îáû÷íî â êà÷åñòâå ëîêàëüíîé àïïðîê-
ñèìàöèè èñïîëüçóåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Îäíàêî äëÿ ëèíåéíûõ
ïî óïðàâëåíèþ ñèñòåì (2) ëèíåàðèçàöèÿ äàåò ñëèøêîì ãðóáîå ïðèáëèæåíèå. Òàê êàê
ðàçìåðíîñòü óïðàâëåíèÿ ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ñîñòîÿíèÿ, òî ëèíåàðèçàöèÿ íå ìîæåò
áûòü âïîëíå óïðàâëÿåìîé. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðàøåâñêîãî-×æîó [14].

Â ñëó÷àå (2)�(4) ëèíåàðèçàöèÿ èìååò âèä

q̇ = u1X
0
1 (q) + u2X

0
2 (q), X0

1 (q) =

(
1, 0, 0,−sinϕ0

lt

)
, X0

2 (q) =

(
0, 0, 1,−1− lr cosϕ0

lt

)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî [X0
1 , X

0
2 ](q) = (0, 0, 0, 0), ïîýòîìó ëèíåàðèçàöèÿ íåóïðàâëÿåìà.

Åñòåñòâåííóþ çàìåíó ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè â ýòîì ñëó÷àå äîñòàâëÿåò íèëüïî-
òåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ � íàèáîëåå ïðîñòàÿ ñèñòåìà, ñîõðàíÿþùàÿ ñâîéñòâî ïîëíîé
óïðàâëÿåìîñòè. Äëÿ ñèñòåìû (2)�(3) îíà çàäàåòñÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé âèäà

(9) ˙̃q = u1X̂1(q̃) + u2X̂2(q̃), q̃ ∈ R4, (u1, u2) ∈ R2,

ãäå X̂1, X̂2 � âåêòîðíûå ïîëÿ ïðèáëèæàþùåé ñèñòåìû, ñì. ïîäðîáíåå â Ïðèëîæåíèè.

Íèëüïîòåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñòðîèòñÿ ïî ñèñòåìå (2), çàïèñàííîé â ïðèâèëå-
ãèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ (ñì. îïðåäåëåíèå 6 â Ïðèëîæåíèè), òàêèì îáðàçîì, ÷òî

âåêòîðíûå ïîëÿ X̂i àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû îïðåäåëÿþò íèëüïîòåíòíóþ àëãåá-
ðó Ëè, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N âûïîëíåíî[

X̂i1 ,
[
X̂i2 , . . . , [X̂iN , X̂iN+1

], . . .
]]

= 0, ∀i1, . . . , iN+1 ∈ {1, 2}.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèñòåìû (2)�(4) îáíóëÿþòñÿ êîììóòàòîðû âûøå 3 ïîðÿäêà (N = 3):[
X̂i,
[
X̂j, [X̂1, X̂2]

]]
= 0, ∀i, j ∈ {1, 2}.

Çàì å ÷ à í è å 3. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè íèëüïîòåíòíàÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ ñîõðàíÿåò òàêîé âàæíûé èíâàðèàíò, êàê âåêòîð ðîñòà, ñì. îïðåäåëåíèå 1
â Ïðèëîæåíèè. Äëÿ ñèñòåìû (2)�(3) îáùåãî ïîëîæåíèÿ â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ
âåêòîð ðîñòà ðàâåí (2, 3, 4), ò.å. âåêòîðíûå ïîëÿ X1, X2, X3 = [X1, X2], X4 = [X1, X3]
(ëèáî X4 = [X2, X3]) ôîðìèðóþò áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TqM â êàæäîé
òî÷êå q ∈M . Â ÷àñòíîñòè, ýòî âûïîëíåíî äëÿ ñèñòåìû ¾ðîáîò ñ ïðèöåïîì¿ (2)�(4).

Ïîíÿòèå íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì áûëî âïåðâûå ââå-
äåíî Æ. Ñòåôàíè [21] è íåçàâèñèìî ðàçâèòî À.À. Àãðà÷åâûì, À.Â. Ñàðû÷åâûì [22]
è Õ. Õåðìñîì [23]. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íèëüïîòåíò-
íîé àïïðîêñèìàöèè, ïðåäëîæåííûé À. Áåëëàèøåì [24], êîíêðåòèçèðîâàííûé äëÿ ñè-
ñòåì (2)�(3) è äîïîëíåííûé ïåðåõîäîì â ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé íèëüïîòåíòíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä (10).

Çàì å ÷ à í è å 4. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ñóáðèìàíîâó ìíîãîîáðàçèþ ñàìî
ÿâëÿåòñÿ ñóáðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì. Åãî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå Ãðîìîâà [25]. Áîëåå òîãî, îíî èìååò àëãåáðàè÷å-
ñêóþ ñòðóêòóðó íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû Ëè. Êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì,
÷òî ñòðóêòóðà TqM ïîõîæà íà ñòðóêòóðó âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
òîëüêî ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íå àáåëåâîé, à íèëüïîòåíòíîé.

3.1. Âû÷èñëåíèå íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè

Ïðåäëîæåííûé À. Áåëëàèøåì [24] ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñè-
ìàöèè â ïðèâèëåãèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ êîíêðåòèçèðóåòñÿ äëÿ ñèñòåì ñ âåêòîðîì
ðîñòà (2, 3, 4) â ñëåäóþùåì Àëãîðèòìå 1. Â í¼ì ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå âåêòîðíûõ
ïîëåé àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû â êàíîíè÷åñêèõ ïðèâèëåãèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ,
ïîçâîëÿþùèõ èñêàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè.

Àë ã î ð è òì 1. Çàìåíà êîîðäèíàò τ = Φ ◦ A, ïðèâîäÿùàÿ ñèñòåìó (2)�(3) ê êà-
íîíè÷åñêîìó âèäó, ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. ×åðåç èñõîäíûå êîîðäèíàòû q âû÷èñëÿþòñÿ ïðèâèëåãèðîâàííûå êîîðäèíàòû q̃:

A : q̃ = g(q)− 1

2

(
0, 0, 0, σ1

(
g1(q)

)2
+ 2σ2g1(q)g2(q) + σ3

(
g2(q)

)2
)
,

ãäå g(q) = (g1(q), . . . , g4(q)) = Γ−1(q− q0), à Γ � ýòî 4× 4 ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ
èç ýëåìåíòîâ Γij, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèåìXj(q

0) =
∑4

i=1 Γij
∂
∂qi
|q0 , ïðè ýòîì

êîýôôèöèåíòû σi âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

σ1 = X1

(
X1(g4)

)
(q0), σ2 = X1

(
X2(g4)

)
(q0), σ3 = X2

(
X2(g4)

)
(q0).

Ïðè òàêîé çàìåíå q0 ïåðåõîäèò â íà÷àëî êîîðäèíàò 0 = (0, 0, 0, 0), à âåêòîðíûå
ïîëÿ Xi ïåðåõîäÿò â ïîëÿ X̃i = A∗Xi, ôîðìèðóþùèå ïðèâèëåãèðîâàííûé áàçèñ.
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2. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé X̃i(q̃) â ðÿä Ìàêëîðåíà ñòðî-
èòñÿ íèëüïîòåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â êîîðäèíàòàõ q̃:

˙̃q = u1X̂1(q̃) + u2X̂2(q̃), q̃ ∈ R4, (u1, u2) ∈ R2,

X̂i = X̃1
i (0)∂q̃1 + X̃2

i (0)∂q̃2 +
2∑

k=1

∂X̃3
i

∂q̃k
(0) q̃k∂q̃3+

+

(
∂X̃4

i

∂q̃3

(0)q̃3 +
1

2

2∑
k=1

∂2X̃4
i

∂q̃2
k

(0)q̃2
k +

∂2X̃4
i

∂q̃1∂q̃2

(0)q̃1q̃2

)
∂q̃4 .

3. Âû÷èñëÿåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ Φ : q̃ → q̄ : q̄ = eT4X̄4 ◦ · · · ◦ eT1X̄1(0), ãäå

ïàðàìåòðû Ti > 0 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ q̃ = eT4X̂4 ◦ · · · ◦ eT1X̂1(0), äëÿ ïåðåõîäà
îò ïðèâèëåãèðîâàííûõ êîîðäèíàò q̃ â êîîðäèíàòû q̄, â êîòîðûõ íèëüïîòåíòíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä:

˙̄q1 = u1,

˙̄q2 = u2,

˙̄q3 = 1
2
(q̄1u2 − q̄2u1),

˙̄q4 = 1
2
(q̄2

1 + q̄2
2)u2,

q̄ ∈ R4,(10)

ò.å. âåêòîðíûå ïîëÿ X̄1, X̄2 èìåþò âèä

X̄1 =
(

1, 0,− q̄2

2
,
q̄1

2

)
, X̄2 =

(
0, 1, 0,

q̄2
1 + q̄2

2

2

)
.

Òå î ð åì à. Äëÿ ñèñòåìû (2)�(4) îòîáðàæåíèå τ èìååò âèä

q̄1 = x, q̄2 = θ, q̄3 = 1
2
x θ − y,

q̄4 =

(
lt

((
l2r + 2

)
θ3 + 6 θ x

(
x− lr

)
+ 6 y

(
2lr − x

)
− 12l2t

(
ϕ− ϕ0 + θ

))
+ sin(ϕ0)

(
−3x

(
l2rθ

2 + 4l2t
)
− 6lrl

2
t θ

2 + x3
)

+ cos(ϕ0)
(
lrθ
(
(l2r + 2) θ2 + 2l2t (θ2 − 6) + 9x2

)
+ 12y

(
l2t − lrx

))
+3lt cos(2ϕ0)

(
l2rθ

3 + 2lrθx− 2xy
)

+ 3lt sin(2ϕ0)
(
−l2rθ2 + lrθ

(
θx+ 2y

)
+ x2

)
−x sin(3ϕ0)

(
x2 − 3l2rθ

2
)

+ lrθ cos(3ϕ0)
(
l2rθ

2 − 3x2
))/(

12 (lr cos(ϕ0) + lt)

)
.

(11)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âû÷èñëèì êîììóòàòîðû

X3 =

(
sin θ,− cos θ, 0,− lr + lt cosϕ

l2t

)
, X4 =

(
0, 0, 0,− lt + lr cosϕ

l3t

)
.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (8) ñèñòåìà âåêòîðíûõ ïîëåé X̃i îáðàçóþò â êàæäîé òî÷êå áàçèñ.
Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû σi:

σ1 = − lt cosϕ0 sinϕ0

lt + lr cosϕ0
, σ2 =

lrlt sin2 ϕ0

lt + lr cosϕ0
, σ3 = lrlt sinϕ0.
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Èçâåñòíî [27], ÷òî ëþáûå äâå íèëüïîòåíòíûå ñèñòåìû ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 4) äèô-
ôåîìîðôíû. Çàìåíà ïåðåìåííûõ, ïåðåâîäÿùàÿ îäíó òàêóþ ñèñòåìó â äðóãóþ, ñòðîèò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü X̂1, X̂2 � âåêòîðíûå ïîëÿ ïåðâîé, à X̄1, X̄2 � âåêòîðíûå
ïîëÿ âòîðîé íèëüïîòåíòíîé ñèñòåìû ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 4). Âû÷èñëèâ êîììóòà-
òîðû X̂3, X̂4 è X̄3, X̄4, ìîæíî ïîñòðîèòü äèôôåîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé ïîëÿ X̂i â
îêðåñòíîñòè òî÷êè q̂0 â ïîëÿ X̄i â îêðåñòíîñòè q̄

0:

Φ : O(q̂0)→ O(q̄0), Φ∗(X̂i) = X̄i.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ F è G êàê êîìïîçèöèþ ïîòîêîâ âåêòîðíûõ ïîëåé X̂i è X̄i

ñîîòâåòñòâåííî çà âðåìÿ Ti:

F (T1, . . . , T4) = eT4X̂4 ◦ · · · ◦ eT1X̂1(q̂0), G(T1, . . . , T4) = eT4X̄4 ◦ · · · ◦ eT1X̄1(q̄0).

Òîãäà èñêîìûé äèôôåîìîðôèçì èìååò âèä Φ = G ◦ F−1.

Ïðèìåíèì ïóíêòû 2) è 3) Àëãîðèòìà 1 ê òî÷êå q0 = (0, 0, 0, ϕ0). Ïðÿìûå âû÷èñ-
ëåíèÿ è ýëåìåíòàðíûå óïðîùåíèÿ ïðèâîäÿò ê çàìåíå ïåðåìåííûõ (11) äëÿ ïåðåõîäà
â êàíîíè÷åñêèå ïðèâèëåãèðîâàííûå êîîðäèíàòû.

3.2. Ïîèñê êîðíåé äëÿ íèëüïîòåíòíîé çàäà÷è

Àëãîðèòì 1 ïîçâîëÿåò îòûñêàòü ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå Çàäà÷è 1 êàê ðåøåíèå
íèëüïîòåíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà ãðóïïå Ýíãåëÿ, çàäàííîé çàäà÷åé îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé (10) ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà � ìèíè-
ìóìîì ôóíêöèîíàëà ñóáðèìàíîâîé äëèíû (7). Ýòà çàäà÷à àêòèâíî èññëåäóåòñÿ â ïî-
ñëåäíèå ãîäû [18,28�31], å¼ îïòèìàëüíûé ñèíòåç îïèñàí â [29]. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à
ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ÷åòûðåõìåðíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ýëëèïòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèÿõ ßêîáè sn, cn, dn è ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëàõ I è II ðîäà (F è E).
Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ èç ïàðàìåòðèçàöèè ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòî-
ðèé, çàäàííîé ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

Exp(u1, u2, k, α) =
(
q̄1(u1, u2, k, α), q̄2(u1, u2, k, α), q̄3(u1, u2, k, α), q̄4(u1, u2, k, α)

)
.

ßâíûå âûðàæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóë, ïðèâåäåííûõ â [18].
Ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íîé òî÷êîé q̄(t1) = q̄1 = (q̄1

1, q̄
1
2, q̄

1
3, q̄

1
4). Êðî-

ìå òîãî, èìåþùàÿñÿ â çàäà÷å ñèììåòðèÿ ðàñòÿæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó α ïîçâîëÿåò èç-
áàâèòüñÿ îò íåãî è ðåäóöèðîâàòü ñèñòåìó äî òðåõìåðíîé. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå q̄1

1 q̄
1
3 6= 0 íåîáõîäèìî ðåøèòü òðåõìåðíóþ ñèñòåìó ñëåäóþùåãî

âèäà: 

q̄2(u1, u2, k, 1)

q̄1(u1, u2, k, 1)
=
q̄1

2

q̄1
1

,

q̄3(u1, u2, k, 1)(
q̄1(u1, u2, k, 1)

)2 =
q̄1

3

(q̄1
1)2

,

q̄4(u1, u2, k, 1)(
q̄1(u1, u2, k, 1)

)3 =
q̄1

4

(q̄1
1)3

.

(12)

Ïðè ýòîì èñêîìûé âåêòîð (u1, u2, k) åäèíñòâåíåí è ëåæèò â íåêîòîðîì ïîäìíîæå-
ñòâå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà (0, π)×(0, 2π)×(0, 1). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâà
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ïîäðîáíî îïèñàíû â [29]. Äëÿ ïîèñêà êîðíÿ (u1, u2, k) ñèñòåìû (12) ñ ôèêñèðîâàííîé
ïðàâîé ÷àñòüþ èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå èçâåñòíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, òàêèå êàê
ìåòîä Íüþòîíà è ìåòîä õîðä. Òàê êàê ñèñòåìà (12) çàäàåòñÿ íåýëåìåíòàðíûìè ôóíê-
öèÿìè, òî äëÿ ñõîäèìîñòè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ íåîáõîäèìû íà÷àëüíûå ïðèáëèæå-
íèÿ, áëèçêèå ê èñêîìîìó êîðíþ. Èñïîëüçîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â êîìáè-
íàöèè ñ ìóëüòèñòàðòîì íå äàåò òðåáóåìîãî ýôôåêòà. Ïîýòîìó äëÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12) ðàçðàáîòàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Àë ã î ð è òì 2 (Ãèáðèäíûé). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé Q(ν) = Q1, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ν ∈ Ω ⊂ Rn ïðè êàæäîì çíà÷åíèè
Q1 ∈ Ξ ⊂ Rn. Ãèáðèäíûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ïîèñêà ðåøåíèÿ ñ íåêîòîðîé òî÷íî-
ñòüþ εe > 0 è íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè m1,m2 ∈ N ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1. Çàäàþòñÿ ìíîæåñòâà Ωj ⊂ Ω, j = 0, 1, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç äèñêðåò-
íîãî íàáîðà ñëó÷àéíûõ òî÷åê νji , i = 1, . . . ,m1.

2. Èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Ωj, j = 0, 1, âûáèðàåòñÿ òî÷êà, èìåþùàÿ íàèìåíüøóþ
íåâÿçêó de(ν) = (Q(ν) − Q1)w(Q(ν) − Q1)T , ãäå w ∈ Rn×n � ìàòðèöà âåñîâûõ
êîýôôèöèåíòîâ. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè: νj = arg min

νji ∈Ωj

de(ν
j
i ).

3. Íà âûáðàííûõ òî÷êàõ ν0, ν1 çàïóñêàåòñÿ ìåòîä õîðä [32] äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
Q(ν) = Q1. Ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ν2.

4. Äëÿ i = 1, . . . ,m2−1 èòåðàòèâíî çàïóñêàåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà [32] äëÿ ìîäèôèöè-

ðîâàííîé ñèñòåìû Q(ν) = Q1+(m2−i)Q(νi+1)
m2−i+1

ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì ν = νi+1.
Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà νi+2, êîòîðàÿ ïîäàåòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ m2 − 1 èòåðàöèé ïîëó-
÷àåòñÿ òî÷êà νm2+1. Åñëè ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåâÿçêà äîñòàòî÷íî ìàëà
de(νm2+1) < εe, òî èñêîìûé êîðåíü íàéäåí: ν = νm2+1 ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì
ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû Q(ν) = Q1. Èíà÷å ïåðåéäåì ê ï.1) àëãîðèòìà è
ïîâòîðèì âñå øàãè çàíîâî, ïîêà íóæíàÿ òî÷íîñòü íå áóäåò äîñòèãíóòà.

Çàì å ÷ à í è å 5. Àëãîðèòì 2 áûë ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììíîé ñèñòåìå Wolfram
Mathematica äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (12), ïðè ýòîì âûáðàíà äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ w = diag

(
q̄1

1, (q̄
1
1)2, (q̄1

1)3
)
. Ïðîãðàììà íàõîäèò âåê-

òîð ν = (u1, u2, k). Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà îáùèõ ñëó÷àÿ ν ∈ N1∪N2, êîòîðûå îïðå-
äåëÿþò ôîðìóëû äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé q̄(t) [18].

3.3. Ïîñòðîåíèå óïðàâëåíèÿ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è

Èòàê, ïðåäëîæåí Àëãîðèòì 1, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî ñâåñòè Çàäà÷ó 1
ê íèëüïîòåíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å íà ãðóïïå Ýíãåëÿ. ×òîáû ïîñòðîèòü îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå â íèëüïîòåíòíîé çàäà÷å â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ Àëãî-
ðèòì 2 äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (12). Ïîëó÷åííûé êîðåíü
ν = (u1, u2, k) ∈ Nc, c ∈ {1, 2}, îïðåäåëÿåò èñêîìîå óïðàâëåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• âû÷èñëÿþòñÿ ïàðàìåòðû p1 = F (u1, k), p2 = F (u2, k) è α = ±
√
| q̄1(u1,u2,k,1)

q̄11
|, ãäå

F � íîðìàëüíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë Ëåæàíäðà I ðîäà; ïàðàìåòð k çàäà¼ò
ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà; çäåñü ± = sign q̄1(u1,u2,k,1)

q̄11
;
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• ïàðàìåòðû t1, φ0 îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé [18]

c = 1 ⇒ t1 =
2p1√
|α|

, φ0 =
p2 − p1√
|α|

,

c = 2 ⇒ t1 =
2kp1√
|α|

, φ0 =
k(p2 − p1)√

|α|
;

• îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

c = 1 ⇒
u1 = −2k signα

µ
sn
(√
|α|(φ0 + t), k

)
dn
(√
|α|(φ0 + t), k

)
,

u2 = − signα
(

1− 2 dn2
(√
|σ|(φ0 + t), k

))
;

c = 2 ⇒
u1 = ∓2 signα

µ
sn
(√|α|(φ0+t)

k
, k
)

cn
(√|σ|(φ0+t)

k
, k
)
,

u2 = − signα
(

1− 2 cn2
(√|α|(φ0+t)

k
, k
))
,

(13)

ãäå ôóíêöèè sn, cn è dn ñóòü ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ, ýëëèïòè÷åñêèé êîñèíóñ è
äåëüòà àìïëèòóäà.

3.4. Ñðàâíåíèå ñ îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 1 â îáùåì ñëó÷àå íå ðåøåíà, îäíàêî èçâåñòíû îïòèìàëüíûå (â ñìûñëå ìè-
íèìóìà ôóíêöèîíàëà (7)) óïðàâëåíèÿ äëÿ ïàðêîâêè ðîáîòà (áåç ïðèöåïà), ñì. [33�35].
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à âêëàäûâàåòñÿ â Çàäà÷ó 1: âçÿâ îïòèìàëüíûå
óïðàâëåíèÿ (u1(t), u2(t)), t ∈ [0, t1] äëÿ ðîáîòà (áåç ïðèöåïà) è ïîäñòàâèâ èõ â ñèñòå-
ìó (2), ìîæíî å¼ ÷èñëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ϕ0, lr, lt
è ïîëó÷èòü òðàåêòîðèþ q(t), t ∈ [0, t1], ïðèõîäÿùóþ â òî÷êó q1 = q(t1). Çàìåòèì, ÷òî
ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò îïòèìàëüíà â Çàäà÷å 1 ïðè µ = 1.

Ýòîò êëàññ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ íàéäåííû-
ìè â äàííîé ðàáîòå ñóáîïòèìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè, ïîñòðîåííûìè ìåòîäîì íèëü-
ïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ýòîãî ïîëó÷èâøèåñÿ çíà÷åíèÿ q1 = (x1, y1, θ1, ϕ1) ïîä-
ñòàâëÿëèñü â ôîðìóëó (11) äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíå÷íîé òî÷êè q̄1 â íèëüïîòåíòíîé çà-
äà÷å. Ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà 2 íàõîäèëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êîðíÿ
ν, îïðåäåëÿþùåãî èñêîìîå óïðàâëåíèå ïî ôîðìóëàì (13). Íàêîíåö èíòåãðèðîâàíèåì
ñèñòåìû (2) ñ ïîëó÷åííûì óïðàâëåíèåì âû÷èñëÿëîñü ñóáîïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ
Çàäà÷è 1.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ââåä¼ì ñëåäóùóþ ìåðó áëèçîñòè ìåæäó êî-
íå÷íîé òî÷êîé è òî÷êîé íà íàéäåííîé ñóáîïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè:

d
(
q(t), q1

)
:=

((
x(t)− x1

)2
+
(
y(t)− y1

)2
+
(
θ(t)− θ1

)2
+

+
(
ϕ(t)− ϕ1

)2
+ 4l2r sin2 θ(t)− θ1

2
+ 4l2t sin2 ϕ(t)− ϕ1

2

)
.

Äîïîëíèòåëüíî áóäåì âûáèðàòü êîíå÷íîå âðåìÿ T íà ñóáîïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè

T = arg min
t
d
(
q(t), q1

)
.(14)

10



-0,9 -0,6 -0,3

-0,45

-0,3

-0,15

-0,2 0,2 0,4

-1,2

-0,8

-0,4

Ðèñ. 2. q1 = (−0, 90724;−0, 45537;−0, 29433;−0, 5608), òî÷íîñòü d
(
q(T ), q1

)
= 0, 1025,

äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ J = 2 (äëÿ ñóáîïòèìàëüíîãî J = 1, 975927).
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Ðèñ. 3. q1 = (1, 21571; 0, 831468; 0, 387799; 0, 119918), òî÷íîñòü d
(
q(T ), q1

)
= 0, 08905,

äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ J = 2 (äëÿ ñóáîïòèìàëüíîãî J = 2, 10794).

Çàì å ÷ à í è å 6. Ïðè âûáîðå íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè u2
1 + u2

2 ≡ 1 ïðè µ = 1
èìååì J = t1 äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ è J = T äëÿ ñóáîïòèìàëüíîãî.

Íà ðèñ. 2�4 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå íàéäåííûõ òðàåêòîðèé: ïóíêòèðíîé ëèíèåé îáî-
çíà÷åíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ñïëîøíîé ëèíèåé � ñóáîïòèìàëüíîå, ñåðàÿ îêðóæ-
íîñòü ìàëîãî ðàçìåðà çàäà¼ò êîíå÷íóþ òî÷êó q1, ñåðàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîé
êîíå÷íîé òî÷êå íà ñóáîïòèìàëüíîì ðåøåíèè, ÷¼ðíàÿ òî÷êà åñòü q(T ), âû÷èñëåííîå
ïî ôîðìóëå (14). Ðèñ. 2, 3 ñ ìàëûì âðåìåíåì t1 = 2 ïîêàçûâàþò äîñòàòî÷íî áëèçêîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îïòèìàëüíûì è ñóáîïòèìàëüíûì ðåøåíèåì, îäíàêî êàê âèäíî èç
ðèñ. 4 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì t1 òàêîå ñîîòâåòñòâèå íàðóøàåòñÿ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü â ñîçäàíèè àëãîðèòìà ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ.

4. Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ: ñâåäåíèå ê ñåðèè ëîêàëüíûõ çàäà÷

Íà îñíîâå Àëãîðèòìà 1, ïðèáëèæåííî ðåøàþùåãî Çàäà÷ó 1 ëîêàëüíî, ðàçðàáîòàí
ãëîáàëüíûé àëãîðèòì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ äàëåêèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê q0, q1.
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Ðèñ. 4. q1 = (−0, 18761; 1, 74623;−0, 178081; 2, 12067), òî÷íîñòü d
(
q(T ), q1

)
= 0, 50614,

äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ J = 4 (äëÿ ñóáîïòèìàëüíîãî J = 3, 51347).
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Ðèñ. 5. q1 = (−0, 18761; 1, 74623;−0, 178081; 2, 12067), òî÷íîñòü d
(
q(t1), q1

)
= 0, 02739,

äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ J = 4 (äëÿ ñóáîïòèìàëüíîãî J = 3, 9688).

Àë ã î ð è òì 3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ (2)�(5), â êîòîðîé óñëîâèå ïîïà-
äàíèÿ òðàåêòîðèè q(t) â êîíå÷íóþ òî÷êó q(t1) = q1 çàìåíåíî íà óñëîâèå ïîïàäàíèÿ
â íåêîòîðóþ ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè q1, ò.å. d

(
q(t1), q1

)
< ε.

Ïóñòü m3 ∈ N � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, òîãäà ñóáîïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) Âîñïîëüçóåìñÿ Àëãîðèòìîì 1 è âû÷èñëèì òî÷êó q̄1 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (11)
äëÿ q = q1. Ñ ïîìîùüþ Àëãîðèòìà 2 íàõîäèì êîðåíü ν1 ñèñòåìû (12) è
ïî ôîðìóëàì (13) ñòðîèì óïðàâëåíèå. Äàëåå, ïîäñòàâèâ åãî â ñèñòåìó (2)�
(5) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ÷èñëåííî, ïîëó÷àåì òðàåêòîðèþ
q0(t), t ∈ [0, t01] ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì q0(0) = q0 .

2) Åñëè ðàññòîÿíèå d0 = d
(
q0(t01), q1

)
< ε, òî òðàåêòîðèÿ q0(t), t ∈ [0, t01], äîñòàâëÿåò

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ. Èíà÷å îòðåçîê [0, t01] äåëèòñÿ
íà m3 îäèíàêîâûõ ÷àñòåé. Ïîñëå ÷åãî ïîñëåäîâàòåëüíî çàïóñêàåòñÿ âû÷èñëåíèå
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íèëüïîòåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé â òî÷êàõ q0

(
it01
m3

)
, i = 1, . . . ,m3, êàê ýòî ñäåëàíî

â ïåðâîì ïóíêòå äëÿ òî÷êè q0. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè ÷åðåç

qi(t), t ∈ [0, ti1], äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íà÷àëüíîå óñëîâèå qi(0) = q0

(
it01
m3

)
, è

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç di = d
(
qi(t

i
1), q1

)
. Çàòåì âûáèðàåòñÿ íîìåð

j = arg min
i=0...m3

di è ïðîöåäóðà, îïèñàííàÿ â äàííîì ïóíêòå, ïðèìåíÿåòñÿ óæå äëÿ

òðàåêòîðèè qj(t), t ∈ [0, tj1].

Íà ðèñ. 5 ïðèâåä¼í ïðèìåð óëó÷øåíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ Àëãîðèòìà 3, ÷¼ðíàÿ
òî÷êà íà òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå qi(0), â êîòî-
ðîé áûëà âû÷èñëåíà äîïîëíèòåëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, â ýòîì
ñëó÷àå äîñòàòî÷íî îäíîé äîïîëíèòåëüíîé èòåðàöèè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðèåìëåìóþ
áëèçîñòü îïòèìàëüíîãî è ñóáîïòèìàëüíîãî ðåøåíèé.

5. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ è ïðèìåðû ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ ïàðêîâêè

Ðèñ. 6. Ïðèìåð ïàðêîâêè. Ñëåâà: (lt, lr) = (10, 4), x1 = 1, y1 = 4, θ1 = ϕ1 = ϕ0 = 0,

ϕmax =
π

2
c µ = 0, 15 è d

(
q(t1), q1

)
= 0, 061644. Ñïðàâà: (lt, lr) = (10, 2), x1 = −26,

θ1 = π, y1 = ϕ1 = ϕ0 = 0, ϕmax =
3π

4
c µ = 0, 05 è d

(
q(t1), q1

)
= 0, 0264575.

Â ñðåäå Wolfram Mathematica ðàçðàáîòàíû ïðîãðàììû ïîñòðîåíèÿ ñóáîïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ Çàäà÷è 1 íà îñíîâå íèëüïîòåíòíîé
àïïðîêñèìàöèè. Ïðîãðàììû ïî âõîäíûì äàííûì lr, lt, ϕ

0, x1, y1, θ1, ϕ1, ε ñòðîÿò
ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ u1, u2 è ñîîòâåòñòâóþùóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ðîáîòà ñ ïðè-
öåïîì q(t), âûõîäÿùóþ èç òî÷êè q0 = (0, 0, 0, ϕ0) è ïðèõîäÿùóþ â ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè
q1 = (x1, y1, θ1, ϕ1).

Ïðîãðàììà ïàðêîâêè áûëà ïðîòåñòèðîâàíà äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ðîáî-
òà 0 6 lr < lt. Â ðåçóëüòàòå òåñòèðîâàíèÿ îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâà òåñòîâ
ïðîãðàììà ñòðîèò óïðàâëåíèå, ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî ýôôåêò ñêëàäíîãî íîæà
(îò àíãë. jackkni�ng [36]), îçíà÷àþùèé ñòîëêíîâåíèå ðîáîòà ñ ïðèöåïîì. Íà ïðàêòèêå
òàêèå ðåøåíèÿ íå äîïóñòèìû, ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíî áûëà ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à, ó÷èòûâàþùàÿ åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà óãîë ïîâîðîòà ïðèöåïà.

Çàä à ÷ à 2 (ñ îãðàíè÷åíèÿìè). Äàíà ñèñòåìà ¾ðîáîò ñ ïðèöåïîì¿ (2)�(4).
Çàäàíî ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà óãîë ïîâîðîòà ïðèöåïà:

|ϕ(t)| 6 ϕmax < π.(15)

Òðåáóåòñÿ íàéòè êðèâóþ q(t) =
(
x(t), y(t), θ(t), ϕ(t)

)
, óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì (5) è ìèíèìèçèðóþùóþ ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (6).
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Ðèñ. 7. Ïðèìåð ïàðêîâêè. Ñëåâà: (lt, lr) = (6, 3), x1 = −11, y1 = 4, θ1 =
π

2
, ϕ1 = −π

3
,

ϕ0 =
π

6
, ϕmax =

3π

4
c µ = 0, 5 è d

(
q(t1), q1

)
= 0, 057446. Ñïðàâà: (lt, lr) = (9, 2), x1 = 3,

y1 = −5, θ1 = π/2, ϕ1 =
π

12
, ϕ0 =

π

3
, ϕmax =

3π

4
c µ = 0, 512 è d

(
q(t1), q1

)
= 0, 046904.

Ðèñ. 8. Ïðèìåð ïàðêîâêè: (lt, lr) = (10, 1), x1 = −35, y1 = 13, θ1 =
2π

3
, ϕ1 = 0, ϕ0 =

π

6
,

ϕmax =
3π

4
c µ = 0, 5 è d

(
q(t1), q1

)
= 0, 042426.

Äëÿ ðåøåíèÿ Çàäà÷è 2 èñïîëüçîâàëàñü åñòåñòâåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ Àëãîðèòìà 3,
â êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè qi(t), i = 0, 1, . . . , ñòðîÿòñÿ íà óðåçàííîì èí-
òåðâàëå t ∈ [0, t̃i1], t̃i1 6 ti1, íà êîòîðîì âûïîëíåíî óñëîâèå (15). Â ïðîãðàììíîé ðåàëè-
çàöèè ïàðàìåòð µ ñ÷èòàåòñÿ ñâîáîäíûì, åãî çíà÷åíèå ïîäáèðàåòñÿ â íà÷àëå ðàáîòû
ïðîãðàììû òàê, ÷òî íåâÿçêà d

(
q0(t01), q1

)
èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Íà ðèñ. 6�8

ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïàðêîâêè ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû.
×åðíûì ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíî íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ðîáîòà; òðåáóåìîå êîíå÷íîå ïî-
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ëîæåíèå îáîçíà÷åíî ÷åðíûì ñïëîøíûì öâåòîì; ÷åðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òðàåê-
òîðèè äâèæåíèÿ ðîáîòà, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû; ñåðûì ïóíêòèðîì îáî-
çíà÷åíû íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ ðîáîòà ñ ïðèöåïîì âäîëü ïîñòðîåííîé
òðàåêòîðèè (â òîì ÷èñëå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå). Îòìåòèì, ÷òî Çàäà÷à 1 äî ñèõ ïîð
îñòà¼òñÿ îòêðûòîé, à ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (2)�(5) íå
ó÷èòûâàþò êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè (6). Ñðàâíåíèå íàéäåííûõ òðàåêòîðèé ïàðêîâêè
ñ òðàåêòîðèÿìè, ïîëó÷åííûìè äðóãèìè ìåòîäàìè, òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
Èçâåñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ [36, 37] çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (2)�(5) íàöåëåíû â îñíîâíîì
íà ó÷¼ò ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé â ïëîñêîñòè (x, y), êîòîðûå çà÷àñòóþ è îïðåäåëÿþò
èñêîìóþ òðàåêòîðèþ. À èìåííî, â ïëîñêîñòè (x, y) èùåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ãîëî-
íîìíàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ (5) áåç ó÷¼òà íåãîëîíîìíûõ
îãðàíè÷åíèé, ïðåäñòàâëåííûõ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé (2). Çàòåì íà ïîñòðîåí-
íîé ãîëîíîìíîé òðàåêòîðèè âûäåëÿåòñÿ íàáîð ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé è ñ ïîìî-
ùüþ ðàçëè÷íûõ ëîêàëüíûõ ìåòîäîâ èùåòñÿ íåãîëîíîìíàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ
áëèçêèå äðóã ê äðóãó ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ. Â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ òàêîé
ïîäõîä ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ñ áîëüøîé âåëè÷èíîé ìàí¼âðà.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé Çàäà÷è 2, â êîòîðîì íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå
ïîëîæåíèÿ ðîáîòà ñîâïàäàþò.

6. Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ïåðåïàðêîâêè ïðèöåïà

Íà îñíîâå îáùåãî àëãîðèòìà ïàðêîâêè áûë ðàçðàáîòàí ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì
äëÿ ïåðåïàðêîâêè ïðèöåïà, ò.å. äëÿ ñëó÷àÿ ïàðêîâêè ñ óñëîâèåì x1 = y1 = θ1 = 0.
Êîíå÷íàÿ òî÷êà äëÿ íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè ïåðåïàðêîâêè â êàíîíè÷åñêîì
âèäå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

q̄1 =

(
0, 0, 0,

l3t (ϕ
1 − ϕ0)

lt + lr cosϕ1

)
.

Ýòîò ñëó÷àé èíòåðåñåí òåì, ÷òî äëÿ íèëüïîòåíòíîé çàäà÷è â êàæäóþ òî÷êó òàêîãî
âèäà ïðèõîäèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé (â îòëè÷èå
îò ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò ëèøü åäèíñòâåííîå îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå) � ýëàñòèê, èìåþùèõ ôîðìó âîñüìåðêè (ëåìíèñêàòû Áåðíóëëè). Âìåñòå
ñ âàðèàöèåé ïî ïàðàìåòðó µ â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
íèëüïîòåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé, ñðåäè êîòîðûõ âîçìîæíî îòûñêàòü òî ðåøåíèå, êî-
òîðîå ïåðåâîäèò èñõîäíóþ ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîå äîñòàòî÷íî
òî÷íî è êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ôàçîâîìó îãðàíè÷åíèþ (15). Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ñ
ïîìîùüþ Àëãîðèòìà 3 íàõîäèòñÿ â âèäå òðàåêòîðèè q0(t) áåç ðàññìîòðåíèÿ òðàåêòî-
ðèé qi(t), i = 1, . . . ,m3.

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð ìàñøòàáà ïîçâîëÿåò áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè çàôèêñèðî-
âàòü çíà÷åíèå lt > 0 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Â ïðîãðàììíîé ñèñòåìå Wolfram Mathematica ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ
ñòðîèò ðåøåíèå çàäà÷è ïåðåïàðêîâêè q(t), t ∈ [0, t1] ñ òî÷íîñòüþ d

(
q(t1), q1

)
< 1/10 è

äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì íà ìàêñèìàëüíûé óãîë ïðèöåïà

max
t∈[0,t1]

|ϕ(t)| − ϕmax < 1/10.
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Ïðîãðàììà äëÿ ïîèñêà ïîäõîäÿùåãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåò ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè ïðî-
ãðàììíîé ñèñòåìû ParametricNDSolveValue è FindMinimum.

Ðàññìîòðåí ñëåäóþùèé íàáîð òåñòîâ. Ïóñòü lt = 10, à lr = 0, 1/2, 1, 3/2, . . . , 5.
Çàäàäèì ìàêñèìàëüíûé óãîë ϕmax = 3π/4, à òàêæå ñåòêó äëÿ óãëà ïðèöåïà

ϕ0, ϕ1 ∈ Φ = {πi/12 | i ∈ {−6, . . . , 6}} , ϕ0 6= ϕ1.

Îáîçíà÷èì òðàåêòîðèþ, êîòîðóþ ñòðîèò ïðîãðàììà ïî ïàðàìåòðàì lr, ϕ
0, ϕ1, ÷åðåç

q(lr,ϕ0,ϕ1)(t), t ∈ [0, t1]

(ôîðìàëüíî çíà÷åíèå t1 òàêæå çàâèñèò îò lr, ϕ
0, ϕ1, äàëåå áóäåì ýòî ïîäðàçóìåâàòü).

Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíóþ ïîãðåøíîñòü

dΦ(lr) = max
ϕ0,ϕ1∈Φ

d
(
q(lr,ϕ0,ϕ1)(t1), q1

)
,

à òàêæå ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îò ìàêñèìàëüíîãî óãëà:

maxΦ(lr) = max
ϕ0,ϕ1∈Φ

( max
t∈[0,t1]

|ϕ(lr,ϕ0,ϕ1)(t)| − ϕmax),

ãäå ϕ(lr,ϕ0,ϕ1)(t) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà òðàåêòîðèè q(lr,ϕ0,ϕ1)(t).

Òåñòèðîâàíèå ïåðåïàðêîâêè ïðèöåïà
lr 0 1/2 1 3/2 2 5/2 3 7/2 4 9/2 5
dΦ 0,027 0,028 0,027 0,03 0,078 0,03 0,026 0,03 0,038 0,071 0,058

maxΦ 0 0 0 0 0 0 0 0 0,059 0,085 0,038

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ â âèäå ìàêñèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè
è ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò ϕmax.

Ïðîâåäåííîå òåñòèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ïðè ëþáûõ lt > 2lr è ϕ
0, ϕ1 ∈ [−π/2, π/2]

íàéä¼òñÿ íèëüïîòåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïåðåâåñòè ðîáîòà ñî ñâÿçêîé
(lt, lr) èç ñîñòîÿíèÿ (0, 0, 0, ϕ0) â ñîñòîÿíèå (0, 0, 0, ϕ1) ñ ïîãðåøíîñòüþ dΦ(lr) < 1/10 è
ìàêñèìàëüíûì àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì óãëà ïîâîðîòà ïðèöåïà 3π/4 + 1/10. Äëÿ êîí-
êðåòíûõ çíà÷åíèé (lt, lr), êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ èç ðåàëüíîé ìîäåëè ðîáîòà, ìîæíî
ðàçðàáîòàòü áîëåå òî÷íûé ñïåöèàëèçèðîâàííûé àëãîðèòì ïåðåïàðêîâêè.

Èçâåñòíî ðåøåíèå äëÿ ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé îïòèìàëüíîå óïðàâ-
ëåíèå ðîáîòîì áåç ïðèöåïà [33�35]. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóáðèìàíîâà äëèíà äîñòàâëÿåò
íèæíþþ ãðàíü äëÿ ñóáðèìàíîâîé äëèíû (7) â çàäà÷å, ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé
ðàáîòå. Ïðè ýòîì ñëó÷àé ïåðåïàðêîâêè ïîçâîëÿåò îïèñàòü âåðõíþþ ãðàíü äëÿ ñóáðè-
ìàíîâîé äëèíû (7), ÷òî ïîìîæåò ïðè äàëüíåéøåì àíàëèçå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

7. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì ñ ïðèöåïîì,
äâèæóùèìñÿ ïî ïëîñêîñòè. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå íîâûå ðåçóëüòàòû:

• ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñèñòåìû
¾ðîáîò ñ ïðèöåïîì¿ â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (Àëãîðèòì 1);
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• â ÿâíîì âèäå íàéäåíà çàìåíà ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùàÿ íèëüïîòåíòíóþ àï-
ïðîêñèìàöèþ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (Òåîðåìà); ïðè ýòîì çàìåíà îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèåé ñèñòåìû ¾ðîáîò ñ ïðèöåïîì¿ ñâî-
äèòñÿ ê íèëüïîòåíòíîé çàäà÷å íà ãðóïïå Ýíãåëÿ;

• ðàçðàáîòàí ãèáðèäíûé àëãîðèòì è ïðîãðàììà ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â íèëüïîòåíòíîé ñóáðèìà-
íîâîé çàäà÷å íà ãðóïïå Ýíãåëÿ (Àëãîðèòì 2);

• ðàçðàáîòàí àëãîðèòì è ïðîãðàììà ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïàðêîâêè ðî-
áîòà ñ ïðèöåïîì áåç îãðàíè÷åíèé íà ôàçîâûå ïåðåìåííûå (Àëãîðèòì 3);

• íà îñíîâå ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ ñîçäàíû ñïåöèàëèçèðîâàííûé àëãîðèòì
è ïðîãðàììà ïåðåïàðêîâêè, ðåøàþùèå ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è è ó÷èòûâàþùèå
ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå íà óãîë ïîâîðîòà ïðèöåïà.

Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â íèëüïîòåíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å èñ-
ïîëüçóåòñÿ Àëãîðèòì 2 äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç òð¼õ óðàâíåíèé, çàâèñÿùèõ îò ýëëèï-
òè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ââåäåíèè
ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé íà óãîë ïðèöåïà, ìîãóò âîçíèêíóòü ñëó÷àè, êîãäà ãëîáàëü-
íûé Àëãîðèòì 3, ìîäèôèöèðîâàííûé äëÿ ðåøåíèÿ Çàäà÷è 2 ñ îãðàíè÷åíèåì, òðå-
áóåò ñëèøêîì ìíîãî èòåðàöèé. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïåðñïåêòèâíûì íà-
ïðàâëåíèåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî íèëüïîòåíòíóþ
àïïðîêñèìàöèþ â ñóáðèìàíîâîì ñëó÷àå òîëüêî äëÿ ïåðåïàðêîâêè ïðèöåïà: ñíà÷àëà
ðîáîò ñ ïðèöåïîì ïåðåâîäèòñÿ â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå áåç ó÷åòà ïðèöåïà ïðè äâèæåíèè
òîëüêî âïåðåä (íàïðèìåð, âäîëü ïóòè ìàøèíû Äóáèíñà, ñîñòîÿùåãî èç êîìáèíàöèè
äóã îêðóæíîñòåé è îòðåçêîâ ïðÿìûõ [38], ëèáî âäîëü ýëàñòèêè Ýéëåðà [39]), à çàòåì
ïåðåâîäèò ïðèöåï â íóæíîå ïîëîæåíèå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïåðåïàðêîâêè. Â äàëü-
íåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ñðàâíåíèå ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ñîãëàñíî êðèòåðèþ (6)
è àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàííûõ ïðîãðàìì äëÿ óïðàâëåíèÿ ðåàëüíîé ìîäåëüþ ðîáîòà â
ðàìêàõ ðåøåíèÿ Çàäà÷è 2 ñ îãðàíè÷åíèåì íà óãîë ïîâîðîòà ïðèöåïà èñõîäÿ èç êîí-
êðåòíîé ìîäåëè ðîáîòà.

Â äàííîé ñòàòüå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ó ðîáîòà åñòü âîçìîæíîñòü çàäàâàòü ïðî-
èçâîëüíóþ ñêîðîñòü ïðèâîäíûõ êîë¼ñ è ñîîòâåòñòâåííî ñâîè ëèíåéíóþ è óãëîâóþ
ñêîðîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòè êîë¼ñ ðî-
áîòà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ñóáôèíñëåðîâîé ñòðóêòóðû íà M .
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóáôèíñëåðîâà çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé (2)�(5)
ñ ìèíèìèçàöèåé âðåìåíè t1 → min (èëè äëèíû òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòè (x, y)) è
îãðàíè÷åíèåì óïðàâëåíèÿ íà íåêîòîðîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî (u1, u2) ∈ Ω ⊂ R2 [40].
Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ Çàäà÷à 1 ýêâèâàëåíòà ñóáôèíñëåðîâîé çàäà÷å ïðè
Ω = Ωµ := {(u1, u2) ∈ R2 | u2

1 + µ2u2
2 6 1}. Â îáùåì ñóáôèíñëåðîâîì ñëó÷àå ìíîæå-

ñòâî Ω îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäÿ èç êîíêðåòíîé ìîäåëè, íàïðèìåð ñëó÷àé, êîãäà Ω åñòü
âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê (÷åòûð¼õóãîëüíèê), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíûé ïîäêëàññ
ñóáôèíñëåðîâûõ çàäà÷, â êîòîðîì îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, êàê ïðàâèëî, êóñî÷íî�
ïîñòîÿííî.

Â çàâåðøåíèå îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûå Àëãîðèòì 1 è Òåîðåìóìîæíî èñïîëü-
çîâàòü íå òîëüêî äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷, ò.å. çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèÿ
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íà óïðàâëåíèå è ñ ìèíèìèçàöèåé ñóáðèìàíîâîé äëèíû (7), íî è äëÿ áîëåå îáùåãî
êëàññà ñóáôèíñëåðîâûõ çàäà÷.

Àâòîðû áëàãîäàðíû ïðîô. Þ.Ë. Ñà÷êîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïîääåðæêó íà
ïðîòÿæåíèè âñåãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè dimM = n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç TqM êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê M â òî÷êå q ∈M .

Ïóñòü íàM çàäàíî ñåìåéñòâî F = {X1, X2} èç äâóõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X1,
X2 ∈ Vec (M), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ïîëíîãî ðàíãà, ò.å. äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

Lieq F = TqM, ∀q ∈M,

ãäå Lieq F îáîçíà÷àåò àëãåáðó Ëè, ïîðîæäàåìóþ ñèñòåìîé F â òî÷êå q

Lieq F = span (X1(q), X2(q), [X1, X2](q), . . . , [Xi, [. . . , [X1, X2] . . .]](q) | Xi ∈ F) .

Çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò êîììóòàòîð (ñêîáêó Ëè) âåêòîðíûõ ïîëåé

[X1, X2](q) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(
e−
√
tX2 ◦ e−

√
tX1 ◦ e

√
tX2 ◦ e

√
tX1(q)

)
∈ Vec(M),

ãäå ÷åðåç etXi(q) îáîçíà÷åí ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ Xi ∈ Vec (M) èç òî÷êè q ∈ M
çà âðåìÿ t, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè γ̇(t) = Xi(γ(t)), γ(0) = q.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ls(q), s ∈ N, âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäàåìûå çíà÷åíèÿìè
â òî÷êå q ñêîáîê Ëè ïîëåé X1, X2 äëèíû 6 s, (ñàìè ïîëÿ Xi � ñêîáêè äëèíû 1):

L1(q) = span
(
X1(q), X2(q)

)
,

L2(q) = span
(

L1(q) + [L1,L1](q)
)
,

. . .

Ls(q) = span
(
Ls−1(q) + [L1,Ls−1](q)

)
.

Óñëîâèå ïîëíîãî ðàíãà ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ M ñóùåñòâóåò
íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî r = r(q) òàêîå, ÷òî dim Lr(q) = n. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà
F çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ôëàãîì

(Ï.1) L1(q) ⊆ L2(q) ⊆ · · · ⊆ Lr−1(q) ⊂ Lr(q) = TqM.

Îïð å ä å ë å í è å 1. Âåêòîðîì ðîñòà ñèñòåìû F â òî÷êå q íàçûâàåòñÿ âåêòîð(
dim L1(q), . . . , dim Lr(q)

)
.

Çàôèêñèðóåì ðàçìåðíîñòü dimM = 4 è ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

(Ï.2) q̇ = u1X1

(
q
)

+ u2X2

(
q
)
,

ãäå òðàåêòîðèÿ q = q(t) ∈ M , t > 0 � êóñî÷íî�ãëàäêàÿ êðèâàÿ, óïðàâëåíèÿ u1, u2 �
âåùåñòâåííîçíà÷íûå êóñî÷íî�íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, à ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ X1,
X2 ∈ Vec (M) îáðàçóþò ñèñòåìó ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 4):

span(X1(q), X2(q), [X1, X2](q), [X1, [X1, X2]](q)) = TqM, ∀q ∈M.
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Äàëåå äëÿ ñèñòåìû (Ï.2) áóäåò îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìà-
öèè � â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîñòåéøåé ñèñòåìû ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 4), òðàåêòî-
ðèè êîòîðîé ëîêàëüíî ïðèáëèæàþò òðàåêòîðèè èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïîä ïðîñòåéøåé
ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: âåêòîðíûå ïîëÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû îáðàçóþò
íèëüïîòåíòíóþ àëãåáðó Ëè, âñå ñêîáêè Ëè êîòîðîé îáíóëÿþòñÿ íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî
ïîðÿäêà. Òàêàÿ ïðèáëèæåííàÿ ñèñòåìà íàèáîëåå ëåãêî ñòðîèòñÿ â ñïåöèàëüíûõ êî-
îðäèíàòàõ, îïèñûâàþùèõ ïåðåìåùåíèå ñèñòåìû â íàïðàâëåíèÿõ áàçîâûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé è èõ êîììóòàòîðîâ � òàê íàçûâàåìûõ ïðèâèëåãèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ. Ïåðåä
îïèñàíèåì ñàìîé êîíñòðóêöèè ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, ñì. ïîäðîáíåå â [26].

Îïð å ä å ë å í è å 2. Çàìåíîé êîîðäèíàò äëÿ ñèñòåìû (Ï.2) íàçûâàåòñÿ äèôôåî-
ìîðôèçì σ : M → M : q 7→ σ(q). Äèôôåðåíöèàë ýòîé çàìåíû îáîçíà÷èì ÷åðåç
σ∗ : TqM → Tσ(q)M : Xi 7→ σ∗(Xi), i = 1, . . . , 4.

Îïð å ä å ë å í è å 3. Äëÿ ñèñòåìû (Ï.2) ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
X â òî÷êå q0 íàçûâàåòñÿ òàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî s ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè σ, èìåþùåé ïîðÿäîê p = min

{
p ∈ N | Xk1 . . . Xkp(σ)(q0) = 0, kj ∈ {1, 2}

}
, âñå

ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà s+ p âäîëü ïîëåé X1, X2 îò X(σ) îáíóëÿþòñÿ â ýòîé òî÷êå:

Xk1 . . . Xks+pX(σ)(q0) = 0, kj ∈ {1, 2}.

Îïð å ä å ë å í è å 4. Ñèñòåìà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò q̃ = (q̃1, . . . , q̃4) íà M ñ öåí-
òðîì â òî÷êå q0, îïðåäåëÿåìàÿ çàìåíîé

(
q̃1(q), . . . , q̃4(q)

)
=
(
σ1(q), . . . , σ4(q)

)
, íàçû-

âàåòñÿ ëèíåéíî àäàïòèðîâàííîé â òî÷êå q0, åñëè äèôôåðåíöèàëû d q̃1, . . . , d q̃4 îáðà-
çóþò áàçèñ T ∗q0M , àäàïòèðîâàííûé ê ôëàãó {0} = L0(q0) ⊂ L1(q0) ⊂ L2(q0) ⊂ L3(q0),

ò.å. Li(q0) = span( ∂
∂q̃1
|q0 , . . . , ∂

∂q̃i
|q0), i = 1, 2, 3. Ïðè ýòîì ïîðÿäêîì êîîðäèíàòû q̃i

â òî÷êå q0 íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî p ∈ N, òàêîå ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ïî-
ðÿäêà p âäîëü ïîëåé Xkj îò σi îáíóëÿþòñÿ â ýòîé òî÷êå: Xk1 . . . Xkp(σi)(q

0) = 0,
kj ∈ {1, 2}, ãäå Xkj(f) = 〈∇f,Xkj〉 îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ïî íàïðàâëå-
íèþ ïîëÿ Xkj , îïåðàòîð 〈, 〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, à ∇ � âçÿòèå ãðàäèåíòà.

Îïð å ä å ë å í è å 5. Äëÿ ñèñòåìû (Ï.2), çàïèñàííîé â ëèíåéíî àäàïòèðîâàííûõ
êîîðäèíàòàõ q̃, âåñîì êîîðäèíàòû q̃i íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî ωi ∈ N òàêîå,
÷òî Lωi(q0) íå îáíóëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.

Îïð å ä å ë å í è å 6. Ñèñòåìà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò q̃ = (q̃1, . . . , q̃4) ñ öåíòðîì â
òî÷êå q0 íàçûâàåòñÿ ïðèâèëåãèðîâàííîé äëÿ ñèñòåìû (Ï.2), åñëè âûïîëíåíî

• (q̃1, . . . , q̃4) ëèíåéíî àäàïòèðîâàíû â òî÷êå q0;

• ïîðÿäîê êîîðäèíàòû q̃i â òî÷êå q
0 ðàâåí âåñó ωi.

Òåïåðü, êîãäà äàíû âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, îïèøåì êîíñòðóêöèþ íèëüïî-
òåíòíîé àïïðîêñèìàöèè. Íèëüïîòåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ ñèñòåìû (Ï.2) ñòðîèòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå R4 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ñèñòåìà (Ï.2) çàïèñûâàåòñÿ â ïðèâèëåãèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ q̃

˙̃q = u1X1(q̃) + u2X2(q̃), q̃ ∈M, (u1, u2) ∈ R2;(Ï.3)

2) âåêòîðíûå ïîëÿ Xi(q̃) ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä Ìàêëîðåíà ñ ïîñëåäóþùåé ãðóï-
ïèðîâêîé ñëàãàåìûõ îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà

Xi(q̃) = X
(−1)
i (q̃) +X

(0)
i (q̃) +X

(1)
i (q̃) +X

(2)
i (q̃) + . . . ;
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3) îòáðàñûâàþòñÿ ñëàãàåìûå íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî ïîðÿäêà, è îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå

ïîðÿäêà −1 ôîðìèðóþò áàçèñíûå âåêòîðíûå ïîëÿ X̂i(q̃) = X
(−1)
i (q̃) ïðèáëèæåí-

íîé ñèñòåìû � íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè

(Ï.4) ˙̂q = u1X̂1(q̂) + u2X̂2(q̂), q̂ ∈ R4, (u1, u2) ∈ R2.

Íèëüïîòåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (Ï.4) äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (Ï.3) îáëàäàåò ñëå-
äóþùèìè êëþ÷åâûìè ñâîéñòâàìè:

1) âñå êîììóòàòîðû ïîðÿäêà > 3 âåêòîðíûõ ïîëåé X̂1, X̂2 ðàâíû íóëþ;

2) âåêòîð ðîñòà ñèñòåìû (Ï.4) ðàâåí (2, 3, 4);

3) ïîä äåéñòâèåì óïðàâëåíèé u1(t), u2(t) òðàåêòîðèÿ q̂(t) ñèñòåìû (Ï.4) ëîêàëüíî
(ïðè ìàëûõ t > 0) ïðèáëèæàåò òðàåêòîðèþ q̃(t) ñèñòåìû (Ï.3).

Â ãëàâå 8 êíèãè Ð. Ìîíòîãîìåðè [20] îáúÿñíÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó èñõîäíîé ñèñòå-
ìîé è åå íèëüïîòåíòèçàöèåé (íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèåé), îíà äàíà òåîðåìîé
Ãðîìîâà�Ìèò÷åëëà (8.4.1). Îöåíêà íà áëèçîñòü òðàåêòîðèé ïðèâåäåíà â ðàçäåëå 8.7.
Áîëåå äåòàëüíî ñ êîíñòðóêöèåé íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè ìîæíî ïîçíàêîìèòü-
ñÿ â ðàáîòå Áåëëàèøà [24]. Ðàçäåë 7 ïîñâÿùåí îöåíêàì íà ðàññòîÿíèÿ, â ÷àñòíîñòè
ñì. Óòâåðæäåíèå 7.29 î áëèçîñòè òðàåêòîðèé èñõîäíîé è ïðèáëèæàþùåé ñèñòåì.

Çàì å ÷ à í è å 7. Â îáùåì ñëó÷àå dimM = n, äëÿ èñõîäíîé q̃(t) = (q̃1(t), ..., q̃n(t)) è
ïðèáëèæàþùåé òðàåêòîðèé q̂(t) = (q̂1(t), ..., q̂n(t)) â ïðèâèëåãèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ,
âûõîäÿùèõ èõ îäíîé òî÷êè, âûïîëíåíà ëîêàëüíàÿ îöåíêà |q̃i(t) − q̂i(t)| 6 Ctwi+1,
ãäå C � êîíñòàíòà, wi � âåñ êîîðäèíàòû q̃i (ñòåïåíü íåãîëîíîìíîñòè â íàïðàâëåíèè
q̃i, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøàÿ ãëóáèíà ôëàãà ðàñïðåäåëåíèÿ (Ï.1), íå
îáíóëÿþùàÿ i-å íàïðàâëåíèå).

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ òðàåêòîðèé q̃(t) è q̂(t) ñèñòåì (Ï.3) è (Ï.4) âûïîëíåíà îöåíêà

|q̃i(t)− q̂i(t)| 6 Ctwi+1, w = (1, 1, 2, 3),

ãäå C � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ âèäîì âåêòîðíûõ ïîëåé Xi è íà÷àëüíîé òî÷êîé q
0.
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