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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ åñòåñòâåííîå óòî÷íåíèå ìîäåëè Ïåòèòî-×èòòè-

Ñàðòè ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû ãîëîâíîãî ìîçãà. Óòî÷íåíèå ïðî-

èñõîäèò ïóòåì ó÷åòà êðèâèçíû êîíòóðîâ âèäèìîãî èçîáðàæåíèÿ. Â òà-

êîé ìîäåëè ñêðûòûå îò íàáëþäåíèÿ êîíòóðû äîñòðàèâàþòñÿ ìîçãîì

ñ ïîìîùüþ ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå M ïîçèöèé, íàïðàâëåíèé è êðèâèçí. Ïðîñòðàíñòâî M ìîäåëè-

ðóåò êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî íåéðîíîâ çðèòåëüíîé êîðû. Â

äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà

ìíîãîîáðàçèè M = R2 × SO(2) × R. Äîêàçûâàåòñÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿå-

ìîñòü ñèñòåìû è ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé. Ê çàäà÷å

ïðèìåíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè � ïðèíöèï ìàêñè-

ìóìà Ïîíòðÿãèíà è èññëåäóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíîâà ñè-

ñòåìà. Íàéäåíà ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé. Â

íîðìàëüíîì ñëó÷àå íàéäåíû òðè ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåð-

âûõ èíòåãðàëà. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû óêàçûâàþò íà íàëè÷èå åùå

îäíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà, ÷òî îçíà÷àåò èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèë-

ëþ íîðìàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü çðåíèÿ, çðèòåëüíàÿ êîðà, ñóáðèìàíîâà ãåî-

ìåòðèÿ, ãåîäåçè÷åñêèå, êðèâèçíà, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,

èíòåãðèðóåìîñòü.
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1 Ââåäåíèå

Ïðèíöèïû óñòðîéñòâà áèîëîãè÷åñêèõ çðèòåëüíûõ ñèñòåì âûçûâàþò áîëü-
øîé èíòåðåñ ñðåäè èññëåäîâàòåëåé âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Âàæíûì íà-
ïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è èçó÷åíèå ðåàëèñòè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ îïðåäåëåííûé ýòàï îáðàáîòêè çðèòåëüíîãî ñèãíàëà.
Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çðèòåëüíîé êîðû V1-
V2 ãîëîâíîãî ìîçãà ìëåêîïèòàþùèõ, ïðåäëîæåííàÿ Æ. Ïåòèòî [1]. Òàêàÿ
ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì óòî÷íåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Ïåòèòî-×èòòè-
Ñàðòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ïåðâè÷íóþ çðèòåëüíóþ êîðó V1 êàê ñóáðèìàíîâó
ñòðóêòóðó íà ãðóïïå Ëè SE(2) = R2 × SO(2). Çäåñü SE(2) ìîäåëèðóåò êîí-
ôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî íåéðîíîâ V1, êîòîðîå ìîæíî ïîíèìàòü êàê
ïðîñòðàíñòâî ïîçèöèé R2 è íàïðàâëåíèé SO(2). Óòî÷íåíèå ìîäåëè ïðîèñ-
õîäèò ïóòåì âêëþ÷åíèÿ êðèâèçíû êîíòóðîâ îáîçðåâàåìîãî èçîáðàæåíèÿ.
Ýòî ïðèâîäèò ê ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðå íà ÷åòûðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
M = R2 × SO(2)× R, ãäå ÷åòâåðòàÿ êîìïîíåíòà êîäèðóåò êðèâèçíó.

Èíòåðåñ ê ïîäîáíûì ìîäåëÿì âîñõîäèò òàê æå èç ïðèëîæåíèé. Ïðèí-
öèïû ðàáîòû áèîëîãè÷åñêèõ çðèòåëüíûõ ñèñòåì àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â
êîìïüþòåðíîì çðåíèè. Íà îñíîâå ýòèõ ïðèíöèïîâ ñîçäàþòñÿ ýôôåêòèâíûå
ìåòîäû îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé: óëó÷øåíèå, ñåãìåíòàöèÿ, âîññòàíîâëåíèå,
ïîèñê îáúåêòîâ. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [2] ïðåäëîæåí ïîäõîä ê îáðàáîòêå
èçîáðàæåíèé, îñíîâàííûé íà ïîäíÿòèè èçîáðàæåíèÿ â ðàñøèðåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ïîçèöèé è íàïðàâëåíèé (invertible orientation scores). Ïîñëå òà-
êîãî ïîäúåìà, ñóáðèìàíîâû êðàò÷àéøèå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîèñêà âûäå-
ëÿþùèõñÿ êðèâûõ [3, 4, 5]. Òàêîé ïîäõîä õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ, â
÷àñòíîñòè, â îáðàáîòêå ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü V1 êàê ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà â ïðîñòðàíñòâå
ïîçèöèé è íàïðàâëåíèé áûëà ïðåäëîæåíà Æ. Ïåòèòî [6]. Çàòåì ýòà ìî-
äåëü áûëà óòî÷íåíà Äæ. ×èòòè è À. Ñàðòè [7]. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè, ïðî-
öåññ äîïîëíåíèÿ ñêðûòûõ êîíòóðîâ ïðîèñõîäèò ïóòåì ìèíèìèçàöèè ýíåð-
ãèè âîçáóæäåíèÿ íåéðîíîâ, âîñïðèíèìàþùèõ âèçóàëüíóþ èíôîðìàöèþ â
îáëàñòÿõ ïîâðåæäåíèÿ. Òàêîé ïðîöåññ ìîäåëèðóåòñÿ äåéñòâèåì îïåðàòîðà
ãèïîýëëèïòè÷åñêîé äèôôóçèè, èçó÷åííîãî â [8]. Ðåçóëüòèðóþùèå êðèâûå
ÿâëÿþòñÿ ñóáðèìàíîâûìè êðàò÷àéøèìè. Òàêèå êðèâûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ïîâðåæäåííûõ èçîáðàæåíèé [9] è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáúÿñ-
íåíèÿ íåêîòîðûõ çðèòåëüíûõ èëëþçèé [10].

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ
â ïðîñòðàíñòâå M ïîçèöèé, íàïðàâëåíèé è êðèâèçí. Â ðàçäåëå 2 çàäà÷à
ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ðàçäåëå 3 äî-
êàçûâàåòñÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû è ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ
óïðàâëåíèé. Çàòåì â ðàçäåëå 4 ê çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå
îïòèìàëüíîñòè � ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ) è èññëåäóåòñÿ
ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ. Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäèòñÿ èòîã ïðîäåëàííîé
ðàáîòû è ïåðå÷èñëÿþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

2



2 Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà:
ẋ = u1 cos θ,

ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u1k,

k̇ = u2,

(x, y, θ, k) = q ∈ SE(2)× R = M,

(u1, u2) ∈ R2.
(1)

Äëÿ òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùåé óïðàâëåíèþ (u1(t), u2(t)) çà âðåìÿ T > 0,
îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà � ñóáðèìàíîâó äëèíó ýòîé òðàåêòîðèè:

l =

T∫
0

√
u21(t) + u22(t) dt. (2)

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ëèïøèöåâîé êðèâîé γ : [0, T ]→M � òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåé çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

γ(0) = q0, γ(T ) = q1, qi ∈M, (3)

è èìåþùåé ìèíèìàëüíóþ ñóáðèìàíîâó äëèíó l(γ)→ min.

Çàìå÷àíèå 1 Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè (x, y). Â ñèëó
ýòîãî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñâåñòè èññëåäîâàíèå çàäà÷è ïðè
ïðîèçâîëüíîì q0 = (x0, y0, θ0, k0) ê ñëó÷àþ q0 = (0, 0, 0, k0).

3 Ãëîáàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è (1)�(3) âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ ñóùåñòâî-
âàíèÿ äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùåé ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3). Åñëè
ïðè ëþáûõ q0, q1 ∈ M îòâåò ïîëîæèòåëåí, òî óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà íà-
çûâàåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé. Èññëåäóåì ñâîéñòâî ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè
ñèñòåìû (1), èñïîëüçóÿ òåõíèêó ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ [11].

Ïåðåïèøåì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (1) â âèäå

γ̇ = u1X1 + u2X2,

ãäå âåêòîðíûå ïîëÿ ïðè óïðàâëåíèÿõ èìåþò âèä

X1 =


cos θ

sin θ

k

0

 , X2 =


0

0

0

1

 .
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Èññëåäóåì âîïðîñ óïðàâëÿåìîñòè, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ðàøåâñêîãî-×æîó.
Â íàøåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ðàíãîâîãî óñëîâèÿ. Äëÿ
ýòîãî âû÷èñëèì ñëåäóþùèå ñêîáêè Ëè ïîëåé Xi:

X3 = [X1, X2] =


0

0

−1

0

 , X4 = [X1, [X1, X2]] =


− sin θ

cos θ

0

0

 .

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ïîëåé X1, . . . , X4:

det


cos θ 0 0 − sin θ
sin θ 0 0 cos θ
k 0 −1 0
0 1 0 0

 ≡ 1. (4)

Çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ÷åòûðåì, òî åñòü âåêòîðíûå ïîëÿ Xi

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è çàäàþò áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà TqM â êàæäîé òî÷êå. Ïîëó÷àåì, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ðàøåâñêîãî-
×æîó âûïîëíåíû, è ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 1 Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà.

Çàìå÷àíèå 2 Ïîñêîëüêó óïðàâëåíèÿ ui íåîãðàíè÷åííû, òî óñëîâèå (3) ýê-
âèâàëåíòíî γ̇ ∈ ∆γ = span(X1(γ), X2(γ)), ãäå ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé ∆
íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì. Â ñèëó óñëîâèÿ (4), âåêòîð ðîñòà ðàñïðåäåëå-
íèÿ ∆ ðàâåí (2, 3, 4).

Äàëåå âîçíèêàåò âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé: âñå-
ãäà ëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (3),
íà êîòîðîé ôóíêöèîíàë (2) äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ? Ïîëîæè-
òåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåòñÿ òåîðåìîé Ôèëèïïîâà [11, 12].

4 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê èññëåäîâàíèþ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé, ñâå-
äåì èññëåäóåìóþ çàäà÷ó ê áîëåå ïðîñòîé. À èìåííî çàìåòèì, ÷òî â ñèëó
íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàâíîñèëüíà çàäà÷å ìè-
íèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ

J =

T∫
0

u21(t) + u22(t)

2
dt→ min . (5)

Ïðèìåíèì ê çàäà÷å (1), (3), (5) íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè �
ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ). Ââåäåì ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà

hνu = 〈p,
2∑
i=1

uiXi〉+ ν/2

2∑
i=1

u2i , p ∈ T ∗M, ν ≤ 0.
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Ïóñòü (u(t), q(t)), t ∈ [0, T ], � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ, òîãäà âûïîëíåíî:

1. ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ṗ = −∂h
ν
u

∂q
, q̇ =

∂hνu
∂p

;

2. óñëîâèå ìàêñèìóìà hνu(t)(p(t), q(t)) = max
u∈R2

hνu(p(t), q(t));

3. óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè (p(t), ν) 6= (0, 0) ∀t ∈ [0, T ].

Îáîçíà÷èì hi = 〈p,Xi〉. Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà ïðèìåò âèä

hνu = u1h1 + u2h2 + ν/2
(
u21 + u22

)
.

Â ôîðìóëèðîâêå ÏÌÏ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü äâà ñëó÷àÿ: ν = 0 � àíîðìàëüíûé ñëó÷àé, è ν = −1 � íîðìàëüíûé
ñëó÷àé. Äàëåå ðàññìîòðèì èõ ïîäðîáíî.

4.1 Àíîðìàëüíûé ñëó÷àé ν = 0.

Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà h0u ïðèíèìàåò âèä h0u = u1h1 + u2h2. Ýòî ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ, íåîãðàíè÷åííàÿ ïðè h21 + h22 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ìàêñè-
ìóìà âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h1 = h2 ≡ 0. Ìàêñèìèçèðî-
âàííûé ãàìèëüòîíèàí â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí H = max

u∈R2
h0u = 0.

Îáîçíà÷èì (a, b, c, d) êîìïîíåíòû êîâåêòîðà p â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíà-

òàõ. Îíè èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó ṗi = −∂h
0
u

∂qi
:

ȧ = 0,

ḃ = 0,

ċ = −u1(−a sin θ + b cos θ),

ḋ = −u1 c.

(6)

Óñëîâèå h1 = h2 ≡ 0 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå{
a cos θ + b sin θ + ck ≡ 0,

d ≡ 0.
(7)

Âòîðîå òîæäåñòâî â ñèëó ñèñòåìû (6) âëå÷åò ḋ = −u1 c ≡ 0.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: c ≡ 0 èëè u1 ≡ 0.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé c ≡ 0. Òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî íóëþ ôóíêöèè c

âëå÷åò ðàâåíñòâî íóëþ åå ïðîèçâîäíîé ċ ≡ 0. Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñè-
ñòåìû (6) ñëåäóåò u1(−a sin θ + b cos θ) ≡ 0. Ýòî òîæäåñòâî âûïîëíÿåòñÿ
ïðè u1 ≡ 0, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó äàëåå, èëè (−a sin θ +
b cos θ) ≡ 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðâîå òîæäåñòâî ñèñòåìû (7) ïðèíèìàåò
âèä a cos θ + b sin θ ≡ 0. Çàêëþ÷àåì, ÷òî a2 + b2 ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
a = b = c = d ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ íåòðèâèàëüíîñòè â ÏÌÏ.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé u1 ≡ 0. Â ýòîì ñëó÷àå êîâåêòîð p ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì è íåíóëåâûì. Âûáèðàÿ íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
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u21 + u22 = 1 íà òðàåêòîðèÿõ, ïîëó÷àåì u2 = ±1. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ýêñ-
òðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìó (1) è ðåøàÿ åå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 2 Íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå
òðàåêòîðèè â çàäà÷å (1)�(3) èìåþò âèä γ(t) = (0, 0, 0,±t). Ýòè òðàåêòî-
ðèè îïòèìàëüíû.

4.2 Íîðìàëüíûé ñëó÷àé ν = −1.
Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà h−1u ïðèíèìàåò âèä h−1u = u1h1 + u2h2 −

(
u21 + u22

)
/2.

Óñëîâèå ìàêñèìóìà äàåò âûðàæåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé:

∂h−1u
∂ui

= hi − ui = 0 ⇒ ui = hi.

Ïðè ýòîì ìàêñèìèçèðîâàííûé ãàìèëüòîíèàí H = max
u∈R2

h−1u ïðèíèìàåò âèä

H =
h21 + h22

2
.

Ïî îïðåäåëåíèþ hi = 〈p,Xi〉, i = 1, . . . , 4 èìååì
h1 = a cos θ + b sin θ + ck,

h2 = d,

h3 = −c,
h4 = −a sin θ + b cos θ.

⇔


a = (h1 + kh3) cos θ − h4 sin θ,

b = h4 cos θ + (h1 + kh3) sin θ,

c = −h3,
d = h2.

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä
ẋ = (a cos θ + b sin θ + ck) cos θ,

ẏ = (a cos θ + b sin θ + ck) sin θ,

θ̇ = k(a cos θ + b sin θ + ck),

k̇ = d.


ȧ = 0,

ḃ = 0,

ċ = −(b cos θ − a sin θ)(kc+ a cos θ + b sin θ),

ḋ = −c(ck + a cos θ + b sin θ),

Ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó â êîîðäèíàòàõ hi:
ẋ = h1 cos θ,

ẏ = h1 sin θ,

θ̇ = h1k,

k̇ = h2,


ḣ1 = −h2h3,
ḣ2 = h1h3,

ḣ3 = h1h4,

ḣ4 = −kh1(kh3 + h1).

(8)

Âûáîð íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè u21+u22 = 1 íà ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòî-
ðèÿõ ôèêñèðóåò ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà H = (h21 + h22)/2 = 1/2.
Ââåäåì â ïëîñêîñòè (h1, h2) ïîëÿðíûé óãîë α ∈ S1:

h1 = cosα, h2 = sinα.

Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííûõ â ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå (8) ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Òåîðåìà 3 Íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå
òðàåêòîðèè â çàäà÷å (1)�(3) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû

ẋ = cosα cos θ,

ẏ = cosα sin θ,

θ̇ = k cosα,

k̇ = sinα,


α̇ = h3,

ḣ3 = h4 cosα,

ḣ4 = −k cosα(kh3 + cosα).

(9)

Âîçíèêàåò âîïðîñ òåîðåòè÷åñêîé âîçìîæíîñòè âûâîäà ÿâíîãî âèäà ýêñ-
òðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé � âîïðîñ èíòåãðèðóåìîñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-
ìû ÏÌÏ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ ñèñòåìû (8)
äîñòàòî÷íî íàéòè 4 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà, íàõî-
äÿùèõñÿ â èíâîëþöèè. Îäíèì òàêèì èíòåãðàëîì ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàí
H, åùå äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà a è b íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç çàïèñè
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ýòè òðè èíòåãðàëà
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè è íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè. Ñóùå-
ñòâîâàíèå ÷åòâåðòîãî èíòåãðàëà îñòàåòñÿ ïîä âîïðîñîì.

Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, óêàçûâàþùèå íà íàëè÷èå ÷åòâåð-
òîãî èíòåãðàëà. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ ñèñòåìà â ïåðå-
ìåííûõ (α, h3, h4, k), êîòîðàÿ îòäåëÿåòñÿ îò îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ:

α̇ = h3,

ḣ3 = h4 cosα,

ḣ4 = −k cosα(kh3 + cosα),

k̇ = sinα.

(10)

Ýòà ñèñòåìà èññëåäîâàëàñü ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ (îòîá-
ðàæåíèÿ Ïóàíêàðå). Äëÿ ýòîãî áûëà íàéäåíà çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ. Òàêàÿ
òðàåêòîðèÿ çàäàåòñÿ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì α(0) = π

2 , h3(0) = 1, h4(0) = 0,
k = 0. Áîëåå òî÷íî, áûëî íàéäåíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè-
÷åñêèõ òðàåêòîðèé

α(t) =
π

2
+ t h3(0), h3(t) = h3(0), h4(t) = 0, k(t) =

sin(t h3(0))

h3(0)
,

ïîëó÷àåìîå ïóòåì èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ h3(0). Ïðè ýòîì ïåðèîä
ðàâåí T = | 2π

h3(0)
|. Ïðè òàêèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ òî÷êà (h3, h4) = (h3(0), 0)

ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé.
Áûëî âûáðàíî ãèïåðïðîñòðàíñòâî k = 0, òðàíñâåðñàëüíîå ïåðèîäè÷å-

ñêîé òðàåêòîðèè. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ñòðîèëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âûáèðàëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, áëèçêèå ê òåì, ÷òî ïîðîæäàþò ïåðèîäè÷å-
ñêóþ òðàåêòîðèþ. Èç ýòèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé âûïóñêàëàñü òðàåêòîðèÿ è
èñêàëèñü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíûì ãèïåðïðîñòðàíñòâîì (ïåð-
âûé ðàç, âòîðîé ðàç, . . ., N -ûé ðàç).

Íà Ðèñ. 1 èçîáðàæåíû òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â ïðîñòðàíñòâå
(α, h3, h4). Êðàñíîé òî÷êîé îáîçíà÷åíà îðáèòà çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ñ íà-
÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè α(0) = π

2 , h3(0) = 1, h4(0) = 0. Äëÿ îñòàëüíûõ òðàåê-
òîðèé èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû. Äëÿ îðàíæåâîé òðàåêòîðèè:
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α(0) = 1.56, h3(0) = 0.94, h4(0) = 0.02. Äëÿ çåëåíîé òðàåêòîðèè: α(0) = 1.55,
h3(0) = 1.06, h4(0) = 0.05. Äëÿ ÷åðíîé òðàåêòîðèè: α(0) = 1.6, h3(0) = 1.14,
h4(0) = 0.02. Äëÿ ñèíåé òðàåêòîðèè: α(0) = 1.58, h3(0) = 1.24, h4(0) = 0.01.
Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé áûëî âû-
áðàíî N = 1000.

Òðàåêòîðèè âû÷èñëÿëèñü ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (NDSolve
â ñèñòåìå Wolfram Mathematica). Ìîìåíòû ïîïàäàíèÿ íà òðàíñâåðñàëü-
íîå ìíîãîîáðàçèå îïðåäåëÿëèñü ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (FindRoot)
óðàâíåíèÿ k(t) = 0 âäîëü çàäàííîé òðàåêòîðèè, ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì
t = | 2π

h3(0)
| íà êàæäîé èòåðàöèè i = 1, . . . , N .

Âèçóàëüíî çàìåòíî, ÷òî òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå çàïîëíÿþò íåïðå-
ðûâíûå çàìêíóòûå êðèâûå. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðè ìàëîì âîçìóùå-
íèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé òðàåêòîðèè îñòàþòñÿ áëèçêèìè íà äëèííîì èíòåð-
âàëå âðåìåíè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðèðóåìîé (ïî êðàéíåé ìåðå â íåêîòîðîé îáëàñòè). Ïîñêîëüêó ñèñòå-
ìà (10) çàäàíà àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, òî èíòåãðèðóåìîñòü â íåêîòî-
ðîé îáëàñòè âëå÷åò èíòåãðèðóåìîñòü ãëîáàëüíî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ïðèâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ óêà-
çûâàþò íà íàëè÷èå ÷åòâåðòîãî íåçàâèñèìîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà è èíòåãðè-
ðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (9).

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ìíîãîîá-
ðàçèè M = R2 × SO(2) × R, âîçíèêàþùàÿ â óòî÷íåííîé ìîäåëè ïåðâè÷íîé
çðèòåëüíîé êîðû ãîëîâíîãî ìîçãà ìëåêîïèòàþùèõ. Óòî÷íåííàÿ ìîäåëü ïî-
ëó÷àåòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ àíàëèçà êðèâèçíû êîíòóðîâ âèäèìîãî èçîáðà-
æåíèÿ â êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü Ïåòèòî-×èòòè-Ñàðòè.

Â ñòàòüå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Äîêàçàíà ïîëíàÿ
óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû è ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé. Âûïè-
ñàíà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ. Íàéäåíà ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ àíîð-
ìàëüíûõ òðàåêòîðèé. Â íîðìàëüíîì ñëó÷àå íàéäåíû òðè ôóíêöèîíàëüíî
íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà. Ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà, ïîäòâåðæäåí-
íàÿ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè, ÷òî íîðìàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ.

Àâòîðû áëàãîäàðíû ïðîô. Þ.Ë. Ñà÷êîâó çà öåííûå óêàçàíèÿ ïî ðàáîòå
è òùàòåëüíóþ ïðîâåðêó ðóêîïèñè.
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Ðèñ. 1: Îðáèòû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â ïðîñòðàíñòâå (α, h3, h4) ïðè ïå-
ðåñå÷åíèè òðàíñâåðñàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ k = 0 òðàåêòîðèÿìè, áëèçêèìè
ê çàìêíóòîé (êðàñíàÿ òî÷êà). Ðàçíûå òðàåêòîðèè óêàçàíû ðàçíûì öâåòîì.
Äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè âûäåëåíû íà÷àëüíûå òî÷êè.
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