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1 Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå ìû ñòàâèì ñåáå öåëüþ èññëåäîâàòü ïðî÷íîñòü ïðè èçãèáå
îäíîðîäíûõ áàëîê, ïðîôèëè ñå÷åíèÿ êîòîðûõ ñóòü êðóãîâûå ñåãìåíòû,
çàäàííûå íå ïîëíîñòüþ, à ÷àñòè÷íî: èçâåñòíû äëèíà õîðäû è ïëîùàäü
êðóãîâîãî ñåãìåíòà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ìû èññëåäóåì
òå òðàåêòîðèè çàäà÷è (2.1)�(2.6), êîòîðûå ïðîåöèðóþòñÿ íà ïëîñêîñòü
Ox1x2 â äóãè îêðóæíîñòåé, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Èñïîëüçóÿ
ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà çàäà÷è è ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ñîïðîòèâëåíèÿ ìà-
òåðèàëîâ, ìû ïîëó÷àåì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ìîìåíòà
ñîïðîòèâëåíèÿ ñå÷åíèÿ ïðè èçãèáå.

Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èññëåäîâà-
íèþ ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8) â ÷àñòíîì ñëó÷àå
àíîðìàëüíûõ êðóãîâûõ óïðàâëåíèé [1]. Ïîëó÷åíà ïàðàìåòðèçàöèÿ àíîð-
ìàëüíûõ êðóãîâûõ òðàåêòîðèé, ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ýòèõ òðàåêòîðèé
íà îïòèìàëüíîñòü, îïèñàíà êðóãîâàÿ ïîâåðõíîñòü, ðåøåíà äâóõòî÷å÷íàÿ
çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êëàññå êðóãîâûõ óïðàâëåíèé.

Âòîðàÿ ÷àñòü ñòàòüè ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèþ ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷å-
ñêèõ ñâåäåíèé ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è îá óïðóãîñòè îäíîðîäíîé áàëêè.
Ïîñòðîåí àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ïî äëèíå õîðäû è ïëîùàäè êîíòóð
êðóãîâîãî ñåãìåíòà è ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ñå÷åíèÿ ïðè
èçãèáå.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à
ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8) [1, 3]:

ẋ = u1X1(x) + u2X2(x), x = (x1, . . . , x8) ∈ R8, u ∈ R2, (2.1)

X1 =
∂

∂ x1
− x2

2

∂

∂ x3
− x21 + x22

2

∂

∂ x5
− x1x

2
2

4

∂

∂ x7
− x32

6

∂

∂ x8
, (2.2)

X2 =
∂

∂ x2
+
x1
2

∂

∂ x3
+
x21 + x22

2

∂

∂ x4
+
x31
6

∂

∂ x6
+
x21x2

4

∂

∂ x7
, (2.3)

x(0) = x0 = 0, (2.4)

x(T ) = x1 ∈ R8, T > 0, (2.5)

l =

∫ T

0

√
u21 + u22 dt→ min . (2.6)

3 Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ðàñêðûâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è (2.1)�(2.5).
Ðàññìîòðèì äâóõòî÷å÷íóþ çàäà÷ó êîíñòðóêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ (2.1)�

(2.5). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x(t, λ0) ñóòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è: x(T, λ0) = x1.
Âûáèðàþòñÿ ðåøåíèÿ x(t, λ0), ïðîåêöèè êîòîðûõ γ = (x1(t, λ

0), x2(t, λ
0))

âìåñòå ñ õîðäîé γ0 = {(x11(1 − t), x12(1 − t)), t ∈ [0, 1]} îáðàçóþò çàìêíó-
òûé êîíòóð γγ0 = ∂D, îãðàíè÷èâàþùèé ïëîñêóþ îáëàñòü D. Ïîòðåáóåì,
÷òîáû ãðàíèöà îáëàñòè ∂D áûëà ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü D åñòü îáëàñòü ñ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí-
íîé ãðàíèöåé ∂D. Òîãäà ïëîñêîé îáëàñòè D ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå
ñòàòè÷åñêèå âåëè÷èíû, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ãðàíè÷íóþ òî÷êó x(T ) =
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x1 = (x11, x
1
2, . . . , x

1
8):

S = x13, (3.1)

M1 = x15 +
1

6
x11((x

1
1)

2 + (x12)
2), (3.2)

M2 = x14 −
1

6
x12((x

1
1)

2 + (x12)
2), (3.3)

J1 = 2x18 +
1

12
x11(x

1
2)

3, (3.4)

J2 = 2x16 −
1

12
(x11)

3x12, (3.5)

K12 = x17, (3.6)

ãäå S � ïëîùàäü îáëàñòè D; M1, M2, J1, J2 � ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû è
ìîìåíòû èíåðöèè âòîðîãî ïîðÿäêà îáëàñòè D îòíîñèòåëüíî îñåé Ox1
è Ox2 ñîîòâåòñòâåííî; K12� öåíòðîáåæíûé ìîìåíò, O(0, 0) � ïîëþñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.1)�(2.4) ïî ïî-
ëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîìó êîíòóðó ∂D+. Çàìåòèì, ÷òî âñå ïðîèç-
âîäíûå ẋi(t, λ

0), i = 3, . . . , 8, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç x1(t, λ
0), x2(t, λ

0), ẋ1(t, λ
0),

ẋ2(t, λ
0). Ïðèìåíÿÿ íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå êðèâîëèíåéíûõ èí-

òåãðàëîâ è ôîðìóëó Ãðèíà, ïîëó÷èì:

x3(T ) =

∫ T

0

ẋ3(t)dt =
1

2

∫ T

0

(−x2ẋ1 + x1ẋ2) dt =
1

2

∫
γ

x1dx2 − x2dx1 =

=
1

2

∮
∂D

x1dx2 − x2dx1 =

∫∫
D

dx1dx2 = S,

x4(T ) =
1

2

∫
γ

(x21 + x22)dx2 =
1

2

∮
∂D

(x21 + x22)dx2 −
1

2

∫
γ0

(x21 + x22)dx2 =

=

∫∫
D

x1dx1dx2 +
1

6
x2(T )(x21(T ) + x22(T )) = M2 +

1

6
x2(T )(x21(T ) + x22(T )),

x5(T ) = −1

2

∫
γ

(x21 + x22)dx1 = −1

2

∮
∂D

(x21 + x22)dx1 +
1

2

∮
γ0

(x21 + x22)dx1 =

=

∫∫
D

x2dx1dx2 −
1

6
x1(T )(x21(T ) + x22(T )) = M1 −

1

6
x1(T )(x21(T ) + x22(T ));
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x6(T ) =
1

6

∫
γ

x31dx2 =
1

6

∮
∂D

x31dx2 −
1

6

∫
γ0

x31dx2 =

=
1

2

∫∫
D

x21dx1dx2 +
1

24
x31(T )x2(T ) =

1

2
J2 +

1

24
x31(T )x2(T );

x8(T ) = −1

6

∫
γ

x32dx1 = −1

6

∮
∂D

x32dx1 +
1

6

∫
γ0

x32dx1 =

=
1

2

∫∫
D

x22dx1dx2 −
1

24
x1(T )x32(T ) =

1

2
J1 −

1

24
x1(T )x32(T );

x7(T ) =
1

4

∫
γ

−x1x22dx1 + x21x2dx2 =

=
1

4

∮
∂D

−x1x22dx1 + x21x2dx2 −
1

4

∫
γ0

−x1x22dx1 + x21x2dx2 =

=

∫∫
D

x1x2dx1dx2 = K12.

Îòñþäà âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ (3.1)�(3.6). �

Çàìå÷àíèå 3.1. Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (3.1)�(3.6) ìîæíî ïîëó÷èòü:

1. Ôîðìóëû äëÿ öåíòðà ìàññ îáëàñòè D:

c1 =
M2

S
, c2 =

M1

S
. (3.7)

2. Òåíçîð èíåðöèè ïëîñêîé îáëàñòè D îòíîñèòåëüíî ïîëþñà O(0, 0):

A =

(
J1 −K12

−K12 J2

)
. (3.8)

Òàê êàê ìàññà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî îáëàñòè D, òî J1 6= 0,
J2 6= 0, è, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, detA > 0.

3. Óðàâíåíèå ýëëèïñà (detA > 0) èíåðöèè ïëîñêîé îáëàñòè D ñ öåí-
òðîì â ïîëþñå O(0, 0):

J1ω
2
1 − 2K12ω1ω2 + J2ω

2
2 = 1, (3.9)

ãäå ω̄ = |ω̄|(cos θ, sin θ) � ïîñòîÿííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
îáëàñòè D âîêðóã îñè L = (cos θ, sin θ) ñ ïîñòîÿííîé êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèåé, ðàâíîé 1/2 [6].
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Çàìå÷àíèå 3.2. Ïîñêîëüêó òåíçîð èíåðöèè (3.8) åñòü ñèììåòðè÷åñêàÿ
ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóþò äâà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ íà-
ïðàâëåíèÿ f1, f2; îñè f1, f2 íàçûâàþòñÿ îñÿìè èíåðöèè îáëàñòè D â òî÷-
êå O. Äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ I1, I2 ìàòðèöû A ñóòü
ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè îáëàñòè D îòíîñèòåëüíî îñåé èíåðöèè f1,
f2 ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñîáñòâåííîì áàçèñå (f1, f2 ) ýëëèïñ èíåðöèè (3.9) èìååò êàíîíè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå (K12 = 0)

ω2
1

(1/I1)
+

ω2
2

(1/I2)
= 1. (3.10)

Ãëàâíûå îñè ýëëèïñà èíåðöèè íàïðàâëåíû ïî îñÿì èíåðöèè. Åñëè I1 > I2,
òî I1 åñòü ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè îáëàñòè D, à I2 � ìèíè-
ìàëüíûé. Åñëè I1 = I2, òî ãëàâíûå îñè ýëëèïñà èíåðöèè îïðåäåëÿþòñÿ
íåîäíîçíà÷íî [6, 10].

Çàìå÷àíèå 3.3. ¾Ýëëèïñ èíåðöèè èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â ìåõàíèêå, è
îñîáåííî âàæíîå ïðèìåíåíèå åãî èìååò ìåñòî â ñîïðîòèâëåíèè ìàòå-
ðèàëîâ. Â ñîïðîòèâëåíèè ìàòåðèàëîâ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ìû èìå-
åì áàëêó ñ êàêèì-íèáóäü çàäàííûì ñå÷åíèåì, òî ñîïðîòèâëåíèå åå èçãè-
áó áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî ìîìåíòó èíåðöèè åå ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ñå÷åíèÿ è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê
íàïðàâëåíèþ èçãèáàþùåé ñèëû.¿[4]

Åñëè ïåðåíåñòè öåíòð ýëëèïñà èíåðöèè (3.9) â öåíòð òÿæåñòè (3.7)
ôèãóðû D è ïî òåîðåìå Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà ([10], ñ. 52.) ïåðåñ÷èòàòü
ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî íîâûõ îñåé , òî, èíòåðïðåòèðîâàâ îá-
ëàñòü D êàê ñå÷åíèå íåêîòîðîé áàëêè, ïîëó÷åííûé ýëëèïñ èíåðöèè ôè-
ãóðû D ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èçó÷åíèÿ ïðî÷íîñòè ýòîé áàëêè ïðè
èçãèáå. Ê ýòîìó âîïðîñó ìû âåðíåìñÿ âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè.

4 Êðóãîâûå àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû ÷àñòíîãî âèäà äëÿ àíîðìàëüíûõ
óïðàâëåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå ÿâíûå ïàðàìåòðèçàöèè àíîðìàëüíûõ òðà-
åêòîðèé, à èìåííî, êðóãîâûå.

Îáîçíà÷èì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ ãàìèëüòîíèàíû hi(λ) = 〈λ,Xi〉, i =
1, . . . , 8, λ ∈ T ∗R8. Â ðàáîòå [1] èññëåäîâàíà àíîðìàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà
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ñèñòåìà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [2, 3]. Àíîðìàëüíûå òðàåêòî-
ðèè, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè (2.1) �(2.4), ïàðàìåòðèçîâàíû
íà÷àëüíûì ñîïðÿæåííûì âåêòîðîì

λ0 = (0, 0, 0, h04, h
0
5, h6, h7, h8), (h04)

2 + (h05)
2 6= 0.

Êðóãîâûå àíîðìàëüíûå óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðèçóþòñÿ àíîðìàëüíûì
ñîïðÿæåííûì âåêòîðîì λ0 = (0, 0, 0, h04, h

0
5, h6, 0, h6) ∈ T ∗R8, (h04)

2+(h05)
2 6=

0, h6 6= 0. Ïîñòðîèì ïðîåêöèþ

π(λ0) = (h04, h
0
5, h6) = (p1, p2, p3) = ψ. (4.1)

Òîãäà èìååì íîâûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ ψ = (p1, p2, p3) ∈ R3, p21 + p22 6=
0, p3 6= 0 è êðóãîâûå àíîðìàëüíûå óïðàâëåíèÿ ïðèíèìàþò âèä [1]:

u1(t, ψ) = −(p2 cos p3t+ p1 sin p3t), (4.2)

u2(t, ψ) = p1 cos p3t− p2 sin p3t. (4.3)

×òîáû ïðèìåíèòü ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà çàäà÷è, ðàññìîòðèì ïîëîæè-
òåëüíî îðèåíòèðîâàííûå êîíòóðû γγ0, êîòîðûå çàäàþòñÿ ïàðàìåòðàìè
p3 > 0. Ïîýòîìó â ýòîé ñòàòüå êðóãîâûå óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ íà
ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ

P = (ψ = (p1, p2, p3) ∈ R3 | p21 + p22 > 0, p3 > 0). (4.4)

Ïðèâåäåì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êðóãîâûõ àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé
x(t, ψ), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (2.1)�(2.3) ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì (2.4) è àíîðìàëüíûìè óïðàâëåíèÿìè (4.2), (4.3) ïðè
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óñëîâèè (4.4).

x1(t) =
1

p3
(−p1 + p1 cos(p3t)− p2 sin(p3t)); (4.5)

x2(t) =
1

p3
(−p2 + p2 cos(p3t) + p1 sin(p3t)); (4.6)

x3(t) =
p21 + p22

2p23
(p3t− sin(p3t)); (4.7)

x4(t) = −(p21 + p22)

4p33
(3p2 + 2p1p3t− 4p2 cos(p3t) + p2 cos(2p3t)−

− 4p1 sin(p3t) + p1 sin(2p3t)); (4.8)

x5(t) =
(p21 + p22)

4p33
(3p1 − 2p2p3t− 4p1 cos(p3t) + p1 cos(2p3t)+

+ 4p2 sin(p3t)− p2 sin(2p3t)); (4.9)

x6(t) =
1

192p43
(4p1p2(15p21 + 13p22) + 12(5p41 + 6p21p

2
2 + p42)p3t−

− 8p1p2(13p21 + 9p22) cos(p3t) + 16p1p2(4p
2
1 + p22) cos(2p3t)−

− 8p1p2(3p
2
1 − p22) cos(3p3t) + 4p1p2(p

2
1 − p22) cos(4p3t)−

− 8p21(13p21 + 9p22) sin(p3t) + 8(4p41 − 3p21p
2
2 − p42) sin(2p3t)−

− 8p21(p
2
1 − 3p22) sin(3p3t) + (p41 − 6p21p

2
2 + p42) sin(4p3t)); (4.10)
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x7(t) =
1

384p43
((−25p41 − 20p31p2 + 54p21p

2
2 + 4p1p

3
2 + 55p42)+

+ 12(5p41 + 8p31p2 + 6p21p
2
2 + 8p1p

3
2 + p42)p3t+

+ 24(2p41 + 3p31p2 − 5p21p
2
2 − p1p32 − 3p42) cos(p3t)−

− 12(3p41 + 8p31p2 − 10p21p
2
2 − 4p1p

3
2 − p42) cos(2p3t)+

+ 8(2p41 + 7p31p2 − 9p21p
2
2 − 5p1p

3
2 + p42) cos(3p3t)+

− 3(p41 + 4p31p2 − 6p21p
2
2 − 4p1p

3
2 + p42) cos(4p3t)−

− 24(2p41 + 9p31p2 + 7p21p
2
2 + 5p1p

3
2 + p42) sin(p3t)−

− 24(p41 − 5p31p2 − 5p21p
2
2 + p1p

3
2) sin(2p3t)+

+ 8(2p41 − 7p31p2 − 9p21p
2
2 + 5p1p

3
2 + p42) sin(3p3t)−

− 3(p41 − 4p31p2 − 6p21p
2
2 + 4p1p

3
2 + p42) sin(4p3t)); (4.11)

x8(t) =
1

192p43
(−4p1p2(13p21 + 15p22) + 12(p41 + 6p21p

2
2 + 5p42)p3t+

+ 8p1p2(9p
2
1 + 13p22) cos(p3t)− 16p1p2(p

2
1 + 4p22) cos(2p3t)−

− 8p1p2(p
2
1 − 3p22) cos(3p3t) + 4p1p2(p

2
1 − p22) cos(4p3t)−

− 8p22(9p
2
1 + 13p22) sin(p3t)− 8(p41 + 3p21p

2
2 − 4p42) sin(2p3t)+

+ 8p22(3p
2
1 − p22) sin(3p3t) + (p41 − 6p21p

2
2 + p42) sin(4p3t)). (4.12)

Èòàê, èìååì âûõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïó÷îê àíîðìàëüíûõ êðó-
ãîâûõ òðàåêòîðèé (4.5)�(4.12), ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ
ãîðèçîíòàëüíîé ïîäñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â àíîð-
ìàëüíîì ñëó÷àå.

5 Îïòèìàëüíîñòü êðóãîâûõ òðàåêòîðèé

Â ýòîì ðàçäåëå êðóãîâûå àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè èññëåäóþòñÿ íà îï-
òèìàëüíîñòü â ñìûñëå ôóíêöèîíàëà ñóáðèìàíîâîé äëèíû (2.6).

Òåîðåìà 5.1. Êðóãîâûå òðàåêòîðèè x(t, ψ), ψ ∈ P , îïòèìàëüíû íà

îòðåçêå t ∈
[
0,

2π

p3

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ

π : R8 → R3, x = (x1, . . . , x8) 7→ x̄ = (x1, x2, x3),
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ñïðîåöèðîâàííûå âåêòîðíûå ïîëÿ

X̄i = π∗Xi ∈ Vec(R3), i = 1, 2,

X̄1 =
∂

∂ x̄1
− x̄2

2

∂

∂ x̄3
, X̄2 =

∂

∂ x̄2
+
x̄1
2

∂

∂ x̄3
,

è ñïðîåöèðîâàííóþ ñóáðèìàíîâó çàäà÷ó

˙̄x = u1X̄1(x̄) + u2X̄2(x̄), x̄ ∈ R3, u ∈ R2, (5.1)

x̄(0) = π(x0) = (0, 0, 0), x̄(T ) = x̄1 = π(x1), (5.2)

l =

∫ T

0

√
u21 + u22 dt→ min . (5.3)

Çàäà÷à (5.1)�(5.3) � ýòî èçâåñòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Ãåéçåí-
áåðãà [11]. Ãåîäåçè÷åñêèå x̄(t, ψ) = π(x(t, ψ)) â ýòîé çàäà÷å çàäàþòñÿ ôîð-

ìóëàìè (4.5)�(4.7), îíè îïòèìàëüíû íà îòðåçêå t ∈
[
0,

2π

p3

]
. Äîïóñòèì, îò

ïðîòèâíîãî, ÷òî êðóãîâàÿ òðàåêòîðèÿ x(t, ψ), t ∈
[
0,

2π

p3

]
, ñ óïðàâëåíè-

åì u(t) íåîïòèìàëüíà â çàäà÷å (2.1)�(2.6). Òîãäà ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ
y(t) ñèñòåìû (2.1)�(2.3) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.4), (2.5) è óïðàâëå-

íèåì v(t) = (v1(t), v2(t)), äëÿ êîòîðîãî
∫ T
0

√
v21 + v22 dt <

∫ T
0

√
u21 + u22 dt.

Íî òîãäà ïðîåêöèÿ ȳ(t) = π(y(t)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1)�(5.2) è
èìååò ìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, ÷åì x̄(t) = π(x(t, ψ)).
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè êðèâîé x̄(t) â çàäà÷å (5.1)�(5.3). �

6 Êðóãîâàÿ ïîâåðõíîñòü

Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ êðóãîâàÿ ïîâåðõíîñòü (6.1), çàìåòàåìàÿ îï-

òèìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè x(t, ψ), t ∈
(

0,
2π

p3

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

F : (ψ, t) 7→ x, ψ ∈ P, t > 0,

îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëàìè (4.5) � (4.12). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
â R8, çàïîëíåííîå êðóãîâûìè òðàåêòîðèÿìè íà ìàêñèìàëüíîì èíòåðâàëå
èõ îïòèìàëüíîñòè:

C = {F (ψ, t) | ψ ∈ P, t ∈ (0, 2π/p3)}, (6.1)
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áóäåì íàçûâàòü ýòî ìíîæåñòâî êðóãîâîé ïîâåðõíîñòüþ.

Òåîðåìà 6.1. Êðóãîâàÿ ïîâåðõíîñòü C åñòü òðåõìåðíîå àíàëèòè÷å-
ñêîå íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå, ãðàôèê àíàëèòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

G : O → R8, (x1, x2, x3) 7→ (x1, . . . , x8),

O = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x21 + x22 > 0, x3 > 0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå F èìååò ñèììåòðèþ

F

(
ψ

k
, k t

)
= F (ψ, t), k > 0,

ïîýòîìó C = F (D), ãäå

D = {(ψ, t) ∈ R4) | p21 + p22 = 1, p3 > 0, t ∈ (0, 2π/p3)}.

Ââåäåì óãîë θ:
p1 = cos θ, p2 = sin θ,

òîãäà ðàâåíñòâà (4.5), (4.6) ïåðåïèøóòñÿ êàê

x1 = (cos(p3t+ θ)− cos θ)/p3 = − 2

p3
sin

(
θ +

p3t

2

)
sin

p3t

2
, (6.2)

x2 = (sin(p3t+ θ)− sin θ)/p3 =
2

p3
cos

(
θ +

p3t

2

)
sin

p3t

2
, (6.3)

îòêóäà
x21 + x22 = 2(1− cos p3t)/p

2
3,

à èç (4.7) ïîëó÷àåì

x3 = (p3t− sin p3t)/(2p
2
3). (6.4)

Îáîçíà÷àÿ τ = p3t ∈ (0, 2π), ïîëó÷àåì

x3
x21 + x22

=
τ − sin τ

4(1− cos τ)
=: f(τ). (6.5)

Ôóíêöèÿ f(τ) ñòðîãî âîçðàñòàåò è àíàëèòè÷íà íà èíòåðâàëå (0, 2π) è
ïåðåâîäèò åãî â ëó÷ (0, +∞). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ ñòðîãî
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âîçðàñòàþùàÿ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ g = f−1 : (0, +∞)→ (0, 2π). Èç (6.5)
ïîëó÷àåì

τ = g(x3/(x
2
1 + x22)), (6.6)

à èç (6.4)

p3 =

√
τ − sin τ

2x3
, (6.7)

÷òî ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ (x1, x2, x3) ∈ O. Ïî-
ýòîìó

t =
τ

p3
(6.8)

åñòü òàêæå àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò (x1, x2, x3) ∈ O.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ θ(x1, x2, x3) ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû: x1 = ρ cosϕ,

x2 = ρ sinϕ, òîãäà èç (6.2), (6.3) ïîëó÷àåì

θ = ϕ− π

2
− p3t

2
,

îòêóäà

p1 = sin

(
ϕ− p3t

2

)
= sinϕ cos

p3t

2
− cosϕ sin

p3t

2
, (6.9)

p2 = − cos

(
ϕ− p3t

2

)
= − cosϕ cos

p3t

2
− sinϕ sin

p3t

2
, (6.10)

è p1, p2 ñóòü àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îò (x1, x2, x3) ∈ O.
Èòàê, ôîðìóëû (6.6)�(6.10) çàäàþò àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

Φ : (x1, x2, x3) 7→ (p1, p2, p3, t), O → D,

ÿâëÿþùååñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ, çàäàííîìó ôîðìóëàìè (4.5)�(4.7).
Ïîýòîìó êðóãîâàÿ ïîâåðõíîñòü C çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè:

(x1, x2, x3) ∈ O,
xi = xi ◦ Φ(x1, x2, x3), i = 4, . . . , 8, (6.11)

òî åñòü C åñòü ãðàôèê àíàëèòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

G : O → R8, (x1, x2, x3) 7→ (x1, . . . , x8),

ãäå ôóíêöèè xi â ïðàâîé ÷àñòè (6.11) âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì
(4.8)�(4.12). �
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7 Äâóõòî÷å÷íàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõòî÷å÷íàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.1)�(2.6).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ òðàåêòîðèé, ïåðåïàðàìåòðèçîâàííûõ íîâûì
âðåìåíåì τ = p3t: x̃(τ) = x(p3t), òîãäà x̃(t̄) = x(p3T ) = x1 . Îáîçíà÷èì
x11 = a1, x

1
2 = a2, x

1
3 = a3, r

2 = (a1)
2 + (a2)

2. Òîãäà π(x1) = x̄1 = (a1, a2, a3).

Ïðåäëîæåíèå 7.1. Ïóñòü êðóãîâàÿ òðàåêòîðèÿ x(t, ψ̄), t ∈ [0, T ], ψ̄ ∈
P , åñòü ðåøåíèå äâóõòî÷å÷íîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ (2.1)� (2.6). Òîãäà, åñëè ãðàíè÷íàÿ òî÷êà x1 â óñëîâèè (2.5) óäî-
âëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. x̄1 = (a1, a2, a3) ∈ O, òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àíàëèòè÷åñêèå
çàâèñèìîñòè t̄(x̄1), ψ̄(x̄1):

t̄− sin t̄

sin2 t̄

2

=
8a3
r2
, (7.1)

p̄1 =
t̄

2T
(a2 ctg

t̄

2
− a1), (7.2)

p̄2 = − t̄

2T
(a1 ctg

t̄

2
+ a2), (7.3)

p̄3 =
t̄

T
; (7.4)

2. x̄1 = (0, 0, a3 > 0), òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

t̄ = 2π, (7.5)

p̄1 =
2

T

√
πa3 cosϕ, p̄2 =

2

T

√
πa3 sinϕ, ϕ ∈ [0, 2π), (7.6)

p̄3 =
2π

T
. (7.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâûé ïóíêò ïðåäëîæåíèÿ.
Ôîðìóëà (7.1) ïðèâåäåíà â ðàáîòå [7], àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü

t̄(x̄1) ïðè x̄1 ∈ O ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.1.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóë (7.2)�(7.4).
Èç óðàâíåíèé (4.5), (4.6) ïîëó÷àåì ñèñòåìó
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
− p̄1
p̄3

(1− cos t̄)− p̄2
p̄3

sin t̄ = a1,

− p̄2
p̄3

(1− cos t̄) +
p̄1
p̄3

sin t̄ = a2.
(7.8)

Íàøà öåëü � âûðàçèòü p̄i, i = 1, 2, 3, ÷åðåç x̄1. Ïîýòîìó îáîçíà÷èì íåèç-

âåñòíûå âåëè÷èíû
p̄1
p̄3

= y1,
p̄2
p̄3

= y2, à èçâåñòíûå âåëè÷èíû 1 − cos t̄ = c,

sin t̄ = d, ãäå t̄ ∈ (0, 2π) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1). Òîãäà ñèñòåìà (7.8)
åñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ y1, y2:{

cy1 + dy2 = −a1,
dy1 − cy2 = a2.

(7.9)

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (7.9) ðàâåí, ïîñëå óïðîùåíèÿ, δ = −4 sin2 t̄/2 6= 0
ïðè t̄ ∈ (0, 2π). Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû (7.9). Ïîäñòàâëÿÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷àåì ðåøåíèå
ñèñòåìû (7.8)

p̄1
p̄3

=
1

2
(a2 ctg

t̄

2
− a1), (7.10)

p̄2
p̄3

= −1

2
(a1 ctg

t̄

2
+ a2). (7.11)

Èç t̄ = p3T ïîëó÷àåì p̄3 =
t̄

T
, òî åñòü ôîðìóëó (7.4). Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåä-

íåå ðàâåíñòâî â íàéäåííûå âûðàæåíèÿ (7.10), (7.11), ïîëó÷àåì èñêîìûå
ôîðìóëû (7.2), (7.3). Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå p̄1, p̄2, p̄3 ñóòü àíàëèòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ (a1, a2, a3) ∈ O êàê êîìïîçèöèè àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Ïåðâûé ïóíêò äîêàçàí.

Äîêàæåì âòîðîé ïóíêò ïðåäëîæåíèÿ.
Â ðàáîòå [7] äëÿ ñëó÷àÿ Ãåéçåíáåðãà äîêàçàíî, ÷òî t̄ = 2π, åñëè êî-

íå÷íàÿ òî÷êà ëåæèò íà îñè Ox3. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íåîäíîçíà÷íî: ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè x̃(τ),
τ ∈ [0, 2π], ïðèõîäÿùèå â çàäàííóþ òî÷êó îñè Ox3, ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî âðàùåíèÿ âîêðóã îñè Ox3. Î÷åâèäíî, ðàâåíñòâî (7.5) ñïðàâåäëèâî
è äëÿ (2, 3, 5, 8)-çàäà÷è, åñëè x̄1 = (0, 0, a3 > 0). Òàê êàê t̄ = p̄3T = 2π, òî

p̄3 =
2π

T
(ôîðìóëà (7.7)).
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Èç ôîðìóë (4.5), (4.6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t̄ = 2π ïàðàìåòðû p1, p2 ïðî-
èçâîëüíû. Ïóñòü p1 = ρ cosϕ, p2 = ρ sinϕ, ρ > 0, ϕ ∈ [0, 2π).

Èç (4.7) ïîëó÷àåì
ρ̄2

2p̄32
2π = a3, îòêóäà

ρ̄ =
2

T

√
πa3. (7.12)

Â ðàáîòå [8] äîêàçàíî, ÷òî cèììåòðèÿ âðàùåíèÿ êðóãîâûõ òðàåêòîðèé
x(t, λ0) çàäàåòñÿ âðàùåíèåì âåêòîðà (h04, h

0
5) â ïëîñêîñòè Oh4h5 âîêðóã

òî÷êè (0, 0, 0, 0, 0, h6, 0, h6), h6 = const > 0. Ôîðìóëà (4.1) ïîêàçûâàåò
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âðàùåíèåì êðóãîâîãî ñîïðÿæåííîãî âåêòîðà (h04, h

0
5)

â ïëîñêîñòè Oh4h5 è âðàùåíèåì âåêòîðà (p1, p2) â ïëîñêîñòè Op1p2 âîêðóã
òî÷êè (0, 0, p3), p3 = const > 0:

π(λ0) = π(0, 0, 0, ρ cosϕ, ρ sinϕ, h6, 0, h6) =

= ψϕ = (ρ cosϕ, ρ sinϕ, p3), (7.13)

ãäå ρ =
√

(h04)
2 + (h05)

2 =
√

(p1)2 + (p2)2 > 0, ϕ ∈ [0, 2π), h6 = p3 =
const > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè x(t, ψ̄ϕ0) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.6)
äëÿ íåêîòîðîãî ϕ0 ∈ [0, 2π), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ϕ ∈ [0, 2π) òðàåêòîðèè
x(t, ψ̄ϕ) òàêæå ñóòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëó (7.12) â
(7.13), ïîëó÷èì ôîðìóëû (7.6). �

Çàìå÷àíèå 7.1. Êðóãîâàÿ ïîâåðõíîñòü C çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè îáðà-
çîì:

C = {(a1, a2, a3, x̃4(t̄, ψ̄), . . . , x̃8(t̄, ψ̄)) | (a1, a2, a3) ∈ O}. (7.14)

Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.1. Ðåøåíèåì äâóõòî÷å÷íîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ (2.1)�(2.6) â êëàññå êðóãîâûõ óïðàâëåíèé (4.2), (4.3), ïðè
óñëîâèè (4.4), ÿâëÿþòñÿ êðóãîâûå òðàåêòîðèè (4.5)�(4.12), ïàðàìåòðè-
çîâàííûå âðåìåíåì è ñîïðÿæåííûìè âåêòîðàìè (7.1)�(7.4) è (7.5)�(7.7).

8 Ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ñòàòüè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îðèãèíàëüíàÿ çà-
äà÷à.
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Çàäà÷à. Ïîñòðîèòü ñå÷åíèå îäíîðîäíîé áàëêè â ôîðìå êðóãîâîãî ñåã-
ìåíòà, ó êîòîðîãî èçâåñòíû òîëüêî äëèíà l õîðäû γ0, ïëîùàäü S, à äóãà
îêðóæíîñòè γ íåèçâåñòíà. Áàëêó ñ ïîëó÷åííûì ñå÷åíèåì ïîäâåðãíóòü íà-
ãðóæåíèþ ñèëîé, èçãèáàþùåé åå. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ÷èñòîãî ïðÿìîãî
èçãèáà. Âû÷èñëèòü ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ïîñòðîåííîãî
ñå÷åíèÿ ïðè èçãèáå.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíîé â òåîðèè ñîïðîòèâëå-
íèÿ ìàòåðèàëîâ [9] òåì, ÷òî ñå÷åíèå áàëêè çàäàíî ÷àñòè÷íî. Ýòà ñèòó-
àöèÿ íåîïðåäåëåííîñòè óñïåøíî ðàçðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåòè÷åñêèõ
ñâåäåíèé, ïîëó÷åííûõ â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè.

Ïðèâåäåì èçâåñòíûå ôàêòû èç òåîðèè ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ,
íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ Çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå 8.1. Âñå ñå÷åíèÿ ïðè ÷èñòîì èçãèáå îñòàþòñÿ ïëîñêèìè
[5, 9].

Çàìå÷àíèå 8.2. Èç òåîðèè ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ èçâåñòíà ôîð-
ìóëà äëÿ ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ ñå÷åíèÿ ïðè ÷èñòîì ïðÿìîì èçãèáå
([9], ñ. 172). Ôîðìà ñå÷åíèÿ çàäàíà ïîëíîñòüþ. Ïëîñêàÿ ôèãóðà ñå÷å-
íèÿ ðàñïîëîæåíà â îñÿõ êîîðäèíàò Oxyz òàê, ÷òî öåíòð òÿæåñòè
åå íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ãîðèçîíòàëüíàÿ îñü Ox ñîâïàäàåò ñ
ãëàâíîé öåíòðàëüíîé îñüþ ñå÷åíèÿ è ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè Oyz
èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M = const (îñü Ox ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíîé), îñü
Oy ñîâïàäàåò ñî âòîðîé ãëàâíîé öåíòðàëüíîé îñüþ ñå÷åíèÿ è îðòîãî-
íàëüíà îñè Ox. Èçãèáàþùàÿ ñèëà íàïðàâëåíà âäîëü îñè Oy ââåðõ. Òîãäà
ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ñå÷åíèÿ ïðè èçãèáå èìååò âèä:

Wx =
Ix
ymax

, (8.1)

ãäå Ix åñòü ãëàâíûé ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé
öåíòðàëüíîé îñè Ox, ymax > 0 åñòü íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå òî÷åê ñå÷å-
íèÿ, ëåæàùèõ â ïîëóïëîñêîñòè {y > 0}, îò íåéòðàëüíîé îñè {y = 0}.

Òàê êàê êðóãîâîé ñåãìåíò èìååò îñü ñèììåòðèè, òî îíà íåîáõîäèìî
ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ñåãìåíòà è ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé öåíòðàëüíîé
îñüþ è ñåãìåíòà, è åãî ýëëèïñà èíåðöèè. Âòîðàÿ ãëàâíàÿ öåíòðàëüíàÿ
îñü è ñåãìåíòà, è åãî ýëëèïñà èíåðöèè ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè ñèììåòðèè.
Åñëè ñåãìåíò îòëè÷åí îò êðóãà, òî ýëëèïñ èíåðöèè ñåãìåíòà âûòÿíóò
âäîëü õîðäû ñåãìåíòà, â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûé ìîìåíò èíåðöèè ñåãìåíòà
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îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè áóäåò ìàêñèìàëüíûì. Åñëè ñåãìåíò åñòü
êðóã, òî âñå ìîìåíòû èíåðöèè ãëàâíûå è ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Ïóñòü ñåãìåíò D îòëè÷åí îò êðóãà, òî åñòü õîðäà γ0 åñòü îòðåçîê.
Èç ôîðìóëû (8.1) ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ñå÷åíèÿ ïðè èçãè-
áå ïðîïîðöèîíàëåí ãëàâíîìó ìîìåíòó èíåðöèè ñå÷åíèÿ. Ïîýòîìó, ÷òîáû
íàéòè ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ, ðàñïîëîæèì èñêîìûé êðó-
ãîâîé ñåãìåíò D â îñÿõ êîîðäèíàò Ox1x2 òàê, ÷òîáû ïëîùàäü ñåãìåíòà
D áûëà âûòÿíóòà âäîëü îñè Ox2, òî åñòü òàê, ÷òîáû õîðäà γ0 èìåëà
íà÷àëî â òî÷êå O(0, 0) è ëåæàëà íà îñè Ox2 â ïîëóïëîñêîñòè x2 > 0.
Òîãäà îñü Ox1 ïàðàëëåëüíà îñè ñèììåòðèè, òî åñòü ãëàâíîé öåíòðàëüíîé

îñè
{
x2 =

a2
2

}
èñêîìîãî ñåãìåíòà D. Èñêîìóþ äóãó γ áóäåì ìîäåëèðî-

âàòü êàê ïðîåêöèþ êðóãîâîé òðàåêòîðèè (x1(t̄, ψ̄), x2(t̄, ψ̄)), âûõîäÿùóþ
èç íóëÿ è ïðèõîäÿùóþ â òî÷êó (a1, a2) = (0, l). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
âîñüìèìåðíûå òðàåêòîðèè x(t̄, ψ̄) âûõîäÿò èç íóëÿ è ïðèõîäÿò â ãðàíè÷-
íûå òî÷êè x1 ∈ R8 òàêèå, ÷òî π(x1) = (0, a2, a3), a2 = l > 0, a3 = S > 0.
Îïèðàÿñü íà òåîðåìó 3.1, ïîñòðîèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé Çà-
äà÷è.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ

êðóãîâîãî ñåãìåíòà ïðè èçãèáå, åñëè äóãà ñåãìåíòà íåèçâåñòíà

Àëãîðèòì-1

Âõîäíûå äàííûå: äëèíà õîðäû ñåãìåíòà a2 = l > 0, ïëîùàäü ñåãìåíòà
a3 = S > 0;

Íà÷àëî Àëãîðèòìà-1:

1. Ïî ôîðìóëàì (7.1) âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà t̄;

2. Ïî ôîðìóëàì (7.2)�(7.4) âû÷èñëÿåòñÿ cîïðÿæåííûé âåêòîð ψ̄(0, a2, a3);

3. Ïî ôîðìóëàì (4.5), (4.6) âû÷èñëÿåòñÿ îïòèìàëüíàÿ äóãà

γ = {(x̃1(τ, ψ̄), x̃2(τ, ψ̄)), x̃1(0) = x̃2(0) = 0, τ ∈ (0, t̄ ]},

òàêàÿ, ÷òî (x̃1(t̄, ψ̄), x̃2(t̄, ψ̄)) = (0, a2);

4. Âû÷èñëÿåòñÿ èñêîìûé êîíòóð êðóãîâîãî ñåãìåíòà γγ0 = ∂D, ãäå
γ0 = {(0, l(1− t)), t ∈ [0, 1]};

5. Âû÷èñëÿåòñÿ îðäèíàòà öåíòðà òÿæåñòè c2 =
a2
2
;
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6. Ïî ôîðìóëå (4.12) âû÷èñëÿåòñÿ ìîìåíò èíåðöèè êðóãîâîãî ñåãìåí-
òà îòíîñèòåëüíî îñè Ox1: I1 = 2x̃8(t̄) = 2a8;

7. Ïî òåîðåìå Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà ([10], ñ. 52.) âû÷èñëÿåòñÿ

Î1 = I1 − a3c22 = 2a8 −
a22a3

4

� ãëàâíûé ìîìåíò èíåðöèè ôèãóðû D îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé
îñè {x2 = a2/2};

8. Èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ äóãè γ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë
(7.10), (7.11) âûâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè:(

x1 +
p̄1
p̄3

)2

+

(
x2 +

p̄2
p̄3

)2

=
a22

4 sin2 t̄

2

.

Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

(x̂2)
max =

 a2/2, t̄ ∈ (0, π],
a2

2 sin t̄/2
, t̄ ∈ (π, 2π);

9. Ïî ôîðìóëå (8.1) âû÷èñëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûé ìîìåíò ñîïðîòèâëå-
íèÿ ïðè èçãèáå ïîñòðîåííîãî ñåãìåíòà D îòíîñèòåëüíî åãî íåé-
òðàëüíîé îñè {x2 = a2/2}:

Ŵ1 =
Î1

(x̂2)max
=


8a8 − a22a3

2a2
, t̄ ∈ (0, π],

8a8 − a22a3
2a2

sin t̄/2, t̄ ∈ (π, 2π).

Âûõîäíûå äàííûå: ∂D; Ŵ1.
Êîíåö Àëãîðèòìà-1.
Åñëè õîðäà γ0 ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, òî ñåãìåíò D ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â

êðóã ïëîùàäè a3 = S, ∂D ïðîõîäèò ÷åðåç íîëü. Ìîäèôèöèðóÿ Àëãîðèòì-
1 äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, ïîñòðîèì

Àëãîðèòì-2

Âõîäíûå äàííûå: äëèíà õîðäû ñåãìåíòà a2 = 0, ïëîùàäü êðóãà a3 =
S > 0;

Íà÷àëî Àëãîðèòìà-2:
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1. Âû÷èñëÿåòñÿ t̄ = 2π;

2. Còðîèòñÿ îêðóæíîñòü γ = ∂D:(
x1 −

√
a3
π

)2

+ x22 =
a3
π

;

3. Âû÷èñëÿåòñÿ ìîìåíò èíåðöèè êðóãà I1 îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé
îñè êðóãà {x2 = 0};

4. Ïî ôîðìóëå (8.1) âû÷èñëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûé ìîìåíò ñîïðîòèâëå-
íèÿ ïðè èçãèáå ïîñòðîåííîãî êðóãà D îòíîñèòåëüíî åãî íåéòðàëü-
íîé îñè:

W1 =
a
3/2
3

4
√
π
.

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì, ïðèâåäåííûì â [9], c. 172.

Êîíåö Àëãîðèòìà-2.
Âûõîäíûå äàííûå: ∂D; Ŵ1.

Çàìå÷àíèå 8.3. Ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå â ïîñòðîåííîì ñå÷åíèè D,
âîçíèêàþùåå ïðè ÷èñòîì ïðÿìîì èçãèáå, åñëè èçãèáàþùèé ìîìåíò ðà-
âåí ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ M [9], åñòü âåëè÷èíà

σmax =
M

Ŵ1

. (8.2)

Çàìåòèì, ÷òî íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî Àëãîðèòìà-1 ìîæíî ïîñòðîèòü
Àëãîðèòì-3, âû÷èñëÿþùèé ýëëèïñ èíåðöèè (3.10) ïîëó÷åííîãî êðóãîâî-
ãî ñåãìåíòà D, öåíòðèðîâàííûé â öåíòðå òÿæåñòè ñå÷åíèÿ (c1, c2). Ýòî
ïîçâîëèò ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ê èçó÷åíèþ âðàùàòåëüíûõ
ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ ïëîñêèõ êðóãîâûõ ñåãìåíòîâ ìàññû m = a3 â çàâè-
ñèìîñòè îò äëèíû õîðäû l. À èìåííî, ïîçâîëèò âû÷èñëÿòü ìîäóëü óãëî-
âîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ωθ òàêèõ ñåãìåíòîâD âîêðóã îñè L = (cos θ, sin θ),
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ñåãìåíòà, ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé âðà-
ùåíèÿ äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0, 2π), ðàâíîé V = 1/2 [6]:

ω2
θ =

1

Î1 cos2 θ + Î2 sin2 θ
. (8.3)
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Áëàãîäàðÿ òåîðåìå Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà ìîæíî âû÷èñëÿòü ýëëèïñ èíåð-
öèè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ïîëþñà, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè Ox1x2.

Â ñëó÷àå ÷èñòîãî ïðÿìîãî èçãèáà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîñêèå ïîïå-
ðå÷íûå ñå÷åíèÿ ïîâîðà÷èâàþòñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà âîêðóã öåíòðà
êðèâèçíû íåéòðàëüíîé îñè ñòåðæíÿ. Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå êðóãîâûõ
ñåãìåíòîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ êðóãàìè, óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω0 ìèíèìàëüíà,

òàê êàê Î1 ìàêñèìàëüíûé, è êðèâèçíà îñè áàëêè
1

ρ
=

M

EÎ1
=
M

E
ω2
0 ìèíè-

ìàëüíà (E ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà)[9]. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äåôîðìàöèè áàëêè
ìèíèìàëüíû, åñëè èçãèáàþùàÿ ñèëà íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè
ñèììåòðèè ñåãìåíòà.

Â ñëó÷àå òîëüêî ëèøü ÷èñòîãî èçãèáà âåëè÷èíà |ωθ| êîððåëèðóåò ñ
äåôîðìàöèÿìè áàëêè, åñëè íàãðóæàþùàÿ ñèëà íàïðàâëåíà ïî îñè L⊥ =
(− sin θ, cos θ).

9 Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì êðàòêèé îáçîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Èòàê, â
äàííîé ñòàòüå áûëî ïðîäîëæåíî [1, 7, 8] èññëåäîâàíèå ñóáðèìàíîâîé çà-
äà÷è ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8). Áûëè èññëåäîâàíû ìåõàíè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà äâóõòî÷å÷íîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è êîíñòðóêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ
òðàåêòîðèé, ïðîåöèðóþùèõñÿ íà ïëîñêîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ â ïîëîæèòåëü-
íî îðèåíòèðîâàííûå êîíòóðû. Äàëåå áûëà ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà çàäà-
÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8) â ÷àñòíîì ñëó÷àå
êðóãîâûõ óïðàâëåíèé. Â ïðåäøåñòâóþùåé ðàáîòå [1] êðóãîâûå óïðàâëå-
íèÿ áûëè íàéäåíû ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ âåðòèêàëüíîé ïîäñèñòåìû
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â àíîðìàëü-
íîì ñëó÷àå. Â ýòîé ðàáîòå â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîäñèñòåìû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â ñïåöèàëüíîì êðóãîâîì ñëó÷àå
áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå ïàðàìåòðèçàöèè àíîðìàëüíûõ êðóãîâûõ òðàåêòî-
ðèé, ïðîåêöèè êîòîðûõ íà òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ox1x2x3 ëåæàò â
âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå x3 > 0. Áûëà èññëåäîâàíà îïòèìàëüíîñòü ïî-
ëó÷åííîãî ïó÷êà êðóãîâûõ òðàåêòîðèé, âûõîäÿùèõ èç íóëÿ. Çàòåì áûëà
îïèñàíà çàìåòàåìàÿ îïòèìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè êðóãîâàÿ ïîâåðõíîñòü
êàê ãðàôèê ôóíêöèè ïåðâûõ òðåõ ïåðåìåííûõ è èññëåäîâàíû åå ñâîé-
ñòâà. Â çàêëþ÷åíèå áûëà ðåøåíà äâóõòî÷å÷íàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êëàññå êðóãîâûõ óïðàâëåíèé ñ ïîìîùüþ ñâåäå-
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íèÿ ê ñëó÷àþ Ãåéçåíáåðãà è èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ
êðóãîâîé ïîâåðõíîñòè.

Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ áûëè
ïðèìåíåíû ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðîôèëÿ îäíîðîäíîé áàëêè â âèäå êðóãîâî-
ãî ñåãìåíòà ïî íåïîëíûì äàííûì î ñåãìåíòå. Áëàãîäàðÿ ÿâíûì ïàðàìåò-
ðèçàöèÿì âîñüìèìåðíûõ êðóãîâûõ òðàåêòîðèé, èìåþùèì ïàðàìåòðàìè
çàäàííûå äëèíó õîðäû è ïëîùàäü ñåãìåíòà, óäàëîñü ïîñòðîèòü êðàò÷àé-
øóþ äóãó ñåãìåíòà è âîñüìèìåðíóþ òî÷êó, â êîòîðóþ âõîäèò êðóãîâàÿ
òðàåêòîðèÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. È, êàê ñëåäñòâèå, óäàëîñü ïî-
ëó÷èòü âñå ñòàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èñêîìîãî îäíîðîäíîãî êðóãîâîãî
ñåãìåíòà, îïèðàÿñü íà ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíå÷íîé òî÷êè èñõîäíîé
çàäà÷è óïðàâëåíèÿ.

Çàòåì áàëêà ñ òåîðåòè÷åñêè ïîñòðîåííûì ñå÷åíèåì òåîðåòè÷åñêè ïîä-
âåðãàëàñü ÷èñòîìó ïðÿìîìó èçãèáó. Íà îñíîâå èçâåñòíûõ ñâåäåíèé èç òåî-
ðèè ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ è ïîëó÷åííûõ ñòàòè÷åñêèõ âåëè÷èí áûëà
ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ ñåãìåíòà-
ñå÷åíèÿ ïðè ÷èñòîì ïðÿìîì èçãèáå, åñëè íàãðóæàþùàÿ ñèëà íàïðàâëåíà
ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ñèììåòðèè ñåãìåíòà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ ñåãìåíòà ïðè èçãèáå áûëà
îôîðìëåíà â âèäå äâóõ àëãîðèòìîâ: Àëãîðèòìà-1 è Àëãîðèòìà-2.

Ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû î ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ êîíå÷íîé òî÷êè
ñòàë Àëãîðèòì-3, êîòîðûé âû÷èñëÿåò ýëëèïñ èíåðöèè ïëîñêîãî êðóãîâî-
ãî ñåãìåíòà ñ çàäàííûìè õîðäîé è ìàññîé îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ïîëþñà
â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû. Åñëè ïîëþñ íàõîäèòñÿ â öåíòðå òÿæåñòè ñåãìåí-
òà, àëãîðèòì âû÷èñëÿåò óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êðóãîâîãî ñåãìåíòà
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè, è êîñ-
âåííî õàðàêòåðèçóåò äåôîðìàöèè áàëêè ïðè ÷èñòûõ èçãèáàõ: ÷åì áîëü-
øå óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ íàãðóæàþùåé ñèëå, òåì áîëüøå
êðèâèçíà îñè ñòåðæíÿ.

Ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ñîçäàòü èíòåðàêòèâíûé ïðîãðàìì-
íûé êîìïëåêñ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðóãîâûõ ñåãìåíòîâ è âû÷èñëåíèÿ âåëè÷è-
íû ìàêñèìàëüíîãî ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ ñåãìåíòà ïðè èçãèáå ïî äëèíå
õîðäû è ïëîùàäè èñêîìîãî êðóãîâîãî ñåãìåíòà. Ýòî ïîçâîëèò, íàïðèìåð,
â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå ñðàâíèâàòü ïî ïðî÷íîñòè áàëêè ñ ñå÷åíèÿìè-
ñåãìåíòàìè îäèíàêîâîé ïëîùàäè èëè èìåþùèìè îäèíàêîâûå õîðäû, íå
ïðèáåãàÿ ê âû÷èñëåíèþ òàáëèö.

21



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Þ. Ë. Ñà÷êîâ, Å. Ô. Ñà÷êîâà, Ñòðóêòóðà àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé
â ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8) // Ìàòåìàòè÷å-
ñêèé ñáîðíèê, 2020, Òîì 211, � 10, ñ. 112 � 138.

[2] Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí, Â. Ã. Áîëòÿíñêèé, Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå, Å.Ô. Ìè-
ùåíêî, Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ, Ì.: Íàóêà,
1961.

[3] Àãðà÷åâ À.À., Ñà÷êîâ Þ.Ë. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ. Ì.:
Ôèçìàòëèò, 2005.

[4] Ìàòåìàòèêà, åå ñîäåðæàíèå, ìåòîäû è çíà÷åíèå. Ïîä ðåä. Àëåêñàí-
äðîâà À.Ä., Êîëìîãîðîâà À.Í., Ëàâðåíòüåâà Ì.À. Ì.: Èçä. Àêàäå-
ìèè íàóê ÑÑÑÐ, 1956; ò.1 - 296ñ.

[5] Ãåêêåëåð È.Â. Ñòàòèêà óïðóãîãî òåëà: Ïåð. ñ íåì. ïîä ðåä. À. È.
Ëóðüå. Èçä. 2-å, ñòåðåîòèïíîå.� Ì.: ÊîìÊíèãà, 2005. � 288 ñ.

[6] Â.È.Àðíîëüä Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. �
Ì.: Íàóêà. 1989.

[7] Ñà÷êîâà Å.Ô. Ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ íèëüïîòåíòíîé ñèñòå-
ìû // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 2008, òîì 44, � 12, ñ. 1704�
1707.

[8] Yu.L.Sachkov, E.F.Sachkova, Symmetries and Parameterization of
Abnormal Extremals in the Sub-Riemannian Problem with the Growth
Vector (2; 3; 5; 8), //Russian Journal of Nonlinear Dynamics, 15 (2019),
4: 577 � 585.

[9] Ôåîäîñüåâ Â.È. Ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëîâ. Ó÷åá. äëÿ âóçîâ.� 10-å
èçäàíèå, ïåðåðàá. è äîï.�Ì.:Èçä-âî ÌÃÒÓ èì.Í.Ý.Áàóìàíà. 1999.�
599ñ.

[10] Ãîëóáåâ Þ.Ô. Îñíîâû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè: Ó÷åáíèê. 2 èçä., ïå-
ðåðàá.è äîïîëí.� Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 2000. � 719 ñ.

22



[11] À.Ì.Âåðøèê, Â.ß.Ãåðøêîâè÷. Íåãîëîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòå-
ìû. Ãåîìåòðèÿ ðàñïðåäåëåíèé è âàðèàöèîííûå çàäà÷è // Èòîãè íà-
óêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ïðîáë. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâëåíèÿ. 16. 1987.
ñ.5�85.

23


