
1866 ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÁÎÐÍÈÊ Òîì 0, No. 0

ÓÄÊ 517.977

Þ.Ë. Ñà÷êîâ, Å.Ô. Ñà÷êîâà

Ñòðóêòóðà àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé â

ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ñâîáîäíîé
íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå Ëè ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè, ãëóáèíû 4. Îïèñàíà
ñòðóêòóðà àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé: ïîêàçàíî, ÷òî àíîðìàëüíûå ýêñòðå-
ìàëè çàäàþò íà àííóëÿòîðå êâàäðàòà ðàñïðåäåëåíèÿ àíîðìàëüíîå ñëîåíèå,
ñîñòîÿùåå èç ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî àííóëÿòîðà ñ ñèìïëåêòè÷åñêèì ñëîåíè-
åì íà êîàëãåáðå Ëè. Äëÿ àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé èññëåäîâàíà èõ ñòðî-
ãàÿ/íåñòðîãàÿ àíîðìàëüíîñòü, îïèñàíû ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ïîëó÷åíû îöåíêè êîðàíãà, ïîñòðîåíû ïðèìåðû íåãëàäêèõ òðàåêòî-
ðèé.

Áèáëèîãðàôèÿ: 14 íàçâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: cóáðèìàíîâà çàäà÷à, àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè è
òðàåêòîðèè, ñòðîãàÿ/íåñòðîãàÿ àíîðìàëüíîñòü.

� 1. Ââåäåíèå

1.1. Ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû. Ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà ñâÿçíîì ãëàä-

êîì ìíîãîîáðàçèè M åñòü ïàðà (D, g), ñîñòîÿùàÿ èç ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ D ⊂ TM è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ g â D [1�3]. Ãîðèçîíòàëüíàÿ

êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ D åñòü ëèïøèöåâà êðèâàÿ â M , ïî÷òè âñþäó êàñàþùà-

ÿñÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî òåîðåìå Ðàøåâñêîãî-×æîó, ëþáûå äâå òî÷êè â M

ñîåäèíèìû ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå

D èìååò ïîëíûé ðàíã; òî åñòü ôëàã èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñêîáîê Ëè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè:

D ⊂ D2 = D + [D,D] ⊂ D3 = D2 + [D2, D] ⊂ · · · ⊂ Ds = TM.

Íàèìåíüøåå òàêîå s íàçûâàåòñÿ ãëóáèíîé ðàñïðåäåëåíèÿ, à âåêòîð

(dimDx,dimD2
x, . . . ,dimDs

x), x ∈ M,

íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ðîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ãëóáèíà è âåêòîð ðîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ åãî âàæíåéøèìè èíâàðèàí-

òàìè. Ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû ñòðàòèôèöèðîâàíû ïî ãëóáèíå èõ ðàñïðåäåëå-

íèé, è ñëîæíîñòü ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð áûñòðî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì èõ

Ðàçäåëû 2�4 âûïîëíåíû çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò �
17-11-01387-Ï) â Èíñòèòóòå ïðîãðàììíûõ ñèñòåì èì. À.Ê. Àéëàìàçÿíà Ðîññèéñêîé àêàäå-
ìèè íàóê. Ðàçäåëû 5�7 âûïîëíåíû çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 19-31-51023) â Íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå ¾Ñèðèóñ¿, Ñî-
÷è.
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ãëóáèíû. Ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû ãëóáèíû îäèí � ýòî ðèìàíîâû ñòðóêòóðû.

Äëÿ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð ãëóáèíû äâà â ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè 3 (òî

åñòü äëÿ âåêòîðà ðîñòà (2, 3)) èìååòñÿ äåòàëüíàÿ òåîðèÿ [3]. Äëÿ ñóáðèìàíî-

âûõ ñòðóêòóð ãëóáèíû òðè èìåþòñÿ ïîäðîáíûå èññëåäîâàíèÿ ëèøü â ïðîñòåé-

øåì ëåâîèíâàðèàíòíîì ñëó÷àå äëÿ ðàçìåðíîñòåé 4, 5 (âåêòîðà ðîñòà (2, 3, 4)

è (2, 3, 5)) [4, 5]. Äëÿ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð ãëóáèíû ÷åòûðå èçâåñòíû ëèøü

ïåðâîíà÷àëüíûå ðåçóëüòàòû â ëåâîèíâàðèàíòíîì ñëó÷àå ðàíãà 2 (âåêòîð ðîñòà

(2, 3, 5, 8)) [6, 7].

Íàðàñòàíèå ñëîæíîñòè ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð ñ óâåëè÷åíèåì èõ ãëóáèíû

ìîæíî íàáëþäàòü ïî äâóì êðèòè÷åñêè âàæíûì õàðàêòåðèñòèêàì:

• êëàññ ôóíêöèé, â êîòîðûõ èíòåãðèðóåòñÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ïðèíöè-

ïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ íîðìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ,

• ñòðóêòóðà àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé.

Äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð íà ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ

ãðóïïàõ Ëè ðàíãà 2 ñèòóàöèÿ ñ ýòèìè ïàðàìåòðàìè îòðàæåíà â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1. Ñâîáîäíûå íèëüïîòåíòíûå ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû ðàíãà 2
âåêòîð

ðîñòà

èíòåãðèðóåìîñòü íîðìàëüíîé

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ

àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè

(2) ëèíåéíûå ôóíêöèè íåò

(2, 3) òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ïîñòîÿííû

(2, 3, 5) ôóíêöèè ßêîáè [4] îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîä-

ãðóïïû, êàñàþùèåñÿ D; âñå

íåñòðîãî àíîðìàëüíû [4]

(2, 3, 5, 8) íåèíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ

[7]

îïèñàíû â äàííîé ðàáîòå

Ãîðèçîíòàëüíûå êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ D, èìåþùèå íàèìåíüøóþ äëèíó â

ñìûñëå ìåòðèêè g, íàçûâàþòñÿ êðàò÷àéøèìè ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû (D, g).

Ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì ê ïîèñêó ñóáðèìàíîâûõ êðàò÷àéøèõ ÿâëÿåòñÿ ïðè-

ìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ) [1, 3, 8]. Ñîãëàñíî ýòîìó

ïðèíöèïó, ëþáàÿ ñóáðèìàíîâà êðàò÷àéøàÿ x(t) ∈ M èìååò ãàìèëüòîíîâ ëèôò

λt ∈ T ∗M , ïðîåöèðóþùèéñÿ â x(t), ýòîò ëèôò λt íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüþ.

Êàê îáû÷íî ïðè ïðèìåíåíèè ÏÌÏ, ýêñòðåìàëè äåëÿòñÿ íà íîðìàëüíûå (çà-

âèñÿùèå îò D è g) è àíîðìàëüíûå (çàâèñÿùèå òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ D).

Àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè îáðàçóþò ãîðàçäî ìåíüøåå ìíîæåñòâî ÷åì íîðìàëü-

íûå, îäíàêî áîëüøèíñòâî ñëîæíûõ âîïðîñîâ ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñâÿçàíî

èìåííî ñ àíîðìàëüíûìè ýêñòðåìàëÿìè. Ïîâòîðèì � àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè

íå çàâèñÿò îò ìåòðèêè g, ïîýòîìó ïðàâèëüíåå ãîâîðèòü îá àíîðìàëüíûõ ýêñ-

òðåìàëÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ D; îäíàêî ïðîáëåìàòèêà ýòèõ ýêñòðåìàëåé ïðèîáðåëà

îñîáóþ îñòðîòó èìåííî â ðàìêàõ ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ïîýòîìó ìû áóäåì

ãîâîðèòü îá àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëÿõ ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû (D, g) è ïðè-

ìåíÿòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ èõ ïàðàìåòðèçàöèè.

Ïåðâûì, êòî îòìåòèë îñîáóþ ðîëü àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé â ñóáðèìàíî-

âîé ãåîìåòðèè, áûë Ð. Ìîíòãîìåðè [9, 10].
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1.2. Öåëü è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Â äàííîé ñòàòüå èññëåäó-

þòñÿ àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòó-

ðû ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8) � ïðîñòåéøåé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû ãëóáè-

íû 4 ðàíãà 2 (ñîîòâåòñòâóþùàÿ 8-ìåðíàÿ ãðóïïà Ëè åñòü ñâîáîäíàÿ íèëüïî-

òåíòíàÿ ãðóïïà Êàðíî ãëóáèíû 4 ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè). Îíà çàäàåò íèëüïî-

òåíòíóþ àïïðîêñèìàöèþ [3, 11] ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû îáùåãî ïîëîæåíèÿ â

âîñüìèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ äâóìåðíûì óïðàâëåíèåì, ïîýòîìó åå èññëåäîâà-

íèå êðàéíå âàæíî.

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èçó÷åíèå ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû ñ âåêòîðîì

ðîñòà (2, 3, 5, 8), íà÷àòîå â ðàáîòå [6], ãäå áûëè èññëåäîâàíû àíîðìàëüíûå ãåî-

äåçè÷åñêèå ñïåöèàëüíîãî âèäà � îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû â íèëüïî-

òåíòíîé ãðóïïå Ëè M ∼= R8, êàñàþùèåñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ D.

Îáùèå àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè â ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å

ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8) äîïóñêàþò ïîëíîå îïèñàíèå â òåðìèíàõ ôóíêöèé

Êàçèìèðà (òî åñòü ôóíêöèé íà êîàëãåáðå Ëè L∗ = T ∗
IdR8, êîììóòèðóþùèõ

â ñìûñëå ñêîáîê Ïóàññîíà ñî âñåìè ãàìèëüòîíèàíàìè, ëèíåéíûìè íà ñëîÿõ).

Èìåþòñÿ ÷åòûðå íåçàâèñèìûå ôóíêöèè Êàçèìèðà: òðè ëèíåéíûå h6, h7, h8 è

îäíà êóáè÷åñêàÿ C [7]. Àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè àííóëèðóþò êâàäðàò ðàñïðå-

äåëåíèÿ D. Àííóëÿòîð (D2)⊥ ⊂ T ∗R8 â ïåðåñå÷åíèè ñ êîàëãåáðîé L∗ îáðàçóåò

ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâîM5 = (D2)⊥∩L∗. ×åòûðå ôóíêöèè Êàçèìèðà çàäàþò

íà ïðîñòðàíñòâåM5 ñëîåíèå ñî ñëîÿìè ðàçìåðíîñòè îäèí è íîëü (âîîáùå ãîâîðÿ,

íåãëàäêèìè) � ýòî è åñòü àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè. Ôóíêöèÿ Êàçèìèðà C íà

ïåðåñå÷åíèè M5 ñ ñîâìåñòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ ôóíêöèé Êàçèìèðà h6,

h7, h8 îêàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò îñòàâøèõñÿ ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-

íûõ h4, h5. Ïîýòîìó ïðîåêöèè àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íà ïëîñêîñòü (h4, h5)

ñóòü ëèíèè óðîâíÿ ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (ýëëèïñû è ãèïåðáîëû â ñëó÷àå

îáùåãî ïîëîæåíèÿ). Â îáùåì ñëó÷àå ïðîåêöèè àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íà

ïëîñêîñòè (h4, h5) è (x1, x2) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì,

ïîýòîìó èõ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (x1, x2) ñóòü òàêæå ýëëèïñû è ãèïåðáîëû (â

ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ).

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè

(u2
1 +u2

2 ≡ const) îáðàçóþò 5-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî (ïàðàìåòðèçàöèÿ òî÷-

êàìè ïðîñòðàíñòâà M5). Èìååòñÿ 2-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îäíîïàðàìåò-

ðè÷åñêèõ ïîäãðóïï íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû Ëè R8, ÿâëÿþùèõñÿ íåñòðîãî àíîð-

ìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè (òî åñòü îäíîâðåìåííî àíîðìàëüíûìè è íîðìàëüíû-

ìè). Èìååòñÿ òàêæå 3-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåñòðîãî àíîðìàëüíûõ òðà-

åêòîðèé, óíàñëåäîâàííûõ èç êðóãîâûõ òðàåêòîðèé ñëó÷àÿ Ãåéçåíáåðãà. Ïîìè-

ìî ýòèõ äâóõ ñåìåéñòâ (2-ïàðàìåòðè÷åñêîãî è 3-ïàðàìåòðè÷åñêîãî), âñå îñòàëü-

íûå àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè ñòðîãî àíîðìàëüíû. Êàæäàÿ èç ñòðîãî àíîðìàëü-

íûõ òðàåêòîðèé èìååò êîðàíã 1 (òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé îäíîé ýêñòðåìàëè

ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ). Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû, êà-

ñàþùèåñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ D, èìåþò êîðàíã íå ìåíåå 6, à êðóãîâûå òðàåêòîðèè

ñëó÷àÿ Ãåéçåíáåðãà èìåþò êîðàíã íå ìåíåå 2.

1.3. Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ê

íåé ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, êîòîðûé äåòàëèçèðóåòñÿ

äëÿ àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé.
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Â ðàçäåëå 3 ââîäèòñÿ âàæíåéøèé èíâàðèàíò I àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé,

ðàâíûé ñóæåíèþ êóáè÷åñêîé ôóíêöèè Êàçèìèðà C íà (D2)⊥. Ïîëó÷åíî ãëî-

áàëüíîå îïèñàíèå àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé êàê ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâ-

íÿ ôóíêöèé Êàçèìèðà íà (D2)⊥. Ïîêàçàíà ñâÿçü àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé

ñ ñèìïëåêòè÷åñêèì ñëîåíèåì íà êîàëãåáðå L∗. Îïèñàíà ñòðóêòóðà ïðîåêöèé

àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íà ïëîñêîñòü (h4, h5) êàê ëèíèé óðîâíÿ ïåðâîãî èí-

òåãðàëà I. Ýòè ïðîåêöèè îêàçûâàþòñÿ ëèíèÿìè âòîðîãî, ïåðâîãî è íóëåâîãî

ïîðÿäêîâ. Âûâåäåíû ôîðìóëû äëÿ àíîðìàëüíûõ óïðàâëåíèé.

Â ðàçäåëå 4 ïîñòðîåí óäîáíûé êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð âðåìåíè íà àíîðìàëü-

íûõ ýêñòðåìàëÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî â äàííîé çàäà÷å

âîçíèêàþò íåãëàäêèå àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè, ÷åãî íå áûëî â ñóáðèìàíîâûõ

çàäà÷àõ ãëóáèíû ìåíüøå ÷åòûðåõ.

Â ðàçäåëå 5 îïèñàíî, êàêèå èç àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé ÿâëÿþòñÿ îäíîâðå-

ìåííî íîðìàëüíûìè (òî åñòü íåñòðîãî àíîðìàëüíû). Ýòî â òî÷íîñòè òðàåêòî-

ðèè, ïðîåêöèè êîòîðûõ íà ïëîñêîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ïîñòîÿííóþ êðè-

âèçíó (ïðÿìûå è îêðóæíîñòè). Äîêàçàíî, ÷òî íà ýëëèïñàõ (íå îêðóæíîñòÿõ),

ãèïåðáîëàõ è ïàðàáîëàõ êðèâèçíà íå ðàâíà íèêàêîìó ïîëèíîìó îò êîîðäèíàò.

Â ðàçäåëå 6 îïèñàíû ïðîåêöèè àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íà ïëîñêîñòü ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ � ýòî ëèíèè âòîðîãî, ïåðâîãî è íóëåâîãî ïîðÿäêîâ.

Â ðàçäåëå 7 ïîëó÷åíû îöåíêè êîðàíãà àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé (ðàçìåðíî-

ñòè ïðîñòðàíñòâà ýêñòðåìàëåé, â íèõ ïðîåöèðóþùåãîñÿ).

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå 8 ïîäâîäÿòñÿ èòîãè è íàìå÷àþòñÿ âîïðîñû äëÿ

äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ẋ = u1X1(x) + u2X2(x), x = (x1, . . . , x8) ∈ R8, u = (u1, u2) ∈ R2, (2.1)

x(0) = x0 = Id = (0, . . . , 0), x(t1) = x1, (2.2)

J =
1

2

∫ t1

0

(u2
1 + u2

2) dt → min, (2.3)

ãäå âåêòîðíûå ïîëÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû èìåþò âèä:

X1 =
∂

∂ x1
− x2

2

∂

∂ x3
− x2

1 + x2
2

2

∂

∂ x5
− x1x

2
2

4

∂

∂ x7
− x3

2

6

∂

∂ x8
,

X2 =
∂

∂ x2
+

x1

2

∂

∂ x3
+

x2
1 + x2

2

2

∂

∂ x4
+

x3
1

6

∂

∂ x6
+

x2
1x2

4

∂

∂ x7
,

à äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ è òðàåêòîðèè:

u(·) ∈ L∞([0, T ],R2), x(·) ∈ Lip([0, T ],R8).

Çàäà÷à (2.1)�(2.3) åñòü çàäà÷à î ñóáðèìàíîâûõ êðàò÷àéøèõ äëÿ ñóáðèìàíîâîé

ñòðóêòóðû [1,2], çàäàííîé îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì X1, X2.
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Âåêòîðíûå ïîëÿ X1, X2 ïîðîæäàþò ñâîáîäíóþ íèëüïîòåíòíóþ àëãåáðó Ëè

L ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè, ãëóáèíû 4:

L = span(X1, . . . , X8),

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X2, X3] = X5, [X1, X4] = X6, (2.4)

[X2, X4] = [X1, X5] = X7, [X2, X5] = X8, (2.5)

ãäå

[X1, X2] = X3 =
∂

∂x3
+ x1

∂

∂x4
+ x2

∂

∂x5
+

x2
1

2

∂

∂x6
+ x1x2

∂

∂x7
+

x2
2

2

∂

∂x8
,

[X1, X3] = X4 =
∂

∂x4
+ x1

∂

∂x6
+ x2

∂

∂x7
,

[X2, X3] = X5 =
∂

∂x5
+ x1

∂

∂x7
+ x2

∂

∂x8
,

[X1, X4] = X6 =
∂

∂x6
,

[X2, X4] = [X1, X5] = X7 =
∂

∂x7
,

[X2, X5] = X8 =
∂

∂x8
,

òàáëèöà óìíîæåíèÿ (2.4), (2.5) èçîáðàæåíà ñõåìàòè÷åñêè íà ðèñ. 1.

❅
❅❅❘

❄

�
��✠

❄
�

��✠

❅
❅❅❘

✄
✄
✄
✄
✄
✄
✄
✄
✄✄✎

�
��✠

❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈❈❲

❅
❅❅❘

❅
❅❅❘

✄
✄
✄
✄
✄
✄
✄
✄
✄✄✎

�
��✠

❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈❈❲

X4 X5

X1 X2

X3

X6 X7 X8

Ðèñ. 1. Àëãåáðà Ëè ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8)

Ðàñïðåäåëåíèå D = span(X1, X2) èìååò âåêòîð ðîñòà (2, 3, 5, 8) è çàäà÷à

(2.1)�(2.3) åñòü ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8).

Çàêîí óìíîæåíèÿ â R8, ïðåâðàùàþùèé ýòî ïðîñòðàíñòâî â íèëüïîòåíòíóþ

ãðóïïó Ëè ñ àëãåáðîé Ëè L, à ïîëÿ X1, . . . , X8 â ëåâîèíâàðèàíòíûé ðåïåð

íà ýòîé ãðóïïå Ëè, ïðèâåäåí â ðàáîòå [12].

Îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å (2.1)�(2.3) ñóùåñòâóþò ïî òåîðåìàì Ðà-

øåâñêîãî-×æîó è Ôèëèïïîâà [1].

Ïðèìåíèì ê çàäà÷å (2.1)�(2.3) ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [1, 8]. Ðàñ-

ñìîòðèì êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé T ∗R8, áóäåì îáî-

çíà÷àòü åãî ýëåìåíòû λ ∈ T ∗R8. Îáîçíà÷èì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ π :
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T ∗R8 → R8, T ∗
xR8 ∋ λ 7→ x. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà:

hν
u(λ) = ⟨λ, u1X1(x) + u2X2(x)⟩+

ν

2

(
u2
1 + u2

2

)
, λ ∈ T ∗R8, u ∈ R2, ν ∈ R.

Òåîðåìà 1 (ÏÌÏ [1,8]). Åñëè óïðàâëåíèå u(t) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðà-

åêòîðèÿ x(t), t ∈ [0, t1], îïòèìàëüíû, òî ñóùåñòâóþò ëèïøèöåâà êðèâàÿ

λt ∈ T ∗
x(t)R

8 è ÷èñëî ν ∈ {−1, 0}, äëÿ êîòîðûõ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ âûïîëíÿ-

þòñÿ äëÿ ï.â. t ∈ [0, t1]:

λ̇t = h⃗ν
u(t)(λt) = u1(t)⃗h1(λt) + u2(t)⃗h2(λt), (2.6)

hν
u(t)(λt) = max

v∈R2
hν
v(λt), (2.7)

(ν, λt) ̸= (0, 0). (2.8)

×åðåç h⃗ îáîçíà÷àåòñÿ ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå íà T ∗R8, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ãàìèëüòîíèàíó h ∈ C∞(T ∗R8). Êðèâàÿ λt íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüþ, à óäî-

âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà òðàåêòîðèÿ x(t) è óïðàâëåíèå

u(t) íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè. Ñëó÷àé ν = −1 íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, à

ñëó÷àé ν = 0 � àíîðìàëüíûì.

Â àíîðìàëüíîì ñëó÷àå (ν = 0) óñëîâèÿ ÏÌÏ ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùóþ ôîð-

ìó:

λt ̸= 0, (2.9)

h1 = h2 = h3 = 0, (2.10)

u1h4 + u2h5 = 0, (2.11)(
ḣ4

ḣ5

)
= A

(
u1

u2

)
, A =

(
h6 h7

h7 h8

)
, (2.12)

ḣ6 = ḣ7 = ḣ8 = 0, (2.13)

ẋ = u1X1 + u2X2, x(0) = 0. (2.14)

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ëèíåéíûå íà ñëîÿõ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ

ãàìèëüòîíèàíû, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûì ïîëÿì:

hi(λ) = ⟨λ,Xi(x)⟩, x = π(λ), λ ∈ T ∗M, i = 1, . . . , 8.

� 3. Ñòðóêòóðà àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé

3.1. Àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè è ôóíêöèè Êàçèìèðà. Êîàëãåáðà Ëè

L∗ = T ∗
IdR8 èìååò ÷åòûðå íåçàâèñèìûå ôóíêöèè Êàçèìèðà, òî åñòü ôóíêöèè f :

L∗ → R, êîììóòèðóþùèå â ñìûñëå ñêîáêè Ïóàññîíà ñî âñåìè ãàìèëüòîíèàíàìè
hi, i = 1, . . . , 8; ýòî ôóíêöèè

h6, h7, h8, C = h8h
2
4 − 2h7h4h5 + h6h

2
5 − 2h3(h6h8 − h2

7), (3.1)

ñì. [7]. Âñå ýòè ôóíêöèè ïîñòîÿííû íà òðàåêòîðèÿõ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-

ìû (2.6), òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ëþáîé ôóíêöèè Êàçèìèðà f âäîëü ýòîé ñèñòåìû

åñòü

(u1h⃗1 + u2h⃗2)f = u1{h1, f}+ u2{h2, f} = 0.
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Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ C ïîñòîÿííà íà ëþáîé àíîðìàëüíîé ýêñòðåìàëè, òàêæå

êàê è åå ñóæåíèå

I = C|h1=h2=h3=0 = h8h
2
4 − 2h7h4h5 + h6h

2
5.

Äîêàçàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ëåììà 3.1. Ôóíêöèÿ

I = h8h
2
4 − 2h7h4h5 + h6h

2
5

ïîñòîÿííà íà àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëÿõ.

Çàìå÷àíèå 1. Äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1 ñîñòîèò â âû÷èñ-

ëåíèè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè I âäîëü ñèñòåìû (2.10)�(2.13):

İ = 2h8h4(h6u1 + h7u2)− 2h7h5(h6u1 + h7u2)− 2h7h4(h7u1 + h8u2)+

+ 2h6h5(h7u1 + h8u2) = 2(h8h6 − h2
7)(h4u1 + h5u2) = 0.

Ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå âåðòèêàëüíûå ÷àñòè àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé

(D2)⊥ ∩ L∗ ∼= {(h1, . . . , h8) | h1 = h2 = h3 = 0}, (3.2)

ïÿòèìåðíî, è íà íåì èìååòñÿ ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëà äëÿ àíîðìàëüíûõ

ýêñòðåìàëåé:

h6, h7, h8, I. (3.3)

Ïîýòîìó ëþáàÿ àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü ñîäåðæèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè ïðîñòðàí-

ñòâà {(h1, . . . , h8) | h1 = h2 = h3 = 0} ñ ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ

èíòåãðàëîâ (3.3). Òàê êàê ýòî ïåðåñå÷åíèå îäíîìåðíî èëè íóëüìåðíî, èíòåãðà-

ëîâ (3.3) äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü ñåìåéñòâî àíîðìàëüíûõ

ýêñòðåìàëåé. Ìû äåëàåì ýòî äàëåå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû I(h4, h5) è åå îïðå-

äåëèòåëÿ:

K =

(
h8 −h7

−h7 h6

)
, ∆ = detK.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü h1(t), . . . , h8(t) ∈ Lip[0, t1]. Àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü

λt, t ∈ [0, t1], òàêàÿ, ÷òî hi(t) = hi(λt), t ∈ [0, t1], ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ ôóíêöèé hi(t) ïðè âñåõ t ∈ [0, t1] âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.10),

(2.13), óñëîâèÿ

(h1(t), . . . , h8(t)) ̸= 0, (3.4)

I ≡ const, (3.5)

à òàêæå îäíî èç óñëîâèé

(1) ∆ ̸= 0,

(2) K ̸= 0, ∆ = 0, I ̸= 0,
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(3) K ̸= 0, ∆ = 0, I = 0, (h4, h5) ≡ const,

(4) K = 0, (h4, h5) ≡ const ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü λt, t ∈ [0, t1], åñòü àíîðìàëüíàÿ

ýêñòðåìàëü. Îáîçíà÷èì hi(t) = hi(λt), t ∈ [0, t1], è äîêàæåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.10), (2.13), (3.4), (3.5), è îäíîìó èç óñëîâèé (1)�(4).

Óñëîâèÿ (2.10), (2.13), (3.4) ñëåäóþò èç ÏÌÏ. Óñëîâèå (3.5) ñëåäóåò èç ëåì-

ìû 3.1. Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

(1′) ∆ ̸= 0,

(2′) K ̸= 0, ∆ = 0, I ̸= 0,

(3′) K ̸= 0, ∆ = 0, I = 0,

(4′) K = 0.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àÿõ (3′), (4′) èìååì (h4, h5) ≡ const.

Ñëó÷àé (3′). Èìååì

I = ±Q2, Q = ah4 + εbh5, (3.6)

a =
√
|h8|, b =

√
|h6|, ε = ∓ signh7, h7 = ∓ε

√
h6h8, (3.7)

± =


signh6 = signh8, h6h8 ̸= 0,

signh8, h6 = 0, h8 ̸= 0,

signh6, h6 ̸= 0, h8 = 0.

(3.8)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé

(3′a): h6h8 ̸= 0, ïîýòîìó ab ̸= 0.

Ïîëîæèì

g5 = −εbh4 + ah5, (3.9)

òîãäà èç óñëîâèÿ (2.12) ïîëó÷àåì

ġ5 = ±(a2 + b2)(au2 − εbu1). (3.10)

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (2.11), ïîëó÷àåì ñèñòåìó, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óïðàâëå-

íèÿ: {
au2 − εbu1 = γ := ±(aḣ5 − εbḣ4)/(a

2 + b2),

u1h4 + u2h5 = 0.
(3.11)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ u2 = (εbu1 + γ)/a, òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå äàåò

h4u1 + h5u2 = γh5/a ≡ 0.

Îòñþäà γ = 0, ïîýòîìó ôóíêöèè (h4, h5) óäîâëåòâîðÿþò íåâûðîæäåííîé ñèñòå-

ìå {
ah5 − εbh4 ≡ const,

ah4 + εbh5 ≡ 0,
(3.12)

îòêóäà (h4, h5) ≡ const.
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Ñëó÷àé (3′b): h6 ̸= 0, h8 = 0 èëè h6 = 0, h8 ̸= 0, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ (3′a).

Ñëó÷àé (4′). Èç óñëîâèÿ (2.12) ïîëó÷àåì (h4, h5) ≡ const. Ïðè ýòîì (h4, h5) ̸=
0 â ñèëó óñëîâèÿ (2.9).

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ôóíêöèè h1(t), . . . , h8(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.10),

(2.13), (3.4), (3.5), è îäíîìó èç óñëîâèé (1)�(4). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýêñ-

òðåìàëü λt, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì hi(λt) = hi(t), t ∈ [0, t1], i = 1, . . . , 8.

Ñëó÷àé (1): ∆ = detA ̸= 0.

Âûðàçèì óïðàâëåíèå èç óñëîâèÿ (2.12):(
u1

u2

)
= A−1

(
ḣ4

ḣ5

)
=

1

∆

(
h8 −h7

−h7 h6

)(
ḣ4

ḣ5

)
.

Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ òðàåêòîðèþ x(t) ñèñòåìû (2.14). Îïðåäåëèì ëèï-

øèöåâó êðèâóþ λt, t ∈ [0, t1], òàêóþ, ÷òî hi(λt) = hi(t), π(λt) = x(t), t ∈ [0, t1],

i = 1, . . . , 8. Ïîêàæåì, ÷òî λt � àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

óïðàâëåíèþ (u1(t), u2(t)). Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì óñëîâèÿ (2.9)�(2.14).

Óñëîâèÿ (2.9), (2.10), (2.12)�(2.14), î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ. Ïðîâåðèì óñëî-

âèå (2.11):

u1h4 + u2h5 = (h8h4ḣ4 − h7(h4ḣ5 + h5ḣ4) + h6h5ḣ5)/∆ = İ/(2∆) = 0.

Â ñëó÷àå (1) äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Ñëó÷àé (2). Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (3.6)�(3.8). Êàê è âûøå â ï. (3′a),

ïîëîæèì (3.9) è ïîëó÷èì (3.10), îòêóäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó (3.11) íà óïðàâëåíèÿ.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí −Q ̸= 0, ïîýòîìó ñèñòåìà (3.11) îäíîçíà÷íî

ðàçðåøèìà:

u1(t) = −α(t)h5, u2(t) = α(t)h4, α(t) = γ(t)Q.

Êàê âûøå â ñëó÷àå (1), ïîñòðîèì êðèâóþ λt, t ∈ [0, t1], òàêóþ, ÷òî hi(λt) = hi(t),

à π(λt) = x(t) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (2.14). Î÷åâèäíî, ÷òî λt óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì (2.9)�(2.11), (2.13), (2.14). Óñëîâèå (2.12) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

íî.

Ñëó÷àé (3). Âûðàçèì óïðàâëåíèå èç óñëîâèÿ (2.11): u1(t) = −α(t)h5, u2(t) =

α(t)h4.

Ïîñòðîèì êðèâóþ λt êàê â ñëó÷àå (2). Äëÿ ýòîé êðèâîé óñëîâèÿ (2.9)�(2.11),

(2.13), (2.14), î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ, à óñëîâèå (2.12) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííî.

Ñëó÷àé (4) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (3). �
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ëèïøèöåâû ôóíêöèè h1(t), . . . , h8(t), t ∈ [0, t1], óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì (2.10), (2.13), (3.4), (3.5) è îäíîìó èç óñëîâèé (1)�(4) òåî-

ðåìû 2, òî ñîîòâåòñòâóþùåå àíîðìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò âèä:

(1) u1 = (h8ḣ4 − h7ḣ5)/∆, u2 = (−h7ḣ4 + h6ḣ5)/∆;

(2) u1 = −αh5, u2 = αh4, α = γ/Q,

ãäå ôóíêöèè α, γ,Q îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè (3.11), (3.6)�(3.8);
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(3), (4) u1 = −αh5, u2 = αh4,

ãäå α ∈ L∞[0, t1] � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Èç òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå ïðîåêöèé àíîðìàëüíûõ ýêñòðå-

ìàëåé íà ïëîñêîñòü (h4, h5).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè λt åñòü àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü, òî êðèâàÿ

(h4(λt), h5(λt)) ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùåé ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà:

(1a) ∆ > 0, I ̸= 0 ⇒ ýëëèïñ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,

(1a′) ∆ > 0, I = 0 ⇒ íà÷àëî êîîðäèíàò,

(1b) ∆ < 0, I ̸= 0 ⇒ ãèïåðáîëà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,

(1b′) ∆ < 0, I = 0 ⇒ ïàðà ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò,

(2) K ̸= 0, ∆ = 0, I ̸= 0 ⇒ ïðÿìàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò,

(3) K ̸= 0, ∆ = 0, I = 0 ⇒ òî÷êà,

(4) K = 0 ⇒ òî÷êà.

Áîëåå òîãî, ëþáàÿ èç ýòèõ êðèâûõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ïðîåêöèÿ íåêî-

òîðîé àíîðìàëüíîé òðàåêòîðèè λt íà ïëîñêîñòü (h4, h5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ãåîìåòðèè ëèíèé óðîâíÿ êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìû I è òåîðåìû 2. �

3.2. Àíîðìàëüíîå ñëîåíèå è ñòðàòèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà àíîðìàëü-

íûõ ýêñòðåìàëåé. Ñåìåéñòâî àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé åñòåñòâåííî ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ñëîåíèÿ, òî åñòü ñåìåéñòâà êîïðèñî-

åäèíåííûõ îðáèò, êîàëãåáðû L∗ [13]. Cèìïëåêòè÷åñêîå ñëîåíèå êîàëãåáðû L∗

äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8) îïèñà-

íî â ðàáîòå [7].

Òåîðåìà 3. Ñèìïëåêòè÷åñêîå ñëîåíèå êîàëãåáðû L∗ â ïåðåñå÷åíèè ñ àííó-

ëÿòîðîì (D2)⊥ = {λ ∈ T ∗M | ⟨λ,D2⟩ = 0} çàäàåò ñëîåíèå ýòîãî àííóëÿòî-

ðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè îäèí è íîëü � âåðòè-

êàëüíûå ÷àñòè àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ñëó÷àå ∆ < 0,

I = 0 ñòðàòèôèöèðîâàííûå ìíîãîîáðàçèÿ ñóòü ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ,

à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ýòî ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ:

• ïðè ∆ > 0, I ̸= 0 ýòè ìíîãîîáðàçèÿ äèôôåîìîðôíû îêðóæíîñòè,

• ïðè (∆ < 0, I ̸= 0) è (∆ = 0, K ̸= 0, I ̸= 0) ýòè ìíîãîîáðàçèÿ äèôôåî-

ìîðôíû ïðÿìîé,

• â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ êàæäîå èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé åñòü òî÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè ïðèíàäëåæàò àííóëÿòîðó

(D2)⊥ â ñèëó óñëîâèé (2.10). Ëþáàÿ àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü ïðèíàäëåæèò ïå-

ðåñå÷åíèþ (D2)⊥ ñ ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ ôóíêöèé Êàçèìèðà (3.1),

ïðè÷åì ñåìåéñòâî àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé çàäàåò ñëîåíèå ïÿòèìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà (3.2) íà îäíîìåðíûå è íóëüìåðíûå ñëîè. Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ

ýòîé òåîðåìû ñëåäóþò èç òåîðåìû 2. �
Íàçîâåì àíîðìàëüíûì ñëîåíèåì íà ïåðåñå÷åíèè (D2)⊥ ∩ L∗ ñåìåéñòâî ñâÿç-

íûõ êîìïîíåíò ïåðåñå÷åíèé àííóëÿòîðà (D2)⊥ c ñèìïëåêòè÷åñêèìè ñëîÿìè

â L∗. Â îòëè÷èå îò ñèìïëåêòè÷åñêîãî ñëîåíèÿ, ëèñòû àíîðìàëüíîãî ñëîåíèÿ íå
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îáÿçàíû áûòü íè ñèìïëåêòè÷åñêèìè, íè äàæå ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè (ñì.

òåîðåìó 3).

Àíîðìàëüíîå ñëîåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàä êàæäîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ (D3)⊥∩L∗ (îïðå-

äåëÿåìîé çíà÷åíèÿìè ëèíåéíûõ ôóíêöèé Êàçèìèðà h6, h7, h8) âèñèò ñåìåéñòâî

ëèñòîâ àíîðìàëüíîãî ñëîåíèÿ � ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ëèíèé óðîâíÿ ïåðâîãî èí-

òåãðàëà I (ñóæåíèÿ êóáè÷åñêîé ôóíêöèè Êàçèìèðà C|(D2)⊥), ñì. ðèñ. 2, à òàêæå

äàëåå ðèñ. 3�7. Ñåìåéñòâî ëèíèé óðîâíÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû I èìååò ðàçíûé

êà÷åñòâåííûé òèï â çàâèñèìîñòè îò çíàêà åå îïðåäåëèòåëÿ ∆ è ìàòðèöû K:

• ýëëèïñû è òî÷êà ïðè ∆ > 0,

• ãèïåðáîëû è ïàðà ïðÿìûõ ïðè ∆ < 0,

• ïðÿìûå è òî÷êè ïðè ∆ = 0, K ̸= 0,

• òî÷êè ïðè K = 0,

ñì. ñëåäñòâèå 2. Êàæäûé ñëîé àíîðìàëüíîãî ñëîåíèÿ åñòü àíîðìàëüíàÿ òðà-

åêòîðèÿ, êðîìå ñëó÷àÿ (h4, . . . , h8) = 0 � ýòîò ñëó÷àé çàïðåùåí â ñèëó óñëîâèÿ

íåòðèâèàëüíîñòè (2.9) ÏÌÏ.

Ïåðâûé èíòåãðàë I àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé çàäàåò åñòåñòâåííóþ ñòðàòè-

ôèêàöèþ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ

M3 = R3
h6,h7,h8

∼= (D3)⊥ ∩ L∗

â çàâèñèìîñòè îò çíàêîîïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû I(h4, h5):

M3 = E+ ⊔ E− ⊔H ⊔ P+ ⊔ P− ⊔O,

ãäå

E± = {h̃ = (h6, h7, h8) ∈ M3 | ∆ > 0, signh6 = signh8 = ±1}

ñóòü ýëëèïòè÷åñêèå îáëàñòè,

H = {h̃ ∈ M3 | ∆ < 0}

åñòü ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îáëàñòü,

P± = {h̃ ∈ M3 | ∆ = 0, K ̸= 0, signh6 = signh8 = ±1}

ñóòü ïàðàáîëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, à

O = {h̃ ∈ M3 | K = 0} = {(0, 0, 0)}

åñòü îñîáàÿ òî÷êà.

Ïîâåðõíîñòè P± îáðàçóþò äâå ïîëû ýëëèïòè÷åñêîãî êîíóñà ñ âåðøèíîé O,

îáëàñòè E± � âíóòðåííèå îáëàñòè ýòèõ ïîë, à îáëàñòü H � âíåøíþþ îáëàñòü,

ñì. ðèñ. 3.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè h̃ ∈ M3 êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà I(h4, h5) çàäàåò ôàçîâûé

ïîðòðåò ñåìåéñòâà ïðîåêöèé àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íà ïëîñêîñòü (h4, h5):

• ýëëèïòè÷åñêèé ôàçîâûé ïîðòðåò ïðè h̃ ∈ E±, ñì. ðèñ. 4,

• ãèïåðáîëè÷åñêèé ôàçîâûé ïîðòðåò ïðè h̃ ∈ H, ñì. ðèñ. 5,

• ôàçîâûé ïîðòðåò èç ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è îäíîé ïðÿìîé

èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðè h̃ ∈ P±, ñì. ðèñ. 6,
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Ðèñ. 2. Àíîðìàëüíîå ñëîåíèå â
(2, 3, 5, 8) ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å
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Ðèñ. 3. Ñòðàòèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà M3

• è ôàçîâûé ïîðòðåò èç ñåìåéñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðè h̃ ∈ O, ñì. ðèñ. 7.

Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòëè÷íû îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (h4, h5)

â ñèëó óñëîâèÿ (2.9) � ñì. îêðóæíîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò âìåñòî òî÷êè

íà ðèñ 7.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ðàññëîåíèå ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

M5 = R5
h3,...,h8

∼= (D2)⊥ ∩ L∗

ñ òðåõìåðíîé áàçîé M3 è äâóìåðíûì ñëîåì R2
h4,h5

. Â ñâîþ î÷åðåäü, êàæäûé

äâóìåðíûé ñëîé R2
h4,h5

ðàññëàèâàåòñÿ íà ëèíèè óðîâíÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà I,

ñîñòîÿùèå èç ïðîåêöèé àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé (h4(t), h5(t)).

� 4. Ñâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêèì óïðàâëåíèÿì

4.1. Ðåäóêöèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äëÿ àíîðìàëüíûõ ýêñòðå-

ìàëåé. Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2, ãàìèëüòîíîâà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà äëÿ

àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé èìååò âèä

λ̇ = u1h⃗1 + u2h⃗2, (4.1)

h1 = h2 = h3 = 0,

â êîîðäèíàòàõ ñì. (2.9)�(2.14).

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëü λt, äëÿ êîòîðîé h2
4 + h2

5 îòäåëåíî îò íóëÿ, è îïðåäå-

ëèì ôóíêöèþ èç ïðîñòðàíñòâà L∞:

α(t) =

{
u2(t)/h4(λt) åñëè h4(λt) ̸= 0,

−u1(t)/h5(λt) åñëè h5(λt) ̸= 0.
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Ðèñ. 4.
Àíîðìàëüíûå
ýêñòðåìàëè
(h4, h5) â ýë-
ëèïòè÷åñêîé
îáëàñòè E±

Ðèñ. 5.
Àíîðìàëüíûå
ýêñòðåìàëè
(h4, h5) â ãè-
ïåðáîëè÷åñêîé
îáëàñòè H

Ðèñ. 6.
Àíîðìàëüíûå
ýêñòðåìàëè
(h4, h5) â ïà-
ðàáîëè÷åñêîé
îáëàñòè P±

Ðèñ. 7.
Àíîðìàëüíûå
ýêñòðåìàëè
(h4, h5) â îñîáîé
îáëàñòè O
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Òîãäà u1(t) = −α(t)h5(λt), u2(t) = α(t)h4(λt), è óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (4.1)

ïðèíèìàåò ôîðìó

λ̇ = α(−h5h⃗1 + h4h⃗2),

òî åñòü àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü λt ÿâëÿåòñÿ (âîçìîæíî, íåìîíîòîííîé) ïåðå-

ïàðàìåòðèçàöèåé òðàåêòîðèè ñèñòåìû

λ̇ = −h5h⃗1 + h4h⃗2. (4.2)

Â êîîðäèíàòàõ âåðòèêàëüíàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (4.2) èìååò âèä:

h1 = h2 = h3 = 0,(
ḣ4

ḣ5

)
= C

(
h4

h5

)
, C =

(
h7 −h6

h8 −h7

)
, (4.3)

ḣ6 = ḣ7 = ḣ8 = 0. (4.4)

Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà äëÿ àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé (4.1) ðå-

äóöèðóåòñÿ äî ñèñòåìû (4.3) � ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì 1
2I è

îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Â ïóíêòàõ 4.3, 4.4 ýòà ðåäóêöèÿ âûïîëíÿåòñÿ áîëåå

äåòàëüíî.

4.2. Àñèìïòîòè÷åñêèé ñëó÷àé. Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì ñëó÷àé ∆ <

0, I = 0. Â äàííîì ñëó÷àå ïðîåêöèè àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íà ïëîñêîñòü

(h4, h5) ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîë ∆ < 0, I ≡ const ̸= 0, ïîýòîìó áóäåì

íàçûâàòü ýòîò ñëó÷àé àñèìïòîòè÷åñêèì.

4.2.1. Ïîäñëó÷àé h8 ̸= 0. Åñëè h8 ̸= 0, òî èìååì ðàçëîæåíèå

I = l+ · l−/h8, l± = h8h4 − (h7 ± δ)h5, δ =
√

|∆|.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, ï. (1b′), ïðîåêöèè àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íà ïëîñ-

êîñòü (h4, h5) ïðèíàäëåæàò ïðÿìûì l± = 0. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ

ïðèìåðîâ òàêèõ ïðîåêöèé. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ïðÿìûå è ëó÷è íà ïëîñêîñòè

(h4, h5):

γ± =
{
(h4, h5) ∈ R2 | l± = 0

}
, (4.5)

γ+± =
{
(h4, h5) ∈ R2 | l+ = 0, signh5 = ±1

}
, (4.6)

γ−± =
{
(h4, h5) ∈ R2 | l− = 0, signh5 = ±1

}
. (4.7)

Ïðèìåðû ïðîåêöèé àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íà ïëîñêîñòü (h4, h5) â àñèìï-

òîòè÷åñêîì ñëó÷àå (â ñêîáêàõ óêàçàí íîñèòåëü êðèâîé (h4(λt), h5(λt)):

1) (γ+) : (h4, h5) = ((h7 + δ)t, h8t), t ∈ R,
2) (γ−) : (h4, h5) = ((h7 − δ)t, h8t), t ∈ R,

3) (γ++ ∪ γ−+) : (h4, h5) =

{
((h7 + δ)t, h8t), t 6 0,

(−(h7 − δ)t,−h8t), t > 0,

4) (γ++ ∪ γ−−) : (h4, h5) =

{
((h7 + δ)t, h8t), t 6 0,

((h7 − δ)t, h8t), t > 0,
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5) (γ+− ∪ γ−+) : (h4, h5) =

{
(−(h7 + δ)t,−h8t), t 6 0,

(−(h7 − δ)t,−h8t), t > 0,

6) (γ+− ∪ γ−−) : (h4, h5) =

{
(−(h7 + δ)t,−h8t), t 6 0,

((h7 − δ)t, h8t), t > 0.

4.2.2. Ïîäñëó÷àé h8 = 0. Åñëè h8 = 0, òî h7 ̸= 0, è èìååì ðàçëîæåíèå

I = l+ · l−, l+ = h5, l− = h6h5 − 2h7h4.

Ïðîåêöèè ýêñòðåìàëåé (h4, h5)(λt) ïðèíàäëåæàò ïðÿìûì l± = 0. Åñëè ââåñòè

îáîçíà÷åíèÿ (4.5), γ+± = {(h4, h5) ∈ R2 | l+ = 0, signh4 = ±1}, (4.7), ïîëó÷èì
ïðèìåðû ïðîåêöèé àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íà ïëîñêîñòü (h4, h5):

1) (γ+) : (h4, h5) = (t, 0), t ∈ R,
2) (γ−) : (h4, h5) = (h6t, 2h7t), t ∈ R,

3) (γ++ ∪ γ−+) : (h4, h5) =

{
(−t, 0), t 6 0,

(h6t, 2h7t), t > 0,

4) (γ++ ∪ γ−−) : (h4, h5) =

{
(−t, 0), t 6 0,

(−h6t,−2h7t), t > 0,

5) (γ+− ∪ γ−+) : (h4, h5) =

{
(t, 0), t 6 0,

(h6t, 2h7t), t > 0,

6) (γ+− ∪ γ−−) : (h4, h5) =

{
(t, 0), t 6 0,

(−h6t,−2h7t), t > 0.

Â ñëó÷àÿõ 1), 2) àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü ãëàäêàÿ, à â ñëó÷àÿõ 3)�6) îíà

èìååò óãëîâóþ òî÷êó â íà÷àëå êîîðäèíàò.

4.3. Îñíîâíîé ñëó÷àé. Áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûì ñëó÷àé, äîïîëíèòåëü-

íûé ê àñèìïòîòè÷åñêîìó: ∆ > 0 èëè I ̸= 0.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü λt, t ∈ [0, t1], � àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü, äëÿ êîòîðîé

∆ > 0 èëè I ̸= 0. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå óïðàâëåíèÿ èìåþò âèä

u1(t) = −α(t)h5(λt), u2(t) = α(t)h4(λt) äëÿ ï. â. t ∈ [0, t1], (4.8)

ãäå α(t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç L∞[0, t1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(1a) ∆ > 0,

(1b) ∆ < 0, I ̸= 0,

(2) K ̸= 0, ∆ = 0, I ̸= 0,

(3) K ̸= 0, ∆ = 0, I = 0,

(4) K = 0.

Â ñëó÷àÿõ (1a), (1b), (2), ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, êðèâàÿ (h4, h5) îòäåëåíà îò

íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà ôóíêöèÿ

α(t) =


−u1(t)/h5(λt) = u2(t)/h4(λt), h4(λt)h5(λt) ̸= 0,

−u1(t)/h5(λt), h4(λt) = 0,

u2(t)/h4(λt), h5(λt) = 0,
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î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò L∞[0, t1]. Äîêàæåì ðàâåíñòâà (4.8). Ïîëîæèì S =

[0, t1], N = {t ∈ S | h4h5(λt) ̸= 0}, Zi = {t ∈ S | hi(λt) = 0}, i = 4, 5. Òîãäà

S = N ⊔ Z4 ⊔ Z5.

Åñëè t ∈ N , òî ðàâåíñòâî (4.8) âûïîëíåíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè α(t).

Ïóñòü t ∈ Z4. Ïîëîæèì Z1
4 = { t ∈ Z4 | ∀ε > 0 Z4 ∩ Ȯε(t) ̸= ∅ }, Z2

4 = Z4 \ Z1
4 .

Åñëè t ∈ Z1
4 , òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → t, tn ̸= t, òàêàÿ, ÷òî

tn ∈ Z4, òî åñòü h4(tn) = h4(t) = 0, îòêóäà h5(tn) = h5(t). Òîãäà ḣ4(t) = ḣ5(t) =

0. Åñëè ∆ ̸= 0, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1, (u1, u2)(t) = 0, è ðàâåíñòâî (4.8) äîêàçàíî.

Åñëè ∆ = 0, òî ðàâåíñòâî (4.8) âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1. Èòàê, ýòî ðàâåíñòâî

äîêàçàíî äëÿ âñåõ t ∈ Z1
4 . Íî ìíîæåñòâî Z2

4 ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê

è íå âëèÿåò íà âûïîëíåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà ïî÷òè âñþäó. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî

(4.8) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ï.â. t ∈ Z4.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé t ∈ Z5. Ïîýòîìó óñëîâèå (4.8) äîêàçàíî.

Â ñëó÷àÿõ (3) è (4) èìååì (h4, h5) ≡ const, è óñëîâèå (4.8) âûòåêàåò èç ñëåä-

ñòâèÿ 1. �

Çàìå÷àíèå 2. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ñëó÷àå ∆ < 0, I = 0 óòâåðæäåíèå Ëåì-

ìû 4.1 íåâåðíî âî âñåõ ñëó÷àÿõ 1)(γ+)�6)(γ+− ∪ γ−−). Íàïðèìåð, â ñëó÷àå

1)(γ+) èìååì

(h4, h5) = ((h7 + δ)t, h8t), (ḣ4, ḣ5) ≡ const,

è ïî ñëåäñòâèþ 1 (u1, u2) ≡ const. Îäíàêî

α(t) = − u1(t)

h4(λt)
=

u2(t)

h5(λt)
→ ∞ ïðè t → 0.

Ñëåäñòâèå 3. Â îñíîâíîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëü λt óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì(
ḣ4

ḣ5

)
= α(t)C

(
h4

h5

)
, C =

(
h7 −h6

h8 −h7

)
, α(t) ∈ L∞[0, t1],

òî åñòü êðèâàÿ h = (h4, h5)
T åñòü (íå îáÿçàòåëüíî ìîíîòîííàÿ) ïåðåïàðà-

ìåòðèçàöèÿ òðàåêòîðèè ÎÄÓ ḣ = Ch.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 4.1 ïîëó÷àåì (4.8), ïîñëå ýòîãî óòâåðæäåíèå

ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé èç (2.12). �

4.4. Êàíîíè÷åñêèé ñëó÷àé. Áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì ïîäñëó÷àé

α(t) ≡ 1 îñíîâíîãî ñëó÷àÿ.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3, â îñíîâíîì ñëó÷àå (∆ > 0 èëè I ̸= 0) ýêñòðåìàëü λt

åñòü ïåðåïàðàìåòðèçàöèÿ íåêîòîðîé ýêñòðåìàëè λ̃s, ñîîòâåòñòâóþùåé êàíîíè-

÷åñêîìó ñëó÷àþ:

λt = λ̃s(t), s(t) =

∫ t

0

α(τ)dτ,

d

ds

(
h4(λ̃s)

h5(λ̃s)

)
= C

(
h4(λ̃s)

h5(λ̃s)

)
.

Ïîýòîìó â îñíîâíîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè

â êàíîíè÷åñêîì ïîäñëó÷àå α ≡ 1.
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Â êàíîíè÷åñêîì ñëó÷àå àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü λt óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

h1 = h2 = h3 = 0,(
ḣ4

ḣ5

)
= C

(
h4

h5

)
, (4.9)

ḣ6 = ḣ7 = ḣ8 = 0,

u1 = −h5, u2 = h4, (4.10)

ẋ = u1X1 + u2X2, x(0) = 0. (4.11)

Èç óðàâíåíèÿ (4.9) äëÿ âåêòîðà h = (h4, h5)
T ïîëó÷àåì

h(t) = eCth0. (4.12)

Äàëåå, èç ðàâåíñòâ (4.10) ïîëó÷àåì(
u̇1

u̇2

)
= B

(
u1

u2

)
, B =

(
−h7 −h8

−h6 −h7

)
, (4.13)

ïîýòîìó u(t) = eBtu(0).

4.5. Ðåêîíñòðóêöèÿ ðåøåíèé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äëÿ àíîðìàëü-

íûõ ýêñòðåìàëåé. Â îñíîâíîì ñëó÷àå (∆ > 0 èëè I ̸= 0) àíîðìàëüíûå ýêñ-

òðåìàëüíûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ (âîçìîæíî íåìîíîòîííûìè) ïåðåïàðàìåòðè-

çàöèÿìè ðåøåíèé ñèñòåìû (4.9), (4.10), (4.11). Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû âûðàæà-

þòñÿ â êâàäðàòóðàõ:

x1(t) = −
∫ t

0

h5 dt,

x2(t) =

∫ t

0

h4 dt,

x3(t) =
1

2

∫ t

0

(h5x2 + h4x1) dt,

x4(t) =
1

2

∫ t

0

h4(x
2
1 + x2

2) dt,

x5(t) =
1

2

∫ t

0

h5(x
2
1 + x2

2) dt,

x6(t) =
1

6

∫ t

0

h4x
3
1 dt,

x7(t) =
1

2

∫ t

0

(h5x1x
2
2 + h4x

2
1x2) dt,

x8(t) =
1

6

∫ t

0

h5x
3
2 dt,

ãäå (h4(t), h5(t)) çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì (4.12). Ýòè êâàäðàòóðû âûðàæàþòñÿ

÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå, ãèïåðáîëè÷åñêèå è ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè, èõ

ÿâíûå ôîðìóëû áóäóò ïðèâåäåíû â ïîñëåäóþùåé ðàáîòå.
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� 5. Ñòðîãàÿ è íåñòðîãàÿ àíîðìàëüíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé

Àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íàçûâàåòñÿ íåñòðîãî àíîðìàëüíîé,

åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íåêîòîðîé íîðìàëüíîé ýêñòðåìàëè; â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ ñòðîãî àíîðìàëüíîé.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû êëàññèôèöèðóåì âñå àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè íà ñòðîãî

àíîðìàëüíûå è íåñòðîãî àíîðìàëüíûå.

5.1. Íîðìàëüíûé ñëó÷àé. Ïóñòü ν = −1. Òîãäà èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà

ÏÌÏ (2.7) ïîëó÷àåì ui = hi, i = 1, 2, ïîýòîìó

max
u∈R2

h−1
u (λ) =

1

2
(h2

1(λ) + h2
2(λ)) =: H(λ). (5.1)

Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè óäîâëåòâîðÿþò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå

λ′ = H⃗(λ):

h′
1 = −h3h2, (5.2)

h′
2 = h3h1, (5.3)

h′
3 = h1h4 + h2h5, (5.4)

h′
4 = h6h1 + h7h2, (5.5)

h′
5 = h7h1 + h8h2, (5.6)

h′
6 = h′

7 = h′
8 = 0, (5.7)

x′ = h1X1 + h2X2, x(0) = 0. (5.8)

Ñêîðîñòü íà íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ ïîñòîÿííà: |x′(s)| =

2H ≡ const. Ìû îáîçíà÷àåì øòðèõîì ïðîèçâîäíóþ ïî íàòóðàëüíîìó ïàðà-

ìåòðó s, ÷òîáû îòëè÷èòü åãî îò êàíîíè÷åñêîãî ïàðàìåòðà t íà àíîðìàëüíûõ

ýêñòðåìàëÿõ. Î÷åâèäíî, ÷òî íåñòðîãî àíîðìàëüíîé ìîæåò áûòü ëèøü íàòó-

ðàëüíàÿ ïåðåïàðàìåòðèçàöèÿ àíîðìàëüíîé òðàåêòîðèè. Íàòóðàëüíî ïàðàìåò-

ðèçîâàííîé íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèÿ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè, òî åñòü òðàåêòîðèÿ,

âäîëü êîòîðîé u2
1 + u2

2 ≡ const.

5.2. Êðèòåðèé ñòðîãîé àíîðìàëüíîñòè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü x(t), t ∈ [0, t1], åñòü êàíîíè÷åñêàÿ àíîðìàëüíàÿ òðàåê-

òîðèÿ. Åå íàòóðàëüíàÿ ïåðåïàðàìåòðèçàöèÿ x̃(s) = x(t(s)), |x̃′(s)| ≡ const,

ñòðîãî àíîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííîãî

äåéñòâèòåëüíîãî âåêòîðà c = (c0, . . . , c5) ∈ R6 òàêîãî, ÷òî íà âñåì îòðåçêå

[0, t1] âûïîëíÿëîñü áû òîæäåñòâî:

k(t) + P (t; c) ≡ 0, (5.9)

k(t) =
ẍ1ẋ2 − ẋ1ẍ2

(ẋ2
1 + ẋ2

2)
3
2

, (5.10)

P (t; c) = c0 + c1x1(t) + c2x2(t) + c3x
2
1(t) + c4x1(t)x2(t) + c5x

2
2(t). (5.11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàòóðàëüíóþ ïåðåïàðàìåòðèçàöèþ

òðàåêòîðèè x(t):

x̃(s) = x(t(s)), t : [0, s1] → [0, t1],

t(s) =

∫ s

0

dτ

ρ(t(τ))
, ρ(t) =

√
ẋ2
1(t) + ẋ2

2(t),∣∣∣∣dx̃(s)ds

∣∣∣∣ = |x̃′(s)| ≡ 1.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x(t) åñòü êàíîíè÷åñêàÿ ñòðîãî àíîðìàëüíàÿ òðàåêòî-

ðèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî c ∈ R6, ÷òî k(t) + P (t; c) ≡ 0 äëÿ âñåõ

t ∈ [0, t1].

Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî

∃c ∈ R6 ∀t ∈ [0, t1] : k(t) + P (t; c) ≡ 0. (5.12)

Òîãäà ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü λ̃s, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

àíîðìàëüíîé òðàåêòîðèè x̃(s). Ïóñòü c ̸= 0, îïðåäåëèì ôóíêöèè h1(s), . . . , h8(s)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h1(s) =
dx̃1(s)

ds
, (5.13)

h2(s) =
dx̃2(s)

ds
, (5.14)

h3(s) = P̃ (s; c̄), (5.15)

h4(s) = 2c3x̃1(s) + c4x̃2(s) + c1, (5.16)

h5(s) = c4x̃1(s) + 2c5x̃2(s) + c2, (5.17)

h6 = 2c3, h7 = c4, h8 = 2c5, (5.18)

ãäå P̃ (s; c) = P (t(s); c). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè h1(s), . . . , h8(s) óäîâëåòâîðÿþò

âåðòèêàëüíîé ïîäñèñòåìå (5.2)�(5.7) íîðìàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ.

Óðàâíåíèÿ (5.7), î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ.

Ôóíêöèÿ (5.17) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5.6):

h′
5 = c4x̃

′
1 + 2c5x̃

′
2 = h7h1 + h8h2,

à ôóíêöèÿ (5.16) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5.5):

h′
4 = 2c3x̃

′
1 + c4x̃

′
2 = h6h1 + h7h2.

Ôóíêöèÿ (5.13) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5.2). Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

d

dt

(
1

ρ

)
= − ẋ1ẍ1 + ẋ2ẍ2

ρ3
.

Ïîýòîìó

h′
1(s) = x̃′′

1(s) = (x1(t(s)))
′′ =

d

dt

(
ẋ1(t)

ρ(t)

)
|t(s)

1

ρ(t(s))
=

=
ẍ1(t)ρ

2(t)− ẋ1(t)(ẋ1ẍ1 + ẋ2ẍ2)

ρ4(t)
|t(s) =

= ẋ2(t)t
′(s)

ẍ1ẋ2 − ẋ1ẍ2

ρ3(t)
|t(s) = x̃′

2(s)k(t(s)) = −h2(s)h3(s),
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÷òî ïîäòâåðæäàåò óðàâíåíèå (5.2).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (5.14) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(5.3):

h′
2(s) = −x̃′

1(s)k(t(s)) = h3(s)h1(s).

Óðàâíåíèå (5.4) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

h′
3(s) = P̃ ′(s; c) = Ṗ (t(s); c)t′(s) =

= (c1ẋ1 + c2ẋ2 + 2c3x1ẋ1 + c4(ẋ1x2 + x1ẋ2) + 2c5x2ẋ2)/ρ|t(s) =
= c1x̃

′
1 + c2x̃

′
2 + 2c3x̃1x̃

′
1 + c4(x̃

′
1x̃2 + x̃1x̃

′
2) + 2c5x̃2x̃

′
2 = h1h4 + h2h5.

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè h1(s), . . . , h8(s) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì âåðòè-

êàëüíîé ïîäñèñòåìû (5.2)�(5.7). Îïðåäåëèì êðèâóþ λs ∈ T ∗R8 òàêóþ, ÷òî

hi(λs) = hi(s), i = 1, . . . , 8, è π(λs) = x̃(s). Òîãäà λs ̸= 0 åñòü íîðìàëüíàÿ

ýêñòðåìàëü, ïðîåöèðóþùàÿñÿ â òðàåêòîðèþ x̃(s), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åå ñòðîãîé

àíîðìàëüíîñòè.

Ïóñòü c = 0. Òîãäà k(t) ≡ 0, òî åñòü ëèíèÿ (x1, x2)(t) åñòü ïðÿìàÿ. Êàê

ïîêàçàíî â ñòàòüå [6], òàêèå òðàåêòîðèè íåñòðîãî àíîðìàëüíû. Íåîáõîäèìîñòü

äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïî óñëîâèþ

̸ ∃c ∈ R6 ∀t ∈ [0, t1] : k(t) + P (t; c) ≡ 0. (5.19)

Äîêàæåì, ÷òî x̃(s) åñòü ñòðîãî àíîðìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ.

Îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî x̃(s) íåñòðîãî àíîðìàëüíà. Òîãäà åé ñîîòâåò-

ñòâóåò íîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü λs ̸= 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5.2)�(5.8).

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè hi(λs), i = 1, . . . , 8, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (5.13)�(5.18)

äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà c = (c0, . . . , c5) ∈ R6.

Óñëîâèÿ (5.7) îçíà÷àþò, ÷òî ðàâåíñòâà (5.18) âûïîëíÿþòñÿ ïðè c3 = h6/2,

c4 = h7, c5 = h8/2.

Èç ÎÄÓ (5.8) äëÿ êîîðäèíàò x̃1, x̃2 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà (5.13), (5.14).

Èíòåãðèðóÿ ÎÄÓ (5.5), (5.6), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà (5.16), (5.17) äëÿ c1 =

h4(λ0), c2 = h5(λ0).

Íàêîíåö, èç ÎÄÓ (5.4) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (5.15) äëÿ c0 = h3(λ0).

Èòàê, ñóùåñòâóåò âåêòîð c = (c0, . . . , c5) ∈ R6, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (5.13)�(5.18) äëÿ ôóíêöèé hi(λs), i = 1, . . . , 8. Äëÿ ýòîãî âåêòîðà c

ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

k(t(s)) + P (t(s), c) ≡ 0, s ∈ [0, s1].

Íî ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ t(s) ïðèíèìàåò íà îòðåçêå [0, s1] âñå çíà-

÷åíèÿ èç îòðåçêà [0, t1], ïîýòîìó ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

k(t) + P (t; c) ≡ 0, t ∈ [0, t1],

ïðîòèâîðå÷èå. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà. �

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: γ(t) = (x1(t), x2(t)), k(t) =
ẍ1ẋ2 − ẋ1ẍ2

(ẋ2
1 + ẋ2

2)
3
2

� êðèâèçíà

êðèâîé γ(t); Pn(x1, x2) � ïîëèíîì ñòåïåíè n îò x1, x2, n ∈ N. Èç òåîðåìû 4

ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå î íîðìàëüíîé ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè.
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Ñëåäñòâèå 4. Åñëè x(t) åñòü íîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, òî

k(t) ≡ P2(x1(t), x2(t)) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèíîìà P2(x1, x2).

5.3. Êðèâèçíà êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÿâíûå

óñëîâèÿ ñòðîãîé/íåñòðîãîé àíîðìàëüíîñòè, äîêàæåì ñëåäóþùåå îáùåå óòâåð-

æäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü γ(t) = (x1(t), x2(t)) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ äóãà ýë-

ëèïñà (íå îêðóæíîñòè), ãèïåðáîëû èëè ïàðàáîëû. Òîãäà

k(t) ̸≡ Pn(x1(t), x2(t))

íè äëÿ êàêîãî ïîëèíîìà Pn(x1, x2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà äåêàðòîâûõ êîîðäè-

íàò â ïëîñêîñòè (x1, x2), ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà

çàäàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ýëëèïñ (íå îêðóæíîñòü):

x1 = a cos t, x2 = b sin t, a ̸= b, t ∈ R,

åãî êðèâèçíà ðàâíà

k(t) = − ab

(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)3/2
.

Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè k2(t) � îäíîçíà÷íóþ àíàëè-

òè÷åñêóþ ôóíêöèþ

k2(z) =
a2b2

(a2 sin2 z + b2 cos2 z)3
, z ∈ C.

Ôóíêöèÿ k2(z) ìåðîìîðôíà â C [14], òàê êàê èìååò â êîíå÷íîé ïëîñêîñòè òîëüêî

îñîáûå òî÷êè � èçîëèðîâàííûå ïîëþñû:

zm =
1

2i
ln

a∓ b

a± b
+ πm, m ∈ Z.

Ãèïåðáîëà

x1 = a ch t, x2 = b sh t, t ∈ R,

èìååò êðèâèçíó

k(t) =
ab

(a2 sh2 t+ b2 ch2 t)3/2
,

è àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè k2(t) åñòü ìåðîìîðôíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ

k2(z) =
a2b2

(a2 sh2 z + b2 ch2 z)3
, z ∈ C,

òàê êàê èìååò â êîíå÷íîé ïëîñêîñòè òîëüêî èçîëèðîâàííûå ïîëþñû

zm = i arctg
b

a
+ imπ, m ∈ Z.
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Ïàðàáîëà

x1 = t2, x2 =
√
2p t, p > 0, t ∈ R,

èìååò êðèâèçíó

k(t) =
p

(2t2 + p)3/2
,

à àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè k2(t) åñòü ðàöèîíàëüíàÿ (ïîýòîìó ìå-

ðîìîðôíàÿ) àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

k2(z) =
p2

(2z2 + p)3
, z ∈ C.

Ïóñòü k(t) ≡ Pn(x1(t), x2(t)), òîãäà

k2(t) = P2n(x1(t), x2(t)), t ∈ R.

Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé [14], äëÿ àíàëèòè÷å-

ñêèõ ïðîäîëæåíèé ýòèõ ôóíêöèé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

k2(z) ≡ P2n(x1(z), x2(z)), z ∈ C.

Íî ôóíêöèÿ P2n(x1(z), x2(z)) öåëàÿ, à k2(z) ìåðîìîðôíà. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-

âîðå÷èå äîêàçûâàåò äàííîå ïðåäëîæåíèå. �

5.4. Êëàññèôèêàöèÿ àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé íà ñòðîãî è íåñòðîãî

àíîðìàëüíûå.

Òåîðåìà 5. Íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ àíîðìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íå-

ñòðîãî àíîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü

(x1, x2) åñòü ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê èëè äóãà îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (x1(t), x2(t)) åñòü ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê èëè äóãà

îêðóæíîñòè, òî êðèâèçíà k(t) ïîñòîÿííà. Òîæäåñòâî (5.9) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

ïîñòîÿííîãî ïîëèíîìà P (t; c) ≡ c0. Ïîýòîìó àíîðìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íåñòðîãî

àíîðìàëüíà ïî òåîðåìå 4.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü àíîðìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ x(t) íàòóðàëüíî ïàðàìåò-

ðèçîâàíà è íåñòðîãî àíîðìàëüíà. Ïóñòü λt � ñîîòâåòñòâóþùàÿ àíîðìàëüíàÿ

ýêñòðåìàëü.

Åñëè λt óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíîìó ñëó÷àþ (∆ > 0 èëè I ̸= 0), òî êðèâàÿ

(x1(t), x2(t)) åñòü äóãà ýëëèïñà, ãèïåðáîëû, ïàðàáîëû èëè ïðÿìîé. Â ñëó÷àå ýë-

ëèïñà (íå îêðóæíîñòè), ãèïåðáîëû èëè ïàðàáîëû òðàåêòîðèÿ x(t) ñòðîãî àíîð-

ìàëüíà (ïî òåîðåìå 4 è ïðåäëîæåíèþ 1). Ïîýòîìó â îñíîâíîì ñëó÷àå êðèâàÿ

(x1(t), x2(t)) åñòü äóãà îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê, ÷òî è òðåáî-

âàëîñü äîêàçàòü.

Åñëè λt óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ñëó÷àþ (∆ < 0, I = 0), òî êðè-

âàÿ (x1(t), x2(t)) åñòü ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê èëè ëîìàíàÿ èç ïðÿìîëèíåéíûõ

îòðåçêîâ. Èç ýòèõ êðèâûõ ãëàäêèì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê,

ïîýòîìó òîëüêî îí è áóäåò ïðîåêöèåé íåñòðîãî àíîðìàëüíîé òðàåêòîðèè. �



24 Þ.Ë. ÑÀ×ÊÎÂ, Å.Ô. ÑÀ×ÊÎÂÀ

� 6. Ïðîåêöèè àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íà ïëîñêîñòü (x1, x2)

Òåîðåìà 6. (a) Ïðîåêöèÿ àíîðìàëüíîé ýêñòðåìàëè λt, t ∈ [0, t1], íà ïëîñ-

êîñòü (x1, x2) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

P (x1, x2, λ0) = h6x
2
1 + 2h7x1x2 + h8x

2
2 + 2h0

4x1 + 2h0
5x2 = 0, (6.1)

h0
4 = h4(λ0), h0

5 = h5(λ0).

(b) Ýòà ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äóãîé ñëåäóþùåé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà-

÷àëî êîîðäèíàò:

(1a) ∆ > 0, I ̸= 0 ⇒ ýëëèïñ,

(1a′) ∆ > 0, I = 0 ⇒ òî÷êà,

(1b) ∆ < 0, I ̸= 0 ⇒ ãèïåðáîëà,

(1b′) ∆ < 0, I = 0 ⇒ ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ,

(2) K ̸= 0, ∆ = 0, I ̸= 0 ⇒ ïàðàáîëà,

(3) K ̸= 0, ∆ = 0, I = 0, (h0
4, h

0
5) ̸= 0 ⇒ ïðÿìàÿ,

(3′) K ̸= 0, ∆ = 0, I = 0, (h0
4, h

0
5) = 0 ⇒ òî÷êà,

(4) K = 0, (h0
4, h

0
5) ̸= 0 ⇒ ïðÿìàÿ.

(c) Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé òàêîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò,

ñóùåñòâóåò àíîðìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, ïðîåöèðóþùàÿñÿ â íåòðèâèàëüíóþ äó-

ãó ýòîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè (x1, x2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆ ̸= 0. Èç ðàâåíñòâ

I(h4, h5) = 0,(
h4

h5

)
=

(
h6 h7

h7 h8

)(
x1

x2

)
+

(
h0
4

h0
5

)
ïîëó÷àåì

I(h4(x1, x2), h5(x1, x2)) = ∆P (x1, x2, λ0) = 0,

è òîæäåñòâî (6.1) äîêàçàíî â ñëó÷àå ∆ ̸= 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé àíîðìàëüíîé ýêñòðåìàëè λ̄t, äëÿ êîòîðîé ∆̄ = 0. Ïóñòü

ýêñòðåìàëè λ̄t ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèå ū(t), t ∈ [0, t1]. Âûáåðåì ëþáóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü λn
0 ∈ T ∗

0R8 òàêóþ, ÷òî h1(λ
n
0 ) = h2(λ

n
0 ) = h3(λ

n
0 ) = 0, ∆n =

∆(λn
0 ) ̸= 0 è λn

0 → λ̄0. Ïóñòü λn
t , t ∈ [0, t1], åñòü àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü ñ íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì λn
0 , ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëåíèþ ū(t). Â ñèëó íåïðåðûâíîé

çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ ÎÄÓ îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ èìååì λn
t → λ̄t ïðè n → ∞

äëÿ âñåõ t ∈ [0, t1]. Îòñþäà

0 = P (xn
1 (t), x

n
2 (t), λ

n
0 ) → P (x̄1(t), x̄2(t), λ̄0) = 0

äëÿ âñåõ t ∈ [0, t1], è òîæäåñòâî (6.1) äîêàçàíî ïðè ∆ = 0.

Ïóíêò (a) äîêàçàí. Äîêàæåì ïóíêò (b).

Â ñëó÷àå (1a) êðèâàÿ (h4, h5) åñòü äóãà ýëëèïñà (ñëåäñòâèå 2), à êðèâàÿ(
x1

x2

)
= A−1

(
h4

h5

)
−A−1

(
h0
4

h0
5

)
, A =

(
h6 h7

h7 h8

)
(6.2)

åñòü åå àôôèííûé îáðàç, ïîýòîìó òîæå åñòü äóãà ýëëèïñà.
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Â ñëó÷àå (1a′) èìååì (h4, h5) ≡ 0, è ïî ëåììå 4.1 èìååì

(u1, u2) = (−αh5, αh4) ≡ 0,

ïîýòîìó (x1, x2)(t) ≡ (0, 0).

Ñëó÷àé (1b), (1b′) ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê æå, êàê ñëó÷àé (1a) âûøå.

Â ñëó÷àå (2) ìàòðèöà C èìååò æîðäàíîâó ôîðìó

M = TCT−1 =

(
0 1

0 0

)
, detT ̸= 0.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåïàðàìåòðèçàöèè ḣ = Ch, h0 ̸= 0, ïîýòîìó âåêòîð h̃ = Th

óäîâëåòâîðÿåò ÎÄÓ
˙̃
h = M h̃, h̃0 ̸= 0, îòêóäà h̃5 ≡ const, h̃4 = h̃0

4+ th̃5. Ïîýòîìó

T

(
−x2(t)

x1(t)

)
=

∫ t

0

T

(
−u2(τ)

u1(τ)

)
dτ =

∫ t

0

(
h̃4(τ)

h̃5(τ)

)
dτ =

(
h̃0
4t+ t2h̃0

5/2

h̃0
5t

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ (x1(t), x2(t)) åñòü ïàðàáîëà.

Ñëó÷àè (3), (4) î÷åâèäíû.

Ïóíêò (b) äîêàçàí.

Ïóíêò (c): âûáèðàÿ ïàðàìåòðû (h0
4, h

0
5, h6, h7, h8), ìîæíî ïîñòðîèòü ëþáîé

ïîëèíîì P (x1, x2, λ0) ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Â ñâîþ î÷åðåäü, ëþáàÿ

èç óêàçàííûõ â ï. (1a)�(4) êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷à-

ëî êîîðäèíàò, ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì (6.1). Ïîýòîìó ëþáàÿ èç ýòèõ

êðèâûõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü (x1, x2) íåêîòîðîé

àíîðìàëüíîé ýêñòðåìàëè λt. �

� 7. Êîðàíã àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé

Êîðàíãîì ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûõ ýêñòðåìàëåé, ïðîåöèðóþùèõñÿ â ýòó òðàåêòîðèþ [1]. Êîðàíã

åñòü ìåðà âûðîæäåííîñòè ñåìåéñòâà ýêñòðåìàëåé â äàííîé çàäà÷å. Íà îñíîâå

íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé è àíàëèçà íîðìàëü-

íîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ [4] ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè êîðàíãà àíîð-

ìàëüíûõ òðàåêòîðèé.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü x(t), t ∈ [0, t1], åñòü íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçî-

âàííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ.

Åñëè (x1(t), x2(t)) åñòü ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê, òî corankx(·) > 6.

Åñëè (x1(t), x2(t)) åñòü äóãà îêðóæíîñòè, òî corankx(·) > 2.

Åñëè (x1(t), x2(t)) åñòü äóãà ýëëèïñà (íå îêðóæíîñòè), ãèïåðáîëû èëè ïàðà-

áîëû, èëè ëîìàíàÿ, òî corankx(·) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðå÷èñëèì ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýêñòðåìàëè λt, çàâå-

äîìî ïðîåöèðóþùèåñÿ â ïðÿìóþ (x1(t), x2(t)):

1. àíîðìàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé ñëó÷àé ∆ < 0, I = 0,

2. àíîðìàëüíûé ïàðàáîëè÷åñêèé ñëó÷àé K ̸= 0, ∆ = 0, I = 0,

3. àíîðìàëüíûé îñîáûé ñëó÷àé K = 0, (h0
4, h

0
5) ̸= 0,
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4. íîðìàëüíûé ñëó÷àé óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà [4]:

h1 ≡ const ̸= 0, h2 = h3 = h4 = h6 = h7 = h8 ≡ 0, h5 ≡ const ̸= 0,

5. íîðìàëüíûé ñëó÷àé íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà [4]:

h2 ≡ const ̸= 0, h1 = h3 = h5 = h6 = h7 = h8 ≡ 0, h4 ≡ const ̸= 0,

6. íîðìàëüíûé ñëó÷àé Ãåéçåíáåðãà [4]:

(h1, h2) ≡ const ̸= 0, h3 = · · · = h8 = 0.

Ïîýòîìó êîðàíã ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè íå ìåíüøå øåñòè.

Åñëè (x1(t), x2(t)) åñòü äóãà îêðóæíîñòè, òî â íåå ïðîåöèðóþòñÿ ñëåäóþùèå

ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýêñòðåìàëè:

1. àíîðìàëüíûé ýëëèïòè÷åñêèé êðóãîâîé ñëó÷àé:

∆ > 0, h6 = h8 ̸= 0, h7 = 0,

2. íîðìàëüíûé êðóãîâîé ñëó÷àé Ãåéçåíáåðãà [4]:

h3 ̸= 0, h4 = · · · = h8 = 0.

Ïîýòîìó êîðàíã êðóãîâîé òðàåêòîðèè íå ìåíüøå äâóõ.

Åñëè (x1(t), x2(t)) åñòü äóãà ýëëèïñà (íå îêðóæíîñòè), ãèïåðáîëû èëè ïàðà-

áîëû, òî íå ñóùåñòâóåò íîðìàëüíîé ýêñòðåìàëè, â íåå ïðîåöèðóþùåéñÿ (òåî-

ðåìà 5). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü, ïðîåöèðóþùàÿñÿ â ýòó

äóãó, åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ (òåîðåìà 5). Ïîýòîìó

êîðàíã ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèè ðàâåí åäèíèöå.

Ïóñòü (x1(t), x2(t)) åñòü ëîìàíàÿ. Ðàññìîòðèì ëþáóþ ýêñòðåìàëü λt, ïðî-

åöèðóþùóþñÿ â òðàåêòîðèþ x(t). Òîãäà λt àíîðìàëüíà è óäîâëåòâîðÿåò àñèìï-

òîòè÷åñêîìó ñëó÷àþ (∆ < 0, I = 0), òàê êàê â íîðìàëüíîì ñëó÷àå è â àíîð-

ìàëüíîì îñíîâíîì ñëó÷àå êðèâàÿ λt ãëàäêàÿ. Ïîýòîìó êðèâàÿ (h4(λt), h5(λt))

óäîâëåòâîðÿåò ñëó÷àÿì 3)�6) ïóíêòîâ 4.2.1 è 4.2.2. Èç ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ

ôóíêöèé h4, h5 â ýòèõ ïóíêòàõ âèäíî, ÷òî ïàðàìåòðû (h0
4, h

0
5, h6, h7, h8) îïðå-

äåëÿþòñÿ êðèâîé x(t) îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ. Ïî-

ýòîìó corankx(·) = 1. �

� 8. Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ðàáîòå ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé â ëåâî-

èíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8), íà÷àòîå â ðàáî-

òå [6]. Îïèñàíà ñòðóêòóðà àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé. Äëÿ àíîðìàëüíûõ òðà-

åêòîðèé èññëåäîâàíà èõ ñòðîãàÿ/íåñòðîãàÿ àíîðìàëüíîñòü, îïèñàíû ïðîåêöèè

íà ïëîñêîñòü (x1, x2), ïðèâåäåíû ïðèìåðû íåãëàäêèõ òðàåêòîðèé, ïîëó÷åíû

îöåíêè êîðàíãà.

Ðÿä âàæíûõ âîïðîñîâ åùå òðåáóåò èçó÷åíèÿ:

• ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ àíîðìàëüíûõ óïðàâëåíèé è òðàåêòîðèé;

• îïòèìàëüíîñòü àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé;

• ãåîìåòðèÿ àíîðìàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ïîäìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå

ñîñòîÿíèé, çàïîëíåííîãî àíîðìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè).

Ýòè âîïðîñû áóäóò ïðåäìåòîì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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Áëàãîäàðíîñòü

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó, çàìå÷àíèÿ êîòîðîãî ïîìîãëè

óëó÷øèòü èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] À.À. Àãðà÷åâ, Þ.Ë. Ñà÷êîâ, Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ, Ôèçìàòëèò,
Ì., 2005.

[2] R. Montgomery, A Tour of Subriemannian Geometries, Their Geodesics and Appli-
cations, American Mathematical Society, 2002.

[3] A. Agrachev, D. Barilari, U. Boscain, A Comprehensive Introduction to
Sub-Riemannian Geometry, Lecture Notes: Cambridge Studies in Advanced Math-
ematics, 2019.

[4] Þ.Ë. Ñà÷êîâ, �Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå â îáîáùåííîé çàäà÷å Äèäîíû�,
Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, No. 9, 2003, 63�90.

[5] A.A. Ardentov, Yu. L. Sachkov, “Cut time in sub-Riemannian problem on Engel
group”, ESAIM: COCV, No. 4, 2015, 958–988.

[6] Þ.Ë. Ñà÷êîâ, Å.Ô. Ñà÷êîâà, �Âûðîæäåííûå àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè â ñóáðè-
ìàíîâîé çàäà÷å ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8)�, Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, No. 3,
2017, 362�374.

[7] Ë.Â. Ëîêóöèåâñêèé, Þ.Ë. Ñà÷êîâ, �Îá èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ ñóáðèìà-
íîâûõ çàäà÷ íà ãðóïïàõ Êàðíî ãëóáèíû 4 è áîëüøå�, Ìàòåì. ñá., No. 5, 2018,
74�119.

[8] Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí, Â. Ã. Áîëòÿíñêèé, Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå, Å.Ô. Ìèùåíêî, Ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ, Ôèçìàòãèç, Ì., 1961.
[9] R. Montgomery, “Abnormal minimizers”, SIAM J. Control Optim., No. 32(6), 1994,

1605–1620.

[10] R. Montgomery, “Survey of singular geodesics”, Progress in Mathematics, 144,
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