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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Òàêàÿ çàäà÷à âñòðå÷àåòñÿ â òåîðèè îáðàáîòêè 3D èçîáðàæåíèé à òàêæå ïðè îïèñàíèè äâè-
æåíèÿ òâåðäîãî òåëà â æèäêîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìû, âåðòèêàëüíàÿ ÷àñòü êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç øåñòè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè u1, . . . , u6. Èç ñîîáðàæåíèé îï-
òèìàëüíîñòè, âûòåêàþùèõ èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ
êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ū, ðàâíàÿ u6, äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé. Â çàäà÷å äâèæå-
íèÿ òâåðäîãî òåëà â æèäêîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òå÷åíèå æèäêîñòè îáëàäàåò îäíîçíà÷íûì
ïîòåíöèàëîì ñêîðîñòåé, ò.å. ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì. Íàèáîëåå âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé è
îäíîâðåìåííî áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé (u6 = 0) áûë äåòàëüíî èññëåäîâàí àâòîðàìè â ïóáëèêà-
öèè 2017 ãîäà: áûëî íàéäåíî ðåøåíèå ñèñòåìû â ÿâíîì âèäå, à èìåííî ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ
u1, . . . , u5 ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ñëó÷àé: u6
� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
â îïåðàòîðíîé ôîðìå, îäíàêî ÿâíûé âèä óïðàâëåíèé íàïðÿìóþ èç ýòèõ ôîðìóë íå ñëåäó-
åò, èõ âû÷èñëåíèå òðåáóåò îáðàùåíèÿ íåêîòîðîãî íåòðèâèàëüíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ ìàëîãî
ïàðàìåòðà u6 ïîñòðîåíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
ïîêàçûâàþò õîðîøåå ñîâïàäåíèå ïîñòðîåííîé àíàëèòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ñ ðå-
øåíèÿìè ñèñòåìû, íàéäåííûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.
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2 À.Ï.Ìàøòàêîâ, À.Þ.Ïîïîâ

1. Ââåäåíèå

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ëåòàòåëüíûìè àïïàðàòàìè è ïëà-
âàþùèìè ðîáîòàìè âîçíèêàåò ñóáðèìàíîâà (ÑÐ) çàäà÷à íà ãðóïïå Ëè SE3 äâèæåíèé òðåõ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà [1, 2]. Ê ÑÐ çàäà÷àì ïðèâîäÿò òàêæå èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îá-
ðàáîòêîé èçîáðàæåíèé. Òàêàÿ ÑÐ çàäà÷à âîçíèêëà â [3] ïðè òðàññèðîâêå íåðâíûõ âîëîêîí
è êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ íà òðåõìåðíûõ èçîáðàæåíèÿõ ìîçãà ÷åëîâåêà, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì
ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèè.

ÑÐ çàäà÷à íà ãðóïïå Ëè SE3 äâèæåíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R3 ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì. Ïî äâóì çàäàííûì îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðàì N0 = {v10, v20, v30} è N1 = {v11, v21, v31},
çàêðåïëåííûì ñîîòâåòñòâåííî â äâóõ òî÷êàõ q0 = (x0, y0, z0) è q1 = (x1, y1, z1) â ïðîñòðàíñòâå
R3, òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà R3 òàêîå, ÷òî òî÷êà q0 ïåðåõîäèò
â òî÷êó q1, à ðåïåð N0 ïåðåõîäèò â ðåïåð N1. Äîïóñòèìûìè äâèæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàë-
ëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü âûäåëåííîãî âåêòîðà ðåïåðà è âðàùåíèå âîêðóã îñòàâøèõñÿ äâóõ
âåêòîðîâ. Èñêîìîå äâèæåíèå äîëæíî áûòü îïòèìàëüíûì â ñìûñëå ìèíèìóìà ÑÐ äëèíû íà
ãðóïïå SE3

∼= R3 o SO3. Ñì. Ðèñ. 1.

Çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîèñêà ëèïøèöåâîé êðèâîé γ : [0, t1]→ SE3, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óñëîâèÿì

γ̇ = u3A3 + u4A4 + u5A5, (1.1)

γ(0) = e, γ(t1) = g,

l(γ) =

t1∫
0

√
ξ2u23 + u24 + u25 dt→ min,

ãäå Ai � ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ãðóïïå SE3, óïðàâëåíèÿ u3, u4, u5 � âå-
ùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè êëàññà L∞(0, t1), êîíå÷íîå âðåìÿ t1 > 0 ñâîáîäíî, e � òîæäå-
ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå R3, g � çàäàííûé ýëåìåíò SE3 è ξ > 0 � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé
âëèÿíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è âðàùåíèÿ â R3 íà ðåçóëüòèðóþùóþ ÑÐ�äëèíó ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òðàåêòîðèè.

Èññëåäîâàíèå äàííîé çàäà÷è áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ [7, 12]. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî,
÷òî áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè�ðàñòÿæåíèþ, ñì. [7, Remark 5], îáùèé ñëó÷àé ξ > 0 ñâîäèòñÿ ê
ñëó÷àþ ξ = 1 ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ. Äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìû áóäåì ïîëàãàòü ξ = 1.

Ïðèìåíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè � ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãè-
íà (ÏÌÏ) äàåò âûðàæåíèå ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé ÷åðåç ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå, à
èìåííî ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ u3, u4, u5 ñîâïàäàþò ñ òðåìÿ ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåí-
íûìè, ñì. [7, Sec. 3.1]. Îñòàâøèåñÿ òðè ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå îáîçíà÷èì ÷åðåç u1, u2 è
u6. Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü ðå÷è, ìû áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûì óïðàâ-
ëåíèåì, âåñü âåêòîð ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ ū = (u1, u2, u3, u4, u5, u6). Ïðèìåíåíèå ÏÌÏ
ïðèâîäèò ê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå, ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷àñòü êîòîðîé çàäàåòñÿ ñèñòåìîé (1.1) è
îïðåäåëÿåò ÑÐ�ãåîäåçè÷åñêèå, à âåðòèêàëüíàÿ ÷àñòü (íà ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ) èìååò
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Àñèìïòîòèêà ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé â ÑÐ çàäà÷å íà SE(3) 3

Ðèñ. 1. Ïîñòàíîâêà ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà ãðóïïå SE3

ñëåäóþùèé âèä [7, eq. (3.5)]: 

u̇1 = −u3u5,
u̇2 = u3u4,

u̇3 = u1u5 − u2u4,
u̇4 = u2u3 − u5u6,
u̇5 = u4u6 − u1u3,
u̇6 = 0.

(1.2)

Ïîèñê ïàðàìåòðèçàöèè ÑÐ�ãåîäåçè÷åñêèõ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Âîçíèêà-
åò âîïðîñ î òåîðåòè÷åñêîé âîçìîæíîñòè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè â íåêîòîðîì åñòåñòâåííîì
ñìûñëå � âîïðîñ èíòåãðèðóåìîñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ, ñì., íàïðèìåð, [4�6]. Â
ðàáîòå [7, Thm. 2] áûëà óñòàíîâëåíà èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-
ìû (1.1)�(1.2), òî åñòü áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà èìååò ïîëíûé íàáîð ôóíêöèîíàëüíî
íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âåð-
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4 À.Ï.Ìàøòàêîâ, À.Þ.Ïîïîâ

òèêàëüíîé ÷àñòè (1.2). Äëÿ íåå èçâåñòíû ñëåäóþùèå ïåðâûå èíòåãðàëû: u6, ãàìèëüòîíèàí

H = 1
2

(u23 + u24 + u25) è äâå ôóíêöèè Êàçèìèðà W = u1u4 + u2u5 + u3u6, C = u21 + u22 + u23.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.2) âñòðå÷àåòñÿ ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â æèäêî-
ñòè [8]. Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû è èçó÷åíû Ã. Êèðõãîôîì [9].
Åñëè ðàññìîòðåòü ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó �òåëî+æèäêîñòü� è îáîçíà÷èòü γ = (u1, u2, u3)
èìïóëüñ ýòîé ñèñòåìû, à M = (u4, u5, u6) � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ñèñòåìû [10], H =

=
u23 + u24 + u25

2
� ãàìèëüòîíèàí, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû,

òî óðàâíåíèÿ Êèðõãîôà


Ṁ = M × ∂H

∂M
+ γ × ∂H

∂γ
,

γ̇ = γ × ∂H
∂M

(1.3)

ïðèîáðåòàþò âèä (1.2).

Òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå Àëüôåíà [11], â êîòîðîé, îñíîâûâà-
ÿñü íà çíàíèè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, àâòîðó óäàëîñü ÿâíî ïàðàìåòðèçîâàòü ýëëèïòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè Âåéåðøòðàññà äâå êîìïîíåíòû èìïóëüñà ñèñòåìû �òåëî+æèäêîñòü� (â íàøèõ
îáîçíà÷åíèÿõ u1 è u2) è âûâåñòè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò
îñòàâøàÿñÿ êîìïîíåíòà u3. Çàìåòèì, ÷òî âûâåäåííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì íà
êâàäðàò ïðîèçâîäíîé u̇23, è äàæå åñëè íàéòè åãî ðåøåíèÿ, òî âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà
çíàêà ïðîèçâîäíîé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Ïîìèìî ýòîãî àâòîð ïðèâîäèò
ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò u3 è äëÿ êîìïîíåíò u4, u5
êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî u3 èçâåñòíî. Òàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå [11]
ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ Âåéåðøòðàññà äëÿ îòäåëüíûõ êîìïî-
íåíò ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ýêñòðåìàëüíûõ
óïðàâëåíèé â îáùåì ñëó÷àå òàêæå ïîëó÷èòü íå óäàëîñü, îäíàêî óäàëîñü íàéòè ðåøåíèå çà-
äà÷è â îïåðàòîðíîé ôîðìå è íà îñíîâå ýòèõ ôîðìóë ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ u6.

Ðàíåå â ðàáîòå [7] çàäà÷à áûëà èññëåäîâàíà â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ òî÷åê âîçâðàòà
íà ãåîäåçè÷åñêèõ, ò.å. êîãäà u3 6= 0, è ïðè óñëîâèè u6 = 0. Ýòî óñëîâèå äàåò ìèíèìóì
èç âñåõ âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé, ñîåäèíÿþùèõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ e è Rv11 ,αN1, ãäå Rv11 ,α

îáîçíà÷àåò âðàùåíèå íà óãîë α ∈ S1 âîêðóã âåêòîðà v11, ñì. Ðèñ. 1. Ïîçæå â ðàáîòå [12]
áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé (ðåøåíèé ñèñòåìû (1.2))
áåç îãðàíè÷åíèÿ íà òî÷êè âîçâðàòà, íî ïðè óñëîâèè u6 = 0. Òàêèå òðàåêòîðèè (ñ u6 =
= 0) íàèáîëåå âîñòðåáîâàíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèÿ â îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé, ñì. [7,
Theorem 1], íî â òåîðåòè÷åñêîì àñïåêòå ñëó÷àé u6 6= 0 ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ êàê
îáùèé ñëó÷àé ìîäåëüíîé çàäà÷è.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îáùèé ñëó÷àé, êîãäà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà u6 ïðîèçâîëüíî.
Íà îñíîâå àíàëèçà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ, â ðàçäåëå 2 ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïîèñêà
ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé â îïåðàòîðíîé ôîðìå. Äàëåå â ðàçäåëå 3 èññëåäóåòñÿ àñèìï-
òîòèêà ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé ïðè u6 → 0. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ â
ðàçäåëå 4 ïîêàçûâàþò âûñîêóþ òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ ôîðìóë.
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2. Âûðàæåíèå äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âûðàçèì èç ñèñòåìû (1.2) óïðàâëåíèÿ u1, u2, u4, u5 ÷åðåç óïðàâ-
ëåíèå u3 â îïåðàòîðíîé ôîðìå. Ââåäåì ôóíêöèè

v1 = u1 + u5, v2 = u2 + u4, v4 = u4 − u2, v5 = u5 − u1. (2.1)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïåðâîå, âòîðîå, ÷åòâåðòîå è ïÿòîå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.2) ïåðåïèøóò-
ñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: 

v̇1 = −u3v1 + (v2 + v4)
u6
2
,

v̇2 = u3v2 − (v1 + v5)
u6
2
,

v̇4 = −u3v4 − (v1 + v5)
u6
2
,

v̇5 = u3v5 + (v2 + v4)
u6
2
.

(2.2)

Èç óðàâíåíèÿ u̇6 = 0 âèäíî, ÷òî u6 � ïîñòîÿííàÿ. Äàëüíåéøèé ïëàí ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ ôóíêöèé u1, u2, u4, u5 ÷åðåç u3, ïîäñòàâèòü èõ â óðàâíåíèå

u̇3 = u1u5 − u2u4 (2.3)

è íàéòè èç íåãî u3, à çàòåì è âñå îñòàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ.
Ââåäåì ôóíêöèþ

U(t) =

∫ t

0
u3(τ)dτ, (2.4)

è áóäåì èñêàòü v1(t) â âèäå

v1(t) = A(t)e−U(t). (2.5)

Äàëåå â âû÷èñëåíèÿõ äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì ÷àñòî îïóñêàòü çàâèñèìîñòü îò
t. Â ñèëó (2.5) è ñèñòåìû (2.2) èìååì

v̇1 = Ȧe−U − u3Ae−U = Ȧe−U − u3v1,

v̇1 + u3v1 = (v2 + v4)
u6
2

= Ȧe−U ⇒ Ȧ = u6

(
v2 + v4

2

)
eU .

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, íàõîäèì ôóíêöèþ A(t):

A(t) = A(0) + u6

∫ t

0

v2(τ) + v4(τ)

2
eU(τ)dτ.

Â ñèëó (2.4), (2.5) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî A(0) = v1(0). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå äëÿ v1(t):

v1(t) = v1(0)e−U(t) + u6e
−U(t)

∫ t

0

v2(τ) + v4(τ)

2
eU(τ)dτ. (2.6)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ v5(t):

v5(t) = v5(0)eU(t) + u6e
U(t)

∫ t

0

v2(τ) + v4(τ)

2
e−U(τ)dτ. (2.7)
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Ñëîæèâ (2.6) è (2.7), ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâó

v1(t) + v5(t) = v1(0)e−U(t) + v5(0)eU(t)+

u6

∫ t

0
(v2(τ) + v4(τ))ch(U(t)− U(τ))dτ.

(2.8)

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (2.2) âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ñâÿçàíû òàê æå, êàê ïåðâîå
è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ è îòëè÷àþòñÿ ëèøü çíàêîì. Ïîýòîìó âåðíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ
äëÿ v2(t), v4(t) è èõ ñóììû:

v2(t) = v2(0)eU(t) − u6eU(t)

∫ t

0

v1(τ) + v5(τ)

2
e−U(τ)dτ, (2.9)

v4(t) = v4(0)e−U(t) − u6e−U(t)

∫ t

0

v1(τ) + v5(τ)

2
eU(τ)dτ, (2.10)

v2(t) + v4(t) = v2(0)eU(t) + v4(0)e−U(t)−

u6

∫ t

0
(v1(τ) + v5(τ))ch(U(t)− U(τ))dτ.

(2.11)

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ (2.8) è (2.11) â (2.1), ïîëó÷àåì, ÷òî ýêñòðåìàëüíûå
óïðàâëåíèÿ u4(t) è u5(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

u4(t) =
u2(0) + u4(0)

2
eU(t) +

u4(0)− u2(0)

2
e−U(t)−

u6

∫ t

0
u5(τ)ch(U(t)− U(τ))dτ,

u5(t) =
u1(0) + u5(0)

2
e−U(t) +

u5(0)− u1(0)

2
eU(t)+

u6

∫ t

0
u4(τ)ch(U(t)− U(τ))dτ.

(2.12)

Îáîçíà÷èì

G(t) =
u2(0) + u4(0)

2
eU(t) +

u4(0)− u2(0)

2
e−U(t),

F (t) =
u1(0) + u5(0)

2
e−U(t) +

u5(0)− u1(0)

2
eU(t).

Ââåäåì îïåðàòîð

L[f ] =

∫ t

0
f(τ)ch(U(t)− U(τ))dτ.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñèñòåìà (2.12) ïðèíèìàåò âèä
u4(t) = G(t)− u6L[u5],

u5(t) = F (t) + u6L[u4].

(2.13)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.13) è ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà L ñëåäóåò ðàâåíñòâî

L[u4] = L[G]− u26L2[u5].
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.13), íàõîäèì

u5 = F + u6L[G]− u26L2[u5].

Â îïåðàòîðíîé ôîðìå ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

(I + u26L
2)[u5] = F + u6L[G], (2.14)

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (2.14), ìû ìîæåì âûïèñàòü òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ u5:

u5 = (I + u26L
2)−1

[
F + u6L [G]

]
. (2.15)

Ñäåëàåì òî æå äëÿ u4:

L[u5] = L[F ] + u6L
2[u4],

u4 = G− u6L[F ]− u26L2[u4],

(I + u26L
2)[u4] = G− u6L(F ).

Ïîëó÷àåì òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u4:

u4 = (I + u26L
2)−1

[
G− u6L[F ]

]
. (2.16)

Îáîñíóåì êîððåêòíîñòü ïðåäñòàâëåíèé (2.15), (2.16). Îïåðàòîð L îïðåäåëåí âî âñåõ
ïðîñòðàíñòâàõ L[0, a], a > 0, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó íà îòðåçêå [0, a] ôóíêöèé f ñî ñòàí-
äàðòíîé íîðìîé

‖f‖L[0,a] :=

a∫
0

|f(τ)|dτ.

Îí âõîäèò â êëàññ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ âèäà

A[f ](t) =

t∫
0

f(τ)K(τ, t)dτ

ñ íåïðåðûâíûì è ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì K. Êàê èçâåñòíî èç êóðñîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà [13], íîðìû

‖A‖BL := sup
‖f‖L[0,a]≤1

‖Af‖L[0,a]

ñòåïåíåé òàêèõ îïåðàòîðîâ áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ:

‖An‖BL = O

(
Cn

n!

)
, n→∞,

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ÿäðîì K.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð I − kA îáðàòèì ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà k ∈ R è

îáðàòíûé ê íåìó îïåðàòîð çàïèøåòñÿ â âèäå ðÿäà (I − kA)−1 =
∞∑
n=0

knAn, ñõîäÿùåãîñÿ ïî
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îïåðàòîðíîé íîðìå â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L[0, a] â L[0, a].
Â íàøåì ñëó÷àå èìååì

(I + u26L
2)−1 =

∞∑
n=0

(−1)nu2n6 L
2n = I − u26L2 + u46L

4 − u66L6 + . . .

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ ïàðîé u1(t), u2(t). Â ñèëó (2.1), (2.6), (2.7), (2.9), (2.10) èìååì:

u1(t) =
v1(t)− v5(t)

2
= 1

2
v1(0)e−U(t) − 1

2
v5(0)eU(t)+

u6
2

∫ t

0
(v2(τ) + v4(τ))

eU(τ)−U(t) − eU(t)−U(τ)

2
dτ,

u2(t) =
v2(t)− v4(t)

2
= 1

2
v2(0)eU(t) − 1

2
v4(0)e−U(t)−

u6
2

∫ t

0
(v1(τ) + v5(τ))

eU(τ)−U(t) − eU(t)−U(τ)

2
dτ.

Óïðîùàÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì

u1(t) =
u1(0) + u5(0)

2
e−U(t) −

u5(0)− u1(0)

2
eU(t)−

u6

∫ t

0
u4(τ)sh(U(t)− U(τ))dτ,

u2(t) =
u2(0) + u4(0)

2
eU(t) −

u4(0)− u2(0)

2
e−U(t)−

u6

∫ t

0
u5(τ)sh(U(t)− U(τ))dτ.

(2.17)

Îáîçíà÷èì

F1(t) =
u1(0) + u5(0)

2
e−U(t) −

u5(0)− u1(0)

2
eU(t),

G1(t) =
u2(0) + u4(0)

2
eU(t) −

u4(0)− u2(0)

2
e−U(t).

Ââåäåì îïåðàòîð

M [f ] =

∫ t

0
f(τ)sh(U(t)− U(τ))dτ.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèÿ (2.17) ïðèíèìàþò âèä
u1(t) = F1(t)− u6M [u4],

u2(t) = G1(t)− u6M [u5].

(2.18)
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Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû L è M êîììóòèðóþò è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

M [u4] = (I + u26L
2)−1

[
M [G]− u6ML[F ]

]
,

M [u5] = (I + u26L
2)−1

[
M [F ] + u6ML[G]

]
.

Íàêîíåö ïîäñòàâèì íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ u1, u2, u4, u5 â óðàâíåíèå (2.3) è ïîëó÷èì
çàäà÷ó Êîøè ñ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà íà
îñòàâøóþñÿ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ U(t):

Ü(t) = u1(t)u5(t)− u2(t)u4(t), U(0) = 0, U̇(0) = u3(0). (2.19)

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 1. Ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ â ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å íà ãðóïïå äâèæåíèé

òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èìåþò âèä

u1(t) = F1 − u6(I + u26L
2)−1

[
M [G]− u6ML[F ]

]
,

u2(t) = G1 − u6(I + u26L
2)−1

[
M [F ] + u6ML[G]

]
,

u3(t) = U̇(t),

u4(t) = (I + u26L
2)−1

[
G− u6L[F ]

]
,

u5(t) = (I + u26L
2)−1

[
F + u6L[G]

]
,

ãäå

F1 = F1(t) =
u1(0) + u5(0)

2
e−U(t) − u5(0)− u1(0)

2
eU(t),

G1 = G1(t) =
u2(0) + u4(0)

2
eU(t) − u4(0)− u2(0)

2
e−U(t),

F = F (t) =
u1(0) + u5(0)

2
e−U(t) +

u5(0)− u1(0)

2
eU(t),

G = G(t) =
u2(0) + u4(0)

2
eU(t) +

u4(0)− u2(0)

2
e−U(t),

L[f ] = L[f ](t) =
∫ t
0 f(τ)ch(U(t)− U(τ))dτ,

M [f ] = M [f ](t) =
∫ t
0 f(τ)sh(U(t)− U(τ))dτ,

è ôóíêöèÿ U(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

Ü(t) = u1(t)u5(t)− u2(t)u4(t), U(0) = 0, U̇(0) = u3(0).

3. Àñèìïòîòèêà ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé âáëèçè u6 = 0

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð u6 áëèçîê ê íóëþ è ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó ôîðìóë
â Òåîðåìå 1. Èç âûðàæåíèé (2.15), (2.16) è (2.18) íàõîäèì

u1 = F1 − u6M [G] +O(u26),

u2 = G1 − u6M [F ] +O(u26),

u4 = G− u6L[F ] +O(u26),

u5 = F + u6L[G] +O(u26).

(3.1)
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Ñ òî÷íîñòüþ äî O(u26) âûðàæåíèå u1u5 − u2u4 ïðèáëèæåííî ðàâíî

(F1 − u6M [G]) (F + u6M [F ])− (G1 − u6M [F ]) (G− u6L[F ])

≈ F1F + u6 (F1L[G]− FM [G])−GG1 + u6 (G1L[F ] +GM [F ]) ,

è óðàâíåíèå (2.19) ñ òî÷íîñòüþ äî O(u26) ïðèíèìàåò âèä

Ü = F1F −GG1 + u6 (F1L[G]− FM [G] +G1L[F ] +GM [F ]) . (3.2)

Îáîçíà÷èì

α =
u2(0) + u4(0)

2
, β =

u4(0)− u2(0)

2
, α̃ =

u1(0) + u5(0)

2
, β̃ =

u5(0)− u1(0)

2
.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ G, F , G1, F1 èìååì

G(t) = αeU(t) + βe−U(t), F (t) = α̃e−U(t) + β̃eU(t),

G1(t) = αeU(t) − βe−U(t), F1(t) = α̃e−U(t) − β̃eU(t),

Ïîëó÷àåì, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.2) ðàâåí

FF1 −GG1 = Ae−2U −Be2U ,

ãäå A = α̃2 + β2, B = β̃2 + α2.

Äàëåå âû÷èñëèì îïåðàòîðû L[G], L[F ], M [G], M [F ]:

L[G](t) = t
2
G(t) + α

2
e−U(t)

t∫
0

e2U(τ)dτ +
β

2
eU(t)

t∫
0

e−2U(τ)dτ,

M [G](t) = t
2
G1(t)− α

2
e−U(t)

t∫
0

e2U(τ)dτ +
β

2
eU(t)

t∫
0

e−2U(τ)dτ,

L[F ](t) = t
2
F (t) + α̃

2
eU(t)

t∫
0

e−2U(τ)dτ +
β̃

2
e−U(t)

t∫
0

e2U(τ)dτ,

M [F ](t) = t
2
F1(t) + α̃

2
eU(t)

t∫
0

e−2U(τ)dτ − β̃

2
e−U(t)

t∫
0

e2U(τ)dτ.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè u6 â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.2) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

F1(t)L[G](t)− F (t)M [G](t) +G1(t)L[F ](t) +G(t)M [F ](t) =

(αα̃− ββ̃)

(
t+ 2

t∫
0

ch(2(U(t)− U(τ)))dτ

)
−t
(
αβ̃ e2U(t) + α̃β e−2U(t)

)
.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Òåîðåìà 2. Âáëèçè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà u6 = 0, ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýêñ-

òðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé â ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å íà ãðóïïå äâèæåíèé òðåõìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ñ òî÷íîñòüþ äî O(u26) èìåþò âèä

u1(t) = F1(t)− u6M [G](t),

u2(t) = G1(t)− u6M [F ](t),

u3(t) = U̇(t),

u4(t) = G(t)− u6L[F ](t),

u5(t) = F (t) + u6L[G](t),

ãäå
F1(t) = α̃ e−U(t) − β̃ eU(t), G1(t) = α eU(t) − β e−U(t),

F (t) = α̃ e−U(t) + β̃eU(t), G(t) = α eU(t) + β e−U(t),

L[f ](t) =

∫ t

0
f(τ) ch(U(t)− U(τ))dτ,

M [f ](t) =

∫ t

0
f(τ) sh(U(t)− U(τ))dτ,

α =
u2(0) + u4(0)

2
, β =

u4(0)− u2(0)

2
,

α̃ =
u1(0) + u5(0)

2
, β̃ =

u5(0)− u1(0)

2
.

è ôóíêöèÿ U(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ÊîøèÜ(t) = f0(U(t))+u6

(
tf1(U(t)) + k

t∫
0

ch(2U(t)−2U(τ))dτ

)
,

U(0) = 0, U̇(0) = u3(0),

(3.3)

ãäå k = αα̃− ββ̃,

f0(U) =
(
α̃2 + β2

)
e−2U − (β̃2 + α2) e2U , (3.4)

f1(U) = k − αβ̃ e2U − α̃β e−2U . (3.5)

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.3)
âîçíèêàþò íåêîòîðûå òðóäíîñòè; îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïðèìå-
íåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ëþáîå ðåøåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.3) óäîâëåòâî-

ðÿåò îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 4-ãî ïîðÿäêà

U̇U (4) =
...
UÜ + 4Ü U̇3 − u6Üf1(U)− 4u6ktU̇

3 + 2u6f
′
1(U)U̇2. (3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âõîäÿùóþ â (3.3) ôóíêöèþ

Y (t) =

t∫
0

ch(2U(t)− 2U(τ))dτ
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è âû÷èñëèì å¼ ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè t:

Ẏ (t) = 1 + 2U̇(t)

t∫
0

sh(2U(t)− 2U(τ))dτ,

Ÿ (t) = 2

(
Ü(t)

t∫
0

sh(2U(t)− 2U(τ))dτ +

U̇(t) d
dt

( t∫
0

sh(2U(t)− 2U(τ))dτ

))

= Ü(t)
Ẏ (t)− 1

U̇(t)
+ 4U̇2(t)Y (t). (3.7)

Ñîãëàñíî (3.3) èìååì

u6kY (t) = Ü(t)− f0(U(t))− u6tf1(U(t)). (3.8)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t ðàâåíñòâî (3.8). Ïîëó÷èì

u6kẎ (t) =
...
U (t)− U̇(t)f ′0(U(t))− u6f1(U(t))− (3.9)

u6tU̇(t)f ′1(U(t)),

u6kŸ (t) = U (4)(t)− Ü(t)f ′0(U(t))− U̇2(t)f ′′0 (U(t))− (3.10)

2u6U̇(t)f ′1(U(t))− u6tU̇2(t)f ′′1 (U(t))−
u6tÜ(t)f ′1(U(t)).

Â ëåâóþ ÷àñòü (3.10) ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (3.7) Ÿ ÷åðåç Y , Ẏ , U̇ , Ü . Â ðåçóëüòàòå ýòîãî
ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

u6kÜ(t)

U̇(t)

(
Ẏ (t)− 1

)
+ 4u6kU̇

2(t)Y (t) = (3.11)

U (4)(t)− Ü(t)f ′0(U(t))− U̇2(t)f ′′0 (U(t))−
2u6U̇(t)f ′1(U(t))− u6tU̇2(t)f ′′1 (U(t))− u6tÜ(t)f ′1(U(t)).

Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.11) âûðàçèì Ẏ è Y ÷åðåç ôóíêöèþ U è å¼ ïðîèçâîäíûå ñî-
ãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (3.8) è (3.9). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå (çäåñü àðãóìåíò t ó ôóíêöèè U äëÿ
êðàòêîñòè îïóùåí)

U (4) =

...
UÜ

U̇
+ Ü

(
4U̇2 − u6

f1(U)

U̇

)
+ 2U6U̇f

′
1(U) + (3.12)

U̇2
(
f ′′0 (U) + u6tf

′′
1 (U)− 4f0(U)− 4u6tf1(U)

)
.

Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò óïðîùåíèå ââèäó òîæäåñòâ

f ′′0 (U) ≡ 4f0(U), f ′′1 (U) = 4(f1(U)− k).

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ýòèõ òîæäåñòâ â (3.12) è óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé (3.12) íà U̇ âûâîäèì
óðàâíåíèå (3.6). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îöåíèâàþùèå
òî÷íîñòü ñ êîòîðîé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) ïðèáëèæàþòñÿ âûðàæåíèÿìè â Òåîðåìå 2.

Íà Ðèñ. 2 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ãðàôèêîâ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé è èõ ïðèáëè-
æåííûìè âûðàæåíèÿìè â Òåîðåìå 2 ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ u1(0) = 0.2, u2(0) = 0.7,
u3(0) = 0.3, u4(0) = 1.5, u5(0) = 1 è ïðè çíà÷åíèÿõ u6 ∈ {0.1, 0.5, 1}. Âèäíî, ÷òî êàê è
ïðåäïîëàãàëîñü, àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû â Òåîðåìå 2 ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè, òî åñòü çà-
äàííûìè íà äîñòàòî÷íî ìàëîì îòðåçêå âðåìåíè t ∈ [0, T ], è ÷òî ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿõ
|u6| òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïîâûøàåòñÿ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà ñèñòåìà Wolfram Mathematica. Ñè-
ñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.2) ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè NDSolve ïðè ñòàí-
äàðòíûõ ïàðàìåòðàõ. Ôàéë ñ äåìîíñòðàöèåé Wolfram Demonstration íàõîäèòñÿ â îòêðûòîì
äîñòóïå http://control.botik.ru/?page_id=2754.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé â ñóáðèìà-
íîâîé (ÑÐ) çàäà÷å íà ãðóïïå äâèæåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà SE3. Îíà ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåíèåì ðàáîò [7, 12] è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé âáëèçè îñîáîãî
çíà÷åíèÿ u6 = 0, èññëåäîâàííîãî ðàíåå. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• â Òåîðåìå 1 ïîëó÷åíî ðåøåíèå â îïåðàòîðíîé ôîðìå äëÿ u6 ∈ R;

• â Òåîðåìå 2 ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé â
ñëó÷àå, êîãäà |u6| ìàëî;

• â Òåîðåìå 3 èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå u3
ñâåäåíî ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ïðèìåíèìîñòü íàéäåííûõ ôîðìóë áûëà îáîñíîâàíà ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ â ðàçäåëå 4, êîòîðûå ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà |u6|
ðåøåíèå ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â Òåîðåìå 2 ÿâëÿåòñÿ áëèçêèì ê ðåøåíèþ èñ-
õîäíîé ñèñòåìû (1.2) íà äîñòàòî÷íî ìàëîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ïðîô. À.Â. Öûãàíîâó çà óêàçàíèå íà ìåõàíè÷åñêèé
ñìûñë ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è ñîäåðæàòåëüíóþ ïåðåïèñêó.
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Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå ãðàôèêîâ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé u1, u2, u3, u4, u5 (ïî âåðòèêàëè) â ñóáðèìà-
íîâîé çàäà÷å íà ãðóïïå SE3, âû÷èñëåííûõ ïî ïðèáëèæåííûì ôîðìóëàì â Òåîðåìå 2 (ïóíêòèðíàÿ
ëèíèÿ) è ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1.2), çàäàþùåé òî÷íûå ðåøåíèÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ),
ïðè çíà÷åíèÿõ u6 ∈ {0.1, 0.5, 1} (ïî ãîðèçîíòàëè).
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