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Îãëàâëåíèå vii

Ïðåäèñëîâèå

1. Ïîèñê áûêà:
Îäèíîêèé â ïóñòûííîì ìåñòå, çàáëóäèâøèéñÿ â äæóíãëÿõ, ìàëü÷èê âñå èùåò

è èùåò!
Âçäûìàþùèåñÿ âîëíû, äàëåêèå ãîðû è áåñêîíå÷íàÿ äîðîãà;
Èñòîùåííûé è ïîòåðÿâøèé íàäåæäó, îí íå çíàåò, êóäà èäòè,
Îí ëèøü ñëûøèò âå÷åðíèõ öèêàä, ïîþùèõ â êëåíîâûõ ëåñàõ.
Ïó-ìèí, ¾Äåñÿòü ðèñóíêîâ î ïàñòóõå è áûêå¿ (öèò. ïî [31])

Î ÷åì ýòà êíèãà? Âàøåìó âíèìàíèþ ïðåäëàãàåòñÿ êðàòêèé ââîäíûé êóðñ ïî ãåîìåòðè-
÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ýòî íàïðàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ âîçíèêëî
â 70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà; îíî àêòèâíî èñïîëüçóåò ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåò-
ðèè, òåîðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè, ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ óïðàâëÿå-
ìûõ ñèñòåì. Îñíîâíûìè èñòî÷íèêàìè ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ ÿâëÿþòñÿ � â õðîíîëîãè÷å-
ñêîì ïîðÿäêå � êíèãè Â. Äæàðäæåâè÷à [24], À.À. Àãðà÷åâà è àâòîðà [1], è ñîâñåì íåäàâíÿÿ
êíèãà À.À. Àãðà÷åâà, Ä. Áàðèëàðè, Ó. Áîñêàèíà [12].

Öåëü êóðñà � äàòü î÷åíü êðàòêîå ïåðâîå ïðåäñòàâëåíèå î êðóãå çàäà÷, ìåòîäîâ è ðå-
çóëüòàòîâ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, è ïðèâèòü íàâûêè ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ñ
ïîìîùüþ ýòèõ ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ.

Äëÿ êîãî ýòà êíèãà? Êíèãà ðàññ÷èòàíà íà øèðîêèé êðóã ÷èòàòåëåé, íà÷èíàÿ ñî ñòóäåí-
òîâ-ìàòåìàòèêîâ è ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòèêîâ, äî ñïåöèàëèñòîâ â ¾êëàññè÷åñêîé¿ òåîðèè
óïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû áóäóò íîâûìè.

Êàêèå çíàíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ? Ïðåäïîëàãàåòñÿ óâåðåííîå âëàäåíèå ìàòåðèàëîì ïåð-
âûõ äâóõ êóðñîâ óíèâåðñèòåòà äëÿ ìàòåìàòèêîâ è ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòèêîâ: ìàòåìàòè÷å-
ñêèé àíàëèç, ëèíåéíàÿ àëãåáðà, îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Æåëàòåëüíî (íî íå îáÿçàòåëüíî) çíàêîìñòâî ñ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè è âåêòîðíûìè
ïîëÿìè íà íèõ, ýëåìåíòàìè òåîðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè.

Çíàíèå òåîðèè óïðàâëåíèÿ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Çà÷åì ýòà êíèãà? Ðîññèéñêèå ìàòåìàòèêè âíåñëè îïðåäåëÿþùèé âêëàä â ìàòåìàòè-
÷åñêóþ òåîðèþ óïðàâëåíèÿ � äîñòàòî÷íî ïåðå÷èñëèòü åå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû: ïðèíöèï
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, òåîðåìà Ôèëèïïîâà, òåîðåìà Ðàøåâñêîãî-×æîó. Êíèãà íàïèñàíà
äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà çàìå÷àòåëüíàÿ òðàäèöèÿ áûëà óñïåøíî ïðîäîëæåíà íîâûìè ïîêîëå-
íèÿìè ðîññèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ.

Êíèãó ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñåìåñòðîâîãî èëè ïîëóñå-
ìåñòðîâîãî ñïåöêóðñà äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ èëè àñïèðàíòîâ, êàê ýòî äåëàë àâòîð
â óíèâåðñèòåòàõ Ïåðåñëàâëÿ-Çàëåññêîãî, Ìîñêâû, Íîâîñèáèðñêà, Ñî÷è, Òðèåñòà, Ðóàíà,
Áðíî, Áðàøîâà, Þâÿñêþëÿ, ×àí÷óíÿ.

Ñòðóêòóðà êíèãè. Êíèãà ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ.
Ââîäíàÿ ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà ïåðâîìó çíàêîìñòâó ñ çàäà÷àìè òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ãëàä-

êèìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà íåñêîëüêèõ êîíêðåòíûõ çàäà÷
ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ: îñòàíîâêà ïîåçäà, ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà, ñóáðè-
ìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè, ýëàñòèêè Ýéëåðà, êà÷åíèå ñôåðû ïî ïëîñêî-
ñòè, àíòðîïîìîðôíîå âîññòàíîâëåíèå êðèâûõ, çàäà÷à Äèäîíû. Ïîñëå ýòîãî îïèñàíû îñíîâ-
íûå îáùèå ïðîáëåìû êóðñà � çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè è çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â
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ðàçäåëå 1.2 ïðèâîäÿòñÿ íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ è âåêòîðíûõ ïîëÿõ,
èñïîëüçóåìûå äàëåå.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà çàäà÷å óïðàâëÿåìîñòè. Â ðàçäåëå 2.1 äîêàçàíû êëàññè÷åñêèå ðåçóëü-
òàòû ïî ýòîé çàäà÷å: êðèòåðèé Êàëìàíà óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Â
ðàçäåëå 2.2 äîêàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ Òåîðåìà Íàãàíî-Ñóññìàíà îá îðáèòå óïðàâ-
ëÿåìîé ñèñòåìû, à òàêæå åå âàæíûå ñëåäñòâèÿ: òåîðåìû Ðàøåâñêîãî-×æîó è Ôðîáåíèóñà.
Ðàçäåë 2.3 ïîñâÿùåí èçâåñòíîé òåîðåìå Êðåíåðà î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè
ñèñòåì ïîëíîãî ðàíãà.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ðàçäåëå 3.1 ìû íà÷èíàåì èçó-
÷àòü ýòó âòîðóþ îñíîâíóþ çàäà÷ó êóðñà: ïðèâîäèòñÿ åå ïîñòàíîâêà, îáñóæäàåòñÿ òåîðåìà
Ôèëèïïîâà � ôóíäàìåíòàëüíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâ-
ëåíèé. Ðàçäåë 3.2 ïîñâÿùåí îñíîâíîìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷àõ
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ � ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèç-
ìà ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðèâîäèòñÿ áåñêîîðäèíàòíàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîé òåîðåìû
äëÿ çàäà÷ íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Â ðàçäåëå 3.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîïóëÿðíûé â ïîñëåäíèå äå-
ñÿòèëåòèÿ êëàññ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷. Ïðåäñòàâëåííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû ñïåöèàëèçèðó-
þòñÿ äëÿ ýòèõ çàäà÷, îáñóæäàþòñÿ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (ñîïðÿæåííûå òî÷êè, òî÷êè
Ìàêñâåëëà). Äîêàçûâàåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷. Â
ðàçäåëå 3.4 ïðèâîäèòñÿ, âïåðâûå â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå, ðåøåíèå âàæíîé ñóáðèìàíîâîé
çàäà÷è íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ðåêîìåíäàöèè äëÿ äàëüíåéøåãî ÷òåíèÿ.
Â áîëüøèíñòâå ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðàõ çà-

äà÷, ïîñòàâëåííûõ â ïóíêòå 1.1.1. Íåêîòîðûå ðàçäåëû ñíàáæåíû ó÷åáíûìè çàäà÷àìè.

Íà Ðèñ. 1�5 ïîìåùåíû ïåðâûå ïÿòü ðèñóíêîâ èç êíèãè ìàñòåðà äçåí Êàêóàíà ¾Äåñÿòü
ðèñóíêîâ î ïàñòóõå è áûêå¿. Â êà÷åñòâå ýïèãðàôîâ ê ïðåäèñëîâèþ, òðåì ãëàâàì è çàêëþ-
÷èòåëüíîìó ðàçäåëó èñïîëüçîâàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñòèõè Ïó-ìèíà. Ðèñóíêè è öèòàòû
âçÿòû èç êíèãè Ä.Ò. Ñóäçóêè [31].

Àâòîð áëàãîäàðåí ñâîåìó ó÷èòåëþ Àíäðåþ Àëåêñàíäðîâè÷ó Àãðà÷åâó çà ìíîãîëåòíèå
ùåäðûå óðîêè ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ, è æèçíè.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí ñâîèì ó÷åíèêàì Àëåêñåþ Ìàøòàêîâó, Àëåêñåþ Ïîäîáðÿåâó è Àí-
äðåþ Àðäåíòîâó çà òùàòåëüíîå âû÷èòûâàíèå òåêñòà è ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé.

Íàêîíåö, àâòîð áëàãîäàðèò ñóïðóãó Åëåíó çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó, òåïëî è âäîõíî-
âåíèå.

Ïåðåñëàâëü-Çàëåññêèé�Ñî÷è
Èþëü�àâãóñò 2020 ã.



Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

2. Âèäèò ñëåäû:
Òî âîçëå ðåêè, òî ïîä äåðåâüÿìè âñòðå÷àþòñÿ øàãè ïðîïàâøåãî áûêà;
Äóøèñòûå òðàâû ðàñòóò ñòåíîé � íàøåë ëè îí ïóòü?
Êàê áû äàëåêî íå áðîäèë ïî õîëìàì çâåðü,
×óòüå ïàñòóõà ïðîñòèðàåòñÿ äî íåáåñ è íè÷òî íå ìîæåò óêðûòüñÿ îò åãî

âçîðà.
Ïó-ìèí, ¾Äåñÿòü ðèñóíêîâ î ïàñòóõå è áûêå¿ (öèò. ïî [31])

1.1 Ïîñòàíîâêè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ

1.1.1 Ïðèìåðû çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ïåðåä ïîñòðîåíèåì îáùåé òåîðèè ðàññìîòðèì íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ, íåêîòî-
ðûå èç êîòîðûõ ìû áóäåì èññëåäîâàòü äàëåå.

Îñòàíîâêà ïîåçäà

Ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ìàññûm (ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïîåçäà), äâèæóùóþñÿ
ïî ïðÿìîé ïîä äåéñòâèåì ñèëû F , îãðàíè÷åííîé ïî ìîäóëþ: |F | 6 Fmax. Ïóñòü â íà÷àëüíûé
ìîìåíò òî÷êà èìååò êîîðäèíàòó x0 è ñêîðîñòü ẋ0. Òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü ñèëó F òàê, ÷òîáû
òî÷êà îñòàíîâèëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò (x1 = 0, ẋ1 = 0) çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x:

mẍ = F.

Èìååì îãðàíè÷åíèå |ẍ| = |F |
m

6 Fmax

m
. Âûáåðåì åäèíèöû èçìåðåíèÿ òàê, ÷òîáû Fmax

m
= 1.

Îáîçíà÷àÿ x1 = x, x2 = ẋ, u = ẍ, ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è:

ẋ1 = x2, (x1, x2) ∈ R2,

ẋ2 = u, |u| 6 1,

x1(0) = x0, x2(0) = ẋ0,

x1(t1) = 0, x2(t1) = 0,

t1 → min .

Òàêîãî ðîäà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ
äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè òî÷êàìè, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé áûñòðîäåé-
ñòâèÿ. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ëèíåéíàÿ, ò.ê. ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû ëèíåéíî çàâèñèò îò
ñîñòîÿíèÿ (x1, x2) è óïðàâëåíèÿ u.

1
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Ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà

Ðàññìîòðèì î÷åíü óïðîùåííóþ ìîäåëü ìàøèíû, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé åäèíè÷íûé âåê-
òîð, ðàñïîëîæåííûé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïëîñêîñòè (íàïðàâëåíèå âåêòîðà çàäàåò îðèåí-
òàöèþ ìàøèíû íà ïëîñêîñòè). Ìàøèíà äâèæåòñÿ âïåðåä ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ è ìîæåò
ïðè ýòîì ïîâîðà÷èâàòüñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëüøå åäèíè-
öû. Òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè ìàøèíó èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x, y) êîîðäèíàòû ìàøèíû íà ïëîñêîñòè, à ÷åðåç θ åå óãîë îðèåíòàöèè
îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè x. Òîãäà ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ôîðìóëè-
ðóåòñÿ êàê ñëåäóþùàÿ çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ:

ẋ = cos θ, q = (x, y, θ) ∈ R2
x,y × S1

θ = M,

ẏ = sin θ, |u| 6 1,

θ̇ = u,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

t1 → min .

Ýòà çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ íåëèíåéíàÿ, ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé åñòü íåòðèâè-
àëüíîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå R2 × S1. ×åðåç S1 îáîçíà÷åíà îêðóæíîñòü (îäíîìåðíàÿ
ñôåðà): S1 = R/(2πZ). Ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû è ïîâîðîòû ïåðåâîäÿò ðåøåíèÿ çàäà÷è â
ðåøåíèÿ, ïîýòîìó çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé çàäà÷åé áûñòðîäåéñòâèÿ íà ãðóïïå
äâèæåíèé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè SE(2) ∼= R2 × S1. Ïîäðîáíåå îá ýòîé ãðóïïå ñì. ï. 3.4.1.

Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè

Ìîäèôèöèðóåì ïðåäûäóùèé ïðèìåð: ïóñòü ìàøèíà ìîæåò äâèãàòüñÿ âïåðåä è íàçàä ñ
ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ u è ïðè ýòîì ïîâîðà÷èâàòüñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ v. Òðåáóåòñÿ ïå-
ðåêàòèòü ìàøèíó èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ïî
êðàò÷àéøåé êðèâîé, ãäå ðàññòîÿíèå èçìåðÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîëîæåíèé è îðèåíòàöèé
ìàøèíû.

Åñëè ñîñòîÿíèå ìàøèíû åñòü, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, q = (x, y, θ) ∈ R2
x,y×S1

θ = M ,

òî ìèíèìèçèðóåìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî l =

∫ t1

0

√
ẋ2 + ẏ2 + θ̇2 dt, ñì. Ðèñ. 1.1.

Òîãäà íàøà çàäà÷à èìååò âèä: ẋ
ẏ

θ̇

 = u

 cos θ
sin θ

0

+ v

 0
0
1

 , q ∈ R2 × S1, (u, v) ∈ R2, (1.1.1)

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
u2 + v2 dt→ min .

Ýòî íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûì ôóíêöèîíàëîì êà÷å-
ñòâà l. Äèíàìèêà (1.1.1) ëèíåéíà ïî óïðàâëåíèþ (u, v), à ôóíêöèîíàë îäíîðîäåí ïîðÿäêà 1
ïî óïðàâëåíèþ, ïîýòîìó ìû èìååì ñóáðèìàíîâó çàäà÷ó. Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè ïåðåâîäÿò
îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ â ðåøåíèÿ, ïîýòîìó çàäà÷à ëåâîèíâàðèàíòíà ïî ãðóïïå Ëè SE(2).
Ýòà çàäà÷à ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ è ðåøàåòñÿ â ðàçäåëå 3.4.



1.1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ 3

q0 = (x0, y0, θ0)
x

y

θ

q1 = (x1, y1, θ1)

Ðèñ. 1.1: Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà
ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè

Ýëàñòèêè Ýéëåðà

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíûé óïðóãèé ñòåðæåíü äëèíû l íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü ó ñòåðæíÿ çàêðåï-
ëåíû êîíå÷íûå òî÷êè è êàñàòåëüíûå íà êîíöàõ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôîðìó ñòåðæíÿ.

Ïàðàìåòðèçóåì ñòåðæåíü íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì t è îáîçíà÷èì ÷åðåç θ óãîë íàêëîíà
ñòåðæíÿ, òîãäà åãî ôîðìà γ(t) = (x(t), y(t)) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé

ẋ = cos θ, q = (x, y, θ) ∈ R2 × S1 = M,

ẏ = sin θ, u ∈ R,
θ̇ = u,

q(0) = q0, q(t1) = q1, t1 = l,

ñì. Ðèñ. 1.2, ãäå qi = (ai, θi), i = 0, 1.

a1

a0

γ(t) θ(t)

θ0
θ1

x

y

Ðèñ. 1.2: Çàäà÷à Ýéëåðà îá ýëàñòè-
êàõ

Ôèçèêà çàäà÷è çàêîäèðîâàíà â ôóíêöèîíàëå óïðóãîé ýíåðãèè ñòåðæíÿ

J =

∫ t1

0

k2 dt,

êîòîðûé äîëæåí ïðèíèìàòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå (k � êðèâèçíà ñòåðæíÿ). Äëÿ íàòó-
ðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé γ èìååì k = θ̇ = u, ïîýòîìó ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà
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åñòü

J =

∫ t1

0

u2 dt→ min .

Ìû îïÿòü èìååì íåëèíåéíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûì ôóíê-
öèîíàëîì êà÷åñòâà, ëåâîèíâàðèàíòíóþ íà ãðóïïå Ëè SE(2). Çàìåòèì, ÷òî óïðàâëÿåìàÿ
ñèñòåìà àôôèííà (ëèíåéíà íåîäíîðîäíà) ïî óïðàâëåíèþ, ïîýòîìó çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ñóá-
ðèìàíîâîé.

Êà÷åíèå ñôåðû ïî ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì ñôåðó, êàòÿùóþñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè áåç ïðîêðó÷èâàíèÿ è ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ, ñì. Ðèñ. 1.3. Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü, ÷òî åñòü äâå ãîðèçîíòàëüíûå ïëîñêîñòè
(íåïîäâèæíàÿ íèæíÿÿ è ïîäâèæíàÿ âåðõíÿÿ), ìåæäó êîòîðûìè êàòèòñÿ ñôåðà. Äîïóñòè-
ìîå äâèæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ âåðõíåé ïëîñêîñòè â ãîðèçîí-
òàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îòñóòñòâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà êîíòàêòà ñôåðû
ñ ïëîñêîñòüþ èìååò íóëåâóþ ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü; à îòñóòñòâèå ïðîêðó÷èâàíèÿ � ÷òî
âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ñôåðû ãîðèçîíòàëåí. Òðåáóåòñÿ ïåðåêàòèòü ñôåðó èç çàäàííîé
íà÷àëüíîé êîíòàêòíîé êîíôèãóðàöèè â çàäàííóþ êîíå÷íóþ êîíòàêòíóþ êîíôèãóðàöèþ
òàê, ÷òîáû òî÷êà êîíòàêòà ñôåðû è ïëîñêîñòè ïðîáåãàëà êðàò÷àéøóþ êðèâóþ íà ïëîñêî-
ñòè.

Ðèñ. 1.3: Ñôåðà, êàòÿùàÿñÿ ïî ïëîñêîñòè

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ òî÷êîé êîíòàêòà ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ è åå îðèåíòàöèåé
â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü (e1, e2, e3) � îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð, çàêðåïëåííûé â
ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì âåêòîðû e1, e2 ëåæàò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, à âåêòîð e3

íàïðàâëåí ââåðõ. Äàëåå, ïóñòü (f1, f2, f3) � îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð, çàêðåïëåííûé â
ñôåðå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x, y, z) è (X, Y, Z) êîîðäèíàòû îäíîé è òîé æå òî÷êè â ðåïåðàõ
(e1, e2, e3) è (f1, f2, f3):

xe1 + ye2 + ze3 = Xf1 + Y f2 + Zf3.
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Òîãäà 3× 3 ìàòðèöà îðèåíòàöèè ñôåðû R çàäàåòñÿ òîæäåñòâîì

R

 x
y
z

 =

 X
Y
Z

 .

Òî÷êà êîíòàêòà ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ èìååò êîîðäèíàòû

(x, y) ∈ R2,

à ìàòðèöà îðèåíòàöèè ïðèíàäëåæèò ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå òðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà

R ∈ SO(3) = {A ∈ R3×3 | AT = A−1, detA = 1}.
Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû åñòü

q = (x, y, R) ∈ R2 × SO(3) = M,

à çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èìååò âèä

ẋ = u, (1.1.2)

ẏ = v, (1.1.3)

Ṙ = R

 0 0 −u
0 0 −v
u v 0

 , (u, v) ∈ R2, (1.1.4)

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
u2 + v2 dt→ min,

ñì. Ðèñ. 1.4.

e1

e2

e3

f1

f2

f3

(x0, y0)

(x1, y1)l → min

Ðèñ. 1.4: Çàäà÷à î êà÷åíèè ñôåðû ïî ïëîñêîñòè

Ýòî � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà 5-ìåðíîé ãðóïïå Ëè R2 × SO(3).
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Àíòðîïîìîðôíîå âîññòàíîâëåíèå êðèâûõ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ìîíîõðîìíîå èçîáðàæåíèå, ðàçëîæåííîå â ñåìåéñòâî êðèâûõ �
èçîôîò (ëèíèé ïîñòîÿííîé ÿðêîñòè). Ïóñòü èçîáðàæåíèå ïîâðåæäåíî â íåêîòîðîé åãî ïîä-
îáëàñòè, è ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ îäíîé èç êðèâûõ èçîáðàæåíèÿ. Ïîñòàâèì
ñåáå öåëü àíòðîïîìîðôíîãî âîññòàíîâëåíèÿ êðèâîé, ò. å. ïîäîáíîãî ÷åëîâå÷åñêîìó ñïîñî-
áó âîññòàíîâëåíèÿ, êîãäà ìû äîñòðàèâàåì ïîâðåæäåííóþ êðèâóþ äî ïîëíîãî êîíòóðà, ñì.
Ðèñ. 1.5.

0.5 1.0 1.5

0.4

0.8

1.0

1.2

1.4

A

C

D

B

0.5 1.0 1.5

0.4

0.8

1.0

1.2

1.4

A

C

D

B

TC

TD

Ðèñ. 1.5: Èñõîäíàÿ êðèâàÿ AB ñ ïîâðå-
æäåííîé äóãîé CD

Ðèñ. 1.6: Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âîññòà-
íîâëåíèÿ äóãè CD

Ñîãëàñíî îòêðûòèþ Õüþáåëà è Âèçåëÿ (íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ 1981 ã.), ïåðâè÷íàÿ çðè-
òåëüíàÿ êîðà V1 ìîçãà ìëåêîïèòàþùåãî õðàíèò êðèâûå íå êàê íàáîð òî÷åê (xi, yi) íà
êðèâîé (êàê ýòî äåëàåò êîìïüþòåð), à êàê ñåìåéñòâî òî÷åê êðèâîé âìåñòå ñ îðèåíòàöèåé
êðèâîé â ýòèõ òî÷êàõ: (xi, yi, θi).

Òàêèì îáðàçîì, íàø ìîçã ïîäíèìàåò êðèâóþ (x(t), y(t)) â ïðîñòðàíñòâî ïîëîæåíèé è
îðèåíòàöèé (x(t), y(t), θ(t)). Ïîäíÿòàÿ êðèâàÿ åñòü òðàåêòîðèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ẋ = u cos θ,

ẏ = u sin θ,

θ̇ = v,

q = (x, y, θ) ∈ R2 × S1.

Ïîâðåæäåííûé ó÷àñòîê êðèâîé óäîâëåòâîðÿåò èçâåñòíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

q(0) = q0, q(t1) = q1,

ñì. Ðèñ. 1.6. À âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîâðåæäåííûé ó÷àñòîê èñõîäÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèí-
öèïà � òàê, ÷òîáû ïðè ýòîì ìèíèìèçèðîâàëàñü ýíåðãèÿ àêòèâàöèè íåéðîíîâ, ñì. Ðèñ. 1.7,
1.8. Ñîãëàñíî îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû V1, ýòà
ýíåðãèÿ àêòèâàöèè èçìåðÿåòñÿ èíòåãðàëîì

J =

∫ t1

0

(u2 + v2) dt→ min . (1.1.5)

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ìèíèìèçàöèÿ ýíåðãèè J ðàâíîñèëüíà ìèíèìèçàöèè
äëèíû

l =

∫ t1

0

√
u2 + v2 dt→ min . (1.1.6)
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à àíòðîïîìîðôíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïîâðåæäåííîé êðèâîé ñòà-
âèòñÿ òàê æå, êàê ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè.

C

D

TC

TD 0.5 1.0 1.5

0.4

0.8

1.0

1.2

1.4

A

C

D

B

Ðèñ. 1.7: Íîâàÿ êðèâàÿ C̃D Ðèñ. 1.8: Èñõîäíàÿ êðèâàÿ AB ñ ïîâðå-
æäåííîé è íîâîé äóãàìè

Çàäà÷à Äèäîíû

Ñòîëüêî êóïèëè çåìëè è äàëè åé èìÿ Áèðñà,
Ñêîëüêî ñìîãëè îêðóæèòü áû÷üåé øêóðîé.

Âåðãèëèé ¾Ýíåèäà¿

Çàäà÷à Äèäîíû (ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà) åñòü
ïðîñòåéøàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à. Îíà îáñóæäàåòñÿ ïî÷òè â ëþáîì ó÷åá-
íèêå èëè îáçîðå ïî ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè èëè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ñì.,
íàïðèìåð, [4, 12,24,25]. Ìû íå õîòèì íàðóøàòü ýòó òðàäèöèþ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìàëèçàöèþ äðåâíåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, âîñõîäÿùåé ê
IX â. äî í.ý. [25,32].

Äàíû òî÷êè a0, a1 ∈ R2, ëèïøèöåâà êðèâàÿ γ ⊂ R2, ñîåäèíÿþùàÿ a1 ñ a0, è ÷èñëî
S ∈ R. Òðåáóåòñÿ íàéòè êðàò÷àéøóþ ëèïøèöåâó êðèâóþ γ ⊂ R2, ñîåäèíÿþùóþ a1 ñ a0,
äëÿ êîòîðîé çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ∪γ îãðàíè÷èâàåò â R2 îáëàñòü àëãåáðàè÷åñêîé ïëîùàäè S,
ñì. Ðèñ. 1.9.

Ââåäåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y íà ïëîñêîñòè R2 ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò a0. Òîãäà
a0 = (0, 0), a1 = (x1, y1), à êðèâûå γ, γ èìåþò ïàðàìåòðèçàöèè

γ(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [0, t1],

γ(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [0, t1].

Ïàðàìåòðû t1, t1 ïðîèçâîëüíû, èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûìè èëè ñâîáîäíûìè ò.ê.
äëèíà êðèâîé íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ êðèâóþ γ̂ = γ∪γ è îãðàíè÷åííóþ åþ îáëàñòü D ⊂ R2, ∂D = γ̂.
Òîãäà

S(D) =
1

2

∮
γ̂

xdy − ydx =
1

2

∫ t1

0

(xẏ − yẋ)dt− I,

I =
1

2

∫ t1

0

(x ẏ − y ẋ)dt =
1

2

∫
γ

xdy − ydx.
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S1
S2

S3

a0

a1

γ
γ

Ðèñ. 1.9: Çàäà÷à Äèäîíû: S = −S1 + S2 − . . . , l(γ)→ min

Ââåäåì ïåðåìåííóþ

z(t) :=
1

2

∫ t

0

(xẏ − yẋ)dt,

èçìåðÿþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñåêòîðèàëüíóþ ïëîùàäü, êîòîðàÿ çàìåòåíà ðàäèóñ-âåêòîðîì
(x(t), y(t)), ñì. Ðèñ. 1.10.

Òîãäà z(0) = 0, à ÷èñëî z(t1) = S + I =: z1 çàäàíî.
Îáîçíà÷èì ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà L∞:

ẋ(t) =: u1(t), ẏ(t) =: u2(t),

òîãäà

ż(t) =
1

2
(xu2 − yu1).

Ïîýòîìó âäîëü ðåøåíèé çàäà÷è Äèäîíû òî÷êà q = (x, y, z) ∈ R3 óäîâëåòâîðÿåò óïðàâ-
ëÿåìîé ñèñòåìå

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q), u ∈ (u1, u2) ∈ R2, q ∈ R3, (1.1.7)

X1 =
∂

∂ x
− y

2

∂

∂ z
, X2 =

∂

∂ y
+
x

2

∂

∂ z
, (1.1.8)

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

q(0) = q0 = (0, 0, 0), q(t1) = q1 = (x1, y1, z1), (1.1.9)

è óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè

l(γ) =

∫ t1

0

√
u2

1 + u2
2 dt→ min . (1.1.10)

1.1.2 Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû è çàäà÷è òåîðèè óïðàâëåíèÿ

Ãëàäêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàåòñÿ ãëàäêèì îáûêíî-
âåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (ÎÄÓ)

q̇ = f(q), q ∈M.
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x

y

z

S

Ðèñ. 1.10: Çàäà÷à Äèäîíû: z(t) = S

Òàêàÿ ñèñòåìà äåòåðìèíèðîâàíà: åñëè çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå q(0) = q0, òî â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè t > 0, äëÿ êîòîðîãî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû q(t) ñóùåñòâóåò, îíî îïðåäåëåíî
îäíîçíà÷íî. Õàðàêòåðíûé ïðèìåð äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû � ïëàíåòà, âðàùàþùàÿñÿ âîêðóã
Ñîëíöà.

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ èç äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äîáàâëåíèåì â ïðàâóþ
÷àñòü óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà u:

q̇ = f(q, u), q ∈M, u ∈ U ⊂ Rk. (1.1.11)

Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð u ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì â ïðåäåëàõ çàäàííîãî ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà U , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ u(t) íàçûâàåòñÿ óïðàâ-
ëåíèåì. Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ïîäñòàâëÿÿ
íåêîòîðîå óïðàâëåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåì íåàâòîíîìíîå ÎÄÓ
q̇ = f(q, u(t)). Òåïåðü, åñëè çàäàòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå q(0) = q0, òî â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè t > 0 ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííóþ òðàåêòîðèþ qu(t), ñîîòâåòñòâóþùóþ
óïðàâëåíèþ u(t) è íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ q0. Åñëè çàäàòü äðóãîå óïðàâëåíèå ũ(t), òî ïî-
ëó÷èì äðóãóþ òðàåêòîðèþ qũ(t) ñ òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèåì q0. Õàðàêòåðíûé ïðèìåð
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû � ðàêåòà, ëåòÿùàÿ â êîñìîñå.

Âñåâîçìîæíûå òðàåêòîðèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êå q0 ∈ M , çà-
ïîëíÿþò åå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè èç òî÷êè q0:

Aq0 = {qu(t) | u = u(t) ∈ U, qu(0) = q0, t ∈ [0,∞)}.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè çà âðåìÿ t1 > 0:

Aq0(t1) = {qu(t1) | u = u(t) ∈ U, qu(0) = q0, t ∈ [0, t1]},
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è ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè çà âðåìÿ íå áîëüøå t1 > 0:

Aq0(6 t1) =
⋃

06t6t1

Aq0(t).

Ñôîðìóëèðóåì äâå îñíîâíûå çàäà÷è, êîòîðûìè ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ.

1. Çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè

Îïðåäåëåíèå 1. Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìîé (âïîëíå óï-
ðàâëÿåìîé) èç òî÷êè q0 ∈M , åñëè

Aq0 = M.

Ãëîáàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü èç òî÷êè q0 çà âðåìÿ t è çà âðåìÿ íå áîëüøå t îïðåäåëÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè Aq0(t) è Aq0(6 t).

Îïðåäåëåíèå 2. Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî óïðàâëÿåìîé â òî÷êå q0,
åñëè ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè èç ýòîé òî÷êè ñîäåðæèò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü äàí-
íîé òî÷êè:

q0 ∈ intAq0 ,
ãäå ÷åðåç int îáîçíà÷àåòñÿ âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà.

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî óïðàâëÿåìîé â òî÷êå q0 çà ìàëîå âðåìÿ,
åñëè

∀ε > 0 q0 ∈ intAq0(6 ε).

Îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè õîðîøî ðàçðàáîòàíà â ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè èçâåñòíû ëèøü äëÿ î÷åíü ñèì-
ìåòðè÷íûõ ñèñòåì (ëèíåéíûõ ñèñòåì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, ëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ
ñèñòåì, ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñèñòåì íà ãðóïïàõ Ëè).

2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè èç
òî÷êè q0 â òî÷êó q1 çà âðåìÿ t1 ðåøåíà ïîëîæèòåëüíî:

q1 ∈ Aq0(t1).

Îáû÷íî òðàåêòîðèÿ, âåäóùàÿ èç q0 â q1, íååäèíñòâåííà (êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâóåò êîíòè-
íóóì òàêèõ òðàåêòîðèé).

Òîãäà åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à îòûñêàíèÿ íàèëó÷øåé òðàåêòîðèè â ñìûñëå íåêî-
òîðîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà (ýíåðãèè, äëèíû, âðåìåíè è ò. ï.). Ïóñòü ýòîò ôóíêöèîíàë
èçìåðÿåòñÿ èíòåãðàëîì âèäà

∫ t1
0
ϕ(q, u) dt. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ:

q̇ = f(q, u), q ∈M, u ∈ U,
q(0) = q0, q(t1) = q,

J =

∫ t1

0

ϕ(q, u) dt→ min .

Âðåìÿ äâèæåíèÿ t1 ìîæåò áûòü êàê ôèêñèðîâàííûì, òàê è ñâîáîäíûì.
Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî óêàçàòü êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

u = u(t). Â ðàçíûõ çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå êëàññû äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé;
âàæíî, ÷òîáû òàêîé êëàññ ñîäåðæàë âñå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå óïðàâëåíèÿ è áûë çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî êîíêàòåíàöèè (ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ) óïðàâëåíèé.

Èòàê, ìû ñôîðìóëèðîâàëè äâå îñíîâíûå çàäà÷è ýòîãî êóðñà:
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1. çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè,

2. çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Èìååòñÿ ðÿä äðóãèõ âàæíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ: ýêâèâàëåíòíîñòü,
ñòàáèëèçèðóåìîñòü, íàáëþäàåìîñòü, . . . , êîòîðûå ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü.

1.2 Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ è âåêòîðíûå ïîëÿ

Â ýòîì ðàçäåëå íàïîìíèì íåêîòîðûå áàçîâûå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ãëàäêèì ìíîãîîá-
ðàçèÿì è âåêòîðíûì ïîëÿì. Äëÿ ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ ýòèõ âîïðîñîâ ðåêîìåíäóåì
îáðàòèòüñÿ ê ðåãóëÿðíîìó ó÷åáíèêó ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, íàïðèìåð, ê [34].

Ãëàäêîå k-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ïðîñòðàíñòâà Rn îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, îäíèì
èç äâóõ ñïîñîáîâ:

à) íåÿâíî ñèñòåìîé ðåãóëÿðíûõ óðàâíåíèé

f1(x) = · · · = fn−k(x) = 0, x ∈ Rn,

rank
∂f

∂x
= n− k,

á) ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèåé

x = Φ(y) ∈ Rn, y ∈ Rk,

rank
dΦ

∂y
= k.

Àáñòðàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå (íå âëîæåííîå â îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî) îïðå-
äåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àòëàñà, ò.å. ñåìåéñòâà ñîãëàñîâàííûõ êàðò (ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò).

Îòîáðàæåíèå ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè îíî ãëàäêîå
(êëàññà C∞) â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïîäìíîãîîáðàçèþ M ⊂ Rn â òî÷êå x ∈ M îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê ñëåäóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn ñîãëàñíî îäíîìó èç ïðèâåäåííûõ âûøå ñïîñîáîâ
çàäàíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ:

à) TxM = Ker
∂f

∂x
(x),

á) TxM = Im
∂Φ

∂y
(y), x = Φ(y).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà àáñòðàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñíà÷àëà
îïðåäåëèì êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå q ∈ M . Ïóñòü γ : (−ε, ε) → M åñòü ãëàäêàÿ
êðèâàÿ, äëÿ êîòîðîé γ(0) = q. Ðàññìîòðèì åå òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ïåðâîé ñòåïåíè â
ëþáîé ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò

γ(t) = q + t γ̇(0) + o(t), t→ 0.

Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê M â òî÷êå q ∈ M åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ êðèâûõ
γ : (−ε, ε)→M , γ(0) = q, èìåþùèõ îäèíàêîâûé ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà â íåêîòîðîé (è òîãäà
â ëþáîé) ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò âáëèçè q, ñì. Ðèñ. 1.11.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TqM ê àáñòðàêòíîìó ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå q ∈M åñòü
ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê M â òî÷êå q, ñì. Ðèñ. 1.12.
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(0)

_
(0)


(t)

M
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q

M


(t)

_
(0)

Ðèñ. 1.11: Êàñàòåëüíûé âåê-
òîð γ̇(0)

Ðèñ. 1.12: Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî TqM

Ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå V íà ìíîãîîáðàçèè M åñòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå

M 3 q 7→ V (q) ∈ TqM.

Îáîçíà÷åíèå: V ∈ Vec(M).

Òåïåðü îïðåäåëèì ñêîáêó Ëè (êîììóòàòîð) âåêòîðíûõ ïîëåé V,W ∈ Vec(M). Îáîçíà-
÷èì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

q̇ = V (q), q(0) = q0,

÷åðåç etV (q0). Òàêèì îáðàçîì, etV : M →M åñòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ V .

Åñëè

etV ◦ esW = esW ◦ etV , s, t ∈ R,

òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ V , W êîììóòèðóþò. Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëÿ íå êîììó-
òèðóþò, è, â ÷àñòíîñòè,

etV ◦ etW 6= etW ◦ etV .

Ïîýòîìó èìååòñÿ íåòðèâèàëüíàÿ êðèâàÿ

ϕ(t) = e−tW ◦ e−tV ◦ etW ◦ etV (q0) 6= q0.

Ðàçëîæèì êðèâóþ ϕ(t) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà:

ϕ(t) = ϕ(0) + t ϕ̇(0) +
t2

2
ϕ̈(0) + o(t2), t→ 0,

ϕ(0) = q0,

ϕ̇(0) = −W (q0)− V (q0) +W (q0) + V (q0) = 0.

Â êà÷åñòâå ìåðû íåêîììóòàòèâíîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé V , W åñòåñòâåííî âçÿòü ïåðâûé
íåòðèâèàëüíûé òåéëîðîâñêèé ÷ëåí êðèâîé ϕ(t), ò.å.

ϕ(t) = q0 + t2 [V,W ](q0) + o(t2), t→ 0,

ñì. Ðèñ. 1.13.

Íîâîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå [V,W ] ∈ Vec(M) íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì (ñêîáêîé
Ëè) ïîëåé V è W .

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

[V,W ] =
dW

dq
V − dV

dq
W. (1.2.1)
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q0

etV

etW

e−tV

e−tW

ϕ(t)

[V,W ](q0)

Ðèñ. 1.13: Ñêîáêà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé V , W

Ïðèìåð: ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ðàññìîòðèì ïîíÿ-
òèå ñêîáêè Ëè äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé èç ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêî-
ñòè. Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (1.1.1) â âåêòîðíîé ôîðìå:

q̇ = uV (q) + vW (q),

V = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, W (q) =

∂

∂θ
,

è âû÷èñëèì êîììóòàòîð ïîëåé V , W .
Âî-ïåðâûõ, ãåîìåòðè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàëûõ ñìåùåíèé

âäîëü ïîòîêîâ e−tW ◦ e−tV ◦ etW ◦ etV (q0) ìàøèíà ïåðåìåùàåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ q0 âïðàâî
(â ãëàâíîì ÷ëåíå).

Âî-âòîðûõ, âû÷èñëèì êîììóòàòîð â êîîðäèíàòàõ:

[V,W ] =
dW

dq
V − dV

dq
W = 0−

 0 0 − sin θ
0 0 cos θ
0 0 0

 0
0
1

 =

 sin θ
− cos θ

0

 .

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêîìó íàáëþäåíèþ.

1.3 Çàäà÷è

1. Íàéäèòå Aq0 â çàäà÷àõ ïóíêòà 1.1.1.

2. Âû÷èñëèòå äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1.2)�(1.1.4):

Lie(X1, X2) = span(X1(q0), X2(q0), [X1, X2](q0), [X1, [X1, X2]](q0), [X2, [X1, X2]](q0), . . . ),

q̇ = u1X1 + u2X2.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äâóìåðíàÿ ñôåðà S2 è ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà SO(3) �
ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Âû÷èñëèòå èõ êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà.
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4. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à (1.1.5) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (1.1.6) ïðè ôèêñèðîâàííîì òåð-
ìèíàëüíîì âðåìåíè t1.

5. Äîêàæèòå ôîðìóëó (1.2.1).



Ãëàâà 2

Çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè

3. Âèäèò áûêà:
Âîí íà òîé âåòêå âåñåëî ïîåò ñîëîâåé;
Ñîëíöå ãðååò, äóåò ìÿãêèé ïðîõëàäíûé âåòåðîê; çåëåíûå èâû ñòîÿò íà áåðå-

ãó;
Áûê ïðåäñòàâëåí öåëèêîì, íå ñêðûòà íè îäíà åãî ÷àñòü;
Âåëèêîëåïíàÿ ãîëîâà óêðàøåíà âåëè÷åñòâåííûìè ðîãàìè, � êàêîé õóäîæíèê

ìîæåò âîñïðîèçâåñòè åãî îáðàç?
Ïó-ìèí, ¾Äåñÿòü ðèñóíêîâ î ïàñòóõå è áûêå¿ (öèò. ïî [31])

Íà÷èíàåì èçó÷åíèå ïåðâîé îñíîâíîé çàäà÷è êóðñà.

2.1 Óïðàâëÿåìîñòü

Íà÷íåì èññëåäîâàíèå çàäà÷è óïðàâëÿåìîñòè ñ ïðîñòåéøåãî êëàññà ñèñòåì, ïîïóëÿðíîãî â
ïðèëîæåíèÿõ.

2.1.1 Óïðàâëÿåìîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì

Ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

ẋ = Ax+
k∑
i=1

uibi = Ax+Bu, x ∈ Rn, u ∈ Rk. (2.1.1)

Çäåñü A è B = (b1, . . . , bk) � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n × n è n × k ñîîòâåòñòâåííî,
b1, . . . , bk ∈ Rn, à äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u ∈ L1([0, t1],Rk).

Ïðîèíòåãðèðóåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ. Äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå ẋ = Ax èìååò ðåøåíèå x(t) = etAC, ãäå etA =
∞∑
k=0

(tA)k

k!
åñòü ìàòðè÷íàÿ

ýêñïîíåíòà, C ≡ const. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.1) â âèäå x(t) = etAC(t). Ïîä-
ñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (2.1.1), ïîëó÷àåì

AetAC(t) + etAĊ(t) = AetAC +Bu,

Ċ = e−tABu(t),

C(t) =

∫ t

0

e−sABu(s)ds+ C0,

15
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îòêóäà

x(t) = etA
(∫ t

0

e−sABu(s)ds+ C0

)
,

x(0) = x0 = C0,

è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

x(t) = etA
(∫ t

0

e−sABu(s)ds+ x0

)
. (2.1.2)

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè, äîêàæåì êëàññè÷åñêèé êðèòåðèé Êàëìàíà óïðàâëÿåìîñòè

ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Òåîðåìà 1 (Êàëìàí). Ïóñòü t > 0. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1.1) óïðàâëÿåìà çà âðåìÿ t
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

rank(B,AB, . . . , An−1B) = n. (2.1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (2.1.1) çà âðåìÿ t > 0

Ax0(t) = {xu(t) | u ∈ L1([0, t],Rk), xu(0) = x0}

åñòü îáðàç îòîáðàæåíèÿ â êîíåö

F : u(·) 7→ xu(t), L1([0, t],Rk)→ Rn.

Ýòî îòîáðàæåíèå àôôèííî, ïîýòîìó åãî îáðàç ImF = Ax0(t) åñòü àôôèííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â Rn. Äàëåå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà (2.1.1) óïðàâëÿåìà çà âðåìÿ t, ò.å. ImF = Rn,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Im

∫ t

0

e−sABu(s)ds = Rn,

ñì. ôîðìóëó Êîøè (2.1.2).

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Im
∫ t

0
e−sABu(s)ds = Rn, íî óñëîâèå (2.1.3) íàðóøàåòñÿ.

Òîãäà ñóùåñòâóåò êîâåêòîð 0 6= p ∈ (Rn)∗, äëÿ êîòîðîãî

pB = pAB = · · · = pAn−1B = 0. (2.1.4)

Ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà-Êýëè,

An =
n−1∑
i=0

αiA
i, αi ∈ R,

ïîýòîìó

Am =
n−1∑
i=0

βmi A
i, m = 0, 1, 2, . . . , βmi ∈ R.

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ (2.1.4) ïîëó÷àåì

pAmB = 0, m = 0, 1, 2, . . . ,

pe−sAB = p
∞∑
i=0

(−sA)i

i!
B = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

p

∫ t

0

e−sABu(s)ds = 0, u(·) ∈ L1([0, t],Rk),

òî åñòü

Im

∫ t

0

e−sABu(s)ds 6= Rn,

ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü óñëîâèå (2.1.3) âûïîëíÿåòñÿ, íî Im
∫ t

0
e−sABu(s)ds 6=

Rn. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîâåêòîð 0 6= p ∈ (Rn)∗, äëÿ êîòîðîãî

p

∫ t

0

e−sABu(s)ds = 0 ∀u ∈ L1([0, t],Rk).

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé áàçèñ e1, . . . , ek â Rk è äëÿ ëþáûõ τ ∈ [0, t], i = 1, . . . , k îïðåäåëèì
óïðàâëåíèå

uτ (s) =

{
ei, s ∈ [0, τ ],
0, s ∈ (τ, t].

(2.1.5)

Òîãäà ∫ t

0

e−sABuτ (s)ds =

∫ τ

0

e−sAbids =
Id−e−τA

A
bi, bi = Bei,

ãäå
Id−e−τA

A
=
∞∑
i=1

(−1)i−1 τ
i

i!
Ai−1.

Ïîýòîìó

p
Id−e−τA

A
bi ≡ 0, τ ∈ [0, t], i = 1, . . . , k.

Ïîñëåäîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî ïî τ ïðè τ = 0, ïîëó÷àåì

pbi = −pAbi = · · · = (−1)n−1pAn−1bi = 0, i = 1, . . . , k,

òî åñòü
pB = pAB = · · · = pAn−1B = 0,

ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. Óïðàâëåíèå (2.1.5) êóñî÷íî-ïîñòîÿííî. Ïîýòîìó, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
Êàëìàíà (2.1.3), òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1.1) óïðàâëÿåìà çà âðåìÿ t ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûõ óïðàâëåíèé.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1.1) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

� ∃x0 ∈ Rn ∃t > 0: Ax0(t) = Rn,

� ∀x0 ∈ Rn ∀t > 0: Ax0(t) = Rn,

� ∃x0 ∈ Rn: Ax0 = Rn,

� ∀x0 ∈ Rn: Ax0 = Rn,

� rank(B,AB, . . . , An−1B) = n.

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ óïðàâëÿåìîé.
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2.1.2 Ëîêàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü íåëèíåéíûõ ñèñòåì

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = f(x, u), x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rk. (2.1.6)

Òî÷êà (x0, u0) ∈ Rn×U íàçûâàåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2.1.6), åñëè f(x0, u0) =
0.

Ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû (2.1.6) â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (x0, u0) åñòü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

ẏ = Ay +Bv, y ∈ Rn, v ∈ Rk, (2.1.7)

A =
∂f

∂x

∣∣∣∣
(x0,u0)

, B =
∂f

∂u

∣∣∣∣
(x0,u0)

. (2.1.8)

Òåîðåìà 2 (Ïðèíöèï ëèíåàðèçàöèè). Ïóñòü (x0, u0) åñòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòå-
ìû (2.1.6) è u0 ∈ intU . Åñëè ëèíåàðèçàöèÿ (2.1.7), (2.1.8) óïðàâëÿåìà, òî äëÿ ëþáîãî
T > 0 íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1.6) ëîêàëüíî óïðàâëÿåìà â òî÷êå x0 çà âðåìÿ T :

x0 ∈ intAx0(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ëèíåàðèçàöèÿ (2.1.7), (2.1.8) óïðàâëÿåìà. Çàôèêñèðóåì ëþáîå
T > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e1, . . . , en ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rn. Äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n ñó-
ùåñòâóåò óïðàâëåíèå vi = vi(t), t ∈ [0, T ], òàêîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ yvi(t)
ëèíåàðèçàöèè (2.1.7), (2.1.8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì yvi(0) = 0, yvi(T ) = ei. Ñîãëàñíî çà-
ìå÷àíèþ ïîñëå òåîðåìû 1, óïðàâëåíèÿ vi(t) ìîæíî ñ÷èòàòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè, ïîòîìó
îãðàíè÷åííûìè. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî óïðàâëåíèé

u(z, t) = u0 +
n∑
i=1

zivi(t), z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn, t ∈ [0, T ].

Åñëè |z| < ε äëÿ ìàëîãî ε > 0, òî u(z, t) ∈ U äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], ò.ê. u0 ∈ intU è vi(t)
îãðàíè÷åíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xu(t) òðàåêòîðèþ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1.6) ñ óïðàâëåíèåì
u = u(z, t) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì xu(0) = x0. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

F : Oε → Rn, Oε = {z ∈ Rn | |z| < ε},
F (z) = xu(T ).

Âêëþ÷åíèå F (Oε) ⊂ Ax0(T ) î÷åâèäíî.
Äîêàæåì âêëþ÷åíèå x0 ∈ intF (Oε), îáåñïå÷èâàþùåå ëîêàëüíóþ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòå-

ìû (2.1.6) çà âðåìÿ T . Èìååì F (0) = xu0(T ) = x0 ò.ê. u(0, t) ≡ u0 è f(x0, u0) = 0. Ïî
òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

rank
dF

dz

∣∣∣∣
0

= n.

Êðèâàÿ xu(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂xu
∂t

= f(xu(t), u(z, t)).

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî z ïðè z = 0, ïîëó÷àåì

∂

∂z

∣∣∣∣
0

∂xu
∂t

=
∂

∂t

∂

∂z

∣∣∣∣
0

xu(t) =

=
∂f

∂x

∣∣∣∣
(x0,u0)

∂xu
∂z

∣∣∣∣
0

+
∂f

∂u

∣∣∣∣
(x0,u0)

∂u

∂z

∣∣∣∣
0

=

= AW (t) +B(v1, . . . , vn),



2.1. Óïðàâëÿåìîñòü 19

ãäå

W (t) =
∂xu(t)

∂z

∣∣∣∣
0

.

Ïîëó÷àåì
Ẇ (t) = AW (t) +B(v1(t), . . . , vn(t)).

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç W1(t), . . . ,Wn(t) ñòîëáöû ìàòðèöû W (t), ïîëó÷àåì

Ẇi(t) = AWi(t) +Bvi(t), i = 1, . . . , n.

×òîáû íàéòè íà÷àëüíîå óñëîâèå Wi(0), ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî xu(z, 0) = x0:

∂xu
∂z

∣∣∣∣
z=0,t=0

=
∂x0

∂z
= 0.

Ïîýòîìó âåêòîðû Wi(t) óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ Wi(0) = 0.
Íî óïðàâëåíèÿ vi(t) áûëè ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû Wi(T ) = ei, i = 1, . . . , n. Ïîýòîìó

rank
dF

dz

∣∣∣∣
0

= rank
∂xu
∂z

∣∣∣∣
z=0, t=T

= rankW (T ) = n.

Äîêàçàíî âêëþ÷åíèå x0 ∈ intF (Oε), ïîýòîìó x0 ∈ intAx0(T ), è ñèñòåìà (2.1.6) ëîêàëüíî
óïðàâëÿåìà â òî÷êå x0 çà âðåìÿ T .

Ïðèìåð Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = uf1(x) + (1− u)f2(x), x = (x1, x2) ∈ R2, u ∈ [0, 1], (2.1.9)

f1(x) =
∂

∂x1

, f2(x) = − ∂

∂x1

+ x1
∂

∂x2

.

Òî÷êà (x0, u0) = (0, 1
2
) åñòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, ïðè÷åì u0 ∈ int([0, 1]).

Ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû (2.1.9) â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (x0, u0) èìååò âèä

ẏ = Ay +Bv, y ∈ R2, v ∈ R, (2.1.10)

ãäå

A =

(
0 0
1
2

0

)
, B =

(
2
0

)
.

Ïðîâåðèì óñëîâèå Êàëìàíà äëÿ ëèíåàðèçàöèè:

rank(B,AB) = rank

(
2 0
0 1

)
= 2,

ïîýòîìó ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1.10) óïðàâëÿåìà. Ñëåäîâàòåëüíî, íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1.9)
ëîêàëüíî óïðàâëÿåìà â òî÷êå x0 çà ëþáîå âðåìÿ T > 0.

Óïðàæíåíèå: äîêàæèòå ýòî æå ãåîìåòðè÷åñêè, ñ ïîìîùüþ ôàçîâîãî ïîðòðåòà óïðàâ-
ëÿåìîé ñèñòåìû (2.1.9).

2.1.3 Çàäà÷è

1. Äëÿ ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ è èññëåäóéòå óïðàâëÿåìîñòü ëèíåàðèçàöèè â ýòèõ òî÷êàõ.

2. Äëÿ çàäà÷è Ýéëåðà îá ýëàñòèêàõ íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è èññëåäóéòå óïðàâ-
ëÿåìîñòü ëèíåàðèçàöèè â ýòèõ òî÷êàõ.
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2.2 Òåîðåìà îá îðáèòå

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìå ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ îá
îðáèòå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

2.2.1 Îðáèòà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

Â ýòîì ðàçäåëå ïîä óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé íà ìíîãîîáðàçèè M áóäåì ïîíèìàòü ëþáîå
ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé F ⊂ VecM . Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû F èç
òî÷êè q0 ∈M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Aq0 = {etNfN ◦ · · · ◦ et1f1(q0) | ti > 0, fi ∈ F , N ∈ N},
ñì. Ðèñ. 2.1. Åñëè èìååòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ (1.1.11) ñèñòåìû F , òî òàêîå ìíîæåñòâî äîñòè-
æèìîñòè ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ óïðàâëåíèé.

Íàðÿäó ñî ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè, â êîòîðîì âîçìîæíî òîëüêî äâèæåíèå âïåðåä,
ïîëåçíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü áîëüøåå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì âîçìîæíî äâèæåíèå êàê
âïåðåä, òàê è íàçàä � îðáèòó ñèñòåìû F èç òî÷êè q0:

Oq0 = {etNfN ◦ · · · ◦ et1f1(q0) | ti ∈ R, fi ∈ F , N ∈ N},
ñì. Ðèñ. 2.2.

q

0

f

1

f

2

A

q

0

q

0

f

1

f

2

O

q

0

Ðèñ. 2.1: Ìíîæåñòâî äîñòèæèìî-
ñòè Aq0

Ðèñ. 2.2: Îðáèòà Oq0

Îòìåòèì âàæíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è îðáèò:

1. Aq0 ⊂ Oq0 , ýòî âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî,

2. Oq0 èìååò ¾áîëåå ïðîñòóþ¿ ñòðóêòóðó, ÷åì Aq0 ,

3. Aq0 èìååò ¾ðàçóìíóþ¿ ñòðóêòóðó âíóòðè Oq0 .
Ñâîéñòâà 2, 3 òî÷íî ñôîðìóëèðîâàíû â Òåîðåìå îá îðáèòå (ñì. äàëåå òåîðåìó 3).
Ñèñòåìà F íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè F = −F . Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî î÷åâèäíî:
4. F = −F ⇒ Aq0 = Oq0 .

2.2.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïåðåä òåì êàê ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá îðáèòå, íàïîìíèì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î
äåéñòâèè äèôôåîìîðôèçìîâ íà âåêòîðíûå ïîëÿ è ïîãðóæåííûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿõ.
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Äåéñòâèå äèôôåîìîðôèçìîâ íà âåêòîðíûå ïîëÿ Ïóñòü Φ : M → N åñòü ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, è ïóñòü q ∈M . Äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà v ∈ TqM åãî îáðàç Φ∗qv ∈ TΦ(q)N îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Φ∗qv =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ ◦ γ(t),

ãäå γ : (−ε, ε) → M åñòü ëþáàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, äëÿ êîòîðîé γ(0) = q0, γ̇(0) = v. Òàêèì
îáðàçîì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå DqΦ = Φ∗q : TqM → TΦ(q)N , äèôôåðåíöèàë îòîáðàæå-
íèÿ Φ â òî÷êå q, ñì. Ðèñ. 2.3.

q = 
(0)

v = _
(0)


(t)

M

�(q)

�(
(t))

D

q

� v

N

D

q

�

�

Ðèñ. 2.3: Äèôôåðåíöèàë DqΦ îòîáðàæåíèÿ Φ â òî÷êå q

Ïóñòü òåïåðü F : M → N åñòü äèôôåîìîðôèçì (ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, èìåþùåå ãëàä-
êîå îáðàòíîå). Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ V ∈ Vec(M) åãî îáðàç F∗V ∈ Vec(N)
îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

(F∗V )(F (q)) = F∗qV (q) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F ◦ etV (q), q ∈M.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

F∗ : Vec(M)→ Vec(N),

ïåðåíîñ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ìíîãîîáðàçèÿ M íà ìíîãîîáðàçèå N ïîä äåéñòâèåì äèôôåî-
ìîðôèçìà F .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îá îðáèòå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ñâîé-
ñòâî, ñâÿçàííîå ñ äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìîâ íà âåêòîðíûå ïîëÿ è êàñàòåëüíûå âåêòîðû.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü F : M → N åñòü äèôôåîìîðôèçì ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè,
V ∈ Vec(M), q ∈M . Òîãäà

F∗q(V (q)) = (F∗V )(F (q)).

Ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ íà
âåêòîðíûå ïîëÿ è êàñàòåëüíûå âåêòîðû.

Ïîãðóæåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Ïîäìíîæåñòâî N ⊂M íàçûâàåòñÿ k-ìåðíûì ïîãðó-
æåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, åñëè ñóùåñòâóþò k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå W è ãëàäêîå îòîá-
ðàæåíèå F : W →M òàêèå, ÷òî:

1. F èíúåêòèâíî,

2. F (W ) = N ,

3. KerF∗q = 0 äëÿ âñåõ q ∈ W .
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Ïðèìåð: èððàöèîíàëüíàÿ îáìîòêà òîðà Îïðåäåëèì ïîãðóæåíèå ïðÿìîé R â äâó-
ìåðíûé òîð T2 = R2/Z2 = {(ϕ, ψ) | ϕ, ψ ∈ S1} ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì âåêòîð-
íîå ïîëå V = a ∂

∂ϕ
+ b ∂

∂ψ
∈ Vec(T2), a, b ∈ R, è óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó F = {V } íà T2.

Îòîáðàæåíèå t 7→ etV (q0), q0 ∈ T2, åñòü ïîãðóæåíèå R â T2. Êàêóþ ñòðóêòóðó èìååò îðáè-
òà Oq0(F) = {etV (q0) | t ∈ R}, q0 = (0, 0)?

1) Åñëè a
b
∈ Q , òî òðàåêòîðèÿ etV (q0) ïåðèîäè÷íà, è îðáèòà Oq0(F) çàìêíóòà.

2) Åñëè a
b
/∈ Q, òî îðáèòà Oq0(F) âñþäó ïëîòíà â òîðå � ýòî èððàöèîíàëüíàÿ îáìîòêà

òîðà.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îðáèòà Oq0(F) åñòü ïîãðóæåííîå îäíîìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå òîðà,

îäíàêî âî âòîðîì ñëó÷àå òîïîëîãèÿ íà îðáèòå, èíäóöèðîâàííàÿ ïîãðóæåíèåì t 7→ etV (q0),
ñèëüíåå, ÷åì òîïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ âêëþ÷åíèåì Oq0(F) ⊂ T2.

Òàêèì îáðàçîì, óæå äëÿ îäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ îðáèòà ìîæåò áûòü ïîãðóæåííûì,
íî íå âëîæåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. (Ïîãðóæåííîå ïîäìíîãîîá-
ðàçèå N = F (W ) ⊂ M íàçûâàåòñÿ âëîæåííûì, åñëè F : W → N åñòü ãîìåîìîðôèçì â
òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé âêëþ÷åíèåì N ⊂M .)

2.2.3 Òåîðåìà îá îðáèòå

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ Òåîðåìó îá îðáèòå.

Òåîðåìà 3 (Íàãàíî-Ñóññìàíí). Ïóñòü F ⊂ Vec(M) è q0 ∈M .

(1) Îðáèòà Oq0 ñèñòåìû F åñòü ñâÿçíîå ïîãðóæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿM .

(2) Äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ Oq0
TqOq0 = span(P∗F)(q) = span{(P∗f)(q) | P ∈ P , f ∈ F}, (2.2.1)

P = {etNfN ◦ · · · ◦ et1f1 | ti ∈ R, fi ∈ F , N ∈ N}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì âàæíóþ äëÿ äàëüíåéøåãî ïëîñêîñòü

Πq = span(P∗F)(q) ⊂ TqM, q ∈M,

ýòî êàíäèäàò íà ðîëü êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê îðáèòå Oq0 , ñì. (2.2.1).

1) Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ q ∈ Oq0
dim Πq = dim Πq0 .

Âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó q ∈ Oq0 , òîãäà q = Q(q0), Q ∈ P . Ïîêàæåì, ÷òî Q−1
∗ (Πq) ⊂ Πq0 .

Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò (P∗f)(q) ∈ Πq, P ∈ P , f ∈ F . Òîãäà

Q−1
∗ [(P∗f)(q)] = (Q−1

∗ ◦ P∗f)(Q−1(q)) =

= [(Q−1 ◦ P )∗f ](q0) ∈ (P∗F)(q0) = Πq0 .

Ïîýòîìó Q−1
∗ (Πq) ⊂ Πq0 , îòêóäà

dim Πq 6 dim Πq0 .

Ìåíÿÿ ìåñòàìè â ýòîì ðàññóæäåíèè q è q0, ïîëó÷àåì dim Πq0 6 dim Πq.
Îêîí÷àòåëüíî èìååì dim Πq = dim Πq0 , q ∈ Oq0 .
2) Äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ M îáîçíà÷èì m = dim Πq, è âûáåðåì òàêèå âåêòîðíûå ïîëÿ

V1, . . . , Vm ∈ P∗F , ÷òî
Πq = span(V1(q), . . . , Vm(q)).



2.2. Òåîðåìà îá îðáèòå 23

Äàëåå, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Gq : (t1, . . . , tm) 7→ etmVm ◦ · · · ◦ et1V1(q), Rm →M.

Èìååì ∂Gq

∂ti
(0) = Vi(q), ïîýòîìó âåêòîðû

∂Gq

∂t1
(0), . . . , ∂Gq

∂tm
(0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóæåíèå Gq íà äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü W0 íà÷àëà êîîðäèíàò
â Rm åñòü ïîãðóæåíèå.

3) Îáðàç Gq(W0) åñòü (âëîæåííîå) ïîäìíîãîîáðàçèå M , áûòü ìîæåò, äëÿ ìåíüøåé
îêðåñòíîñòè W0.

4) Ïîêàæåì, ÷òî Gq(W0) ⊂ Oq.
Èìååì Gq(W0) = {etmVm ◦ · · · ◦ et1V1(q) | t ∈ W0}.
Òàê êàê V1 = P∗f, P ∈ P , f ∈ F , ïîëó÷àåì

et1V1(q) = et1P∗f (q) = P ◦ et1f ◦ P−1(q) ∈ Oq.

Àíàëîãè÷íî çàêëþ÷àåì, ÷òî et2V2 ◦ et1V1(q) ∈ Oq, è ò.ä. Îêîí÷àòåëüíî èìååì Gq(t) ∈ Oq,
t ∈ W0, ÷.ò.ä.

5) Ïîêàæåì, ÷òî Gq∗(TtRm) = ΠGq(t), t ∈ W0. Èìååì dimGq∗(TtRm) = m = dim ΠGq(t),
ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âêëþ÷åíèå

∂Gq

∂ti
(t) ∈ ΠGq(t), t ∈ W0.

Âû÷èñëèì ýòó ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ:

∂Gq

∂ti
=

∂

∂ti
etmVm ◦ · · · ◦ etiVi ◦ · · · ◦ et1V1(q) =

îáîçíà÷èì Q = etmVm ◦ · · · ◦ eti+1Vi+1 , q′ = eti−1Vi−1 ◦ · · · ◦ et1V1(q),

=
∂

∂ti
Q ◦ etiVi(q′) = Q∗Vi(e

tiVi(q′)) =

= (Q∗Vi)[Q ◦ etiVi ◦ · · · ◦ et1V1(q)] =

= (Q∗Vi)(Gq(t)) ∈ (P∗F)(Gq(t)) =

= ΠGq(t).

Ïîýòîìó Gq∗(T
∗
t Rm) = ΠGq(t), ò.å. ïëîñêîñòü ΠGq(t) åñòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ãëàä-

êîìó ìíîãîîáðàçèþ Gq(W0) â òî÷êå Gq(t).

6) Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà Gq(W0) îáðàçóþò áàçó íåêîòîðîé (¾ñèëüíîé¿) òîïîëîãèè
íà M .

6à) Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà q ∈M ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå Gq(W0).

6á) Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè q̂ ∈ Gq(W0)∩Gq̃(W̃0) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâîGq̂(Ŵ0) ⊂
Gq(W0) ∩Gq̃(W̃0), ò.å. ýòè ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ êàê íà Ðèñ. 2.4 à íå êàê íà Ðèñ. 2.5.

Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó q̂ ∈ Gq(W0) ∩Gq̃(W̃0) è ðàññìîòðèì Gq̂(t) = etmV̂m ◦ · · · ◦ et1V̂1(q̂).
Äëÿ ëþáîé òî÷êè q′ ∈ Gq(W0) èìååì V̂1(q′) ∈ (P∗F)(q′) = Πq′ . Íî Gq(W0) åñòü ïîäìíîãî-

îáðàçèå ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì Tq′Gq(W0) = Πq′ . Ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå V̂1

êàñàåòñÿ ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ïîýòîìó et1V̂1(q̂) ∈ Gq(W0) äëÿ ìàëûõ |t1|. Àíàëîãè÷íî
çàêëþ÷àåì, ÷òî et2V̂2 ◦ et1V̂1(q̂) ∈ Gq(W0) äëÿ ìàëûõ |t1|, |t2|, è ò.ä. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

Gq̂(t) ∈ Gq(W0) ïðè ìàëûõ |t|.
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Ðèñ. 2.4: Ïåðåñå÷åíèå îêðåñòíî-
ñòåé â áàçå òîïîëîãèè

Ðèñ. 2.5: Ïåðåñå÷åíèå
îêðåñòíîñòåé íå â áàçå
òîïîëîãèè

Àíàëîãè÷íî

Gq̂(t) ∈ Gq̃(W̃0) ïðè ìàëûõ |t|.

Ïîýòîìó Gq̂(Ŵ0) ⊂ Gq(W0) ∩Gq̃(W̃0) äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ŵ0, è ñâîéñòâî 6á) äîêà-
çàíî.

Èç ñâîéñòâ 6à) è 6á) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Gq(W0) îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè íà ìíî-
æåñòâå M . Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç MF .

7) Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî q0 ∈ M îðáèòà Oq0 ñâÿçíà, îòêðûòà è çàìêíóòà â ïðî-
ñòðàíñòâå MF .

Îòîáðàæåíèÿ ti 7→ etifi(q) íåïðåðûâíû â MF (äîêàæèòå!), ïîýòîìó Oq0 ñâÿçíà.
Ëþáàÿ òî÷êà q ∈ Oq0 ñîäåðæèòñÿ â îêðåñòíîñòè Gq(W0) ⊂ Oq = Oq0 , ïîýòîìó îðáèòà

îòêðûòà â MF .

Íàêîíåö, ëþáàÿ îðáèòà åñòü äîïîëíåíèå â M ê îðáèòàì, ñ êîòîðûìè îíà íå ïåðåñåêà-
åòñÿ. Ïîýòîìó ëþáàÿ îðáèòà çàìêíóòà â MF .

Èòàê, ëþáàÿ îðáèòà Oq0 åñòü êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàMF .

8) Ââåäåì ãëàäêóþ ñòðóêòóðó íà îðáèòå Oq0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� ìíîæåñòâà Gq(W0) íàçîâåì êîîðäèíàòíûìè îêðåñòíîñòÿìè,

� îòîáðàæåíèÿ G−1
q : Gq(W0)→ W0 íàçîâåì êîîðäèíàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè êîîðäèíàòíûå îêðåñòíîñòè è îòîáðàæåíèÿ ñîãëàñîâàíû: äëÿ ëþáûõ
ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé Gq(W0) è Gq̃(W̃0) êîìïîçèöèÿ

Gq̃ ◦Gq : G−1
q (Gq(W0) ∩Gq̃(W̃0))→ G−1

q̃ (Gq(W0) ∩Gq̃(W̃0))

åñòü äèôôåîìîðôèçì (äîêàæèòå!). Ïîýòîìó îðáèòà Oq0 åñòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.
Ïðè ýòîì Oq0 ⊂M åñòü ïîãðóæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè m = dim Πq0 .

9) Èç ïóíêòà 5) âûøå ñëåäóåò, ÷òî ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Oq0 èìååò êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî

TqOq0 = Πq = span(P∗F)(q), q ∈ Oq0 .
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2.2.4 Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû îá îðáèòå

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáûõ q0 ∈M è q ∈ Oq0
TqOq0 ⊃ Lieq(F), (2.2.2)

Lieq(F) = span{[fN , [. . . , [f2, f1] . . . ]](q) | fi ∈ F , N ∈ N}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó q ∈ Oq0 .
Äëÿ ëþáîãî f ∈ F êðèâàÿ ϕ(t) = etf (q) ∈ Oq0 , ïîýòîìó ϕ̇(0) = f(q) ∈ TqOq0 . Ñëåäîâà-

òåëüíî, F(q) ⊂ TqOq0 .
Âîçüìåì ëþáûå f1, f2 ∈ F . Òîãäà

ϕ(t) = e−tf2 ◦ e−tf1 ◦ etf2 ◦ etf1(q) ∈ Oq0 ,

ïîýòîìó
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(
√
t) = [f1, f2](q) ∈ TqOq0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, [F ,F ](q) ⊂ TqOq0 .
Äàëåå, âîçüìåì ëþáûå f1, f2, f3 ∈ F . Òîãäà [f1, f2](q′) ∈ Tq′Oq0 äëÿ âñåõ q′ ∈ Oq0 , ïîýòîìó

et[f1,f2](q) ∈ Oq0 . Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ(t) = e−tf3 ◦ e−t[f1,f2] ◦ etf3 ◦ et[f1,f2](q) ∈ Oq0 ,

îòêóäà
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(
√
t) = [[f1, f2], f3](q) ∈ TqOq0 .

Äîêàçàíî âêëþ÷åíèå [[F ,F ],F ](q) ⊂ TqOq0 .
Àíàëîãè÷íî ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåì âêëþ÷åíèå Lieq(F) ⊂ TqOq0 .

Òåîðåìà 4 (Ðàøåâñêèé-×æîó). Ïóñòü F ⊂ Vec(M), ìíîãîîáðàçèå M ñâÿçíî, è

Lieq(F) = TqM, q ∈M. (2.2.3)

Òîãäà Oq = M äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈M .

Ñèñòåìà F ⊂ Vec(M), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó (2.2.3), íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåãîëî-
íîìíîé (ñèñòåìîé ïîëíîãî ðàíãà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q0 ∈M . Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ Oq0 èìååì

TqOq0 ⊃ Lieq(F) = TqM,

ò.å. TqOq0 = TqM , è îðáèòà Oq0 îòêðûòà â M . Òàê æå, êàê â ï. 7) äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
îá îðáèòå, çàêëþ÷àåì, ÷òî Oq0 åñòü êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M .

Èç ñâÿçíîñòè M çàêëþ÷àåì Oq0 = M .

Ñëåäñòâèå 3 (Ðàíãîâîå óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè). Åñëè ìíîãîîáðàçèåM ñâÿçíî, à ñèñòåìà
F ⊂ Vec(M) ñèììåòðè÷íà è âïîëíå íåãîëîíîìíà, òî îíà óïðàâëÿåìà íà M .

Çàìå÷àíèå. Åñëè M è F âåùåñòâåííî àíàëèòè÷íû, òî

TqOq0 = Lieq(F) ∀q0 ∈M, q ∈ Oq0 . (2.2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [1].

Ïðèâåäåì ïðèìåð íåàíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé ðàâåíñòâî (2.2.4) íàðóøàåòñÿ.
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Ïðèìåð: íåàíàëèòè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ïóñòü

M = R2, F =

{
∂

∂x1

, a(x1)
∂

∂x2

}
,

a ∈ C∞(R), a
∣∣
x160

= 0, a
∣∣
x1>0

> 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∀x ∈ R2 Ox = R2,

∀x′ ∈ R2 Tx′Ox = R2,

îäíàêî

Liex(F) = R
∂

∂x1

ïðè x1 6 0.

Ðàâåíñòâî (2.2.4) íàðóøàåòñÿ, ò.ê. âåêòîðíîå ïîëå a(x1) ∂
∂x2

íåàíàëèòè÷íî.

2.2.5 Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàñïðåäåëåíèå ∆ íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M åñòü ãëàäêîå îòîáðàæå-
íèå

M 3 q 7→ ∆q ⊂ TqM,

ãäå ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ∆q èìåþò îäíó è òó æå ðàçìåðíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 4. Èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå N ðàñïðåäåëåíèÿ ∆ åñòü ãëàäêîå ïîãðó-
æåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå N ⊂M , äëÿ êîòîðîãî

TqN = ∆q, q ∈ N,
ñì. Ðèñ. 2.6.

q

q

0

�

q

0

�

q

N

q

Ðèñ. 2.6: Èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Nq ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ∆

Îïðåäåëåíèå 5. Ðàñïðåäåëåíèå ∆ íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìûì, åñëè ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó
q ∈M ïðîõîäèò èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Nq ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 5 (Ôðîáåíèóñ). Ðàñïðåäåëåíèå ∆ èíòåãðèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíîãî áàçèñà

span(f1(q), . . . , fk(q)) = ∆q, q ∈ O ⊂M, (2.2.5)

âûïîëíåíî óñëîâèå Ôðîáåíèóñà

[fi, fj](q) =
k∑
l=1

C l
ij(q)fl(q), C l

ij ∈ C∞(O). (2.2.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ∆ èíòåãðèðóåìî, ðàññìîòðèì ëþáîé ëîêàëüíûé
áàçèñ (2.2.5). Âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó q ∈ O, òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå
Nq 3 q. Âåêòîðíûå ïîëÿ fi, fj áàçèñà (2.2.5) êàñàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ Nq, ïîýòîìó

ϕ(t) = e−tfj ◦ e−tfi ◦ etfj ◦ etfi(q) ∈ Nq, |t| < ε,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(
√
t) = [fi, fj](q) ∈ TqNq = ∆q,

îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå Ôðîáåíèóñà (2.2.6).
Äîñòàòî÷íîñòü (â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå; â îáùåì ãëàäêîì ñëó÷àå ñì. [1]).
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé, êàñàþùèõñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆:

∆ = {f ∈ Vec(M) | ∀q ∈M f(q) ∈ ∆q}.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈M ïîëîæèì
Nq = Oq(∆).

Òîãäà
∀q′ ∈ Nq Tq′Nq = Tq′Oq(∆) = Lieq′(∆) = ∆q′ ,

òî åñòü Nq åñòü èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ðàñïðåäåëåíèÿ ∆, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó q.

2.2.6 Ïðèìåðû

Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà èìååò âèä, ñì. ï. 1.1.1:

F = {u1f1 + u2f2 | (u1, u2) ∈ R2} ⊂ Vec(R2 × S1),

f1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, f2 =

∂

∂θ
.

Ñèñòåìà ñèììåòðè÷íà: F = −F . Âû÷èñëèì åå àëãåáðó Ëè:

[f1, f2] = sin θ
∂

∂x
− cos θ

∂

∂y
=: f3,

Lieq(F) = span(f1(q), f2(q), f3(q)) = Tq(R2 × S1).

Ñèñòåìà F âïîëíå íåãîëîíîìíà, ïîýòîìó óïðàâëÿåìà.

Îðáèòû ðàçíîé ðàçìåðíîñòè

Ïóñòü

M = R, F =

{
x
∂

∂x

}
.

Èìååì:

x0 > 0 ⇒ Ox0 = {x > 0},
x0 = 0 ⇒ Ox0 = {x = 0},
x0 < 0 ⇒ Ox0 = {x < 0},

òî åñòü ñèñòåìà èìååò äâå îäíîìåðíûå è îäíó íóëüìåðíóþ îðáèòó.
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Åùå îðáèòû ðàçíîé ðàçìåðíîñòè

Ïóñòü

M = R3
x,y,z, F =

{
x
∂

∂y
− y ∂

∂x
, y

∂

∂z
− z ∂

∂y
, z

∂

∂x
− x ∂

∂z

}
.

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ R3

Oq = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = |q|2},
Ýòî ñôåðà ïðè q 6= 0 è òî÷êà ïðè q = 0.

Îðáèòà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû åñòü îáîáùåíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà âåêòîðíîãî ïîëÿ.

2.2.7 Çàäà÷è

1. Ïóñòü N ⊂ M åñòü ïîãðóæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåêòîðíîå
ïîëå f ∈ Vec(M) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f(q) ∈ TqN äëÿ âñåõ q ∈ N , òî etf (q) ∈ N
äëÿ âñåõ q ∈ N , |t| < ε.

2. Â êàêîì èç ïðèìåðîâ ðàçäåëà 1.1.1 ñèñòåìà ëîêàëüíî óïðàâëÿåìà çà ìàëîå âðåìÿ?

3. Äàíà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

q̇ = f(q, u), q ∈M, u ∈ U,
è ïóñòü ìíîæåñòâî f(q0, U) âûïóêëî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(q0, U) 63 0, òî ñèñòåìà íå
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî óïðàâëÿåìîé â òî÷êå q0 çà ìàëîå âðåìÿ.

4. Ïîñòðîéòå ïðèìåð óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû q̇ = f(q, u), q ∈ M , u ∈ U , ñ íåâûïóêëûì
ìíîæåñòâîì f(q0, U) 63 0, ëîêàëüíî óïðàâëÿåìîé â òî÷êå q0 çà ìàëîå âðåìÿ.

5. Èññëåäóéòå ëîêàëüíóþ óïðàâëÿåìîñòü â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû F = {f1, f2}
⊂ Vec(R2),

f1 =
∂

∂x
, f2 = − ∂

∂x
+ xk

∂

∂y
, k = 2, 3, . . . .

6. Èññëåäóéòå èíòåãðèðóåìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ∆ = span (f1, f2), f1 = z ∂
∂x

+ x ∂
∂z
, f2 =

z ∂
∂y

+ y ∂
∂z
, (x, y, z) ∈ R3, z 6= 0. Åñëè îíî èíòåãðèðóåìî, îïèøèòå åãî èíòåãðàëüíûå

ìíîãîîáðàçèÿ.

7. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ti 7→ etifi(q) íåïðåðûâíû â òîïîëîãèè MF (ï. 7) äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 3).

8. Âîñïîëíèòå ïðîáåëû ï. 8) äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.

2.3 Ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåì ïîëíîãî ðàíãà

2.3.1 Òåîðåìà Êðåíåðà

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó F ⊂ Vec(M) ïîëíîãî ðàíãà, ò.å. ïóñòü Lieq(F) = TqM
äëÿ âñåõ q ∈M .

Óñëîâèå ïîëíîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ íå î÷åíü îãðàíè÷èòåëüíûì: åñëè îíî íàðóøàåòñÿ, òî
ìîæíî ðàññìîòðåòü ñóæåíèå ñèñòåìû íà åå îðáèòó, è ýòî ñóæåíèå óæå áóäåò ñèñòåìîé
ïîëíîãî ðàíãà.

Êàêóþ ñòðóêòóðó ìîæåò èìåòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû ïîëíîãî ðàíãà? Íå-
ñëîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû ñèñòåì, èìåþùèõ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè:
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� ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå áåç ãðàíèöû, ñì. Ðèñ. 2.7,

� ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, ñì. Ðèñ. 2.8,

� ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, èìåþùåå ãðàíèöó ñ îñîáåííîñòÿìè òèïà óãëîâîé òî÷êè èëè
òî÷êè âîçâðàòà, ñì. Ðèñ. 2.9, 2.10.

M

A

q

0

q

0

M

A

q

0

q

0

Ðèñ. 2.7: Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
� ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå áåç ãðàíè-
öû

Ðèñ. 2.8: Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
� ìíîãîîáðàçèå ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé

M

A

q

0

q

0

M

A

q

0

q

0

Ðèñ. 2.9: Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
� ìíîãîîáðàçèå ñ íåãëàäêîé ãðàíè-
öåé

Ðèñ. 2.10: Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
� ìíîãîîáðàçèå ñ íåãëàäêîé ãðàíè-
öåé

Îäíàêî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè íåâîçìîæíû äëÿ ñèñòåì ïîëíîãî ðàíãà:

� ïîäìíîæåñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ñì. Ðèñ. 2.11,

� ìíîæåñòâî ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè, èçîëèðîâàííûìè îò âíóòðåííîñòè, ñì. Ðèñ. 2.12.

Ýòè âîçìîæíîñòè çàïðåùàåò ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6 (Êðåíåð). Ïóñòü F ⊂ Vec(M) è Lieq F = TqM äëÿ âñåõ q ∈M . Òîãäà:

(1) ∀q ∈M intAq 6= ∅,

(2) ∀q ∈M cl(intAq) ⊃ Aq1.
1÷åðåç cl îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
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M M

Ðèñ. 2.11: Çàïðåùåííîå ìíîæå-
ñòâî äîñòèæèìîñòè: ïîäìíîæåñòâî
íåïîëíîé ðàçìåðíîñòè

Ðèñ. 2.12: Çàïðåùåííîå ìíîæåñòâî
äîñòèæèìîñòè: ïîäìíîæåñòâî ñ èçî-
ëèðîâàííûìè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïóíêò (2), ò.ê. ïóíêò (1) èç íåãî ñëåäóåò.
Âîçüìåì ëþáûå òî÷êè q ∈M è q′ ∈ Aq. Âûáåðåì ëþáóþ îêðåñòíîñòüW 3 q′ è äîêàæåì,

÷òî W ∩ intAq 6= ∅.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå f1 ∈ F , äëÿ êîòîðîãî f1(q′) 6= 0. Èíà÷å

F(q′) = {0} = Tq′M , à M = {q} = {q′}, è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Äàëåå, ñóùåñòâóåò òàêîå
ε1 > 0, ÷òî

M1 = {et1f1(q′) | 0 < t1 < ε1}
åñòü ãëàäêîå 1-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, ñîäåðæàùååñÿ â W . Åñëè dimM = 1, òî M1 =
intM1 ⊂ intAq ∩W , è âñå äîêàçàíî.

Ïóñòü dimM > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå f2 ∈ F è âðåìÿ t1 ∈ (0, ε1), òàêèå,
÷òî â òî÷êå q1 = et1f1(q′) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f2(q1) /∈ Tq1M1. Èíà÷å äëÿ ëþáîé òî÷êè
q ∈M1 èìååì F(q) ⊂ TqM1, îòêóäà Lieq(F) = TqM ⊂ TqM1, è dimM = 1.

Äàëåå, ñóùåñòâóþò òàêèå ε1, ε2 > 0, ÷òî

M2 = {et2f2 ◦ et1f1(q′) | t1 < t1 < t1 + ε1, 0 < t2 < ε2}

åñòü ãëàäêîå 2-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ñîäåðæàùååñÿ âW . Åñëè dimM = 2, òîM2 = intM2 ⊂
intAq ∩W , è âñå äîêàçàíî.

Åñëè dimM > 2, òî äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïî èíäóêöèè.

2.3.2 Ïðèìåðû

Âû÷èñëèì îðáèòû è ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â çàäà÷àõ ï. 1.1.1.

Îñòàíîâêà ïîåçäà

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

ẋ = f1(x) + uf2(x), x = (x1, x2) ∈ R2, |u| 6 1,

f1 = x2
∂

∂x1

, f2 =
∂

∂x2

.

Èìååì [f1, f2] = − ∂
∂x1

, îòêóäà

Liex(F) = span

(
∂

∂x1

,
∂

∂x2

)
= TxR2 ∀x ∈ R2,
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ïîýòîìó
Ox = R2 ∀x ∈ R2.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè âû÷èñëèì òðàåêòîðèè ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûì
óïðàâëåíèåì u 6= 0: ýòî ïàðàáîëû

x2
2

2
= ux1 + C.

Ïîñëå ýòîãî èç íàãëÿäíûõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà óïðàâëÿåìà.

Ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

q̇ = f1(q) + uf2(q), q = (x, y, θ) ∈M = R2 × S1, |u| 6 1,

f1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, f2 =

∂

∂θ
.

Èìååì

[f1, f2] = sin θ
∂

∂x
− cos θ

∂

∂y
=: f3,

ïîýòîìó
Lieq(F) = span(f1(q), f2(q), f3(q)) = TqM ∀q ∈M,

ñëåäîâàòåëüíî,
Oq = M ∀q ∈M.

Äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè âìåñòî èñõîäíîé ñèñòåìû F = {f1 + uf2 |
|u| 6 1} ðàññìîòðèì ñóæåííóþ ñèñòåìó F1 = {f1 ± f2} ⊂ F è äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ
óïðàâëÿåìà (òîãäà óïðàâëÿåìà è ïåðâàÿ).

Òðàåêòîðèè ñóæåííîé ñèñòåìû

ẋ = cos θ, x(0) = x0,

ẏ = sin θ, y(0) = y0,

θ̇ = ±1, θ(0) = θ0,

èìåþò âèä

θ = θ0 ± t, x = x0 ± (sin(θ0 ± t)− sin θ0), y = y0 ± (cos θ0 − cos(θ0 ± t)).
Òî åñòü ýòè òðàåêòîðèè ïåðèîäè÷åñêèå:

e(t+2πn)(f1±f2) = et(f1±f2), t ∈ R, n ∈ Z.

Ïîýòîìó ñäâèã âäîëü ïîëåé f1 ± f2 â îòðèöàòåëüíîì âðåìåíè ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê
ñäâèã â ïîëîæèòåëüíîì âðåìåíè.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ââåñòè ñèñòåìó

F2 = {f1 ± f2, −f1 ± f2},
òî ïîëó÷èì

Aq(F2) = Aq(F1), q ∈M.

Íî ñèñòåìà F2 ñèììåòðè÷íà è èìååò ïîëíûé ðàíã, ïîýòîìó

Aq(F2) = Oq(F2) = M,

îòêóäà
Aq(F) = Aq(F1) = M äëÿ âñåõ q ∈M.

Òî åñòü ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà âïîëíå óïðàâëÿåìà â ïðîñòðàíñòâå R2 × S1.
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Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñèììåòðè÷íà è èìååò ïîëíûé ðàíã, ïîýòîìó âïîëíå óïðàâëÿåìà.

Çàäà÷à Ýéëåðà îá ýëàñòèêàõ

Èìååì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

q̇ = f1(q) + uf2(q), q = (x, y, θ) ∈M = R2 × S1, u ∈ R,

f1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, f2 =

∂

∂θ
.

Òàê æå êàê äëÿ ìàøèíû Äóáèíñà, èìååì

Lieq(F) = TqM ⇒ Oq = M ∀q ∈M.

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íà ïëîñêîñòè (x, y) ëåãêî ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ
ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè:

Aq0(t1) = {(x, y, θ) ∈M | (x, y, θ) = (t1, 0, 0) èëè x2 + y2 < t21},
ýòî îòêðûòûé ïîëíîòîðèé ñ îäíîé òî÷êîé íà ãðàíèöå, ñì. Ðèñ. 2.13.

-2

0

2

x1
-2

0

2

x2

-1

-0.5

0

0.5

1

x3

-2

0

2

x1

Ðèñ. 2.13: Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Aq0(t1)
â çàäà÷å îá ýëàñòèêàõ

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ìîæåò íå áûòü ìíîãîîáðàçèåì,
à òàêæå ìîæåò íå áûòü íè îòêðûòûì, íè çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Ñêîáêè Ëè âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = 1− u, u ∈ [0, 1],

ẏ = uxk, k ∈ N.

Â âåêòîðíîé ôîðìå

q̇ = f1(q) + uf2(q), q = (x, y) ∈ R2,

f1 =
∂

∂x
, f2 = − ∂

∂x
+ xk

∂

∂y
.
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Âû÷èñëèì ïåðâûé êîììóòàòîð ýòèõ ïîëåé, âñþäó ëèíåéíî íåçàâèñèìûé ñ f1:

[f1, f2] = kxk−1 ∂

∂y
,

[f1, [f1, f2]] = k(k − 1)xk−2 ∂

∂y
,

. . .

[f1, [. . . , [f1︸ ︷︷ ︸
k

, f2] . . . ]] = k!
∂

∂y
.

Ïîëó÷àåì

Lieq(F) = span

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= TqR2,

ïîýòîìó Oq = R2 äëÿ ëþáîãî q ∈ R2.
Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé çàêëþ÷àåì:

� ïðè k = 2l + 1 ñèñòåìà óïðàâëÿåìà,

� ïðè k = 2l ñèñòåìà èìååò èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð, âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü), ïîýòîìó íåóïðàâëÿåìà.

2.3.3 Çàäà÷è

1. Ïîñòðîéòå ïðèìåðû óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, èìåþùèõ ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè:

(a) ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå áåç ãðàíèöû,

(b) ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé,

(c) ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíèöåé ñ óãëîâîé îñîáîé òî÷êîé,

(d) ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíèöåé ñ òî÷êîé âîçâðàòà.
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Ãëàâà 3

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

4. Áûê ïîéìàí:
Ïðèëîæèâ óñèëèÿ, ìàëü÷èê â êîíöå êîíöîâ îäåðæèâàåò âåðõ íàä áûêîì.
Íî êàê íåîáóçäàííà âîëÿ áûêà, êàê íåóêðîòèìà åãî ñèëà!
Ïîðîé îí ñàìîäîâîëüíî ïåðåäâèãàåòñÿ ïî ðàâíèíå,
Êàê âäðóã, ãëÿäè! Îí âíîâü ñêðûâàåòñÿ â íåïðîíèöàåìîì òóìàíå ãîðíîãî óùå-

ëüÿ.
Ïó-ìèí, ¾Äåñÿòü ðèñóíêîâ î ïàñòóõå è áûêå¿ (öèò. ïî [31])

Ïåðåõîäèì êî âòîðîé îñíîâíîé çàäà÷å ýòîãî êóðñà.

3.1 Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

ïîñòàíîâêà è ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé

3.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

q̇ = f(q, u), q ∈M, u ∈ U ⊂ Rm, (3.1.1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, (3.1.2)

t1 çàêðåïëåíî èëè ñâîáîäíî, (3.1.3)

J =

∫ t1

0

ϕ(q, u) dt→ min . (3.1.4)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äèíàìèêà f(q, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

� ∀u ∈ U îòîáðàæåíèå q 7→ f(q, u) ãëàäêîå íà M ,

� îòîáðàæåíèÿ (q, u) 7→ f(q, u), ∂f
∂q

(q, u) íåïðåðûâíû ïðè (q, u) ∈M × cl(U).

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(q, u) â ôóíêöèîíàëå êà÷åñòâà J óäîâëåòâîðÿåò òàêèì æå
óñëîâèÿì.

Äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ � èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè
ñî çíà÷åíèÿìè â U : u ∈ L∞([0, t1], U).

35
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3.1.2 Ñâåäåíèå ê èññëåäîâàíèþ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âêëþ÷èòü ôóíêöèîíàë J â äèíàìèêó ñèñòåìû, ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ,
ðàâíóþ òåêóùåìó çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà âäîëü òðàåêòîðèè qu(t):

y(t) =

∫ t

0

ϕ(q, u) dt.

Ñîîòâåòñòâåííî ââåäåì ðàñøèðåííîå ñîñòîÿíèå q̂ =

(
y
q

)
∈ R × M , óäîâëåòâîðÿþùåå

ðàñøèðåííîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå

dq̂

dt
=

(
ẏ
q̇

)
=

(
ϕ(q, u)
f(q, u)

)
=: f̂(q̂, u). (3.1.5)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû èìåþò âèä

q̂(0) =

(
0
q0

)
, q̂(t1) =

(
J
q1

)
.

Çàìå÷àíèå. Òðàåêòîðèÿ q(t) îïòèìàëüíà äëÿ çàäà÷è (3.1.1)�(3.1.4) ñ çàêðåïëåííûì âðå-
ìåíåì t1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ q̂(t) ðàñøèðåííîé

ñèñòåìû (3.1.5) ïðèõîäèò â òàêóþ òî÷êó (y1, q1) ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè Â(0,q0)(t1),
÷òî

Â(0,q0)(t1) ∩ {(y, q1) | y < y1} = ∅,
ñì. Ðèñ. 3.1. Äëÿ çàäà÷è ñî ñâîáîäíûì âðåìåíåì àíàëîãè÷íîå óñëîâèå ïèøåòñÿ äëÿ ìíî-
æåñòâà äîñòèæèìîñòè Â(0,q0).

q

0

q

1

q

y

1

y

(y

1

; q

1

)

0

b

A

(0;q

0

)

(t

1

)

bq

~u

(t)

Ðèñ. 3.1: Òðàåêòîðèÿ q(t) îïòèìàëüíà

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Â(0,q0)(t1) êîìïàêòíî, òî çàäà÷à îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (3.1.1)�(3.1.4) ñ ôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì t1 èìååò ðåøåíèå.

Òåîðåìà 7 (Ôèëèïïîâ). Ïóñòü óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (3.1.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

(1) U êîìïàêòíî,
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(2) f(q, U) âûïóêëî äëÿ âñåõ q ∈M ,

(3) ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ⊂ M òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ q ∈ M\K, u ∈ U âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî f(q, u) = 0.

Òîãäà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè Aq0(t), Aq0(6 t) êîìïàêòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [1].

3.1.3 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (3.1.1)�(3.1.4) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

(1) U êîìïàêòíî,

(2) ìíîæåñòâî

{ (
ϕ(q, u)
f(q, u)

)
| u ∈ U

}
âûïóêëî äëÿ âñåõ q ∈M ,

(3) ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ⊂ R×M òàêîé, ÷òî Â(0,q0)(t1) ⊂ K.

Òîãäà çàäà÷à (3.1.1)�(3.1.4) ñ çàêðåïëåííûì âðåìåíåì t1 èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ′ ⊂ R×M òàêîé, ÷òî K ⊂ intK ′. Âîçüìåì ôóíê-
öèþ a ∈ C∞(R×M) òàêóþ, ÷òî

a
∣∣
K
≡ 1, a

∣∣
(R×M)\K′ ≡ 0.

Ðàññìîòðèì íîâóþ ðàñøèðåííóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó:

˙̂q = a(q̂)f(q̂, u), q̂ ∈ R×M, u ∈ U.

Ýòà ñèñòåìà èìååò êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè çà âðåìÿ t1 (ïî òåîðåìå 7), ñîâ-
ïàäàþùèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîæåñòâàìè äîñòèæèìîñòè ðàñøèðåííîé ñèñòåìû (3.1.5).
Íî òîãäà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (3.1.1)�(3.1.4) èìååò ðåøåíèå (ïî ñëåäñòâèþ 4).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ:

q̇ = f(q, u), q ∈M, u ∈ U ⊂ Rm, (3.1.6)

q(0) = q0, q(t1) = q1, (3.1.7)

t1 → min . (3.1.8)

Äëÿ ýòîé çàäà÷è èç òåîðåìû 7 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(1) U êîìïàêòíî,

(2) f(q, U) âûïóêëî äëÿ âñåõ q ∈M ,

(3) ñóùåñòâóþò t1 > 0 è êîìïàêò K ⊂M òàêèå, ÷òî

q1 ∈ Aq0(6 t1) ⊂ K.

Òîãäà çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ (3.1.6)�(3.1.8) èìååò ðåøåíèå.
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3.2 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí îñíîâíîìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ � ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ).

3.2.1 Ýëåìåíòû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Äëÿ èíâàðèàíòíîé ôîðìóëèðîâêè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà íà ìíîãîîáðàçèÿõ
íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ èç ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, íàïîìíèì
èõ çäåñü.

Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ åñòü íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå êàñàòåëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ

TM = t
q∈M

TqM = {(q, v) | q ∈M, v ∈ TqM}.

Åñëè (x1, . . . , xn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà M âáëèçè òî÷êè q ∈ M , òî ëþáîé êà-

ñàòåëüíûé âåêòîð v ∈ TqM èìååò ðàçëîæåíèå ïî áàçèñíûì âåêòîðàì v =
n∑
i=1

vi
∂
∂xi

. Òîãäà

(x1, . . . , xn; v1, . . . , vn) ñóòü ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà TM , ïðåâðàùàþùèå åãî â ãëàäêîå
2n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.

Àíàëîãè÷íî êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå åñòü íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå êîêàñàòåëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ

T ∗M = t
q∈M

T ∗qM = {(q, λ) | q ∈M,λ ∈ T ∗qM},

ãäå êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî T ∗qM åñòü äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê TqM � ïðîñòðàí-
ñòâî ëèíåéíûõ ôîðì íà TqM . Åñëè (x1, . . . , xn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè
òî÷êè q ∈ M , òî ëþáîé êîâåêòîð λ ∈ T ∗qM èìååò ðàçëîæåíèå ïî áàçèñíûì êîâåêòîðàì

λ =
n∑
i=1

ξidxi. Ïîýòîìó íàáîð ïåðåìåííûõ (x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn) äàåò ëîêàëüíûå êîîðäèíà-

òû íà T ∗M , ïðåâðàùàþùèå åãî â ãëàäêîå 2n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ýòè êîîðäèíàòû íà
êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè.

Êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ åñòü îòîáðàæåíèå

π : T ∗M →M, T ∗qM 3 λ 7→ q ∈M.

Òàâòîëîãè÷åñêàÿ 1-ôîðìà (ôîðìà Ëèóâèëëÿ) s ∈ Λ1(T ∗M) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü λ ∈ T ∗M , ω ∈ Tλ(T ∗M). Òîãäà

〈sλ, ω〉 := 〈λ, π∗ω〉.

Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååì λ =
n∑
i=1

ξidxi è sλ =
n∑
i=1

ξidxi, ò.å. ôîðìà sλ èìååò òî æå

ïðåäñòàâëåíèå, ÷òî è λ. Â ìåõàíèêå ôîðìà s îáîçíà÷àåòñÿ êàê pdq.
Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ 2-ôîðìà σ ∈ Λ2(T ∗M) åñòü σ = ds. Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

σ = d

(
n∑
i=1

ξidxi

)
=

n∑
i=1

dξi ∧ dxi.

Â ìåõàíèêå ýòà ôîðìà îáîçíà÷àåòñÿ σ = dp ∧ dq.
Ãàìèëüòîíèàí (ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà) åñòü ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ h ∈ C∞(T ∗M).
Ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíèàíó h, åñòü âåêòîðíîå ïîëå

~h ∈ Vec(T ∗M), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ σ( ·,~h) = dh. Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

~h =
∂h

∂ξ

∂

∂x
− ∂h

∂x

∂

∂ξ
=

n∑
i=1

∂h

∂ξi

∂

∂xi
− ∂h

∂xi

∂

∂ξi
.
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÎÄÓ åñòü λ̇ = ~h(λ), â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíà-
òàõ

ẋi =
∂h

∂ξi
,

ξ̇i = − ∂h
∂xi

, i = 1, . . . , n.

Äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ h, g ∈ C∞(T ∗M) èõ ñêîáêà Ïóàññîíà {h, g} ∈ C∞(T ∗M) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâàìè

{h, g} = ~hg = σ(~h,~g).

Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

{h, g} =
n∑
i=1

∂h

∂ξi

∂g

∂xi
− ∂h

∂xi

∂g

∂ξi
.

Îòìåòèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñêîáêè Ïóàññîíà.

Ëåììà 1. Ïóñòü a, b, c ∈ C∞(T ∗M), α, β ∈ R. Òîãäà:

(1) {a, b} = −{b, a},

(2) {a, a} = 0,

(3) {{a, b}, c}+ {{b, c}, a}+ {{c, a}, b} = 0,

(4) {αa+ βb, c} = α{a, c}+ β{b, c},

(5) {ab, c} = {a, c}b+ a{b, c},

(6) {−→a, b} = [~a,~b].

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) {a, b} = σ(~a,~b) = −σ(~b,~a) = −{b, a}.

(2) {a, a} = −{a, a} = 0.

(3) äîêàçûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

(4) {αa+ βb, c} =
−−−−−−→
(αa+ βb)c = (α~a+ β~b)c = α{a, c}+ β{b, c}.

(5) {ab, c} = −{c, ab} = −~c(ab) = −(~ca)b− a(~cb) = −{c, a}b− a{c, b} = {a, c}b+ a{b, c}.

(6) {−→a, b}c = {{a, b}, c} = {{a, c}, b} + {a, {b, c}} = ~a~b c −~b~a c = [~a,~b]c, ïîýòîìó {−→a, b} =

[~a,~b].

Òåîðåìà 8 (Í¼òåð). Ïóñòü a, h ∈ C∞(T ∗M).

Ôóíêöèÿ a ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ ~h òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà {a, h} = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. a(et
~h(λ)) ≡ const⇔ ~ha = 0⇔ {h, a} = 0.



40 Ãëàâà 3. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Îïèøåì ïîñëåäíþþ íåîáõîäèìóþ íàì êîíñòðóêöèþ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè � ëè-
íåéíûå íà ñëîÿõ T ∗M ãàìèëüòîíèàíû. Ïóñòü X ∈ Vec(M). Òîãäà ãàìèëüòîíèàí

hX(λ) = 〈λ,X(q)〉, λ ∈ T ∗M, q = π(λ),

ëèíååí íà ñëîÿõ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ X =
n∑
i=1

Xi
∂
∂xi

,

λ =
n∑
i=1

ξidxi, îòêóäà hX(λ) =
n∑
i=1

ξiXi(x).

Ëåììà 2. Ïóñòü X, Y ∈ Vec(M). Òîãäà:

(1) {hX , hY } = h[X,Y ],

(2) [~hX ,~hY ] = ~h[X,Y ].

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) äîêàçûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

(2) Ïóñòü g ∈ C∞(T ∗M), òîãäà

[~hX ,~hY ]g = (~hX~hY − ~hY~hX)g = {hX , {hY , g}} − {hY , {hX , g}} =

= {{hX , hY }, g} = {−−−−→hX , hY }g = ~h[X,Y ]g,

îòêóäà [~hX ,~hY ] = ~h[X,Y ].

Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååì

hX =
n∑
i=1

ξiXi(x),

~hX =
n∑
i=1

Xi
∂

∂xi
+ (. . . )

∂

∂ξi
,

ïîýòîìó π∗~hX =
n∑
i=1

Xi
∂
∂xi

= X. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîëå ~hX íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì

ëèôòîì ïîëÿ X.

3.2.2 Ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Èòàê, ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

q̇ = f(q, u), q ∈M, u ∈ U,
q(0) = q0, q(t1) = q1,

J =

∫ t1

0

ϕ(q, u) dt→ min,

t1 ôèêñèðîâàíî.

Çàäàäèì ñåìåéñòâî ãàìèëüòîíèàíîâ ÏÌÏ

hνu(λ) = 〈λ, f(q, u)〉+ νϕ(q, u), ν ∈ R, u ∈ U, λ ∈ T ∗M, q = π(λ).

Ôóíäàìåíòàëüíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ äàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
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Òåîðåìà 9 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà). Åñëè òðàåêòîðèÿ q(t) è ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå óïðàâëåíèå u(t), t ∈ [0, t1], îïòèìàëüíû, òî ñóùåñòâóþò êðèâàÿ λt ∈ Lip([0, t1], T ∗M),
π(λt) = q(t), è ÷èñëî ν ∈ {−1, 0} òàêèå, ÷òî äëÿ ï.â. t ∈ [0, t1] âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(1) λ̇t = ~hνu(t)(λt),

(2) hνu(t)(λt) = max
v∈U

hνv(λt),

(3) (λt, ν) 6= (0, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [1].

Ìû äîêàæåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â ÷àñòíîì ñëó÷àå � äëÿ ñóáðèìàíîâûõ
çàäà÷ � â ï. 3.3.7.

Óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðèíöèïó ìàêñèìóìà êðèâàÿ λt íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüþ, êðèâàÿ q(t)
� ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèåé, óïðàâëåíèå u(t) � ýêñòðåìàëüíûì óïðàâëåíèåì.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ çàäà÷è ñî ñâîáîäíûì òåðìèíàëüíûì âðåìåíåì t1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ
(1)�(3), à òàêæå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

(4) hνu(t)(λt) ≡ 0.

Ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà ê çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ:

q̇ = f(q, u), q ∈M, u ∈ U,
q(0) = q0, q(t1) = q1,

t1 =

∫ t1

0

1 dt→ min .

Ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏ èìååò âèä hνu(λ) = 〈λ, f(q, u)〉+ν. Ââåäåì óêîðî÷åííûé ãàìèëüòîíèàí
gu(λ) = 〈λ, f(q, u)〉. Òîãäà óòâåðæäåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ
ïðèíèìàþò ôîðìó:

(1) λ̇t = ~hνu(t)(λt) = ~gu(t)(λt),

(2) hνu(t)(λt) = max
v∈U

hνv(λt)⇔ gu(t)(λt) = max
v∈U

gv(λt),

(3) λt 6= 0,

(4) hνu(t)(λt) + ν ≡ 0⇔ gu(t)(λt) ≡ const > 0.

3.2.3 Ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ïðèìåíèì òåîðåìó Ôèëèïïîâà è ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ê çàäà÷àì ï. 1.1.1.

Îñòàíîâêà ïîåçäà

Èìååì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ

ẋ = y, q = (x, y) ∈ R2, (3.2.1)

ẏ = u, |u| 6 1, (3.2.2)

q(0) = q0, q(t1) = q1, (3.2.3)

t1 → min . (3.2.4)

Êàê ìû ïîêàçàëè â ï. 2.3.2, ñèñòåìà óïðàâëÿåìà: Aq0 = R2 äëÿ ëþáîãî q0 ∈ R2. Ïðîâåðèì
âûïîëíåíèå óñëîâèé (ñëåäñòâèÿ 6) òåîðåìû Ôèëèïïîâà.
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(1) U = [−1, 1] êîìïàêòíî,

(2) f(q, U) = {f1(q) + uf2(q) | u ∈ [−1, 1]} âûïóêëî.
(3) Àïðèîðíàÿ îöåíêà:

f(q, u) = (y, u),

|f(q, u)| =
√
y2 + u2 6

√
y2 + 1 6 |q|+ 1,

|q · f(q, u)| 6 q2 + |q| 6 2(q2 + 1),∣∣∣∣ ddt
(
q2

2

) ∣∣∣∣ = |q · q̇| 6 2(q2 + 1),

q2 = r,∣∣∣∣ ṙ2
∣∣∣∣ 6 2(r + 1),

r + 1 6 e4t(r0 + 1),

r 6 ϕ(t) = e4t(r0 + 1)− 1,

Aq0(6 t1) ⊂ {q ∈ R2 | q2 6 ϕ(t1)} = K.

Èòàê, âñå óñëîâèÿ òåîðåìûÔèëèïïîâà âûïîëíåíû, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâ-
ëåíèå.

Äëÿ çàïèñè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà âîñïîëüçóåìñÿ êàíîíè÷åñêèìè êîîðäè-
íàòàìè: T ∗M ∈ λ = (ξ1, ξ2;x, y). Óêîðî÷åííûé ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏ èìååò âèä

hu(λ) = ξ1y + ξ2u.

Âûïèøåì óòâåðæäåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà:

(1) Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà {
ξ̇1 = −∂hu

∂x
= 0,

ξ̇2 = −∂hu
∂y

= −ξ1,

{
ẋ = y,

ẏ = u.

(2) Óñëîâèå ìàêñèìóìà
hu(λ) = ξ1y + ξ2u→ max

|u|61
.

(3) Óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè
(ξ1, ξ2) 6= (0, 0).

(4) Ïîñòîÿíñòâî ãàìèëüòîíèàíà hu(λ) = ξ1y + ξ2u ≡ const > 0.

Èç ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì ξ1 ≡ const, ξ2(t) ëèíåéíî è íå ðàâíî òîæäåñòâåííî
íóëþ (ïî óñëîâèþ íåòðèâèàëüíîñòè), ïîýòîìó ξ2(t) èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ.

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè ξ2 6= 0, òî u = sgn ξ2.
Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u(t) ïîñòîÿííî èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííî ñ îä-

íèì ïåðåêëþ÷åíèåì, ñî çíà÷åíèÿìè ±1. Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè (x(t), y(t)),
âõîäÿùèå â íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïðîèíòåãðèðóåì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó äëÿ ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ:

dy

dx
=
u

y
,

y dy = u dx,

y2

2
= ux+ C.
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Áóäåì äâèãàòüñÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â îáðàòíîì âðåìåíè (ñì. Ðèñ. 3.2). Òðàåêòîðèè,
âõîäÿùèå â íà÷àëî êîîðäèíàò ñ ïîñòîÿííûì óïðàâëåíèåì, èìåþò âèä:

u = 1 : x =
y2

2
, x > 0,

u = −1 : x = −y
2

2
, x 6 0.

Îáîçíà÷èì ýòè òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Γ+ è Γ−.
Êðèâàÿ Γ− ∪ Γ+ ðàçäåëÿåò ïëîñêîñòü R2 íà äâå ñâÿçíûå îáëàñòè: âåðõíþþ Π+ è íèæ-

íþþ Π−.
Òåïåðü ðàññìîòðèì òðàåêòîðèè ñ îäíèì ïåðåêëþ÷åíèåì, âõîäÿùèå â íà÷àëî êîîðäèíàò.

Òðàåêòîðèè ñ u = 1, âõîäÿùèå â äóãó Γ−, çàïîëíÿþò îáëàñòü Π−; à òðàåêòîðèè ñ u = −1,
âõîäÿùèå â äóãó Γ+, çàïîëíÿþò îáëàñòü Π+.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó â R2\{0} ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ, ïî-
äîçðèòåëüíàÿ íà îïòèìàëüíîñòü (ñîîòâåòñòâóþùàÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó óïðàâëåíèþ ñ íå
áîëåå ÷åì îäíèì ïåðåêëþ÷åíèåì, è çíà÷åíèÿìè ±1).

Â ñèëó òîãî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ñóùåñòâóåò, íàéäåííàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíîé.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè â R2\{0} ìû íàøëè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå:

u(x, y) =

{
1, (x, y) ∈ Γ+ ∪ Π−,
−1, (x, y) ∈ Γ− ∪ Π+.

Òàêîãî ðîäà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u = u(x, y), çàâèñÿùåå îò òåêóùåé êîîðäèíàòû (x, y),
íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ñèíòåçîì. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ òðàåêòî-
ðèé ñì. íà Ðèñ. 3.2.

–3

–2

–1

1

2

3

–4 –2 2 4

q q q q q

❯ ❯ ❯ ❯ ❯

❑❑❑❑❑

✐✐✐✐✐

s x

y

Ðèñ. 3.2: Îïòèìàëüíûé ñèíòåç â çàäà÷å îá îñòàíîâêå ïîåçäà

Óïðàæíåíèå: ïåðåâåäèòå îïòèìàëüíûé ñèíòåç íà Ðèñ. 3.2 â ðåêîìåíäàöèè ìàøèíèñòó
ïîåçäà � êàê åìó îïòèìàëüíî çàòîðìîçèòü ïîåçä?
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Ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà

Èìååì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ

q̇ = f1(q) + uf2(q), q = (x, y, θ) ∈M = R2 × S1, |u| 6 1,

f1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, f2 =

∂

∂θ
,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

t1 → min .

Êàê ìû ïîêàçàëè â ï. 2.3.2, ñèñòåìà âïîëíå óïðàâëÿåìà.
Ïðîâåðèì óñëîâèå òåîðåìû Ôèëèïïîâà:

(1) U = [−1, 1] êîìïàêòíî,

(2) f(q, U) = {f1(q) + uf2(q) | u ∈ [−1, 1]} âûïóêëî.

(3) Àïðèîðíàÿ îöåíêà:

|f(q, u)| 6 C,

|q̇| 6 C,

|q(t)| 6 Ct+ |q0|,
Aq0(6 t1) ⊂ {q ∈M | |q| 6 Ct1 + |q0|} = K.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñóùåñòâóåò.
Ðàññìîòðèì ðåïåð â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííûé íàøåé çàäà÷åé:

TqM = span(f1(q), f2(q), f3(q)),

f3 = [f1, f2] = sin θ
∂

∂x
− cos θ

∂

∂y
.

Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå íà ñëîÿõ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ãàìèëüòîíèàíû:

hi(λ) = 〈λ, fi(q)〉, i = 1, 2, 3.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó êîîðäèíàò (h1, h2, h3) â êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèå íåêàíîíè-
÷åñêèå êîîðäèíàòû, ïîñòðîåííûå ïî âåêòîðíûì ïîëÿì óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû è èõ êîììó-
òàòîðàì, îáû÷íî óäîáíåå äëÿ çàïèñè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Óêîðî÷åííûé ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏ èìååò âèä

hu(λ) = 〈λ, f1 + uf2〉 = h1(λ) + uh2(λ).

Âûïèøåì óòâåðæäåíèÿ ÏÌÏ.

(1) Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà λ̇ = ~hu(λ):

ḣ1 = {hu, h1} = {h1 + uh2, h1} = {h1, h1}︸ ︷︷ ︸
0

+u {h2, h1}︸ ︷︷ ︸
−h3

= −uh3,

ḣ2 = {h1 + uh2, h2} = {h1, h2} = h3,

ḣ3 = {h1 + uh2, h3} = {h1, h3}︸ ︷︷ ︸
0

+u {h2, h3}︸ ︷︷ ︸
h1

= uh1,

òàê êàê [f1, f3] = 0, [f2, f3] = f1.
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Èòàê, ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ èìååò âèä

ḣ1 = −uh3, ẋ = cos θ,

ḣ2 = h3, ẏ = sin θ,

ḣ3 = uh1, θ̇ = u.

(2) Óñëîâèå ìàêñèìóìà h1 + uh2 → max
|u|61

.

Åñëè h2 6= 0, òî u = sgn h2.
Åñëè æå h2 ≡ 0, òî èç ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì h3 ≡ 0, h1 ≡ const 6= 0 (ò.ê.

λ 6= 0), ïîýòîìó u ≡ 0.
Â ñëó÷àå h2 6= 0 ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè (x(t), y(t)) ñóòü îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî

ðàäèóñà, à â ñëó÷àå h2 ≡ 0 ýòî ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè.
Ìîæíî ïîêàçàòü [1], ÷òî îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè � êîíêàòåíàöèè îêðóæíîñòåé è ïðÿ-

ìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ ñëåäóþùèõ âèäîâ:

� O1 ΠO2,

� O1O2O3O4,

ãäå Oi � äóãè îêðóæíîñòåé, Π � îòðåçîê.
Åñëè íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ïîëîæåíèÿ ìàøèíû Ìàðêîâà-Äóáèíñà óäàëåíû ìåæäó ñî-

áîé, òî íàáîð èç ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, è èìååòñÿ
ïðîñòîé ñïîñîá îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè. Íóæíî ïîñòðîèòü äâå îêðóæíîñòè
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, êàñàþùèåñÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà, è òàêèå æå äâå îêðóæíîñòè, êà-
ñàþùèåñÿ êîíå÷íîãî âåêòîðà. Çàòåì íóæíî ïðîâåñòè 4 îáùèå êàñàòåëüíûå ê íà÷àëüíûì
è êîíå÷íûì îêðóæíîñòÿì, ñîâìåñòèìûå ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòÿì. Íà-
êîíåö, èç ÷åòûðåõ ïîñòðîåííûõ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé âèäà O1ΠO2 íóæíî âûáðàòü
îïòèìàëüíóþ. Ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ
òðàåêòîðèé ñàìîëåòîâ.

Îïòèìàëüíûé ñèíòåç â ýòîé çàäà÷å èçâåñòåí, õîòÿ è äîâîëüíî ñëîæåí.

Ýéëåðîâû ýëàñòèêè

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èìååò âèä

q̇ = f1(q) + uf2(q), q = (x, y, θ) ∈M = R2 × S1, u ∈ U = R,

f1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, f2 =

∂

∂θ
,

q(0) = q0, q(t1) = q1, t1 ôèêñèðîâàíî,

J =
1

2

∫ t1

0

u2 dt→ min .

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè áûëî îïèñàíî â ï. 2.3.2:

Aq0(t1) = {(x, y, θ) ∈ R2 × S1 | (x, y, θ) = (t1, 0, 0) èëè x2 + y2 < t21},

áóäåì ïðåäïîëàãàòü q1 ∈ Aq0(t1).
Òåîðåìà Ôèëèïïîâà â äàííîì ñëó÷àå íåïðèìåíèìà, ò.ê. ìíîæåñòâî çíà÷åíèé óïðàâ-

ëÿþùåãî ïàðàìåòðà U = R íåêîìïàêòíî. Îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u ∈ L∞[0, t1] íà îñíîâå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ [38].
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Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏ â ôîðìå

hνu(λ) = 〈λ, f1 + uf2〉+
ν

2
u2 = h1 + uh2 +

ν

2
u2.

(1) Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ (âåðòèêàëüíàÿ ïîäñèñòåìà äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåí-
íûõ hi):

ḣ1 = {h1 + uh2, h1} = −uh3,

ḣ2 = {h1 + uh2, h2} = h3,

ḣ3 = {h1 + uh2, h3} = uh1.

(2) Óñëîâèå ìàêñèìóìà.

(2.1) ν = 0 (àíîðìàëüíûé ñëó÷àé):

h1 + uh2 → max
u∈R

.

Òîãäà ñ ó÷åòîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ ïîëó÷àåì

h2 ≡ 0⇒ h3 ≡ 0⇒ h1 ≡ const 6= 0⇒ u ≡ 0.

Àíîðìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ (x(t), y(t)) � ïðÿìàÿ; îíà îïòèìàëüíà, ò.ê. â ýòîì ñëó-
÷àå óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíÿ J = 0.

(2.2) ν = −1 (íîðìàëüíûé ñëó÷àé):

h1 + uh2 −
1

2
u2 → max

u∈R
,

îòêóäà
u = h2.

Ïîýòîìó â íîðìàëüíîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ ïðèíèìàåò âèä

ḣ1 = −h2h3, ẋ = cos θ,

ḣ2 = h3, ẏ = sin θ,

ḣ3 = h2h1, θ̇ = h2.

Ýòà ñèñòåìà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë r2 = h2
1 + h2

3.
Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

h1 = r cosα, h3 = r sinα,

òîãäà âåðòèêàëüíàÿ ïîäñèñòåìà (ïîäñèñòåìà äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ hi) ãàìèëüòî-
íîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ ïðèíèìàåò ôîðìó

α̇ = h2,

ḣ2 = r sinα.

Äëÿ ïåðåìåííûõ β = α + π, c = h2 ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå óðàâíåíèå ìàÿòíèêà

β̇ = c, (3.2.5)

ċ = −r sin β, (3.2.6)
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Ðèñ. 3.4: Ôàçîâûé ïîðòðåò ìàÿòíèêà (3.2.5),
(3.2.6)

ñì. Ðèñ. 3.3, 3.4.

Ýòà ñèñòåìà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë ýíåðãèè E =
h2

2

2
+ h1 =

c2

2
− r cos β ∈ [−r,+∞]:

Ė = c · (−r sin β) + r sin β · c = 0.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé èíòåãðàëà ýíåðãèè ïîëó÷àåì ðàçíûå òèïû êîëåáàíèé ìà-
ÿòíèêà è ðàçíûå òèïû êðèâûõ (x(t), y(t)) � ýëàñòèê Ýéëåðà:

� åñëè r > 0, E = −r, òî ìàÿòíèê ïîêîèòñÿ â óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, à
ýëàñòèêà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, ñì. Ðèñ. 3.5,

� åñëè r > 0, E ∈ (−r, r), òî ìàÿòíèê êîëåáëåòñÿ ìåæäó êðàéíèìè ïîëîæåíèÿìè, è
ýëàñòèêà èìååò òî÷êè ïåðåãèáà (èíôëåêñèîííàÿ ýëàñòèêà), ñì. Ðèñ. 3.6�3.10,

� åñëè r > 0 è E = r, òî ìàÿòíèê ïîêîèòñÿ â íåóñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ
èëè íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê íåìó çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, à ýëàñòèêà ñîîòâåò-
ñòâåííî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé èëè èìååò îäíó ïåòëþ è ñòðåìèòñÿ ê ïðÿìîé (êðèòè÷åñêàÿ
ýëàñòèêà), ñì. Ðèñ. 3.11,

� åñëè r > 0 è E > r, òî ìàÿòíèê íåðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé èëè ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè, è ýëàñòèêà íå èìååò òî÷åê ïåðåãèáà (íåèíôëåêñèîííàÿ ýëàñòèêà),
ñì. Ðèñ. 3.12,

� åñëè r = 0, òî ìàÿòíèê ëèáî ïîêîèòñÿ, ëèáî ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ â íåâåñîìîñòè, è
ýëàñòèêà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé èëè îêðóæíîñòüþ, ñì. Ðèñ. 3.13.

Íà Ðèñ. 3.6�3.10 èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòð k =
√

(E + r)/(2r) ∈ (0, 1).
Ýòó çàäà÷ó âïåðâûå äåòàëüíî ðàññìîòðåë Ë. Ýéëåð â 1742 ãîäó, îäíàêî îïòèìàëüíûé

ñèíòåç äî ñèõ ïîð íåèçâåñòåí. Íà Ðèñ. 3.14 ïðåäñòàâëåíû ýñêèçû ýëàñòèê èç åãî êíèãè [19].
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Ðèñ. 3.14: Ýéëåðîâû ýñêèçû ýëàñòèê [19]
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3.3 Ñóáðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì âàæíûé ñïåöèàëüíûé êëàññ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
� ñóáðèìàíîâû çàäà÷è.

3.3.1 Ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû è êðàò÷àéøèå

Ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà (∆, g) íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M ñîñòîèò èç ðàñïðåäåëåíèÿ
∆ = {∆q ⊂ TqM | q ∈M} è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ∆:

g = {gq � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ∆q | q ∈M},

ò.å. gq åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà ïðîñòðàí-
ñòâå ∆q, ãëàäêî çàâèñÿùàÿ îò q. Ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ åñòü êðèâàÿ q ∈ Lip([0, t1],M),
äëÿ êîòîðîé

q̇(t) ∈ ∆q(t) äëÿ ï.â. t ∈ [0, t1].

Ñóáðèìàíîâà äëèíà ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ êàê

l(q( · )) =

∫ t1

0

√
g(q̇, q̇) dt.

Ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå (ðàññòîÿíèå Êàðíî-Êàðàòåîäîðè) ìåæäó òî÷êàìè q0, q1 ∈ M
åñòü

d(q0, q1) = inf{l(q( · )) | q( · ) ãîðèçîíòàëüíà, q(0) = q0, q(t1) = q1}.
Ñóáðèìàíîâà êðàò÷àéøàÿ åñòü ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ q( · ), äëÿ êîòîðîé

l(q( · )) = d(q0, q1),

ãäå q0 è q1 � ãðàíè÷íûå òî÷êè êðèâîé q( · ), ñì. Ðèñ. 3.15.q(0) q(t1)q(t) _q(t)�q(t) _q(t) 2 �q(t)l(q(�))! min
Ðèñ. 3.15: Ñóáðèìàíîâà êðàò÷àéøàÿ

Ïóñòü ñóáðèìàíîâà (ÑÐ) ñòðóêòóðà èìååò ãëîáàëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð

f1, . . . , fk ∈ Vec(M),

span(f1(q), . . . , fk(q)) = ∆q, q ∈M,

g(fi, fj) = δij, i, j = 1, . . . , k.

Òîãäà ÑÐ êðàò÷àéøèå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

q̇ =
k∑
i=1

uifi(q), q ∈M, u = (u1, . . . , uk) ∈ Rk, (3.3.1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, (3.3.2)

l(q( · )) =

∫ t1

0

(
k∑
i=1

u2
i

)1/2

dt→ min . (3.3.3)
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Çàìå÷àíèå. ÑÐ äëèíà íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé q(t). À èìåííî, åñëè

q̃(s) = q(t(s)), t( · ) ∈ Lip([0, s1], [0, t1]), t′(s) > 0,

åñòü ïåðåïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé q(t), òî l(q̃( · )) = l(q( · )). Äåéñòâèòåëüíî,

l(q̃( · )) =

∫ s1

0

√
g(q̃′(s), q̃′(s))ds =

∫ s1

0

√
g(q̇(t), q̇(t))t′(s)ds =

∫ t1

0

√
g(q̇(t), q̇(t)) dt =

= l(q( · )).

Íàðÿäó ñ ôóíêöèîíàëîì äëèíû, ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèîíàë ýíåðãèè

J(q( · )) =
1

2

∫ t1

0

g(q̇, q̇) dt.

Îáîçíà÷èì ‖q̇‖ =
√
g(q̇, q̇).

Ëåììà 3. Ìèíèìàëè ýíåðãèè ñóòü â òî÷íîñòè ìèíèìàëè äëèíû ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè:

J(q( · ))→ min⇔ l(q( · ))→ min, ‖q̇‖ = const .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,

(l(q( · )))2 =

(∫ t1

0

‖q̇‖ · 1 dt
)2

6
∫ t1

0

‖q̇‖2 dt ·
∫ t1

0

12 dt = 2J(q( · )) t1,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè ‖q̇‖ = const.
Î÷åâèäíî, ÷òî íà êðèâûõ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè çàäà÷è l→ min è J → min ýêâèâàëåíò-

íû. À ïðè ‖q̇‖ 6= const èìååì l < 2t1J , ò.å. J íå äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

Ïðèìåð: Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè

q̇ = u1f1(q) + u2f2(q), q = (x, y, θ) ∈ R2 × S1, u = (u1, u2) ∈ R2,

f1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, f2 =

∂

∂θ
,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
u2

1 + u2
2 dt→ min .

Ýòà çàäà÷à ïîäðîáíî èññëåäóåòñÿ â ðàçäåëå 3.4.

Ïðèìåð: Êà÷åíèå S2 ïî R2

q̇ = u1f1(q) + u2f2(q), q = (x, y, R) ∈ R2 × SO(3), u = (u1, u2) ∈ R2,

f1 =
∂

∂x
+R

 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 ∂

∂R
, f2 =

∂

∂y
+R

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 ∂

∂R
,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
u2

1 + u2
2 dt→ min .

Â ñëåäóþùèõ òðåõ ïóíêòàõ ìû ïîñìîòðèì, êàê îáùèå òåîðåìû òåîðèè óïðàâëåíèÿ
ñïåöèàëèçèðóþòñÿ äëÿ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷ (3.3.1)�(3.3.3).
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3.3.2 Ðàíãîâîå óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà F =

{
k∑
i=1

uifi | u ∈ Rk

}
ñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó Aq0 = Oq0 , q0 ∈M .

Ïóñòü M è F àíàëèòè÷íû, à M ñâÿçíî.
Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè q0 ∈M , â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3,

Aq0 = M ⇔ Oq0 = M ⇔
⇔ Lieq0(F) = Lieq0(f1, . . . , fk) = Tq0M.

3.3.3 Òåîðåìà Ôèëèïïîâà äëÿ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷

Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (3.3.1)�(3.3.3) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çà-
äà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ:

q̇ =
k∑
i=1

uifi(q), q ∈M,

k∑
i=1

u2
i 6 1,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

t1 → min .

Ïðîâåðèì óñëîâèÿ òåîðåìû Ôèëèïïîâà (ñëåäñòâèå 6) äëÿ ýòîé íîâîé çàäà÷è:

(1) U =

{
k∑
i=1

u2
i 6 1

}
êîìïàêòíî,

(2) f(q, U) =

{
k∑
i=1

uifi(q) |
k∑
i=1

u2
i 6 1

}
âûïóêëî,

(3) Îñòàåòñÿ äîêàçàòü àïðèîðíóþ îöåíêó.

Åñëè àïðèîðíàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà, òî ñóùåñòâîâàíèå ÑÐ êðàò÷àéøèõ äîêàçàíî.

3.3.4 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷

Ïðèìåíèì ÏÌÏ ê çàäà÷å íà ìèíèìóì ýíåðãèè J (ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å íà ìèíèìóì äëè-
íû l)

q̇ =
k∑
i=1

uifi(q), q ∈M, u = (u1, . . . , uk) ∈ Rk,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

J =
1

2

∫ t1

0

k∑
i=1

u2
i dt→ min .

Ââåäåì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗M ãàìèëüòîíèàíû hi(λ) =
〈λ, fi(q)〉, i = 1, . . . , k, òîãäà ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏ ïðèíèìàåò ôîðìó:

hνu(λ) =

〈
λ,

k∑
i=1

uifi(q)

〉
+
ν

2

k∑
i=1

u2
i =

k∑
i=1

uihi(λ) +
ν

2

k∑
i=1

u2
i .
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Íîðìàëüíûé ñëó÷àé: ν = −1. Òîãäà èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà

k∑
i=1

uihi −
1

2

k∑
i=1

u2
i → max

u∈Rk

ïîëó÷àåì ui(t) = hi(λt), i = 1, . . . , k, è íîðìàëüíûé ìàêñèìèçèðîâàííûé ãàìèëüòîíèàí
ÏÌÏ ïðèíèìàåò ôîðìó

h−1
u(t)(λ) =

1

2

k∑
i=1

h2
i (λ) =: H(λ).

Ïîýòîìó â íîðìàëüíîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëè óäîâëåòâîðÿþò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå

λ̇t =
−−→
h−1
u(t)(λt) = ~H(λt) =

k∑
i=1

hi~hi(λt).

Åñëè M è fi àíàëèòè÷íû, òî H è ~H àíàëèòè÷íû, ïîýòîìó λt è q(t) àíàëèòè÷íû.

Àíîðìàëüíûé ñëó÷àé: ν = 0. Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà

h0
u(λ) =

k∑
i=1

uihi(λ)→ max
u∈Rk

ïîëó÷àåì
hi(λt) = 0, i = 1, . . . , k.

Ïîìèìî ýòèõ òîæäåñòâ, àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè óäîâëåòâîðÿþò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå

λ̇t =
−−→
h0
u(t)(λt) =

k∑
i=1

ui(t)~hi(λt).

Âàæíîé îòêðûòîé ïðîáëåìîé ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, ÿâëÿþòñÿ
ëè àíîðìàëüíûå êðàò÷àéøèå ãëàäêèìè [11]. Âî âñåõ èçâåñòíûõ ñëó÷àÿõ îíè ãëàäêèå; òàêæå
èçâåñòíî, ÷òî îíè íå ìîãóò èìåòü óãëîâûõ òî÷åê [36].

Ìû äîêàæåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷ â ï. 3.3.7.

3.3.5 Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷

Ðàññìîòðèì äåòàëüíåå íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè:

λ̇t = ~H(λt), q(t) = π(λt).

Êàê îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè îïòèìàëüíûìè?
Ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ q(t) íàçûâàåòñÿ ñóáðèìàíîâîé ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè:

1. ‖q̇(t)‖ ≡ const,

2. ìàëûå äóãè êðèâîé q(t) îïòèìàëüíû.

Òåîðåìà 10 (Ëåæàíäð). Íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ÑÐ ãåîäå-
çè÷åñêèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [1]
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Ïðèìåð: ãåîäåçè÷åñêèå íà S2 Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ äâóìåðíóþ ñôåðó S2 ⊂ R3,
ðèìàíîâà ìåòðèêà íà êîòîðîé èíäóöèðîâàíà îáúåìëþùèì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì R3.

Òîãäà ãåîäåçè÷åñêèå, âûõîäÿùèå èç ñåâåðíîãî ïîëþñà N ∈ S2, � ýòî äóãè áîëüøèõ
îêðóæíîñòåé, íà÷èíàþùèåñÿ â N (ìåðèäèàíû) è áåñêîíå÷íî ïðîäîëæåííûå. Ýòè ãåîäåçè-
÷åñêèå òåðÿþò ñâîþ îïòèìàëüíîñòü â þæíîì ïîëþñå S ∈ S2, ïðè÷åì èìåþòñÿ äâå ïðè-
÷èíû äëÿ ïîòåðè îïòèìàëüíîñòè. Âî-ïåðâûõ, âàðèàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ, âûõîäÿùèõ èç N
(ïîâîðîò) äàåò íåïîäâèæíóþ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êó S; ïîýòîìó S åñòü
ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà äëÿ N . Âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî (â äàííîì ñëó÷àå îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî) ãåîäåçè÷åñêèõ îäíîé è òîé æå äëèíû, íà÷èíàþùèõñÿ â N è
çàêàí÷èâàþùèõñÿ â S; ïîýòîìó S åñòü òî÷êà Ìàêñâåëëà äëÿ N .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçâåñòè ýòè äâå ïðè÷èíû ïîòåðè îïòèìàëüíîñòè, íåîáõîäèìî ðàçðó-
øèòü ñèììåòðèþ (âðàùåíèé), êàê â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð: ãåîäåçè÷åñêèå íà ýëëèïñîèäå Ðàññìîòðèì òðåõîñíûé ýëëèïñîèä, èç âåð-
øèíû N êîòîðîãî âûïóùåíû ãåîäåçè÷åñêèå. Ïîñìîòðèì íà ýòî ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ
èç äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîé âåðøèíû S. Âî-ïåðâûõ, ìû óâèäèì îãèáàþùóþ ýòîãî
ñåìåéñòâà � àñòðîèäó ñ öåíòðîì S. Òî÷êà êàñàíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé è îãèáàþùåé íàçûâà-
åòñÿ ñîïðÿæåííîé òî÷êîé, è â íåé ãåîäåçè÷åñêàÿ òåðÿåò ñâîþ ëîêàëüíóþ îïòèìàëüíîñòü
(îòíîñèòåëüíî âñåõ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ãåîäåçè÷åñêèõ). Âî-âòîðûõ, ìû óâèäèì, ÷òî ïà-
ðû ãåîäåçè÷åñêèõ ðàâíîé äëèíû ïåðåñåêàþòñÿ íà èíòåðâàëå, ñîåäèíÿþùåì îäíó èç äâóõ
ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí àñòðîèäû. Òàêèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ðàâíîé
äëèíû íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè Ìàêñâåëëà, è â íèõ ãåîäåçè÷åñêèå òåðÿþò ñâîþ ãëîáàëüíóþ
îïòèìàëüíîñòü (îòíîñèòåëüíî âñåõ ãåîäåçè÷åñêèõ).

Íàøè íàáëþäåíèÿ íà ñôåðå è ýëëèïñîèäå îáîáùàþòñÿ äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñóáðè-
ìàíîâûõ çàäà÷.

Ãàìèëüòîíèàí H ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íîðìàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
λ̇ = ~H(λ). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî H ≡ 1

2
, ýòî ñîîòâåòñòâóåò íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè

ãåîäåçè÷åñêèõ ‖q̇‖ ≡ 1. Ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïàðàìåòðèçóåòñÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíûì îòîáðàæåíèåì

Exp : (λ0, t) 7→ q(t) = π ◦ et ~H(λ0),

Exp : C × R+ →M,

C = T ∗q0M ∩ {H = 1/2}.

Òî÷êà q(t1) = Exp(λ0, t1) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé (ê íà÷àëüíîé òî÷êå q0), åñëè äèô-
ôåðåíöèàë Exp∗(λ0,t1) âûðîæäåí. Ãåîìåòðè÷åñêè, â ñîïðÿæåííîé òî÷êå ãåîäåçè÷åñêàÿ ¾îò-
ðàæàåòñÿ¿ îò îãèáàþùåé ñåìåéñòâà âñåõ ãåîäåçè÷åñêèõ, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëüíîé òî÷êè,
ñì. Ðèñ. 3.16.
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Ðèñ. 3.16: Ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà íà ãåîäåçè÷å-
ñêîé q(t)
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Òåîðåìà 11 (ßêîáè). Ïóñòü íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ q(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé åäèí-
ñòâåííîé, ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ, ýêñòðåìàëè. Òîãäà q(t) òåðÿåò ñâîþ
ëîêàëüíóþ îïòèìàëüíîñòü â ïåðâîé ñîïðÿæåííîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [1].

Òî÷êà q1 = q(t1) íà íîðìàëüíîé íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé ãåîäåçè÷åñêîé q(t)
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ìàêñâåëëà, åñëè ñóùåñòâóåò äðóãàÿ íîðìàëüíàÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåò-
ðèçîâàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ q̃(t) 6≡ q(t) òàêàÿ, ÷òî q(0) = q̃(0) = q0, q(t1) = q̃(t1) = q1.

Ëåììà 4. Íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íå ìîæåò áûòü îïòèìàëüíîé ïîñëå òî÷êè Ìàêñ-
âåëëà, åñëè ñóáðèìàíîâà çàäà÷à âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ, è âñå àíîðìàëüíûå òðàåê-
òîðèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ íîðìàëüíûìè, íåîïòèìàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå íîðìàëüíûå ãåîäå-
çè÷åñêèå q(t) 6≡ q̃(t), t ∈ [0, t1], òàêèå ÷òî q(0) = q̃(0) = q0, q(t1) = q̃(t1) = q1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ q(t), t ∈ [0, t1 + ε], îïòèìàëüíà, ε > 0.
Òîãäà îïòèìàëüíà è ãåîäåçè÷åñêàÿ

q(t) =

{
q̃(t), t ∈ [0, t1],

q(t), t ∈ (t1, t1 + ε].

Íîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå q(t) è q(t), t ∈ [0, t1 + ε], ñîâïàäàþò íà îòðåçêå t ∈ [t1, t1 + ε] è
àíàëèòè÷íû, ïîòîìó ñîâïàäàþò è òîæäåñòâåííî. Ïîýòîìó q(t) ≡ q̃(t), t ∈ [0, t1], ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé åäèíñòâåííîé, ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, ýêñòðåìàëè. Òîãäà q(t) òåðÿåò ñâîþ îïòèìàëü-
íîñòü â ïåðâîé òî÷êå Ìàêñâåëëà èëè â ïåðâîé ñîïðÿæåííîé òî÷êå (â òîé èç íèõ, êîòî-
ðàÿ íàñòóïàåò ðàíüøå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [12].

3.3.6 Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà (çàäà÷à Äèäîíû)

Êàê îïèñàíî â ï. 1.1.1, ýòó ïðîñòåéøóþ íåòðèâèàëüíóþ ÑÐ çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì, ñì. (1.1.7)�(1.1.10):

q̇ = u1f1 + u2f2, q ∈ R3
x,y,z = M, u ∈ R2,

f1 =
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
, f2 =

∂

∂y
+
x

2

∂

∂z
,

q(0) = q0 = (0, 0, 0), q(t1) = q1,

J =
1

2

∫ t1

0

(u2
1 + u2

2) dt→ min .

Óïðàâëÿåìîñòü: èìååì f3 = [f1, f2] = ∂
∂z
, Lieq0(f1, f2, f3) = Tq0M , ïîýòîìó ñèñòåìà

âïîëíå óïðàâëÿåìà.

Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé: ïîñëå ñâåäåíèÿ ê çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ ñ
óïðàâëåíèÿìè u2

1 +u2
2 6 1 ïðàâàÿ ÷àñòü óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû äîïóñêàåò îöåíêó |f(q, u)| 6

C(|q| + 1), îòêóäà ñëåäóåò àïðèîðíàÿ îöåíêà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Ïî òåîðåìå Ôè-
ëèïïîâà, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñóùåñòâóåò.
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Îïðåäåëèì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ T ∗M ãàìèëüòîíèàíû
hi(λ) = 〈λ, fi(q)〉, i = 1, 2, 3.

Àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè óäîâëåòâîðÿþò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå λ̇ = u1
~h1 + u2

~h2, â
êîîðäèíàòàõ

ḣ1 = −u2h3,

ḣ2 = u1h3,

ḣ3 = 0,

q̇ = u1f1 + u2f2,

è òîæäåñòâàì
h1(λt) = h2(λt) ≡ 0.

Èç óñëîâèÿ λt 6= 0 ïîëó÷àåì h3(λt) 6= 0.
Òîãäà àíîðìàëüíûå óïðàâëåíèÿ èìåþò âèä u1(t) = u2(t) ≡ 0, ò.å. àíîðìàëüíûå òðàåê-

òîðèè ïîñòîÿííû.
Íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè óäîâëåòâîðÿþò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå λ̇ = ~H(λ), â êîîðäèíà-

òàõ

ḣ1 = −h2h3, ḣ2 = h1h3, ḣ3 = 0, ẋ = h1, ẏ = h2, ż = (−h1y + h2x)/2.
(3.3.4)

Íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ H = 1
2
(h2

1 + h2
2) ≡ 1

2
ââåäåì ïîëÿðíóþ êîîðäèíàòó θ:

h1 = cos θ, h2 = sin θ.

Òîãäà âåðòèêàëüíàÿ ïîäñèñòåìà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (3.3.4) ïðèíèìàåò ôîðìó

θ̇ = h3, ḣ3 = 0.

Åñëè h3 = 0, òî

θ ≡ θ0,

x = t cos θ0,

y = t sin θ0,

z = 0.

À åñëè h3 6= 0, òî

θ = θ0 + h3t,

x = (sin(θ0 + h3t)− sin θ0)/h3,

y = (cos θ0 − cos(θ0 + h3t))/h3,

z =
1

2h3

(
t− sinh3t

h3

)
.

Â ñëó÷àå h3 = 0 ïðîåêöèÿ ãåîäåçè÷åñêîé (x(t), y(t)) åñòü ïðÿìàÿ, ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ q(t),
t ∈ [0,+∞), îïòèìàëüíà.

Â ñëó÷àå h3 6= 0 ïðè t1 = 2πn
|h3| , n ∈ N, èìååì x = y = 0, à z íå çàâèñèò îò θ0, ïîýòîìó

q(t1) åñòü îäíîâðåìåííî òî÷êà Ìàêñâåëëà è ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî t1 = 2π

|h3| åñòü ïåðâîå âðåìÿ Ìàêñâåëëà è ïåðâîå ñîïðÿæåííîå

âðåìÿ, ïîýòîìó åñòü âðåìÿ ïîòåðè îïòèìàëüíîñòè (âðåìÿ ðàçðåçà).
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Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé òî÷êè q1 ∈ {z 6= 0, x2 + y2 6= 0} ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ q(t) = Exp(θ0, h3, t) òàêàÿ, ÷òî q(t1) = q1, t1 ∈ (0, 2π

|h3|). Ýòà
òðàåêòîðèÿ îïòèìàëüíà.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè q1 ∈ {z = 0, x2 + y2 6= 0} ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ
òðàåêòîðèÿ q(t) = Exp(θ0, h3, t) òàêàÿ, ÷òî q(t1) = q1, t1 > 0; ýòà òðàåêòîðèÿ îïòèìàëüíà.

Íàêîíåö, äëÿ ëþáîé òî÷êè q1 ∈ {z 6= 0, x2 + y2 = 0} ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé q(t) = Exp(θ0, h3, t), äëÿ êîòîðûõ q(t1) = q1, t1 =
2π
|h3| = l(q( · )). Âñå òàêèå òðàåêòîðèè îïòèìàëüíû.

Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè, âûõîäÿùèå èç òî÷êè q0 ñ îäíèì è òåì æå êàñàòåëüíûì âåê-
òîðîì, èçîáðàæåíû íà Ðèñ. 3.17.

x

y

z

Ðèñ. 3.17: Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè â çàäà÷å Äèäîíû

Îïèøåì ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå d0(q) = d(q0, q), q = (x, y, z) ∈ R3:

z = 0 ⇒ d0 =
√
x2 + y2,

z 6= 0, x2 + y2 = 0 ⇒ d0 = 2
√
π|z|,

z 6= 0, x2 + y2 6= 0 ⇒ d0 =
p

sin p

√
x2 + y2,

2p− sin 2p

8 sin2 p
=

z

x2 + y2
, |p| ∈ (0, π).

Ñóáðèìàíîâà ñôåðà S = {q ∈ R3 | d0(q) = 1} åñòü ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã îñè z,
ïîõîæàÿ íà ÿáëîêî, ñì. Ðèñ. 3.18, 3.19. Îíà èìååò äâå îñîáûå êîíè÷åñêèå òî÷êè z = ± 1

4π
,

x2 + y2 = 0.
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Ðèñ. 3.18: Ñóáðèìàíîâà ñôåðà íà ãðóïïå Ãåé-
çåíáåðãà

Ðèñ. 3.19: Ñóáðèìàíîâà ïîëóñôåðà íà ãðóïïå
Ãåéçåíáåðãà

3.3.7 Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà
äëÿ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû äîêàæåì ÏÌÏ äëÿ ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ (3.3.1)�(3.3.3):

q̇ =
k∑
i=1

uifi(q) =: fu(q), q ∈M, u = (u1, . . . , uk) ∈ Rk,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

(
k∑
i=1

u2
i

)1/2

dt→ min .

Ëåãêî âèäåòü (ïðîâåðüòå!), ÷òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (òåîðåìà 9) äëÿ ýòîé çà-
äà÷è ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ ôîðìó.

Òåîðåìà 13 (ÏÌÏ äëÿ ÑÐ çàäà÷). Ïóñòü q ∈ Lip([0, t1],M) åñòü ÑÐ êðàò÷àéøàÿ, äëÿ êî-

òîðîé ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå u(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
k∑
i=1

u2
i (t) ≡ const. Òîãäà

ñóùåñòâóåò êðèâàÿ λt ∈ Lip([0, t1], T ∗M), π(λt) = q(t), òàêàÿ ÷òî äëÿ ï.â. t ∈ [0, t1]

λ̇t =
k∑
i=1

ui(t)~hi(λt), (3.3.5)

è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

(N) hi(λt) ≡ ui(t), i = 1, . . . , k, èëè



60 Ãëàâà 3. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

(A) hi(λt) ≡ 0, i = 1, . . . , k, λt 6= 0 ∀t ∈ [0, t1].

Â óñëîâèÿõ (N), (A), ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìàëüíîìó è àíîðìàëüíîìó ñëó÷àÿì, êàê
îáû÷íî, hi(λ) = 〈λ,Xi〉, i = 1, . . . , k.

Òåîðåìà 13 âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåì.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 13. Ïóñòü P0,t : M → M îáîçíà÷àåò

ïîòîê íåàâòîíîìíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ fu(t) =
k∑
i=1

ui(t)fi. Òîãäà ñóùåñòâóåò λ0 ∈ T ∗q0M

òàêîå, ÷òî êðèâàÿ

λt = (P−1
0,t )∗(λ0) ∈ T ∗q(t)M (3.3.6)

óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé (N), (A) òåîðåìû 13.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 13 è 14. Òîãäà ÎÄÓ (3.3.5) ñëåäóåò èç
ðàâåíñòâà (3.3.6).

Î÷åâèäíî, ÷òî òåîðåìà 13 ñëåäóåò èç òåîðåì 14 è 15.

Çàìå÷àíèå. Â òåîðåìå 14 ïîòîê P0,t : M → M íåàâòîíîìíîãî ïîëÿ fu(t) çàäàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

P0,t(q) = q(t), q ∈M, t ∈ [0, t1],

d

dt
q(t) =

k∑
i=1

ui(t)fi(q(t)), q(0) = q.

Äàëåå, â òåîðåìå 14 èñïîëüçóåòñÿ îòîáðàæåíèå (P−1
0,t )∗ : T ∗q0M → T ∗q(t)M , íàïîìíèì

íåîáõîäèìîå îïðåäåëåíèå. Åñëè F : M → N åñòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ãëàäêèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè è q ∈M , òî îïðåäåëåí äèôôåðåíöèàë

F∗q : TqM → TF (q)N,

à òàêæå äâîéñòâåííîå ê íåìó îòîáðàæåíèå êîêàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ:

F ∗q = (F∗q)
∗ : T ∗F (q)N → T ∗qM,

〈F ∗q (λ), v〉 = 〈λ, Fq∗(v)〉, v ∈ TqM, λ ∈ T ∗F (q)N.

Äîêàæåì òåîðåìó 14.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðèâàÿ q(t) åñòü ìèíèìàëü ôóíêöèîíàëà äëèíû l ïîñòîÿííîé ñêîðî-

ñòè, ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè J(u) =
1

2

∫ t1

0

k∑
i=1

u2
i (t) dt ïðè

ôèêñèðîâàííîì t1.
Âîçüìåì ëþáîå óïðàâëåíèå u( · ) = u( · ) + v( · ) ∈ L∞([0, t1],Rk) è ðàññìîòðèì ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:

q̇(t) = fu(t)(q(t)), q(0) = q0.

Íàïîìíèì, ÷òî P0,t : M → M åñòü ïîòîê íåàâòîíîìíîãî ïîëÿ fu(t). Ðàññìîòðèì êðèâóþ
x(t) = P−1

0,t (q(t)) è âûâåäåì ÎÄÓ äëÿ x(t). Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî q(t) = P0,t(x(t)),
ïîëó÷àåì

q̇(t) = fu(t)(P0,t(x(t))) + (P0,t)∗ẋ(t),
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îòêóäà

ẋ(t) = (P−1
0,t )∗[q̇(t)− fu(t)(P0,t(x(t)))] =

= (P−1
0,t )∗[(fu(t) − fu(t))(P0,t(x(t)))] =

= [(P−1
0,t )∗(fu(t)−u(t))](x(t)) =

= [(P−1
0,t )∗fv(t)](x(t)).

Îáîçíà÷àÿ gtv = (P−1
0,t )∗fv, ïîëó÷àåì èñêîìîå ÎÄÓ:

ẋ(t) = gtv(t)(x(t)), x(0) = P−1
0,0 (q0) = q0. (3.3.7)

Çàìåòèì, ÷òî fv ëèíåéíî ïî v, ïîýòîìó g
t
v ëèíåéíî ïî v.

Äëÿ ëþáîãî v ∈ L∞([0, t1],Rk) ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

R 3 s 7→
(
x(t1;u+ sv)
J(u+ sv)

)
∈M × R,

ãäå x(t1;u + sv) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.3.7), ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèþ u + sv, à
J(u+ sv) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýíåðãèÿ.

Ëåììà 5. Ñóùåñòâóåò òàêîå λ ∈ (Tq0M ⊕R)∗, λ 6= 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ L∞([0, t1],Rk)
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî〈

λ,

(
∂x(t1;u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

,
∂J(u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

)〉
= 0. (3.3.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

Φ(v) =

(
∂x(t1;u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

,
∂J(u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

)
,

Φ : L∞([0, t1],Rk)→ Tq0M ⊕ R.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå â îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ Φ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∂J(u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

=

∫ t1

0

k∑
i=1

ui(t)vi(t) dt. (3.3.9)

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ

J(u+ sv) =
1

2

∫ t1

0

|u+ sv|2 dt =

=
1

2

∫ t1

0

(
|u|2 + 2s

k∑
i=1

ui(t)vi(t) + s2|v|2
)
dt.

Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî

∂x(t1;u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

=

∫ t1

0

gtv(t)(q0) dt =

∫ t1

0

k∑
i=1

((P−1
0,t )∗fi)(q0)vi(t) dt. (3.3.10)

Èç ÎÄÓ ẋ(t;u+ sv) = gtsv(x(t;u+ sv)) ïîëó÷àåì â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

x(t1;u+ sv) = q0 +

∫ t1

0

gtsv(t)(x(t;u+ sv)) dt =

= q0 + s

∫ t1

0

gtv(t)(x(t;u+ sv)) dt,



62 Ãëàâà 3. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

îòêóäà

∂x(t1;u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

=

∫ t1

0

gtv(t)(x(t;u)) dt =

=

∫ t1

0

gtv(t)(q0) dt =

∫ t1

0

k∑
i=1

((P−1
0,t )∗fi)(q0)vi(t) dt.

Èç ðàâåíñòâ (3.3.9), (3.3.10) âèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ ëèíåéíî. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,
÷òî îíî íå ñþðúåêòèâíî. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü Im Φ = Tq0M ⊕R, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
v0, . . . , vn ∈ L∞([0, t1],Rk), ÷òî Φ(v0), . . . , Φ(vn) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å. âåêòîðû

∂x(t1;u+sv0)
∂s

∣∣∣∣
s=0

∂J(u+sv0)
∂s

∣∣∣∣
s=0

 , . . . ,


∂x(t1;u+svn)

∂s

∣∣∣∣
s=0

∂J(u+svn)
∂s

∣∣∣∣
s=0


ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

F : (s0, . . . , sn) 7→

 x

(
t1;u+

n∑
i=0

siv
i

)
J

(
u+

n∑
i=0

siv
i

)
 ,

F : Rn+1 →M × R.

Îòîáðàæåíèå F ãëàäêîå â òî÷êå 0 ∈ Rn+1 è èìååò â ýòîé òî÷êå íåâûðîæäåííûé ÿêîáèàí.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O0 ⊂ Rn+1, ñóæåíèå íà êîòîðóþ F

∣∣
O0

åñòü äèôôåîìîð-
ôèçì.

Ñëåäîâàòåëüíî,

F (0) =

(
x(t1;u)
J(u)

)
=

(
q0

J(u)

)
∈ int F (O0).

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå v( · ) =
n∑
i=1

siv
i( · ), äëÿ êîòîðîãî

x(t1;u+ v) = q0, J(u+ v) < J(u).

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ òðàåêòîðèþ t 7→ q(t;u+ v). Èìååì

q(0;u+ v) = q0,

q(t1;u+ v) = P0,t1(x(t1;u+ v)) = P0,t1(q0) = q1.

Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ q(t;u + v) ñîåäèíÿåò òî÷êè q0 è q1 ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöè-
îíàëà J ÷åì îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ q(t) = q(t;u). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ïðîäîëæàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14. Èòàê, ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ñóùåñòâóåò òà-
êîé êîâåêòîð 0 6= λ ∈ (Tq0M ⊕ R)∗, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ L∞([0, t1],Rk)〈

λ,

(
∂x(t1;u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

,
∂J(u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

)〉
= 0.
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Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî êîâåêòîðà λ, òî îíî âûïîë-
íÿåòñÿ è äëÿ ëþáîãî êîâåêòîðà αλ, α 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîäîáðàòü êîâåêòîð λ
âèäà:

λ = (λ0,−1) èëè λ = (λ0, 0), λ0 6= 0.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîâåêòîð λ0 ∈ T ∗q0M òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ L∞([0, t1],Rk)

∂J(u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

−
〈
λ0,

∂x(t1;u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

〉
= 0 (3.3.11)

èëè

0 =

〈
λ0,

∂x(t1;u+ sv)

∂s

∣∣∣∣
s=0

〉
, λ0 6= 0. (3.3.12)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (3.3.11). Èç ðàâåíñòâ (3.3.9) è (3.3.10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
v ∈ L∞([0, t1],Rk)∫ t1

0

k∑
i=1

ui(t)vi(t) dt =

∫ t1

0

k∑
i=1

〈
λ0, ((P

−1
0,t )∗fi)(q0)

〉
vi(t) dt =

=

∫ t1

0

k∑
i=1

〈λt, fi(q(t))〉vi(t) dt =

=

∫ t1

0

k∑
i=1

hi(λt)vi(t) dt.

Ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü ôóíêöèé vi ∈ L∞[0, t1], ïîëó÷àåì â ñëó÷àå (3.3.11)

(N) ui(t) = hi(λt), i = 1, . . . , k.

Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå (3.3.12) ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå

(A) 0 = hi(λt), i = 1, . . . , k; λ0 6= 0.

Òåîðåìà 14 äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåîðåìó 15.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì: òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî êðèâàÿ λt = (P−1
0,t )∗λ0 ∈ T ∗q(t)M óäî-

âëåòâîðÿåò ÎÄÓ λ̇t =
k∑
i=1

ui(t)~hi(λt). Äîêàæåì ýòî äëÿ ïîòîêà àâòîíîìíîãî âåêòîðíîãî

ïîëÿ.

Ëåììà 6. Ïóñòü X ∈ Vec(M), P0,t = etX . Òîãäà êðèâàÿ λt = (P−1
0,t )∗λ0 óäîâëåòâîðÿåò

ÎÄÓ λ̇t = ~hX(λt).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ϕ(t) = (P−1
0,t )∗(λ0), íàì íóæíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

ϕ̇(t) = ~hX(ϕ(t)) ∈ Tϕ(t)(T
∗M).

Ôóíêöèÿ a ∈ C∞(T ∗M) íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé íà ñëîÿõ T ∗M , åñëè îíà èìååò âèä
a = α ◦ π äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè α ∈ C∞(M). Îáîçíà÷åíèå: a ∈ C∞cst(T

∗M).
Ôóíêöèÿ hY ∈ C∞(T ∗M) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé íà ñëîÿõ T ∗M , åñëè

hY (λ) = 〈λ, Y (q)〉, q = π(λ),

äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Y ∈ Vec(M). Îáîçíà÷åíèå: hY ∈ C∞lin(T ∗M).
Àôôèííàÿ íà ñëîÿõ T ∗M ôóíêöèÿ åñòü ñóììà ïîñòîÿííîé íà ñëîÿõ è ëèíåéíîé íà ñëîÿõ

ôóíêöèé:
C∞aff(T ∗M) = C∞cst(T

∗M) + C∞lin(T ∗M).
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Çàìå÷àíèå. Ïóñòü v, ω ∈ Tλ(T
∗M). Ðàâåíñòâî v = ω âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà
vg = ωg ∀g ∈ C∞aff(T ∗M).

Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèå vg = 〈dλg, v〉 çàâèñèò òîëüêî îò ìíîãî÷ëåíà Òåéëîðà ïîðÿäêà 1
ôóíêöèè g.

Èòàê, ïðîâåðèì íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî ϕ̇(t) = ~hX(ϕ(t)) íà àôôèííûõ íà ñëîÿõ T ∗M
ôóíêöèÿõ.

Ïóñòü a = α ◦ π ∈ C∞cst(T
∗M), ïðîâåðèì ðàâåíñòâî ϕ̇(t)a = ~hXa. Èìååì

~hXa = {hX , a} =
n∑
i=1

∂hX
∂ξi

∂α

∂xi
= Xα,

ϕ̇(t)a =
d

dt
a(ϕ(t)) =

d

dt
α ◦ etX(q0) = (Xα)(ϕ(t)),

è íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî íà ôóíêöèÿõ a ∈ C∞cst(T
∗M).

Ïóñòü òåïåðü hY ∈ C∞lin(T ∗M), ïðîâåðèì ðàâåíñòâî ϕ̇(t)hY = ~hXhY . Èìååì

~hXhY = {hX , hY } = h[X,Y ].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ϕ̇(t)hY =
d

dt
hY ◦ ϕ(t) =

d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

hY ◦ ϕ(t+ τ) =

=
d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

hY ◦ (e−τX)∗ ◦ (e−tX)∗(λ0) =

=
d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

〈
(e−τX)∗ ◦ (e−tX)∗(λ0), Y (e(t+τ)X(q0))

〉
=

=

〈
ϕ(t),

d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

e−τX∗ Y (eτX ◦ etX(q0))

〉
=

=
〈
ϕ(t), [X, Y ](etX(q0))

〉
= h[X,Y ](ϕ(t)).

Â ïðåäïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì

d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

e−τX∗ Y (eτX(q)) = [X, Y ](q), (3.3.13)

êîòîðîå ñåé÷àñ äîêàæåì.
Èìååì

d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

e−τX∗ Y (eτX(q)) =
∂2

∂τ∂s

∣∣∣∣
τ=0,s=0

e−τX ◦ esY ◦ eτX(q).

Âûïèøåì òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèÿ êîìïîçèöèé â ïðàâîé ÷àñòè:

eτX(q) = q + τX(q) + o(τ),

esY ◦ eτX = esY (q + τX(q) + o(τ)) =

= q + τX(q) + o(τ) + sY (q + τX(q) + o(τ)) + o(s) =

= q + τX(q) + sY (q) + sτ
∂Y

∂q
X(q) + . . . ,
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e−τX ◦ esY ◦ eτX(q) = q + τX(q) + sY (q) + sτ
∂Y

∂q
X(q)− τX(q)− τs∂X

∂q
Y (q) + · · · =

= q + sY (q) + sτ [X, Y ](q) + . . . ,

ïîýòîìó
∂2

∂τ∂s

∣∣∣∣
τ=0,s=0

e−τX ◦ esY ◦ eτX(q) = [X, Y ](q),

è ðàâåíñòâî (3.3.13) äîêàçàíî.
Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî ëåììå 6 äëÿ ñëó÷àÿ àâòîíîìíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X, äîêàçûâàåòñÿ ðàâåí-

ñòâî λ̇t =
k∑
i=1

ui(t)~hi(λt) äëÿ êðèâîé λt = (P−1
0,t )∗λ0 äëÿ ñëó÷àÿ íåàâòîíîìíîãî âåêòîðíîãî

ïîëÿ fu(t).
Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, òåîðåìà 13 ñëåäóåò èç òåîðåì 14 è 15.
Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ÑÐ çàäà÷ äîêàçàí.

3.3.8 Çàäà÷è

1. Èññëåäóéòå çàäà÷ó î êà÷åíèè ñôåðû ïî ïëîñêîñòè (ï. 1.1.1):

(a) äîêàæèòå ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû,

(b) äîêàæèòå, ÷òî ïðè îïòèìàëüíîì êà÷åíèè òî÷êà êîíòàêòà ñôåðû è ïëîñêîñòè
ïðîáåãàåò ýéëåðîâó ýëàñòèêó.

2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå çàäà÷è Äèäîíû. Çàäàäèì, êðîìå
äâóõ òî÷åê (x0, y0), (x1, y1) ∈ R2, ñîåäèíÿþùåé èõ êðèâîé γ0 ⊂ R2 è ÷èñëà S ∈ R,
òàêæå òî÷êó íà ïëîñêîñòè c ∈ R2. Íåîáõîäèìî íàéòè êðàò÷àéøóþ êðèâóþ γ ⊂ R2,
ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè (x0, y0) è (x1, y1), òàêóþ, ÷òîáû îáëàñòü D ⊂ R2, îãðàíè÷åííàÿ
ïàðîé êðèâûõ γ0 è γ, èìåëà çàäàííûå àëãåáðàè÷åñêóþ ïëîùàäü S è öåíòð ìàññ c.

(a) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà îáîáùåííàÿ çàäà÷à Äèäîíû ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà
êàê ñëåäóþùàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Êàðòàíà:

q = (x, y, z, v, w) ∈ R5, u = (u1, u2) ∈ R2,

ẋ = u1,

ẏ = u2,

ż =
1

2
(xu2 − yu1),

v̇ =
1

2
(x2 + y2)u2,

ẇ = −1

2
(x2 + y2)u1,

q(0) = q0 = 0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
u2

1 + u2
2 dt→ min .

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè ñóáðèìàíîâûõ êðàò÷àéøèõ íà ïëîñêîñòü (x, y) � ýé-
ëåðîâû ýëàñòèêè.
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(c) Âû÷èñëèòå àíîðìàëüíîå ìíîæåñòâî, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê â R5, çàïîëíåí-
íîå àíîðìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè, âûõîäÿùèìè èç q0.

3. Èññëåäóéòå ñóáðèìàíîâó çàäà÷ó íà ãðóïïå Ýíãåëÿ:

q̇ =


ẋ
ẏ
ż
v̇

 = u1


1
0
−y

2

0

+ u2


0
1
x
2

x2+y2

2

 , q = (x, y, z, v) ∈ R4, u ∈ R2,

q(0) = q0 = 0, q(t1) = q1 = (x1, y1, z1, v1),

l =

∫ t1

0

√
u2

1 + u2
2 dt→ min .

(a) Ïåðåôîðìóëèðóéòå äàííóþ çàäà÷ó êàê íåêîòîðîå îáîáùåíèå çàäà÷è Äèäîíû, ïî
àíàëîãèè ñ ñóáðèìàíîâîé çàäà÷åé íà ãðóïïå Êàðòàíà.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè ñóáðèìàíîâûõ êðàò÷àéøèõ íà ïëîñêîñòü (x, y) � ýé-
ëåðîâû ýëàñòèêè.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ÑÐ êðàò÷àéøàÿ íà ãðóïïå Ýíãåëÿ åñòü ïðîåêöèÿ íåêîòî-
ðîé ÑÐ êðàò÷àéøåé íà ãðóïïå Êàðòàíà.

(d) Âû÷èñëèòå àíîðìàëüíîå ìíîæåñòâî.

3.4 Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé

åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè

Íàïîìíèì ïîñòàíîâêó ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè, ñì. ï. 1.1.1:

ẋ = u1 cos θ, q = (x, y, θ) ∈ R2 × S1, (3.4.1)

ẏ = u1 sin θ, u = (u1, u2) ∈ R2, (3.4.2)

θ̇ = u2, (3.4.3)

q(0) = q0, q(t1) = q1, (3.4.4)

l =

∫ t1

0

√
u2

1 + u2
2 dt→ min . (3.4.5)

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.

3.4.1 Ãðóïïà äâèæåíèé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè

Ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (ïîâîðîòû è ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû) ïà-
ðàìåòðèçóþòñÿ ìàòðèöàìè

Q =

 cos θ − sin θ x
sin θ cos θ y

0 0 1

 , θ ∈ S1, (x, y) ∈ R2. (3.4.6)

Äåéñòâèå äâèæåíèÿ Q íà âåêòîð (a, b) ∈ R2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Q(a, b) =

 cos θ − sin θ x
sin θ cos θ y

0 0 1

 a
b
1

 =

 a cos θ − b sin θ + x
a sin θ + b cos θ + y

1

 ,
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ýòî ïîâîðîò íà óãîë θ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð (x, y).
Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè èìå-

åò ïðåäñòàâëåíèå

SE(2) =


 cos θ − sin θ x

sin θ cos θ y
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ θ ∈ S1, (x, y) ∈ R2

 .

3.4.2 Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà SE(2)

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à (3.4.1)�(3.4.5) åñòü ëåâîèíâàðèàíòíàÿ çàäà÷à íà ãðóïïå SE(2).
Äèôôåðåíöèðóÿ ìàòðèöó (3.4.6) âäîëü ñèñòåìû (3.4.1)�(3.4.3), ïîëó÷àåì

Q̇ =

 −θ̇ sin θ −θ̇ cos θ ẋ

θ̇ cos θ −θ̇ sin θ ẏ
0 0 0

 = Q

 0 −u2 u1

u2 0 0
0 0 0

 .

Ïîýòîìó çàäà÷à (3.4.1)�(3.4.5) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

Q̇ = Q

 0 −u2 u1

u2 0 0
0 0 0

 , Q ∈ SE(2), (u1, u2) ∈ R2, (3.4.7)

Q(0) = Q0, Q(t1) = Q1, (3.4.8)

l =

∫ t1

0

√
u2

1 + u2
2 dt→ min . (3.4.9)

Ïîýòîìó åñëè Q(t) åñòü ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è, òî RQ(t) åñòü òàêæå ðåøåíèå, äëÿ ëþ-
áîé ïîñòîÿííîé ìàòðèöû R ∈ SE(2). Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (3.4.7)�(3.4.9), à, çíà÷èò, è
èçîìîðôíàÿ åé çàäà÷à (3.4.1)�(3.4.5), åñòü ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóï-
ïå SE(2).

Ïîýòîìó íà÷àëî ëþáîé òðàåêòîðèè ìîæíî ïåðåíåñòè ëåâûìè ñäâèãàìè â åäèíèöó ãðóï-
ïû è ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà åñòü åäèíèöà ãðóïïû: Q0 = Id, ò.å. q0 = (0, 0, 0).

3.4.3 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé

Çàïèøåì ñèñòåìó (3.4.1)�(3.4.3) â âåêòîðíîì âèäå:

q̇ = u1f1(q) + u2f2(q), q ∈M = S1 × R2, (3.4.10)

f1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, f2 =

∂

∂θ
. (3.4.11)

Êàê îòìå÷åíî â ï. 1.1.1, ýòà ñèñòåìà âïîëíå óïðàâëÿåìà ïî òåîðåìå Ðàøåâñêîãî-×æîó.
Ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (3.4.10), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÑÐ çàäà÷è ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà-

÷å áûñòðîäåéñòâèÿ ñ óïðàâëåíèÿìè u2
1 + u2

2 6 1, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |u1f1 + u2f2| 6
C, èç êîòîðîãî ñëåäóåò àïðèîðíàÿ îöåíêà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Ïî òåîðåìå Ôèëèï-
ïîâà, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñóùåñòâóåò.

3.4.4 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Ââåäåì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ T ∗M ãàìèëüòîíèàíû hi(λ) = 〈λ, fi(q)〉, λ ∈ T ∗M , q = π(λ),
f3 = [f1, f2] = sin θ ∂

∂ x
− cos θ ∂

∂ y
, è ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏ:

hνu = u1h1(λ) + u2h2(λ) +
ν

2
(u2

1 + u2
2).
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èìååò âèä

ḣ1 = {u1h1 + u2h2, h1} = −u2h3,

ḣ2 = {u1h1 + u2h2, h2} = u1h3,

ḣ3 = {u1h1 + u2h2, h3} = u2h1,

q̇ = u1f1 + u2f2.

Àíîðìàëüíûé ñëó÷àé ν = 0. Èìååì

u1h1 + u2h2 → max
(u1,u2)∈R2

,

îòêóäà
h1 = h2 = 0⇒ h3 6= 0,

ïîýòîìó èç ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì

0 = ḣ1 = −u2h3 ⇒ u2 ≡ 0,

0 = ḣ2 = u1h3 ⇒ u1 ≡ 0,

ò.å. àíîðìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ òðèâèàëüíà: q(t) ≡ q0.

Íîðìàëüíûé ñëó÷àé ν = −1. Óñëîâèå ìàêñèìóìà

u1h1 + u2h2 −
1

2
(u2

1 + u2
2)→ max

(u1,u2)∈R2

äàåò
u1 = h1, u2 = h2.

Ïîýòîìó â íîðìàëüíîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

ḣ1 = −h2h3, ḣ2 = h1h3, ḣ3 = h2h1, (3.4.12)

ẋ = h1 cos θ, ẏ = h1 sin θ, θ̇ = h2. (3.4.13)

Íîðìàëüíûé ãàìèëüòîíèàí åñòü ïåðâûé èíòåãðàë: H = 1
2
(h2

1 + h2
2) ≡ const. Áîëåå òîãî,

ìîæíî ïîëîæèòü H ≡ 1
2
, ýòî ñîîòâåòñòâóåò íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ãåîäåçè÷åñêèõ.

Ââåäåì ïîëÿðíóþ êîîðäèíàòó: h1 = cosα, h2 = sinα, òîãäà âåðòèêàëüíàÿ ïîäñèñòåìà
(3.4.12) íîðìàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðèíèìàåò ôîðìó

α̇ = h3,

ḣ3 =
1

2
sin 2α.

Ââåäåì ïåðåìåííûå
γ = 2α + π, c = 2h3,

òîãäà âåðòèêàëüíàÿ ïîäñèñòåìà ïðèíèìàåò ôîðìó (äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ) ìàÿòíèêà

γ̇ = c, γ ∈ R/4πZ, (3.4.14)

ċ = − sin γ, c ∈ R. (3.4.15)

Ìàÿòíèê èìååò ïåðâûé èíòåãðàë ýíåðãèè

E =
c2

2
− cos γ = 2h2

3 + h2
1 − h2

2 ≡ const ∈ [−1,∞)
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ò.ê. Ė = 0.
Ôàçîâûé öèëèíäð ìàÿòíèêà

C = T ∗q0M
⋂{

H =
1

2

}
ñòðàòèôèöèðóåòñÿ ñîãëàñíî çíà÷åíèÿì ýíåðãèè:

C =
5∪
i=1
Ci,

C1 = {λ ∈ C | E ∈ (−1, 1)},
C2 = {λ ∈ C | E ∈ (1,∞)},
C3 = {λ ∈ C | E = 1, c 6= 0},
C4 = {λ ∈ C | E = −1},
C5 = {λ ∈ C | E = 1, c = 0}.

3.4.5 Ãåîäåçè÷åñêèå è ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Âû÷èñëèì êðèâèçíó κ ïðîåêöèé òðàåêòîðèé ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïëîñêîñòü (x, y). Èñïîëüçóÿ
íîðìàëüíóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (3.4.12), (3.4.13), ïîëó÷àåì

κ =
ẋÿ − ẍẏ

(ẋ2 + ẏ2)
3
2

=
h2

|h1|
= − cos(γ/2)

| sin(γ/2)| .

Êðèâàÿ (x(t), y(t)) èìååò ïåðåãèá òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà κ = 0, ò.å. γ = π + 2πn.
Êðèâàÿ (x(t), y(t)) èìååò òî÷êó âîçâðàòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà κ =∞, ò.å. γ = 2πn.

Ýñêèçû êðèâûõ (x(t), y(t)) äëÿ λ ∈ 3∪
i=1
Ci ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 3.20�3.22.

Ðèñ. 3.20: Íåèíôëåêñèîííàÿ
òðàåêòîðèÿ â SE(2): λ ∈ C1

Ðèñ. 3.21: Èíôëåêñèîííàÿ
òðàåêòîðèÿ â SE(2): λ ∈ C2

Ðèñ. 3.22: Êðèòè÷åñêàÿ òðà-
åêòîðèÿ â SE(2): λ ∈ C3

Â ñëó÷àå λ ∈ C4 êðèâàÿ (x(t), y(t)) ïîñòîÿííà (ìàøèíà êðóòèòñÿ íà ìåñòå), à â ñëó÷àå
λ ∈ C5 ýòî ïðÿìàÿ.

Ñåìåéñòâî âñåõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïàðàìåòðèçóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì

Exp : N →M, (λ0, t) 7→ π ◦ et ~H(λ0) = q(t),

N = C × R+, C = T ∗q0M
⋂{

H =
1

2

}
.
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3.4.6 Ñèììåòðèè

Îïðåäåëåíèå 6. Ïàðà îòîáðàæåíèé ε : N → N , δ : M → M , íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèåé
ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, åñëè δ ◦ Exp = Exp ◦ε, à òàêæå îòîáðàæåíèå δ ñîõðà-
íÿåò âðåìÿ t.

Îòðàæåíèÿ â ïðîîáðàçå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ N

εi : (λ, t) 7→ (λi, t), i = 1, . . . , 7,

çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü (λ, t) = (γ, c, t) ∈ N è (γs, cs), s ∈ [0, t], åñòü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ìàÿòíèêà (3.4.14), (3.4.15) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (γ0, c0) = (γ, c). Òîãäà

εi(λ, t) = (λi, t) = (γi, ci, t) ∈ N,

ãäå

(γ1, c1) = (γt,−ct),
(γ2, c2) = (−γt, ct),
(γ3, c3) = (−γ,−c),
(γ4, c4) = (γ + 2π, c),

(γ5, c5) = (γt + 2π,−ct),
(γ6, c6) = (2π − γt, ct),
(γ7, c7) = (2π − γ,−c).

Ýòè îòðàæåíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó ñèììåòðèé ïàðàëëåëåïèïåäà:

{Id, ε1, . . . , ε7} ∼= Z2 × Z2 × Z2 =: G.

Îòðàæåíèÿ â îáðàçå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ M

δi : q → qi, i = 1, . . . , 7,

çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü q = (x, y, θ) ∈ M . Òîãäà qi = δi(q) = (xi, yi, θi) ∈ M ,
ãäå

(x1, y1, θ1) = (x cos θ + y sin θ, x sin θ − y cos θ, θ),

(x2, y2, θ2) = (−x cos θ − y sin θ,−x sin θ + y cos θ, θ),

(x3, y3, θ3) = (−x,−y, θ),
(x4, y4, θ4) = (−x, y,−θ),
(x5, y5, θ5) = (−x cos θ − y sin θ, x sin θ − y cos θ,−θ),
(x6, y6, θ6) = (x cos θ + y sin θ,−x sin θ + y cos θ,−θ),
(x7, y7, θ7) = (x,−y,−θ).

Ïî ìîäóëþ âðàùåíèé, äåéñòâèå îòðàæåíèé δi íà êðèâûå (x(t), y(t)) èìååò ñëåäóþùèé íà-
ãëÿäíûé ñìûñë:

� δ1, δ2 � îòðàæåíèÿ â ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê õîðäå êðèâîé (x(t), y(t)), ñì.
Ðèñ. 3.23,

� δ4, δ7 � îòðàæåíèÿ â ýòîé õîðäå, ñì. Ðèñ. 3.24,

� δ5, δ6 � îòðàæåíèÿ â öåíòðå ýòîé õîðäû, ñì. Ðèñ. 3.25.
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Ðèñ. 3.23: Äåéñòâèå δ1, δ2 Ðèñ. 3.24: Äåéñòâèå δ4, δ7 Ðèñ. 3.25: Äåéñòâèå δ5, δ6

Îòðàæåíèÿ δi îáðàçóþò òàêóþ æå ãðóïïó, êàê è εi:

{Id, δ1, . . . , δ7} ∼= Z2 × Z2 × Z2 = G.

Îïðåäåëèì ïåðâîå âðåìÿ Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùåå i-îé ñèììåòðèè

tiMax(λ) = inf{t > 0 | δi ◦ Exp(λ, t) = Exp(λ, t), εi(λ, t) 6= (λ, t)}, i = 1, . . . , 7,

è ïåðâîå âðåìÿ Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùåå ãðóïïå G:

tGMax(λ) = min{tiMax(λ) | i = 1, . . . , 7}.

Â ðàáîòå [45] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî âðåìåíè:

tGMax(λ) =


2K(k) = T/2, λ ∈ C1,

2kp1(k) ∈ (T/2, T ), λ ∈ C2,

π = T/2, λ ∈ C4,

+∞, λ ∈ C3 ∪ C5,

ãäå p = p1(k) ∈ (K(k), 2K(k)) åñòü ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

f(p, k) = cn p(E(p)− p)− dn p sn p = 0,

à cn, sn, dn � ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè, E � ýïñèëîí-ôóíêöèÿ ßêîáè [33]; T åñòü
ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà (3.4.14), (3.4.15).

Îöåíèì âðåìÿ ðàçðåçà

tcut(λ) = sup{t1 > 0 | Exp(λ, t) îïòèìàëüíà ïðè t ∈ [0, t1]}.

Íà îñíîâå ïðîèçâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ òî÷åê Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïå G,
èìååì âåðõíþþ îöåíêó âðåìåíè ðàçðåçà.

Òåîðåìà 16. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ C èìååì tcut(λ) 6 tGMax(λ).

3.4.7 Ñîïðÿæåííûå òî÷êè

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñîïðÿæåííîå âðåìÿ âäîëü íîðìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé Exp(λ, t), λ ∈ C:

t1conj(λ) = inf{t > 0 | Exp∗(λ,t) âûðîæäåíî}.

Òåîðåìà 17. Åñëè λ ∈ C1 ∪ C3 ∪ C4 ∪ C5, òî t
1
conj(λ) = +∞.

Åñëè λ ∈ C2, òî t
1
conj(λ) ∈ [tGMax(λ), 4kK(k)].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [46].

Òåîðåìà 17 äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè èíäåêñà âòîðîé
âàðèàöèè (êîëè÷åñòâà ñîïðÿæåííûõ òî÷åê ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Ýêñòðåìàëü, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ íåêîòîðîìó äâèæåíèþ ìàÿòíèêà, íåïðåðûâíî äåôîðìèðóåòñÿ â ýêñòðåìàëü, ñîîò-
âåòñòâóþùóþ äâèæåíèþ ìàÿòíèêà âáëèçè óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (k → 0),
ãäå ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè âûðîæäàþòñÿ:

cn(ϕ, k)→ cosϕ, sn(ϕ, k)→ sinϕ,

dn(ϕ, k)→ 1, E(ϕ, k)→ ϕ.

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ C èìååì t1conj(λ) > tGMax(λ).
Ïîýòîìó ãåîäåçè÷åñêàÿ Exp(λ, t) ëîêàëüíî îïòèìàëüíà ïðè t ∈ [0, tGMax(λ)].

3.4.8 Ñòðóêòóðà ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Exp : N →M, N = C × R+,

èìååò êðàòíûå òî÷êè (òî÷êè Ìàêñâåëëà), ïîòîìó íå áèåêòèâíî. Îãðàíè÷èì åãî íà ïîä-
ìíîæåñòâà áåç òî÷åê Ìàêñâåëëà:

Exp : Ñ → M̃,

Ñ = {(λ, t) ∈ N | t < tGMax(λ)},
M̃ = M\{q ∈M | ∃i = 1, . . . , 7 ò.÷. δi(q) = q}.

Îãðàíè÷åííîå ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå Exp : Ñ → M̃ óæå èíúåêòèâíî.
Åãî áèåêòèâíîñòü ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 18 (Àäàìàð). Ïóñòü F : X → Y åñòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ãëàäêèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(1) dimX = dimY ,

(2) X, Y ñâÿçíû, à Y îäíîñâÿçíî,

(3) F íåâûðîæäåíî,

(4) F ñîáñòâåííîå (ïðîîáðàç êîìïàêòà êîìïàêòåí).

Òîãäà F åñòü äèôôåîìîðôèçì, è ïîòîìó áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [35].

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [46].

Òåîðåìà 19. Îãðàíè÷åííîå ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå Exp : Ñ → M̃ åñòü äèôôåî-
ìîðôèçì, è ïîòîìó áèåêöèÿ.

Ñëåäñòâèå 8. Äëÿ ëþáîé òî÷êè q1 ∈ M̃ îáîçíà÷èì ïðîîáðàç Exp−1(q1) = (λ0, t) ∈ Ñ .
Òîãäà ãåîäåçè÷åñêàÿ Exp(λ0, t) îïòèìàëüíà ïðè t ∈ [0, t1].

Ñëåäñòâèå 9. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ C èìååì tcut(λ) = tGMax(λ).
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3.4.9 Ìíîæåñòâî ðàçðåçà è êàóñòèêà

Ìíîæåñòâî ðàçðåçà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Cut = {Exp(λ, t) | t = tcut(λ), λ ∈ C}.

Äîêàçàíî [47], ÷òî â äàííîé çàäà÷å ìíîæåñòâî ðàçðåçà èìååò 3 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè:

Cut = Cut+
loc ∪Cut−loc ∪Cutglob,

q0 ∈ cl(Cut±loc),

q0 èçîëèðîâàíà îò Cutglob,

ñì. Ðèñ. 3.26. Ãëîáàëüíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà ðàçðåçà åñòü

Cutglob = {q ∈M | θ = π}.

Ëîêàëüíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà ðàçðåçà ñîäåðæàòñÿ â ëåíòå Ìåáèóñà:

Cut±loc ⊂ {q ∈M | R(q) = 0},

R(q) = x cos
θ

2
+ y sin

θ

2
.

Ðèñ. 3.26: Ìíîæåñòâî ðàçðåçà Cut ⊂ SE(2)

Íà Ðèñ. 3.27 ïîêàçàíà ñóáðèìàíîâà êàóñòèêà

{Exp(λ, t) | λ ∈ C, t = t1conj(λ)}.

Â ðàáîòàõ [45�47] ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé ñèíòåç â äàííîé çàäà÷å.

3.4.10 Ñóáðèìàíîâû ñôåðû è âîëíîâûå ôðîíòû

Â äàííîé çàäà÷å ñóáðèìàíîâû ñôåðû

SR = {q ∈ SE(2) | d(Id, q) = R}

ìîãóò áûòü ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ:
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Ðèñ. 3.27: Ñóáðèìàíîâà êàóñòèêà íà SE(2)

1. ñôåðà íóëåâîãî ðàäèóñà � òî÷êà,

2. åñëè R ∈ (0, π), òî SR ãîìåîìîðôíà ñòàíäàðòíîé 2-ìåðíîé ñôåðå S2, ñì. Ðèñ. 3.28,

3. ïðè R = π ñôåðà SR ãîìåîìîðôíà ñôåðå S2 ñ îòîæäåñòâëåííûìè ñåâåðíûì N è
þæíûì S ïîëþñàìè: Sπ ∼= S2/{N = S}, ñì. Ðèñ. 3.29,

4. åñëè æå R > π, òî SR ãîìåîìîðôíà 2-ìåðíîìó òîðó T2, ñì. Ðèñ. 3.30.

Ðèñ. 3.28: Ñóáðèìàíîâà ñôåðà Sπ/2 ⊂ SE(2)

Íà Ðèñ. 3.31 ïîêàçàíû ñàìîïåðåñå÷åíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà

WR = {Exp(λ,R) | λ ∈ C}

äëÿ R = π.
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Ðèñ. 3.29: Ñóáðèìàíîâà ñôåðà Sπ ⊂ SE(2)

Ðèñ. 3.30: Ñóáðèìàíîâà ñôåðà S3π/2 ⊂ SE(2)

Ðèñ. 3.31: Âîëíîâîé ôðîíò Wπ ⊂ SE(2) â ðàçðåçå
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3.4.11 Ñèììåòðèéíûé ìåòîä

Â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ îïèñàíî èññëåäîâàíèå ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà ãðóïïå SE(2) ñ
ïîìîùüþ îáùåãî ñèììåòðèéíîãî ìåòîäà [2] èññëåäîâàíèÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ çàäà÷ îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïåðå÷èñëèì çàäà÷è, èññëåäîâàííûå ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà:

1. ÑÐ çàäà÷è íà ãðóïïàõ SE(2) è SH(2) [45�47,61�63],

2. ÑÐ çàäà÷à íà ãðóïïå Ýíãåëÿ [50�54],

3. ÑÐ çàäà÷à íà ãðóïïå Êàðòàíà [55�59],

4. çàäà÷à Ýéëåðà îá ýëàñòèêàõ [38�44],

5. çàäà÷à î êà÷åíèè S2 ïî R2 [48, 49],

6. ðèìàíîâû çàäà÷è íà SO(3) è SL(2) ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé îñåñèììåòðè÷íîé ìåòðèêîé
[64�66].

Â çàäà÷àõ 1, 2, 6 ïîñòðîåí ïîëíûé îïòèìàëüíûé ñèíòåç, à îñòàëüíûå çàäà÷è èññëåäîâàíû
ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ïîëíîòû.



Çàêëþ÷åíèå

5. Ïàñåò áûêà:
×òîáû æèâîòíîå íå óáåæàëî â ìèð îìðà÷åíèé,
Ìàëü÷èê íå äîëæåí ðàññòàâàòüñÿ ñ ïëåòêîé è ïðèâÿçüþ;
Åñëè î áûêå õîðîøî çàáîòèòüñÿ, îí ñòàíåò ÷èñòûì è ïîñëóøíûì;
Áåç öåïåé è áåç ïðèâÿçè îí ñàì ïîñëåäóåò çà ïàñòóõîì.
Ïó-ìèí, ¾Äåñÿòü ðèñóíêîâ î ïàñòóõå è áûêå¿ (öèò. ïî [31])

Â êà÷åñòâå äàëüíåéøåãî ÷òåíèÿ ðåêîìåíäóåì êíèãè:

� Ì.È. Çåëèêèí, Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå [6],

� A.A. Agrachev, D. Barilari, U. Boscain, A Comprehensive Introduction to sub-Rieman-
nian Geometry from Hamiltonian viewpoint [12],

� À.À.Àãðà÷åâ, Þ.Ë. Ñà÷êîâ, Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ [1],

� V. Jurdjevic, Geometric Control Theory [24],

� À.À. Àðäåíòîâ, À.Ï. Ìàøòàêîâ, À.Â. Ïîäîáðÿåâ, Þ.Ë. Ñà÷êîâ, Ñèììåòðèéíûé ìåòîä
äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ãðóïïàõ Ëè [2].

Â ýòîé êíèãå èñïîëüçîâàí ìàòåðèàë èñòî÷íèêîâ [1, 7, 12].
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