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Àííîòàöèÿ

Äëÿ äâóõñòóïåííûõ ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï Ëè îïèñàíû ñèìïëåêòè÷å-

ñêèå ñëîåíèÿ è ôóíêöèè Êàçèìèðà.

Ðàññìîòðåíà ëåâîèíâàðèàíòíàÿ çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî

äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé åñòü ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò â ïåðâîì ñëîå àëãåáðû Ëè, ñî-

äåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðè ñåáÿ. Äëÿ âåðòèêàëüíîé ïîäñèñòåìû ãàìèëüòîíî-

âîé ñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà îïèñàíû èíòåãðàëû. Îïèñàíû ñâîéñòâà

ðåøåíèé ýòîé ïîäñèñòåìû äëÿ ìàëûõ ðàíãîâ áèâåêòîðà Ïóàññîíà.

1 Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóõñòóïåííûå ñâîáîäíûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû Ëè. Äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êîàëãåáð Ëè îïèñàíû ñèìïëåêòè÷åñêèå ñëîåíèÿ è ôóíêöèè Êàçèìèðà.

Äàëåå, ðàññìîòðåíà ëåâîèíâàðèàíòíàÿ çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ, äëÿ êîòîðîé ìíîæå-
ñòâî äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé åñòü ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò â ïåðâîì ñëîå àëãåáðû Ëè,
ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðè ñåáÿ. Ê ýòîé çàäà÷å ïðèìåíåí ïðèíöèï ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðÿãèíà, äëÿ âåðòèêàëüíîé ïîäñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþùåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
îïèñàíû èíòåãðàëû. Îïèñàíû ñâîéñòâà ðåøåíèé ýòîé ïîäñèñòåìû (òèïà ïîñòîÿíñòâà è
ïåðèîäè÷íîñòè) äëÿ ìàëûõ ðàíãîâ áèâåêòîðà Ïóàññîíà.

2 Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ïóñòü g åñòü äâóõñòóïåííàÿ ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè ñ k ≥ 2 îáðàçóþùèìè:

g = g(1) + g(2),

g(1) = span{Xi | i = 1, . . . , k},
g(2) = span{Xij | 1 ≤ i < j ≤ k},
[Xi, Xj] = Xij, adXij = 0, 1 ≤ i < j ≤ k, (2.1)

dim g = k(k + 1)/2.

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêàäåìãîðîäêå, ñîãëàøåíèå ñ Ìèíè-
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À.Ê.Àéëàìàçÿíà ÐÀÍ, yusachkov@gmail.com

1



Ïóñòü G åñòü ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè g. Áóäåì ñ÷èòàòü Xi, Xij

ëåâîèíâàðèàíòíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà G.
Ìîäåëü äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé Xi, Xij íà G ∼= Rk(k+1)/2 = {(x1, . . . , xk; x12, . . . , x(k−1)k)}

ìîæíî âûáðàòü â ñëåäóþùåì âèäå [11]:

Xi =
∂

∂xi
−
∑
j>i

xj
2

∂

∂xij
+
∑
j<i

xj
2

∂

∂xji
, i = 1, . . . , k,

Xij =
∂

∂xij
, 1 ≤ i < j ≤ k.

Ïóñòü U ⊂ Rk åñòü âûïóêëûé êîìïàêò, ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðè ñåáÿ.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ [2]:

q̇ =
k∑
i=1

uiXi, q ∈ G, u = (u1, . . . , uk) ∈ U, (2.2)

q(0) = id, q(t1) = q1, (2.3)

t1 → min . (2.4)

Ïðè U = −U ïîëó÷àåì ñóáôèíñëåðîâó çàäà÷ó [4�7], à åñëè U åñòü ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â
íóëå, òî çàäà÷à ñóáðèìàíîâà [1�3].

Â ñëó÷àå k = 2, G åñòü ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà, è ðåøåíèå çàäà÷è (2.2)�(2.4) áûëî ïîëó÷åíî
Õ.Áóçåìàíîì [12] è Â.Í.Áåðåñòîâñêèì [5].

Ñóáðèìàíîâ ñëó÷àé U = {
∑k

i=1 u
2
i ≤ 1} áûë âïåðâûå ðàññìîòðåí Ð.Áðîêåòòîì [8], è

áûë ïîëíîñòüþ èññëåäîâàí äëÿ k = 3 Î.Ìÿñíè÷åíêî [9]. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ k = 4
áûëè ïîëó÷åíû Ë.Ðèööè è Ó.Ñåððåñîì [10].

Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷å (2.2)�(2.4) ñëåäóåò ñòàíäàðòíûì îá-
ðàçîì èç òåîðåì Ðàøåâñêîãî-×æîó è Ôèëèïïîâà [2].

3 Ñèìïëåêòè÷åñêîå ñëîåíèå

Ïåðåä íà÷àëîì èññëåäîâàíèÿ ýêñòðåìàëåé â çàäà÷å (2.2)�(2.4), ðàññìîòðèì ôóíêöèè Êà-
çèìèðà è ñèìïëåêòè÷åñêîå ñëîåíèå (ðàçáèåíèå íà êîïðèñîåäèíåííûå îðáèòû) êîàëãåáðû
Ëè g∗ [13]. Ýòî âàæíî äëÿ èññëåäîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ýòîé çàäà÷å.

Ïóñòü p0 ∈ g∗. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sp0 ñèìïëåêòè÷åêèé ëèñò (îðáèòó êîïðèñîåäèíåííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ) äëÿ òî÷êè p0:

Sp0 =
{

Ad∗g−1(p0) | g ∈ G
}
⊂ g∗.

Äàëåå â òåîðåìå 1 ïîëó÷åíî ÿâíîå îïèñàíèå ëèñòà Sp0 .
Ââåäåì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗G ãàìèëüòîíèàíû, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ëåâîèíâàðèàíòíîìó ðåïåðó íà G:

hi(λ) = 〈λ,Xi〉, hij(λ) = 〈λ,Xij〉, λ ∈ T ∗G.

Èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ äëÿ ñêîáêè Ëè (2.1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó óìíîæåíèÿ
äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà:

{hi, hj} = hij, {hij, hl} = {hij, hlm} = 0. (3.1)

Ãàìèëüòîíèàíû hi, hij áóäåì ñ÷èòàòü êîîðäèíàòàìè íà êîàëãåáðå Ëè g∗.
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Áèâåêòîð Ïóàññîíà (ò.å. ìàòðèöà ïîïàðíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà ìåæäó áàçèñíûìè ãàìèëü-
òîíèàíàìè hi, hij) îïðåäåëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé

M = (hij) =


0 h12 . . . h1k
−h12 0 . . . h2k
...

...
...

...
−h1k −h2k . . . 0

 ∈ so(k). (3.2)

Äëÿ âåêòîðà a = (a1, . . . , ak) ∈ Rk, ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

Ia =
k∑
i=1

aihi, Ia : g∗ → R.

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî p0 ∈ g∗ ðàññìîòðèì àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Lp0 = {p ∈ g∗ | hij(p) = hij(p
0), Ia(p) = Ia(p

0) ∀a ∈ kerMp0} ⊂ g∗,

ãäå Mp0 = (hij(p
0)) åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà (3.2). Î÷åâèäíî, ÷òî

dimLp0 = dimSp0 = rankMp0 .

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî p0 ∈ g∗ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Sp0 = Lp0.

4 Ôóíêöèè Êàçèìèðà íà g∗

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèåé Êàçèìèðà íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ h ∈ C∞(g∗), ÷òî

{h, hi} = {h, hij} = 0 ∀i, j. (4.1)

Èìååòñÿ k(k − 1)/2 î÷åâèäíûõ ôóíêöèé Êàçèìèðà

hij, 1 ≤ i < j ≤ k. (4.2)

Òåîðåìà 2. (1) Åñëè k = 2n, n ∈ N, òî íà êîàëãåáðå g∗ ñóùåñòâóþò âñåãî k(k − 1)/2
íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé Êàçèìèðà (4.2).

(2) Åñëè k = 2n + 1, n ∈ N, òî íà êîàëãåáðå g∗, êðîìå ôóíêöèé Êàçèìèðà (4.2), ñóùå-
ñòâóåò åùå îäíà, íå çàâèñÿùàÿ îò íèõ:

C(p) = Ia(p)(p) =
k∑
i=1

ai(p)hi(p),

ãäå

ai =
∑
jl 6=i

j1,...,j2n ðàçíûå

(−1)σ+ihj1j2 · · ·hj2n−1j2n , i = 1, . . . , k,

σ � ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè (j1, . . . , j2n).

Ôóíêöèÿ Êàçèìèðà C åñòü îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè n+ 1 = (k + 1)/2 íà g∗.

3



5 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

è èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

Ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ) [2] ê çàäà÷å (2.2)�(2.4). Ãàìèëüòîíèàí
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ðàâåí

∑k
i=1 uihi(λ), λ ∈ T ∗G. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ èìååò âèä

ḣi = −
k∑
j=1

ujhij, i = 1, . . . , k, (5.1)

ḣij = 0, 1 ≤ i < j ≤ k, (5.2)

q̇ =
k∑
i=1

uiXi, (5.3)

à óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè åñòü

k∑
i=1

ui(t)hi(λt) = max
v∈U

k∑
i=1

vihi(λt) = H(h(λt)), (5.4)

ãäå

H(h1, . . . , hk) := max
v∈U

k∑
i=1

vihi

åñòü îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà U [14]. Ôóíêöèÿ H âûïóêëà, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà
è íåïðåðûâíà.

Âäîëü ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé H ≡ const ≥ 0. Àíîðìàëüíûé ñëó÷àé

H ≡ 0⇔ h1 = · · · = hk ≡ 0

ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå ∆ = span(X1, . . . , Xk) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
∆2 = ∆ + [∆,∆] = TG, ïîýòîìó ïî óñëîâèþ Ãîõà [2] âñå ëîêàëüíî îïòèìàëüíûå àíîð-
ìàëüíûå òðàåêòîðèè îäíîâðåìåííî íîðìàëüíû. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì íîðìàëüíûé ñëó÷àé
H ≡ const > 0. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè H ìîæíî ñ÷èòàòü H = 1.

Áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ìíîæåñòâî U ñòðîãî âûïóêëî. Òîãäà
ìàêñèìèçèðîâàííûé ãàìèëüòîíèàí H ÿâëÿåòñÿ C1-ãëàäêèì íà Rk \{0}, à ìàêñèìóì â (5.4)
äîñòèãàåòñÿ íà óïðàâëåíèè u = ∇H = (∂H/∂h1, . . . , ∂H/∂hk) [14]. Îáîçíà÷èìHi = ∂H/∂hi,
i = 1, . . . , k. Òîãäà âåðòèêàëüíàÿ ïîäñèñòåìà (5.1), (5.2) ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ
ïðèíèìàåò âèä

ḣi = −
k∑
j=1

hijHj, ḣij = 0, 1 ≤ i < j ≤ k. (5.5)

Çàìå÷àíèå. ÅñëèM = 0, òî âñå ðåøåíèÿ hi(t) ñèñòåìû (5.5) ïîñòîÿííû, ïîýòîìó óïðàâ-
ëåíèÿ u(t) ïîñòîÿííû è îïòèìàëüíû.

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà (5.5) èìååò ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(1) ôóíêöèè Êàçèìèðà hij, 1 ≤ i < j ≤ k, à òàêæå ãàìèëüòîíèàí H, ïðè k = 2n, n ∈ N,

(2) ôóíêöèè Êàçèìèðà hij, 1 ≤ i < j ≤ k, è C, à òàêæå ãàìèëüòîíèàí H, ïðè k = 2n+1,
n ∈ N.
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Äëÿ ëþáîãî p0 ∈ g∗, ñèìïëåêòè÷åêèé ëèñò Sp0 åñòü èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ñè-

ñòåìû (5.5). Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ ôóíêöèÿ Ia, a ∈ kerMp0, ïîñòîÿííà íå ðåøåíèÿõ ýòîé

ñèñòåìû.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü p0 ∈ H−1(1) è rankMp0 = 2. Òîãäà ðåøåíèå p(t) ñèñòåìû (5.5) ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì p(0) = p0 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîãî t ∈ R.

(1) Åñëè ∇H(p0) ∈ kerM , òî p(t) ≡ p0. Ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå u(t) îïòèìàëü-
íî.

(2) Åñëè ∇H(p0) 6∈ kerM , òî p(t) åñòü ðåãóëÿðíàÿ C1-ãëàäêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïëîñêàÿ

êðèâàÿ. Ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå u(t) ïåðèîäè÷åñêîå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü U =
{∑k

i=1 u
2
i ≤ 1

}
. Òîãäà:

1. ïîìèìî èíòåãðàëîâ, óêàçàííûõ â òåîðåìå 3, èìååòñÿ åùå n = [k/2] íåçàâèñèìûõ
èíòåãðàëîâ,

2. åñëè k ≥ 4, òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.5) îáùåãî âèäà íåïåðèîäè÷åñêèå.
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