
Ñóáôèíñëåðîâû ñòðóêòóðû íà ãðóïïå Ýíãåëÿ∗

Àðäåíòîâ À.À., Ñà÷êîâ Þ.Ë.

10 ñåíòÿáðÿ 2018 ã.

Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáôèíñëå-

ðîâûõ çàäà÷ íà 4-ìåðíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå Ëè ñ 2-ìÿ îáðàçóþùèìè, ãëóáèíû 3.

Èíäèêàòðèñà ñóáôèíñëåðîâûõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, ïîâåðíóòûì íà ïðîèç-

âîëüíûé óãîë â ðàñïðåäåëåíèè. Ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ. Îïèñàíû àíîðìàëüíûå è îñîáûå íîðìàëüíûå òðàåêòîðèè, äîêàçàíà èõ îïòè-

ìàëüíîñòü. Îõàðàêòåðèçîâàíû îñîáûå òðàåêòîðèè, âåäóùèå íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà

äîñòèæèìîñòè çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ. Ïîñòðîåí ðåëåéíûé ôàçîâûé ïîòîê, ïîëó÷å-

íû îöåíêè ÷èñëà ïåðåêëþ÷åíèé íà ðåëåéíûõ òðàåêòîðèÿõ. Îïèñàíà ñòðóêòóðà âñåõ

íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé. Èññëåäîâàíû ñìåøàííûå òðàåêòîðèè.

Ââåäåíèå

Ñóáôèíñëåðîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.
Ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàåòñÿ âåêòîðíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì ∆ è ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â ∆. Ñóáôèíñëåðîâà ñòðóêòóðà îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî
âìåñòî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàäàíà íîðìà â ∆. Äëÿ ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû èíäè-
êàòðèñà (ìíîæåñòâî âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû) åñòü ýëëèïñîèä â ∆, à äëÿ ñóáôèíñëå-
ðîâîé ñòðóêòóðû èíäèêàòðèñà åñòü âûïóêëîå öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî â ∆,
ñîäåðæàùåå íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðè ñåáÿ.

Çàìåòíûé èíòåðåñ ê ñóáôèíñëåðîâîé ãåîìåòðèè âîçíèê â ïîñëåäíèå ãîäû â ñâÿçè ñ å¼
ïðèìåíåíèÿìè â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï [1], èçîìåòðè÷åñêè îäíîðîäíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ [2], òåîðèè óïðàâëåíèÿ [3]. Âàæíûìè âîïðîñàìè ñóáôèíñëåðîâîé (êàê è ñóáðèìà-
íîâîé) ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ îïèñàíèå êðàò÷àéøèõ è ñôåð, ïðè ýòîì åñòåñòâåííûìè ïðî-
ñòåéøèìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûå ñòðóêòóðû íà íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ
Ëè. Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáôèíñëåðîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà áûëà èññëåäîâàíà â
ðàáîòå [4]. Íèëüïîòåíòíûå l∞ ñóáôèíñëåðîâû ñòðóêòóðû â ñëó÷àÿõ Ìàðòèíå è Ãðóøèíà
áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [5].

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíî ñåìåéñòâî ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáôèíñëåðîâûõ ñòðóê-
òóð íà ïðîñòåéøåé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå Ëè ãëóáèíû 3 � ãðóïïå Ýíãåëÿ. Èíäèêàòðèñà
ýòîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ñòðóêòóð ïîëó÷åíà ïîâîðîòàìè êâàäðàòà íà ïðî-
èçâîëüíûé óãîë îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â àëãåáðå Ýíãåëÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ñóáôèíñëåðîâû çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Îïèñàíû
ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè, èññëåäóåòñÿ èõ îïòèìàëüíîñòü.

∗Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 17-11-01387) â Èí-
ñòèòóòå ïðîãðàììíûõ ñèñòåì èì. À.Ê. Àéëàìàçÿíà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé

Àëãåáðà Ýíãåëÿ � ýòî 4-ìåðíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè ñ 2-ìÿ îáðàçóþùèìè, ãëóáè-
íû 3. Â ñòàíäàðòíîì áàçèñå àëãåáðû Ýíãåëÿ L = span(f1, f2, f3, f4) òàáëèöà óìíîæåíèÿ
èìååò âèä [f1, f2] = f3, [f1, f3] = f4, ad f4 = 0. Ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè M ñ àëãåá-
ðîé Ëè L íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ýíãåëÿ. Â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ M ∼= R4

x,y,z,v, è àëãåáðà
Ýíãåëÿ ðåàëèçóåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà M :

f1 =
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
,

f2 =
∂

∂y
+
x

2

∂

∂z
+
x2 + y2

2

∂

∂v
,

f3 =
∂

∂z
+ x

∂

∂v
,

f4 =
∂

∂v
.

Îïðåäåëèì âåêòîðíûå ïîëÿ

X1 = cosϕf1 + sinϕf2, X2 = − sinϕf1 + cosϕf2, ϕ ∈ [0, π/4],

X3 = f3, X4 = f4.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ñóáôèíñëåðîâûõ çàäà÷ íà ãðóïïå
Ýíãåëÿ (ϕ ∈ [0, π/4]):

q̇ = u1X1 + u2X2, q ∈M, u ∈ U = {u ∈ R2 | ‖u‖∞ = max(|u1|, |u2|) ≤ 1}, (1)

q(0) = q0 = Id, q(T ) = q1, (2)

T → min . (3)

Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ñëåäóåò èç òåîðåì Ðàøåâñêîãî�×æîó è Ôèëèï-
ïîâà [6].

2 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Ââåäåì ãàìèëüòîíèàíû hi(λ) = 〈λ,Xi〉, λ ∈ T ∗M , i = 1, . . . , 4, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì

ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ ~hi ∈ Vec(T ∗M).

Òåîðåìà 1 (ÏÌÏ, [7, 6]). Åñëè óïðàâëåíèå u(t) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ q(t), t ∈
[0, T ], îïòèìàëüíû, òî ñóùåñòâóþò êðèâàÿ λt ∈ T ∗q(t)M è ÷èñëî ν ≤ 0, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

λ̇t = u1(t)~h1(λt) + u2(t)~h2(λt), (4)

u1(t)h1(λt) + u2(t)h2(λt) = H(λt) = (|h1|+ |h2|)(λt),
λt 6= 0,

H(λt) + ν ≡ 0.

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (4) èìååò 3 èíòåãðàëà � ôóíêöèè Êàçèìèðà íà êîàëãåáðå Ëè
L∗: h4, E = h23/2− (sinϕh1 + cosϕh2)h4 è ãàìèëüòîíèàí H.
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3 Àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè

Ïóñòü ν = 0.

Òåîðåìà 2. Îïòèìàëüíûå àíîðìàëüíûå óïðàâëåíèÿ èìåþò âèä u(t) ≡ ua± = ±(tgϕ, 1),
è âñå òàêèå óïðàâëåíèÿ îïòèìàëüíû.

Àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè ñóòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû â M , ñîîòâåòñòâó-
þùèå ëåâîèíâàðèàíòíûì ïîëÿì ±f2; îíè çàäàþò îïòèìàëüíûé ñèíòåç íà àíîðìàëüíîì
ìíîãîîáðàçèè A = {etf2(Id) | t ∈ R}.

4 Âèäû íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ äóã

Ïóñòü −ν = H(λt) > 0. Ýêñòðåìàëüíàÿ äóãà λt, t ∈ I = (α, β) ⊂ [0, T ], íàçûâàåòñÿ:

• ðåëåéíîé äóãîé, åñëè card{t ∈ I | h1h2(λt) = 0} <∞,

• îñîáîé äóãîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé: h1(λt) ≡ 0 (h1 � îñîáàÿ äóãà)
èëè h2(λt) ≡ 0 (h2 � îñîáàÿ äóãà),

• ñìåøàííîé äóãîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ðåëåéíûõ è îñîáûõ äóã.

Çàìå÷àíèå. Åñëè hi(λt)|(α,β) 6= 0, òî ui(t)|(α,β) ≡ si := sgnhi(λt)|(α,β).

5 Îñîáûå äóãè

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñòîðîí êâàäðàòà U :

Ui± = {(u1, u2) ∈ U | ui = ±1}, i = 1, 2.

Òåîðåìà 3. Ëþáàÿ h1-îñîáàÿ äóãà óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a) h1 = h3 = h4 ≡ 0, h2 ≡ const 6= 0, sgnh2 = ±1, u ∈ U2±,

b) h1 = h3 ≡ 0, h4 6= 0, h2 ≡ const 6= 0, sgnh2 = ±1, u(t) ≡ ua±.

Òåîðåìà 4. Ëþáàÿ h2-îñîáàÿ äóãà óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a) h2 = h3 = h4 ≡ 0, h1 ≡ const 6= 0, sgnh1 = ±1, u ∈ U1±,

b) Òîëüêî ïðè ϕ = π/4:
h2 = h3 ≡ 0, h4 6= 0, h1 ≡ const 6= 0, sgnh1 = ±1, u(t) ≡ ua± = (±1,±1).

Ñëåäñòâèå 1. Âñå îñîáûå òðàåêòîðèè îïòèìàëüíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai±(T ) ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1), (2) çà âðåìÿ T ñ óñëî-
âèåì íà óïðàâëåíèå u ∈ Ui± ïðè i = 1, 2. Äëÿ îïèñàíèÿ åãî ãðàíèöû ∂Ai±(T ) ê ñèñòå-
ìå (1), (2) ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîòðãÿãèíà â ãåîìåòðè÷åñêîé ïîñòàíîâêå [6],
â êîòîðîé îïòèìàëüíîñòü óïðàâëåíèÿ ïîíèìàåòñÿ êàê ïîïàäàíèå êîíöà ñîîòâåòñòâóþùåé
òðàåêòîðèè íà èñêîìóþ ãðàíèöó q(T ) ∈ ∂Ai±(T ). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòå-
ìà åñòü ñèñòåìà (4) ñ óñëîâèåì ui(t) ≡ si. Ìàêñèìèçèðîâàííûé ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò
âèä H = |h1| + |h2|. Äëÿ îïèñàíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé â êàæäîì ñëó÷àå i = 1, 2
èññëåäîâàí ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (4) íà ïëîñêîñòè (h3−i, h3), äîêàçàíû ñëåäóþùèå
òåîðåìû.
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Òåîðåìà 5. h1-îñîáûå òðàåêòîðèè ñ u2 ≡ ±1, êîíöû êîòîðûõ îáðàçóþò ìíîæåñòâî, ñî-
äåðæàùåå ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ∂A2±, èìåþò îäèí èç äâóõ òèïîâ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ u1:

a) ñ äâóìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿìè è ñîîòâåòñòâóþùèìè òðåìÿ çíà÷åíèÿìè: 1 ëèáî −1,
± tgϕ è 1 ëèáî −1; áåç îãðàíè÷åíèé íà âðåìåííûå ïðîìåæóòêè;

b) ïðè ϕ 6= π/4 ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé (è äâóìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ïðè
ϕ = π/4) ìåæäó 1 è −1; âðåìåíà ìåæäó ïåðåêëþ÷åíèÿìè ñî çíà÷åíèåì u1 = −1
îäèíàêîâû, îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç T−, âðåìåíà äâèæåíèÿ ìåæäó ïåðåêëþ÷åíèÿìè ñ
u1 = 1 òàêæå îäèíàêîâû è âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: T+ = cosϕ±sinϕ

cosϕ∓sinϕT−,

ϕ 6= π/4; âðåìÿ äî ïåðâîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ è âðåìÿ ïîñëå ïîñëåäíåãî ïåðåêëþ÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî íå ìîãóò ïðåâûøàòü ýòèõ çíà÷åíèé;

Òåîðåìà 6. h2-îñîáûå òðàåêòîðèè ñ u1 ≡ ±1, êîíöû êîòîðûõ îáðàçóþò ìíîæåñòâî, ñî-
äåðæàùåå ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ∂A1±, èìåþò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâ-
ëåíèå u2 ñ äâóìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ìåæäó çíà÷åíèÿìè 1 è −1 è áåç îãðàíè÷åíèé íà âðå-
ìåííûå ïðîìåæóòêè.

6 Ðåëåéíûé ïîòîê

Åñëè h1h2(λt)|(α,β) 6= 0, òî u(t)|(α,β) ≡ (s1, s2), ïîýòîìó ðåëåéíûå ýêñòðåìàëè óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = |h1|+ |h2|:

ḣ1 = −s2h3,
ḣ2 = s1h3,

ḣ3 = (s1 cosϕ− s2 sinϕ)h4,

ḣ4 = 0,

q̇ = s1X1 + s2X2.

(5)

Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ (λ, q) 7→ (kλ, q), k > 0, áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî H(λt) ≡ 1.
Ââåäåì íà êâàäðàòå {(h1, h2) | H(λ) = 1} óãëîâóþ êîîðäèíàòó θ ∈ R/2πZ:

h1 = sgn(cos θ) cos2 θ, h2 = sgn(sin θ) sin2 θ.

Òîãäà âåðòèêàëüíàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (5) ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ ôîðìó:θ̇ =
h3

| sin 2θ|
, θ 6= πn

2
,

ḣ3 = (s1 cosϕ− s2 sinϕ)h4, s1 = sgn cos θ, s2 = sgn sin θ.
(6)

Ñèñòåìà (6) ñîõðàíÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèé G = {Id, ε1} ∼= Z2, ãäå

ε1 : (h1, h2, h3, h4) 7→ (−h1,−h2, h3,−h4), (s1, s2) 7→ (−s1,−s2).

Ôàêòîðèçóÿ ïî äåéñòâèþ ýòîé ãðóïïû, ìîæíî ñâåñòè ðàññìîòðåíèå ñèñòåìû (6) ê ôóíäà-
ìåíòàëüíîé îáëàñòè ýòîé ãðóïïû {(h1, h2, h3, h4) ∈ R4 | h4 ≥ 0}.

Íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (6) ñòðîèòñÿ ðåëåéíûé ïîòîê.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü λ ∈ L∗ ∩ {H = 1} è h4 ≥ 0.
Åñëè (ϕ ∈ [0, π/4) è E < h4 cosϕ) èëè ϕ = π/4, òî äëÿ ëþáîãî t > 0 ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λt ñèñòåìû (6), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ λ0 = λ, è
ñîîòâåòñòâåííî åäèíñòâåííàÿ ðåëåéíàÿ òðàåêòîðèÿ q(t) = π(λt) =: Exp(λ, t).
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Åñëè ϕ ∈ [0, π/4) è E = h4 cosϕ, òî äëÿ ëþáîãî T > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî ðåøåíèé {λ1t , . . . , λNt }, t ∈ [0, T ], ñèñòåìû (6) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì λ10 = · · · =
λN0 = λ, è ñîîòâåòñòâåííî êîíå÷íîå ÷èñëî ðåëåéíûõ òðàåêòîðèé {q1(t), . . . , qN(t)} =
{π(λ1t ), . . . , π(λNt )} =: Exp(λ, t).

Îïðåäåëèì âðåìÿ ðàçðåçà âäîëü ðåëåéíûõ òðàåêòîðèé:

tcut(λ) := sup{T > 0| õîòÿ áû îäíà èç òðàåêòîðèé Exp(λ, t) îïòèìàëüíà ïðè t ∈ [0, T ]}.

7 Îïòèìàëüíîñòü ðåëåéíûõ òðàåêòîðèé

7.1 Ðåëåéíûå òðàåêòîðèè ñ ìàëîé ýíåðãèåé E

Òåîðåìà 7. Åñëè ðåëåéíàÿ ýêñòðåìàëü λt, t ∈ [0,+∞), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ϕ ∈ [0, π/4), −|h4| cosϕ < E ≤ −|h4| sinϕ,

òî îíà îïòèìàëüíà, ò.å. tcut(λ0) = +∞.

7.2 Ðåëåéíûå òðàåêòîðèè ñ áîëüøîé ýíåðãèåé E

Ñ ïîìîùüþ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè [8, 5] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

Òåîðåìà 8. Åñëè (ϕ ∈ [0, π/4) è −|h4| sinϕ < E) èëè ϕ = π/4, òî îïòèìàëüíûå ðåëåéíûå
òðàåêòîðèè èìåþò íå áîëåå 10 ïåðåêëþ÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ñëó÷àå tcut(λ0) <
+∞.

8 Îáùèé âèä íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé ýêñòðåìàëè λt, t ∈ [0, T ], ñóùåñòâóþò ìîìåí-
òû âðåìåíè 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn ≤ T , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

• h1h2(λti) = 0, i = 1, . . . , n,

• ∀i = 1, . . . , n− 1 h1h2(λt)|(ti,ti+1) 6= 0 èëè
h1(λt)|[ti,ti+1] ≡ 0, h2(λt)|(ti,ti+1) 6= 0 èëè
h2(λt)|[ti,ti+1] ≡ 0, h1(λt)|(ti,ti+1) 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü ÿâëÿåòñÿ ðåëåéíîé, îñîáîé èëè ñìåøàí-
íîé.

9 Ñìåøàííûå ýêñòðåìàëüíûå äóãè

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü h4 ≥ 0. Îñîáûå ýêñòðåìàëüíûå äóãè ìîãóò ïðèìûêàòü ê ðå-
ëåéíûì äóãàì òîëüêî â òî÷êàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• ϕ ∈ (0, π/4], θ = 3π/2, h3 = 0, â ýòîì ñëó÷àå u(t) ≡ ua−,

• ϕ = π/4, θ = π, h3 = 0, â ýòîì ñëó÷àå u(t) ≡ ua− = (−1,−1).
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10 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå îïèñàíà ñòðóêòóðà ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé â ñåìåéñòâå ëåâîèíâàðè-
àíòíûõ ñóáôèíñëåðîâûõ çàäà÷ íà ãðóïïå Ýíãåëÿ è ïîëó÷åíû îöåíêè ÷èñëà ïåðåêëþ÷åíèé
íà îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ. Ðÿä âàæíûõ âîïðîñîâ ïî ýòèì çàäà÷àì îñòàåòñÿ îòêðûòûì:

• òî÷íîå îïèñàíèå âðåìåíè ðàçðåçà è ìíîæåñòâà ðàçðåçà,

• ñòðóêòóðà è ðåãóëÿðíîñòü ñóáôèíñëåðîâîé ñôåðû.

Ýòèì âîïðîñàì áóäóò ïîñâÿùåíû äàëüíåéøèå ðàáîòû.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ýíðèêî Ëå Äîííå çà îáñóæäåíèÿ çàäà÷è.
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