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Àííîòàöèÿ

Â ýòîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ñóáôèíñëåðîâîé ãåîìåòðèè íà ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå ðàí-

ãà 2 ãëóáèíû 3. Òàêàÿ ãðóïïà òàêæå íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Êàðòàíà, îíà èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó

ãðóïïû Êàðíî, íà êîòîðîé ââîäèòñÿ ìåòðèêà ñ ïîìîùüþ `∞ íîðìû íà å¼ ïåðâîì ñëîå. Èñïîëüçóþòñÿ ìå-

òîäû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà îõàðàêòåðèçîâàíû

ýêñòðåìàëüíûå êðèâûå. Îïèñàíû àíîðìàëüíûå è îñîáûå äóãè, ïîñòðîåí ðåëåéíûé ïîòîê.

1 Ââåäåíèå

Ñóáôèíñëåðîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ôèíñëåðîâîé ãåîìåòðèè, ñóáðèìàíîâîé ãåîìåò-
ðèè è, êàê ñëåäñòâèå, ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Ñóáôèíñëåðîâû ñòðóêòóðû âîçíèêàþò â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
ãðóïï, â òåîðèè èçîìåòðè÷åñêè îäíîðîäíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ â òåîðèè
óïðàâëåíèÿ; ñì. [11, 5], [3, 4, 10] è [2] ñîîòâåòñòâåííî.

Îñîáî âàæíî òî, ÷òî ãðóïïû Ëè, ñíàáæåííûå ñóáôèíñëåðîâîé ñòðóêòóðîé, âîçíèêàþò â ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè ãðóïï êàê àñèìïòîòè÷åñêèå êîíóñû íèëüïîòåíòíûõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï. À èìåííî, â ðàáî-
òå [11] Ïàíñó óñòàíîâèë, ÷òî àññèìïòîòè÷åñêèå êîíóñû íèëüïîòåíòíûõ äèñêðåòíûõ ãðóïï ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì îáðàçóþùèõ, ñíàáæåííûå ñëîâàðíîé ìåòðèêîé, ñóòü ãðóïïû Êàðíî, ñíàáæåííûå ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóá-
ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé. Çàìåòèì, ÷òî òàêèå ìåòðèêè âîçíèêàþò èç ñòðóêòóð, îòëè÷íûõ îò ñóáðèìàíîâûõ,
òàê êàê íîðìû îïèñûâàþòñÿ âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Â ýòîé ñâÿçè `1 íîðìà ÿâëÿ-
åòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ãðóïï ðàíãà 2 ýòà íîðìà îòëè÷àåòñÿ îò `∞ ïðîñòî çàìåíîé
ïåðåìåííûõ.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ íàïðàâëåíà íà ïîíèìàíèå ãåîìåòðèè `∞ ñóáôèíñëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Íåêîòîðûå åñòå-
ñòâåííûå çàäà÷è ñâÿçàíû ñ ðåãóëÿðíîñòüþ ñôåð è ãåîäåçè÷åñêèõ. Íàïðèìåð, çàäà÷à, ìîæíî ëè ëþáóþ ïàðó
òî÷åê ñîåäèíèòü êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé ìèíèìàëüíîé äëèíû, ÿâëÿåòñÿ íåðåøåííîé. Åñëè ýòî òàê, òî íåèç-
âåñòíî, îãðàíè÷åíî ëè ðàâíîìåðíî ÷èñëî òàêèõ êóñêîâ. Âñå ýòè ôóíäàìåíòàëüíûå âîïðîñû âîçíèêàþò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç àñèìïòîòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ íèëüïîòåíòíûõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï. Ñóùåñòâóþò òàêæå
ãèïîòåçû îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ äëÿ ðîñòà îáúåìà øàðîâ áîëüøèõ ðàäèóñîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû
ñî ñïðÿìëÿåìîñòüþ ñôåð è ñ âûøåóïîìÿíóòîé ðåãóëÿðíîñòüþ ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî êîíóñà,
ñì. [5].

Çàäà÷ó ïîèñêà êðàò÷àéøèõ êðèâûõ â ñóáôèíñëåðîâûõ ãðóïïàõ Ëè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó
áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû, ëèíåéíîé ïî óïðàâëåíèÿì. Ôîðìàëüíîå ââåäåíèå ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [1]. Â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ ïî áûñòðîäåéñòâèþ òðàåêòîðèé � êëàññè÷åñêîå ñëåäñòâèå òåîðåìû
Ôèëèïïîâà. Îäíàêî íå ñóùåñòâóåò îáùèõ ðåçóëüòàòîâ ïî ðåãóëÿðíîñòè, êðîìå íåäàâíåé ðàáîòû [9].

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � ðàññìîòðåòü êîíêðåòíóþ ãðóïïó è îõàðàêòåðèçîâàòü â íåé ýêñòðåìàëüíûå êðè-
âûå.

Èçó÷àåòñÿ åäèíñòâåííàÿ `∞ ñóáôèíñëåðîâà çàäà÷à íà ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå ðàíãà 2 ãëóáèíû
3. Òàêóþ ãðóïïó òàêæå íàçûâàþò ãðóïïîé Êàðòàíà, îíà èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãðóïïû Êàðíî. Â
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êîîðäèíàòàõ å¼ ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé X1, X2.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ `∞ íîðìà îòíîñèòåëüíî X1, X2.

Còàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçäåëå 2 ñòàâèòñÿ çàäà÷à è îòìå÷àåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå êðàò÷àé-
øèõ. Â ðàçäåëå 3 ê çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Â ðàçäåëå 4 îïèñûâàþòñÿ îïòèìàëü-
íûå àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè. Äàëåå, â ðàçäåëå 5 îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ
äóã: ðåëåéíûå, îñîáûå è ñìåøàííûå.

Â ðàçäåëå 6 îïèñûâàþòñÿ îñîáûå äóãè; îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå îñîáûå òðàåêòîðèè îïòèìàëüíû. Êðîìå òîãî,
îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè îñîáûõ òðàåêòîðèé çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ (ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäà-
åò ñ ÷àñòüþ ñóáôèíñëåðîâîé ñôåðû, çàïîëíåííîé îñîáûìè òðàåêòîðèÿìè). Ïîëó÷åíî ÿâíîå îïèñàíèå ýòîãî
ìíîæåñòâà è äîêàçàíî, ÷òî îíî ïîëóàëãåáðàè÷íî.

Â ðàçäåëå 7 èçó÷àþòñÿ ðåëåéíûå òðàåêòîðèè. Îïèñûâàåòñÿ ôàçîâûé ïîðòðåò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû,
ñîîòâåòñòâóþùåé ðåëåéíûì òðàåêòîðèÿì, è ñòðîèòñÿ ðåëåéíûé ïîòîê, êîòîðûé ïîðîæäàåò ýòè òðàåêòîðèè.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 8 îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî íèëüïîòåíòíîñòü ãðóïïû çàìåòíî óïðîùàåò çàäà÷ó. Íàïðèìåð, â íàøåì ñëó÷àå ðåëåéíûå

òðàåêòîðèè èìåþò êóñî÷íî ïîëèíîìèàëüíûå êîîðäèíàòû.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàëî äðóãèõ ðàáîò, ðàññìàòðèâàþùèõ âîïðîñû ñóáôèíñëåðîâîé ãåî-
ìåòðèè. Ïîìèìî óïîìÿíóòûõ ðàíåå, â ðàáîòàõ [6, 8] àâòîðû èçó÷àþò ñóáôèíñëåðîâó ãåîìåòðèþ â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå è íà ìíîãîîáðàçèÿõ ýíãåëåâà òèïà, êàê-òî ãåîäåçè÷åñêèå è æåñòêèå êðèâûå. Îäíàêî â ýòèõ ðàáîòàõ
ïðèñóòñòâóåò êëàññè÷åñêîå â ôèíñëåðîâîé ãåîìåòðèè ïðåäïîëîæåíèå: íîðìà ïðåäïîëàãàåòñÿ ãëàäêîé âíå íó-
ëåâîãî ñå÷åíèÿ è ñòðîãî âûïóêëîé. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ðàññìàòðèâàåò ñëó÷àé, â êîòîðîì ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ
íå ñïðàâåäëèâû. Òàêæå èçâåñòíà äðóãàÿ ðàáîòà [7], â êîòîðîé àâòîðû èçó÷àþò ñóáôèíñëåðîâó ãåîìåòðèþ, ñâÿ-
çàííóþ ñ ðåøåíèÿìè ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, çàäàííûõ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ïðåäîñòàâëÿÿ åùå îäíó îáëàñòü, ãäå ñóáôèíñëåðîâà ãåîìåòðèÿ åñòåñòâåííî ïîÿâëÿåòñÿ.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì 5-ìåðíóþ íèëüïîòåíòíóþ àëãåáðó Ëè L = span(X1, . . . , X5) ñ íåíóëåâûìè ñêîáêàìè

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X2, X3] = X5, (2.1)

òàáëèöà óìíîæåíèÿ (2.1) èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 1. Àëãåáðà Ëè L ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé àëãåáðîé
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Ðèñ. 1: Àëãåáðà Êàðòàíà

Ëè ãëóáèíû 3 è ñ äâóìÿ ïîðîæäàþùèìè, îíà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Êàðòàíà. Äàëåå, ïóñòüM åñòü îäíîñâÿçíàÿ
ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè L; M íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Êàðòàíà. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ìîäåëüþ:

M = R5
x,y,z,v,w,
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ñ àëãåáðîé Ëè L, çàäàííîé ëåâîèíâàðèàíòíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà R5:
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∂
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2
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Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ â ãðóïïå Êàðòàíà M äëÿ ýòîé ìîäåëè ïðèâåäåíî â ðàáîòå [12]. Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ `∞
ñóáôèíñëåðîâà çàäà÷à íà ãðóïïå Êàðòàíà ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q̇ = u1X1 + u2X2, q ∈M, u ∈ U = {u ∈ R2 | ‖u‖∞ ≤ 1}, (2.2)

‖u‖∞ = max(|u1|, |u2|),
q(0) = q0 = Id = (0, . . . , 0), q(T ) = q1, (2.3)

T → min . (2.4)

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à (2.2)�(2.4) ãåîìåòðè÷åñêè ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ñëåäóþùàÿ çàäà÷à â ïëîñêîñòè R2
xy.

Ïóñòü çàäàíû òî÷êà (x1, y1) ∈ R2, ÷èñëî S ∈ R è òî÷êà c ∈ R2. Òî÷êà (x1, y1) ñîåäèíåíà ñ íà÷àëîì
êîîðäèíàò êðèâîé γ0 ⊂ R2. Íóæíî íàéòè êðèâóþ γ = {(x(t), y(t)) | t ∈ [0, T ]} ñî ñêîðîñòüþ ‖(ẋ(t), ẏ(t))‖∞ ≤
1, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò íà÷àëî êîîðäèíàò ñ òî÷êîé (x1, y1), îãðàíè÷èâàåò âìåñòå ñ êðèâîé γ0 îáëàñòü ñ
îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäüþ S è ñ öåíòðîì ìàññ â òî÷êå c, äëÿ êîòîðîé âðåìÿ äâèæåíèÿ T ìèíèìàëüíî.

Òåîðåìà Ðàøåâñêîãî-×æîó [13] îáåñïå÷èâàåò ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû (2.2), à èç òåîðåìû Ôèëèï-
ïîâà [13] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ (2.2)�(2.4).

3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Ê çàäà÷å (2.2)�(2.4) ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ).
Îáîçíà÷èì òî÷êè êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M ÷åðåç λ ∈ T ∗M . Ââåäåì ëèíåéíûå íà ñëîÿõ

ãàìèëüòîíèàíû hi(λ) = 〈λ,Xi〉, i = 1, . . . , 5, è ãàìèëüòîíèàí ÏÌÏ

hνu(λ) = 〈λ, u1X1 + u2X2〉+ ν = u1h1(λ) + u2h2(λ) + ν, λ ∈ T ∗M, u ∈ U, ν ∈ R.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~hi ∈ Vec(T ∗M) ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíîâîé ôóíêöèèhi.

Òåîðåìà 1 (ÏÌÏ [14, 13]). Åñëè óïðàâëåíèå u(t) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ q(t), t ∈ [0, T ], ÿâëÿþòñÿ
îïòèìàëüíûìè â çàäà÷å (2.2)�(2.4), òî ñóùåñòâóþò òàêèå êðèâàÿ λ ∈ Lip([0, T ], T ∗M), λt ∈ T ∗q(t)M , è ÷èñëî
ν ≤ 0, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

λ̇t = u1(t)~h1(λt) + u2(t)~h2(λt), (3.1)

u1(t)h1(λt) + u2(t)h2(λt) = max
v∈U

(v1h1(λt) + v2h2(λt)) = H(λt), (3.2)

H(λ) := (|h1|+ |h2|)(λ),

λt 6= 0, (3.3)

hνu(t)(λt) = H(λt) + ν ≡ 0. (3.4)

Ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ:

(A) ν = 0⇔ ýêñòðåìàëü λt ÿâëÿåòñÿ àíîðìàëüíîé ⇔ H(λt) ≡ 0,

(N) ν < 0⇔ ýêñòðåìàëü λt ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ⇔ H(λt) ≡ const > 0.
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Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ (3.1) â êîîðäèíàòàõ (h1, . . . , h5; q) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ḣ1 = −u2h3, (3.5)

ḣ2 = u1h3, (3.6)

ḣ3 = u1h4 + u2h5, (3.7)

ḣ4 = ḣ5 = 0, (3.8)

q̇ = u1X1 + u2X2. (3.9)

Ëåììà 1. Êîàëãåáðà Ëè L∗ = T ∗IdM èìååò ôóíêöèè Êàçèìèðà h4, h5, E =
h2
3

2 + h1h5 − h2h4.

Äîêàçàòåëüñòâî. {h4, hi} = {h5, hi} = {E, hi} = 0, i = 1, . . . , 5.

Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (3.5)�(3.9) â äîïîëíåíèå ê h4 è h5 òàêæå èìååò èíòåãðàë E.

Ëåììà 2. Åñëè ñóùåñòâóåò i ∈ {1, 2}, äëÿ êîòîðîãî ui(t) ≡ 1 ëèáî ui(t) ≡ −1, òî óïðàâëåíèå u(t) îïòè-
ìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u1(t) ≡ 1 (ñîîòâ. −1), òî êîîðäèíàòà x(t) ìåíÿåòñÿ ñ ìàêñèìàëüíî (ñîîòâåòñòâåííî
ìèíèìàëüíî) âîçìîæíîé ñêîðîñòüþ. Àíàëîãè÷íî äëÿ u2(t) è y(t).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Asing
q0 (T ) ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (2.2) çà âðåìÿ T > 0 âäîëü òðàåêòîðèé,

âûõîäÿùèõ èç òî÷êè q0 c óïðàâëåíèåì ui(t) ≡ 1 ëèáî ui(t) ≡ −1 ïðè i ∈ {1, 2}.

Îïðåäåëåíèå 1. Óïðàâëåíèå u(t) è ñîîòâåòñòâóþùóþ òðàåêòîðèþ q(t) íàçîâ¼ì ãåîìåòðè÷åñêè îïòèìàëü-
íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò i ∈ {1, 2}, äëÿ êîòîðîãî ui(t) ≡ 1 ëèáî ui(t) ≡ −1, à êîíåö òðàåêòîðèè q(t) ïðèõîäèò
íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà Asing

q0 (T ), ò.å. q(T ) ∈ ∂Asing
q0 (T ).

Äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà Asing
q0 (T ) ïðèìåíÿåòñÿ ÏÌÏ â ãåîìåòðè÷åñêîé ïîñòàíîâêå [13], êîòîðûé èìååò

ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó äëÿ çàäà÷è Êîøè (2.2)�(2.3) ñ óñëîâèåì u2(t) ≡ 1, ñõîæóþ ñ ôîðìóëèðîâêîé
òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2 (Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ÏÌÏ[13]). Åñëè óïðàâëåíèå u(t) ñ óñëîâèåì u2(t) ≡ 1 è ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ q(t), t ∈ [0, T ], ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè îïòèìàëüíûìè â çàäà÷å (2.2)�(2.3), òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëèïøèöåâà êðèâàÿ â êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè λt ∈ T ∗q(t)M , ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.1),

(3.3), à òàêæå óñëîâèå ìàêñèìóìà

u1(t)h1(λt) + h2(λt) = max
ū1∈[−1,1]

(ū1h1(λt) + h2(λt)) = H(λt). (3.10)

Ñëåäñòâèå 1. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè ÏÌÏ â êîîðäèíàòàõ (h1, . . . , h5; q)
ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (3.5)�(3.9) ïðè óñëîâèè u2 ≡ 1.

Ëåììà 3. Åñëè óïðàâëåíèå u(t), t ∈ [0, T ] îïòèìàëüíî, òî ‖u(t)‖∞ ≡ 1 ïðè ï.â. t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ‖u(t)‖∞ < 1 íà ïîäìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû îòðåçêà [0, T ], òî òðàåêòîðèÿ q(t),
t ∈ [0, T ] ìîæåò áûòü ïåðåïàðàìåòðèçîâàíà è ïðîéäåíà çà ìåíüøåå âðåìÿ, ÷åì T .

4 Àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè

Ïóñòü ν = 0.

Òåîðåìà 3. Îïòèìàëüíûå àíîðìàëüíûå óïðàâëåíèÿ èìåþò âèä

u(t) ≡ const, ‖u(t)‖∞ ≡ 1, (4.1)

è âñå òàêèå óïðàâëåíèÿ îïòèìàëüíû.
Ýòè óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíûé ñèíòåç íà àíîðìàëüíîì ìíîãîîáðàçèè ðàñïðåäåëåíèÿ

span(X1, X2):

A = {e(u1X1+u2X2)(Id) | ui ∈ R} = {q ∈M | z = 0, v = y(x2 + y2)/6, w = −x(x2 + y2)/6}.

Àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû â M , êàñàòåëüíûå ê ðàñïðåäåëåíèþ
span(X1, X2). Ïðîåêöèè àíîðìàëüíûõ òðàåêòîðèé íà ïëîñêîñòü (x, y) ñóòü ïðÿìûå ëèíèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â àíîðìàëüíîì ñëó÷àå èìååì ν = −H(λt) ≡ 0. Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà (3.2) ÏÌÏ ñëåäóåò,
÷òî âäîëü àíîðìàëüíîé ýêñòðåìàëè h1(λt) = h2(λt) ≡ 0. Äëÿ îïòèìàëüíîé ýêñòðåìàëè âûïîëíåíî (u2

1+u2
2)(t) 6=

0, çíà÷èò óðàâíåíèÿ (3.5), (3.6) ïðèâîäÿò ê òîæäåñòâó h3(λt) ≡ 0, îòêóäà èç óðàâíåíèÿ (3.7) ïîëó÷àåì
u1(t)h4(λt) + u2(t)h5(λt) ≡ 0.

Ñóììèðóÿ âûøåñêàçàííîå, îïòèìàëüíûå àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: h1(λt) =
h2(λt) = h3(λt) ≡ 0, ḣ4(λt) = ḣ5(λt) ≡ 0, u(t) ⊥ (h4, h5)(λt). Åñëè àíîðìàëüíîå óïðàâëåíèå u(t) íåïîñòî-
ÿííî, òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ‖u(t)‖∞ ≡ 1.

Îïòèìàëüíîñòü âñåõ óïðàâëåíèé (4.1) ñëåäóåò èç ëåììû 2.
Îïòèìàëüíûå àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè ñóòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû Êàðòàíà, êàñàòåëü-

íûå ê ðàñïðåäåëåíèþ span(X1, X2), èõ ïàðàìåòðèçàöèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x = u1t, y = u2t, z = 0, v = u2
u2

1 + u2
2

6
t3, w = −u1

u2
1 + u2

2

6
t3.

5 Òèïû íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ äóã

Òåïåðü ðàññìîòðèì íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè, ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî −ν = H(λt) > 0.
Íàçîâ¼ì íîðìàëüíóþ ýêñòðåìàëüíóþ äóãó λt, t ∈ I = (α, β) ⊂ [0, T ]:

• ðåëåéíîé äóãîé, åñëè
card{t ∈ I | h1h2(λt) = 0} <∞,

• îñîáîé äóãîé, åñëè îäíî èç óñëîâèé âûïîëíåíî:

h1(λt) ≡ 0, t ∈ I (h1-îñîáàÿ äóãà), èëè

h2(λt) ≡ 0, t ∈ I (h2-îñîáàÿ äóãà),

• ñìåøàííîé äóãîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ðåëåéíûõ è îñîáûõ äóã.

Çàìåòèì, ÷òî àïðèîðè ýòîò ñïèñîê âîçìîæíûõ òèïîâ íîðìàëüíûõ äóã íå ïîëîí: íàïðèìåð, âîçìîæåí
ôåíîìåí Ôóëåðà. Íî àïîñòåðèîðè ìû äîêàæåì, ÷òî ýòîò ñïèñîê â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîëîí.

Çàìå÷àíèå. Åñëè hi(λt)|(α,β) 6= 0, òî ui(t)|(α,β) ≡ si := sgnhi(λt)|(α,β). Òàêèì îáðàçîì, ðåëåéíîå óïðàâëåíèå
êóñî÷íî ïîñòîÿííî ñî çíà÷åíèÿìè â âåðøèíàõ (±1,±1) êâàäðàòà U .

6 Îñîáûå äóãè

6.1 Îïèñàíèå îñîáûõ äóã

Òåîðåìà 4. Ëþáàÿ h1-îñîáàÿ íîðìàëüíàÿ äóãà óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(a) h1 = h3 = h4 = h5 ≡ 0, h2 ≡ const 6= 0,
|u1(t)| ≤ 1, u2 ≡ s2 ∈ {±1},

(b) h1 = h3 ≡ 0, |h5

h4
| ≤ 1, h4 6= 0, h2 ≡ const 6= 0,

u1(t) ≡ ua1 = −s2
h5

h4
, u2(t) ≡ s2 ∈ {±1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, âäîëü h1-îñîáîé äóãè èìååì:

h1(λt) ≡ 0, H(λt) 6= 0 ⇒ h2(λt) 6= 0, t ∈ I = (α, β) ⊂ [0, T ].

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ÏÌÏ u2(t)|I ≡ s2 ∈ {±1}. Èç ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÏÌÏ, h3(λt) = − ḣ1(λt)
u2(t) ≡ 0,

òàêèì îáðàçîì, h2(λt) ≡ const 6= 0. Áîëåå òîãî, u1(t)h4 + s2h5 = ḣ3(λt) ≡ 0.
(a) Åñëè h4 = 0, òî h5 = 0 è ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (a) ýòîé òåîðåìû.
(b) Åñëè h4 6= 0, òî u1(t) = ua1 = −s2

h5

h4
, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àíîðìàëüíîìó óïðàâëåíèþ, îòñþäà ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå (b) ýòîé òåîðåìû.
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Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ h2-îñîáûõ äóã.

Òåîðåìà 5. Ëþáàÿ h2-îñîáàÿ íîðìàëüíàÿ äóãà óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(a) h2 = h3 = h4 = h5 ≡ 0, h1 ≡ const 6= 0,
u1 ≡ s1 ∈ {±1}, |u2(t)| ≤ 1,

(b) h2 = h3 ≡ 0, h1 ≡ const 6= 0, h5 6= 0, |h4

h5
| ≤ 1,

u1 ≡ s1 ∈ {±1}, u2 ≡ ua2 = −s1
h4

h5
.

Ñëåäñòâèå 2. Âñå îñîáûå òðàåêòîðèè îïòèìàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ëåììû 2.

Çàìå÷àíèå. Îñîáûå òðàåêòîðèè òèïà (b) ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî íîðìàëüíûìè è àíîðìàëüíûìè.

6.2 Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè âäîëü îñîáûõ òðàåêòîðèé

Â äàííîì ïîäðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Asing
q0 (T ) äëÿ ñèñòåìû (2.2) âäîëü îñîáûõ òðàåê-

òîðèé.
Çàìåòèì, ÷òî âñå ÷åòûðå ñëó÷àÿ u1 ≡ 1, u1 ≡ −1, u2 ≡ 1, u2 ≡ −1 ñèììåòðè÷íû, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

èçó÷èòü ëèøü îäèí èç íèõ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé u2 ≡ 1. Èç ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âåðòèêàëüíóþ ïîäñèñòåìó ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìû: 
ḣ1 = −h3,

ḣ2 = u1h3,

ḣ3 = u1h4 + h5,

ḣ4 = ḣ5 = 0.

(6.1)

Åñëè h4 = 0, òî h1(t) = −h5

2 t
2−h3(0)t+h1(0). Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà (3.10) ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå

óïðàâëåíèå u1 êóñî÷íî ïîñòîÿííî è èìååò íå áîëåå äâóõ ïåðåêëþ÷åíèé â ìíîæåñòâå {−1, 1}.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé h4 6= 0. Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ ðàñòÿæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó |h4|, ïåðåéäåì ê íîâûì

êîîðäèíàòàì:

hi =
hi
|h4|

, i = 1, . . . , 5.

Âåðòèêàëüíàÿ ïîäñèñòåìà ïîäñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä
ḣ1 = −h3,

ḣ2 = u1h3,

ḣ3 = h4u1 + h5,

ḣ5 = 0, h4 = ±1.

(6.2)

Åñëè h1 = 0, t ∈ (t0, t1), t0 < t1, òî èç (6.2) ñëåäóåò h3 = 0, à çíà÷èò u1 = −h5

h4
= ua1 ïðè t ∈ (t0, t1), t0 < t1.

Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùèé ñëó÷àé:

h1 = h3 = 0, h4 = ±1, h5 ∈ [−1, 1] ⇒ u1 = −h5

h4
. (6.3)

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà (3.10) ïðè h1 6= 0, t ∈ (t0, t1), t0 < t1 èìååì u1 = sgn h1, ïðè ýòîì h2 = H − |h1|,
ïîýòîìó óðàâíåíèå äëÿ h2 ìîæíî èñêëþ÷èòü èç âåðòèêàëüíîé ïîäñèòñåìû. Îòêóäà ïîëó÷àåì

ḣ1 = −h3,

ḣ3 = h4 sgn h1 + h5,

ḣ5 = 0, h4 = ±1.

(6.4)
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Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ (h1, h3, h4, h5) 7→ (−h1,−h3, h4,−h5), äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîäñëó÷àè h4 = ±1 ñ
óñëîâèåì h5 ≥ 0. Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå ðàçáèåíèå äëÿ ìíîæåñòâà ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ:

C± = {h = (h1, h3, h4, h5) ∈ R4 | (h1, h3) ∈ R2, h4 = ±1, h5 ≥ 0} = C±0 ∪ C±01 ∪ C±1 ∪ C±1∞,

C±0 = {h ∈ C± | h5 = 0}, C±01 = {h ∈ C± | h5 ∈ (0, 1)},
C±1 = {h ∈ C± | h5 = 1}, C±1∞ = {h ∈ C± | h5 ∈ (1,+∞)}.

Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî èçó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (6.4) íà ïëîñêîñòè (h1, h3). Âäîëü
âñåõ òðàåêòîðèé âåðòèêàëüíîé ïîäñèñòåìû (6.4) îòñëåæèâàåòñÿ çíàê h1, êîòîðûé îïðåäåëÿåò èñêîìîå óïðàâ-
ëåíèå u1. Ïîäñèñòåìà (6.4) èìååò î÷åâèäíûé ïåðâûé èíòåãðàë 1

2h
2
3 + h5h1 + h4|h1| = E + h4H.

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

Ðèñ. 2: Ôàçîâûé ïîðòðåò âåðòèêàëüíîé ïîäñèñòåìû (6.4) ïðè h5 = 3/2; (ñëåâà) h4 = −1, (ñïðàâà) h4 = 1.

Íà Ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû äëÿ h5 = 3/2 ïðè h4 = −1, 1 ñîîòâåòñòâåííî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
h4 = −1, 1 ôàçîâûå êðèâûå çàäàþòñÿ ïàðàáîëàìè ñ íàïðàâëåííûìè âëåâî âåòâÿìè. Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà
h5 â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà C±1∞ íå ìåíÿåò íàïðàâëåíèå âåòâåé ïàðàáîë. Çàìåòèì, ÷òî ïðè h ∈ C±1∞ íåâîçìîæåí
ïåðåõîä íà óïðàâëåíèå (6.3), òàê êàê óïðàâëåíèå u1 = ∓h5 ∈ (−∞,−1)∪(1,+∞) íå äîïóñòèìî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîîòâåòñòâóþùèå óïðàâëåíèÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííû è èìåþò íå áîëåå äâóõ ïåðåêëþ÷åíèé âî ìíîæåñòâå {−1, 1}.

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

-4 -2 2 4

-4
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2

4

Ðèñ. 3: Ôàçîâûå ïîðòðåòû âåðòèêàëüíîé ïîäñèñòåìû (6.4) ïðè h5 = 1; (ñëåâà) h4 = −1, (ñïðàâà) h4 = 1.

Íà Ðèñ. 3 èçîáðàæåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû ñ óñëîâèåì h5 = 1. Ïðè h4 = −1 ñóùåñòâóåò ïàðàáîëà, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (ñì. Ðèñ. 3 ñëåâà), ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåêëþ÷èòüñÿ â ýòîé òî÷êå íà óïðàâëåíèå (6.3);
ýòà ïàðàáîëà ñîîòâåòñòâóåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó óïðàâëåíèþ u1, êîòîðîå èìååò íå áîëåå äâóõ ïåðåêëþ÷åíèé
âî ìíîæåñòâå {−1, 1}. Äëÿ îñòàëüíûõ òðàåêòîðèé èç ìíîæåñòâà C−1 óïðàâëåíèå òàêæå êóñî÷íî-ïîñòîÿííî, íî
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èìååò íå áîëåå îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå {−1, 1}. Â ïîäñëó÷àå h4 = 1 íà÷àëî êîîðäèíàò ñòàöèî-
íàðíî, ïîýòîìó ïåðåêëþ÷åíèå íà óïðàâëåíèå (6.3) íå ïðîèñõîäèò âäîëü òðàåêòîðèé èç ìíîæåñòâà C+

1 . Çäåñü
óïðàâëåíèå u1 òàêæå êóñî÷íî-ïîñòîÿííî è èìååò íå áîëåå äâóõ ïåðåêëþ÷åíèé âî ìíîæåñòâå {−1, 1}.

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

Ðèñ. 4: Ôàçîâûå ïîðòðåòû âåðòèêàëüíîé ïîäñèñòåìû (6.4) ïðè h5 = 1/2; (ñëåâà) h4 = −1, (ñïðàâà) h4 = 1.

Íà Ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû ñ óñëîâèåì h5 = 1/2. Â îáîèõ ñëó÷àõ h4 = −1, 1 ôàçîâûå êðè-
âûå çàäàþòñÿ ïàðàáîëàìè ñ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè âåòâÿìè â ïîëóïëîñêîñòÿõ. Ïðè âàðüèðîâàíèè
ïàðàìåòðà h5 â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà C±01 íàïðàâëåíèå âåòâåé íå ìåíÿåòñÿ. Ïðè h4 = −1 ñóùåñòâóþò äâå ïà-
ðàáîëû (â ïðàâîé è ëåâîé ïîëóïëîñêîñòÿõ), ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ãäå ìîæíî ïåðåêëþ÷èòüñÿ
íà óïðàâëåíèå (6.3), ýòîò ñëó÷àé ïðåäîñòàâëÿåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå u1 ñî çíà÷åíèÿìè ±1, h5,±1.
Äëÿ îñòàëüíûõ òðàåêòîðèé èç ìíîæåñòâà C−01 óïðàâëåíèå u1 êóñî÷íî-ïîñòîÿííî è èìååò íå áîëåå îäíîãî
ïåðåêëþ÷åíèÿ â ìíîæåñòâå {−1, 1}. Ïðè h4 = 1 íà÷àëî êîîðäèíàò ñòàöèîíàðíî, ïîýòîìó ïåðåêëþ÷åíèå íà
óïðàâëåíèå (6.3) çäåñü íå âîçìîæíî, ñëó÷àé C+

01 äîïóñêàåò íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé âî ìíîæåñòâå
{−1, 1}.

Ñëó÷àé h ∈ C±0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ h ∈ C±01 è íå òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, â íåì ïðàâûå è
ëåâûå ïîëóïëîñêîñòè çàïîëíÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ïàðàáîëàìè.

Èòàê, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèÿõ â îñîáîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 6. h1-îñîáûå òðàåêòîðèè ñ u2 ≡ 1, êîíöû êîòîðûõ îáðàçóþò ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ãðàíèöó
Asing
q0 (T ), èìåþò îäèí èç äâóõ òèïîâ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ u1:

1. ñî çíà÷åíèÿìè ±1, h5,±1 ëèáî ±1, h5,∓1 è áåç îãðàíè÷åíèé íà âðåìåííûå ïðîìåæóòêè, ãäå h5 ∈
[−1, 1];

2. ñî çíà÷åíèÿìè ±1,∓1,±1,∓1, . . . , è òàêèìè âðåìåííûìè ïðîìåæóòêàìè Tb, T1, T2, T1, . . . , Ti, Te, ÷òî
0 < Tb ≤ T2, 0 < T1, 0 ≤ Te ≤ T3−i, ãäå i = 1, 2.

Òåïåðü íàéä¼ì îöåíêó ñâåðõó íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèÿ âòîðîãî òèïà, ýòî ïîçâîëèò ñîêðàòèòü
ãåîìåòðè÷åñêè íåîïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü u1 åñòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå ñî çíà÷åíèÿìè 1,−1, 1,−1 è òàêèìè âðåìåí-
íûìè ïðîìåæóòêàìè Tb, T1, T2, Te, ÷òî 0 < Tb ≤ T2, 0 < T1, 0 ≤ Te ≤ T1. Åñëè Te >

T2−Tb

T2+Tb
T1, òî óïðàâëåíèå

u1 ãåîìåòðè÷åñêè íå îïòèìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ó ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèè q êîîðäèíàòà z îáíóëÿåòñÿ, êîãäà
Te = T2−Tb

T2+Tb
T1. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó

óïðàâëåíèþ ñî çíà÷åíèÿìè −1, 1,−1, 1 è âðåìåííûìè ïåðèîäàìè Te, T2, T1, Tb, êîòîðàÿ ïðèõîäèò â òó æå
òî÷êó ñ íóëåâîé êîîðäèíàòîé z.

Äîêàæåì òåîðåìó îò ïðîòèâíîãî.
Ïóñòü Tb < T2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè Te >

T2−Tb

T2+Tb
T1 óïðàâëåíèå u1 ãåîìåòðè÷åñêè îïòèìàëüíî. Òîãäà

ãåîìåòðè÷åñêè îïòèìàëüíî è ñèììåòðè÷íîå óïðàâëåíèå ñî çíà÷åíèÿìè −1, 1,−1, 1,−1 è âðåìåííûìè ïðîìå-
æóòêàìè T2−Tb

T2+Tb
T1, T2, T1, Tb, Te− T2−Tb

T2+Tb
T1. Òàê êàê Tb 6= T2, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå � íàéäåííîå ñèììåòðè÷íîå
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óïðàâëåíèå íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç òèïîâ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé (ñì. Òåîðåìó 6), à çíà÷èò, íå ìî-
æåò áûòü ãåîìåòðè÷åñêè îïòèìàëüíûì.

Ïóñòü Tb = T2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå Te > 0, ÷òî óïðàâëåíèå u1 ãåîìåòðè÷åñêè îïòèìàëüíî.

Òîãäà óïðàâëåíèå ñ âðåìåíàìè T1−Te/2
T1+Te/2

T2, T1, T2, Te òàêæå ãåîìåòðè÷åñêè îïòèìàëüíî, òàê êàê îíî ñîäåðæèòñÿ

â èñõîäíîì. Íî êàê áûëî äîêàçàíî âûøå äëÿ T1−Te/2
T1+Te/2

T2 < T2, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Te <
T2 − T1−Te/2

T1+Te/2
T2

T2 + T1−Te

T1+Te
T2

T1 =
T1 + Te/2− (T1 − Te/2)

T1 + Te/2 + (T1 − Te/2)
T1 =

Te
2
.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âðåìÿ Te = T2−Tb

T2+Tb
T1 ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì ðàçðåçà,

ò.å. ïðè Te ≤ T2−Tb

T2+Tb
T1 ñîîòâåòñòâóþùèå óïðàâëåíèÿ îïòèìàëüíû. Áîëåå òîãî, ïåðâûé òèï óïðàâëåíèÿ,

ïðåäñòàâëåííûé â òåîðåìå 6, âñåãäà ãåîìåòðè÷åñêè îïòèìàëåí.

Òåîðåìà 8. h1-îñîáûå òðàåêòîðèè ñ u2 ≡ 1, êîíöû êîòîðûõ îáðàçóþò ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè
Asing
q0 (T ), èìåþò îäèí èç äâóõ òèïîâ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ u1:

1. ñî çíà÷åíèÿìè ±1, h5,±1 ëèáî ±1, h5,∓1 è áåç îãðàíè÷åíèé íà âðåìåííûå ïðîìåæóòêè, ãäå h5 ∈ [−1, 1]
(íå áîëåå 2 ïåðåêëþ÷åíèé);

2. ñî çíà÷åíèÿìè ±1,∓1,±1,∓1 è òàêèìè âðåìåííûìè ïðîìåæóòêàìè Tb, T1, T2, Te, ÷òî 0 < Tb <
T2, 0 < Te ≤ T2−Tb

T2+Tb
T1 (3 ïåðåêëþ÷åíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç Òåîðåì 6,7.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîé òî÷êè q1 ∈ Asing
q0 (T ) ñóùåñòâóåò òàêîå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå îñîáîå óïðàâëåíèå

ū ñ íå áîëåå ÷åì 4 ïåðåêëþ÷åíèÿìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ q̄(t) = qū(t), t ∈ [0, T ], ïðèõîäèò â
òî÷êó q1 = q̄(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ q1 = (x1, T, z1, v1, w1), äðóãèå ñëó÷àè äîêàçûâàþòñÿ ïî àíà-
ëîãèè. Åñëè q1 ∈ ∂Asing

q0 (T ), òî ïî òåîðåìå 8 ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå îñîáîå óïðàâëåíèå ū(t), t ∈ [0, T ],
èìåþùåå íå áîëåå 3 ïåðåêëþ÷åíèé è ïðèâîäÿùåå â òî÷êó q1.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå u0 ≡ (0, 1) è ñîîòâåòñòâóþùóþ îñîáóþ òðàåê-

òîðèþ q0(s) = qu0(t), s ∈ [0, T ]. Ïî íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâóåò òàêîå âðåìÿ s0, ÷òî q1 ∈ ∂Asing
q0(s0)(T − s0).

Èç òåîðåìû 8 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî îñîáîãî óïðàâëåíèÿ ū1(t), t ∈ [s0, T ] ìàêñèìóì ñ
3 ïåðåêëþ÷åíèÿìè, êîòîðîå ñîåäèíÿåò òî÷êó q0(s0) ñ q1. Îïðåäåëèì ū1(t) = 0, t ∈ [0, s0], òàêèì îáðàçîì, ïî-
ñòðîåíî óïðàâëåíèå ū1, èìåþùåå ìàêñèìóì 4 ïåðåêëþ÷åíèÿ è ñîåäèíÿþùåå òî÷êè q0 = q̄(0), q1 = q̄(T ) îñîáîé
òðàåêòîðèåé q̄(t) = qū1(t), t ∈ [0, T ].

Óïðàâëåíèÿ èç òåîðåìû 8 ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Asing
q0 (T ) äëÿ íåêîòîðîãî êî-

íå÷íîãî âðåìåíè T â ãèïåðïëîñêîñòè (x1, z1, w1, v1) ïðè y1 = T . Ïóñòü T = 1, òîãäà ñóùåñòâóåò î÷åâèäíîå
îãðàíè÷åíèå äëÿ ïåðâîé êîîðäèíàòû |x1| ≤ 1. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèììåòðèè, ïîðîæäåííîé ñìåíîé çíàêà
óïðàâëåíèÿ u1, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

0 ≤ x1 ≤ 1. (6.5)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå äëÿ x1 = 1 åäèíñòâåííî è çàäàíî òðàåêòîðèåé ñ u1 ≡ 1, ïðèõîäÿùåé â òî÷êó

q1
1 = (1, 1, 0,−1/3, 1/3).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèé, çàäàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ íà êîîðäèíàòû z1, w1, v1, ïðîèíòåãðèðîâàíà ñèñòåìà (2.2)
ñ óïðàâëåíèÿìè, ïðèâåäåííûìè â Òåîðåìå 8. Ïàðàáîëà

zmax(x1) =
1− x2

1

4
, (6.6)

çàäà¼ò ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå:

|z1| ≤ zmax(x1). (6.7)
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Ðèñ. 5: Ïðîåêöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè íà ïîëóïëîñêîñòè (x1, z1) è (x1, w1) ïðè T = y = 1.

x1=0
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Ðèñ. 6: Ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (z1, w1) ñå÷åíèé ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè
x1 ∈ [0, 1] ïðè T = y = 1.

Íà Ðèñ. 5 ñëåâà ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè Asing
q0 (1) ∩ {y = 1} íà ïðàâóþ ïîëó-

ïëîñêîñòü (x1, z1). Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êè z1 = ±zmax(x1) ïðèâîäèò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå u1 ñî çíà-
÷åíèÿìè ±1,∓1. Òå æå ðåøåíèÿ îáðàçóþò ãðàíèöó ïðîåêöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè íà ïëîñêîñòü (x1, w1),
ñì. Ðèñ. 5 ñïðàâà.

Ïàðàáîëû (ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ x1 ∈ (−1, 1))

wmax(x1, z1) =
1

96

(
3− 15x1 − 3x2

1 − 17x3
1

)
+
z1

2
− z2

1

2(1 + x1)
(6.8)

îïðåäåëÿþò î÷åðåäíîå îãðàíè÷åíèå

−wmax(−x1,−z1) ≤ w1 ≤ wmax(x1, z1). (6.9)

Íà Ðèñ. 6 ïîêàçàíû ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (z1, w1) ñå÷åíèé ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñ ôèêñèðîâàííûìè
çíà÷åíèÿìè x1 ∈ [0, 1]. Ðåøåíèÿ äëÿ òî÷åê ñ óñëîâèÿìè w1 = wmax(x1, z1), w1 = −wmax(−x1,−z1) åäèíñòâåíû
è îïðåäåëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì óïðàâëåíèåì u1 ñ äâóìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå {−1, 1}.

Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå, çàäàþùåå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Asing
q0 (1):

vmin(x1, z1, w1) ≤ v1 ≤ vmax(x1, z1, w1) (6.10)
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îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

wmm(x1, z1) =
1

6

(
−x1(1 + x2

1) + (3 + sgn z1)z1 −
4z2

1

1 + x1

)
,

vmax(x1, z1, w1) =
1

12

(
1 + 3x2

1 − 6(1− x1)z1

)
+

√
2

48

√
9
(
1− x2

1 + 4z1

)3
+ 8
(
12w1 + 3x1 + x3

1 − 6(1− x1)z1

)2
,

vmin +(x1, z1, w1) =
1

12

(
3 + 12w1 + 3x2

1 + 2x3
1 − 6(1− x1)z1

)
− 1

12
(1− x1)

√
(1− x1)(1 + 24w1 + 3x1 + 4x3

1)− 12(1− x1)z1 − 12z2
1 ,

vmin−(x1, z1, w1) =
1

12

(
1 + 3x2

1 + 6z1 + 6x1z1 +
((

1− 12w1 − 2x1 − x2
1 − 2x3

1 + 2(1 + x1)z1

)2
+ 4
(
1− x2

1 − 4z1

)(
(1 + x1)(6w1 + x1 + x3

1)− 4(1 + x1)z1 + 4z2
1

))1/2
)
,

vmin(x1, z1, w1) =

 vmin +(−x1,−z1,−w1) if w1 ≥ wmm(x1, z1);
vmin +(x1, z1, w1) if w1 ≤ −wmm(−x1,−z1);
vmin−(x1 sgn z1, |z1|, w1 sgn z1) if −wmm(−x1,−z1) ≤ w1 ≤ wmm(x1, z1).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè wmax(x1, z1) è wmm(x1, z1) êîððåêòíî îïðåäåëåíû âáëèçè òî÷êè x1 = −1, òàê êàê

lim
x1→−1+0

z21
1+x1

→ 0.

Ñëåäñòâèå 3. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Asing
q0 (T ) = {(x1, y1, z1, v1, w1)} èìååò ñëåäóþùåå îïèñàíèå:

|x1y1| ≤ T,
|z1| ≤ T 2zmax(x1y1),

 |y1| = T,
−T 3wmax(−x1,−z1) ≤ w1 ≤ T 3wmax(x1, z1),
T 3vmin(x1, z1, w1) ≤ y1v1 ≤ T 3vmax(x1, z1, w1); |x1| = T,
−T 3wmax(y1,−z1) ≤ v1 ≤ T 3wmax(−y1, z1),
−T 3vmax(y1,−z1,−v1) ≤ x1w1 ≤ −T 3vmin(y1,−z1,−v1).

(6.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ îãðàíè÷åíèé (6.5), (6.7), (6.9), (6.10) äëÿ ñëó÷àÿ y = 1, x ≥ 0,
ñèììåòðèè ðàñòÿæåíèÿ

(x, y, z, v, w, t) 7→ (Tx, Ty, T 2z, T 3v, T 3w, T t) (6.12)

è ñëåäóþùèõ äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé:

(x, y, z, v, w) 7→ (−x, y,−z, v,−w), (6.13)

(x, y, z, v, w) 7→ (x,−y,−z,−v, w), (6.14)

(x, y, z, v, w) 7→ (y, x,−z,−w,−v). (6.15)

Ñëåäñòâèå 4. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Asing
q0 (T ) ïîëóàëãåáðàè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå y1 = 1 ìíîæåñòâà Asing
q0 (1). Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, îíî îïèñûâàåòñÿ

íåðàâåíñòâàìè (6.5), (6.7), (6.9), (6.10).
Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî íåðàâåíñòâà (6.5), (6.7), (6.9) ýêâèâàëåíòíû ïîëèíîìèàëüíûì. Áîëåå òîãî, ìîæíî èç-

áàâèòüñÿ è îò ôóíêöèè êâàäðàòíîãî êîðíÿ â (6.10), ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

√
f(q) ≤ g(q)⇐⇒

 f(q) ≥ 0,
g(q) ≥ 0,
f(q) ≤ g2(q).

√
f(q) ≥ g(q)⇐⇒


{
g(q) < 0,
f(q) ≥ 0;{
g(q) ≥ 0,
f(q) ≥ g2(q).
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Òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå y = 1 ìíîæåñòâà Asing
q0 (1) ïîëóàëãåáðàè÷íî, èç äåéñòâèÿ ñèììåòðèé (6.13)�(6.15)

ñëåäóåò ïîëóàëãåáðàè÷íîñòü âñåãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè Asing
q0 (1). Èñïîëüçóÿ ðàñòÿæåíèÿ (6.12), òàêæå

ïîëó÷àåì ïîëóàëãåáðàè÷íîñòü ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè Asing
q0 (T ) çà ëþáîå âðåìÿ T > 0.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê îñîáûå òðàåêòîðèè îïòèìàëüíû, òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Asing
q0 (T ) åñòü â

òî÷íîñòè ÷àñòü ñóáôèíñëåðîâîé ñôåðû ðàäèóñà T , çàïîëíåííàÿ êîíöàìè îñîáûõ òðàåêòîðèé.

7 Ðåëåéíûé ïîòîê

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýêñòðåìàëè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ card{t ∈ [0, T ] | h1h2(λt) 6= 0} <
∞. Ýòîò àíàëèç î÷åâèäíî ïðèìåíèì ê ðåëåéíûì äóãàì λt, t ∈ (α, β) ⊂ [0, T ].

Åñëè h1h2(λt)|(α,β) 6= 0, òî u(t)|(α,β) = (s1, s2), si = sgnhi(λt)|(α,β). Òàêèì îáðàçîì, ðåëåéíûå ýêñòðåìàëè â
òî÷êàõ, ãäå h1h2(λt) 6= 0, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ðåëåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà
H = |h1|+ |h2|: 

ḣ1 = −s2h3,

ḣ2 = s1h3,

ḣ3 = s1h4 + s2h5,

ḣ4 = ḣ5 = 0,

q̇ = s1X1 + s2X2.

(7.1)

Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíû:

• h3, x, y êóñî÷íî-ëèíåéíû,

• h1, h2, z êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íû,

• v, w êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíû òðåòüåé ñòåïåíè.

Çàìå÷àíèå. Îòîáðàæåíèå (λ, q) 7→ (kλ, q), k > 0, ñîõðàíÿåò ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè, ïîýòîìó äàëåå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü ñëó÷àé

H(λ) ≡ 1.

Êâàäðàò
{(h1, h2) ∈ R2 | |h1|+ |h2| = 1} (7.2)

ïàðàìåòðèçóåòñÿ óãëîâîé êîîðäèíàòîé θ ∈ S1 = R/2πZ:

h1 = sgn(cos θ) cos2 θ, h2 = sgn(sin θ) sin2 θ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîîðäèíàòû θ âåðòèêàëüíàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (7.1) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé
ñèñòåìå: {

θ̇ = h3

| sin 2θ| , θ 6= πn
2 ,

ḣ3 = s1h4 + s2h5, s1 = sgn cos θ, s2 = sgn sin θ.
(7.3)

Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ðåëåéíûå ýêñòðåìàëüíûå äóãè óäîâëåòâîðÿþò ÎÄÓ (7.3).

Ôóíêöèÿ θ(t) íåïðåðûâíà âäîëü ðåëåéíûõ äóã, à òàêæå ãëàäêà ïðè θ 6= πn
2 .
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7.1 Äèñêðåòíûå ñèììåòðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ êîàëãåáðû Ëè L∗ ∼= R5
h1...h5

:

ε1 : (h1, h2, h3, h4, h5) 7→ (h2, h1,−h3,−h5,−h4),

ε2 : (h1, h2, h3, h4, h5) 7→ (−h2,−h1,−h3, h5, h4),

ε3 : (h1, h2, h3, h4, h5) 7→ (h1,−h2,−h3,−h4, h5),

ε4 : (h1, h2, h3, h4, h5) 7→ (−h1, h2,−h3, h4,−h5),

ε5 : (h1, h2, h3, h4, h5) 7→ (−h2, h1, h3,−h5, h4),

ε6 : (h1, h2, h3, h4, h5) 7→ (h2,−h1, h3, h5,−h4),

ε7 : (h1, h2, h3, h4, h5) 7→ (−h1,−h2, h3,−h4,−h5).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 3. Îòîáðàæåíèÿ εi, i = 1, . . . , 7, ïîðîæäàþò ãðóïïó G = {Id, ε1, . . . , ε7} ñ òàáëèöåé óìíî-
æåíèÿ 1. Ýòè îòîáðàæåíèÿ ñóòü ñèììåòðèè ñèñòåìû (7.3), ò.å. ïåðåâîäÿò å¼ ðåøåíèÿ â ðåøåíèÿ.

Òàáëèöà 1: Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ â ãðóïïå G: ñòðîêà i, ñòîëáåö j ñîäåðæèò εi ◦ εj

ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7

ε1 Id ε7 ε6 ε5 ε4 ε3 ε2

ε2 ε7 Id ε5 ε6 ε3 ε4 ε1

ε3 ε5 ε6 Id ε7 ε1 ε2 ε4

ε4 ε6 ε5 ε7 Id ε2 ε1 ε3

ε5 ε3 ε4 ε2 ε1 ε7 Id ε6

ε6 ε4 ε3 ε1 ε2 Id ε7 ε5

ε7 ε2 ε1 ε4 ε3 ε6 ε5 Id

G åñòü ãðóïïà ñèììåòðèé êâàäðàòà {H = |h1| + |h2| = 1} : ε1, ε2 ñóòü îòðàæåíèÿ â ñåðåäèííîì ïåðïåí-
äèêóëÿðå ê ñòîðîíàì; ε3, ε4 ñóòü îòðàæåíèÿ â äèàãîíàëÿõ; ε5, ε6, ε7 îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ïîâîðîòû íà
π/2,−π/2, π.

Ëþáóþ òî÷êó ïëîñêîñòè (h4, h5) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â òî÷êó óãëà Ω = {(h4, h5) ∈ R2 | h4 ≥ h5 ≥ 0}.
Óãîë Ω ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ äåñòâèÿ ãðóïïû G â ïëîñêîñòè (h4, h5). Òàêèì îáðàçîì, ïðè
èññëåäîâàíèè ñèñòåìû (7.3) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì (h4, h5) ∈ Ω. Ýòîò ñëó÷àé åñòåñòâåííî ðàçáèâàåòñÿ
íà ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè:

1) h4 > h5 > 0,

2) h4 > h5 = 0,

3) h4 = h5 > 0,

4) h4 = h5 = 0.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Êàçèìèð E ñîõðàíÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèé G: E◦εi = E, i = 1, . . . , 7.

7.2 Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.3)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (7.3) êàê îñöèëëÿòîð ñ ïîëíîé ýíåðãèåé

E =
h2

3

2
+ h1h5 − h2h4 =

h2
3

2
+ U(θ)

è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé
U(θ) = h1h5 − h2h4 = s1 cos2 θh5 − s2 sin2 θh4.

Ôóíêöèÿ U(θ) ÿâëÿåòñÿ C1-ãëàäêîé ïðè θ = πn
2 è àíàëèòè÷íîé â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.
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7.2.1 Ñëó÷àé 1): h4 > h5 > 0

Ãðàôèê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(θ) ïðèâåäåí íà Ðèñ. 7.

-
π

2

π

2
π

3π

2

θ

-h4

-h5

-h5

h4

U

-
π

2

π

2
π

3π

2

θ

h3

Ðèñ. 7: Ãðàôèê U(θ) â ñëó÷àå 1) Ðèñ. 8: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.3) â ñëó÷àå
1)

Çàòåì èçîáðàçèì ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.3) â âèäå íàáîðà êðèâûõ h3 = ±
√

2(E − U(θ)), ñì. Ðèñ. 8.
Êðèòè÷åñêèå ëèíèè óðîâíÿ ýíåðãèè E:

C1 = E−1(−h4), C3 = E−1(−h5),

C5 = E−1(h5), C7 = E−1(h4).

Îáëàñòè ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè E:

C2 = E−1(−h4,−h5), C6 = E−1(h5, h4),

C4 = E−1(−h5, h5), C8 = E−1(h4,+∞).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå ñå÷åíèÿ öèëèíäðà C = L∗ ∩ {H = 1}:

{λ ∈ C | h4 > h5 > 0} = ∪8
i=1Ci.

Âñå ëèíèè óðîâíÿ ýíåðãèè E àíàëèòè÷íû ïðè θ 6= πn
2 è C1-ãëàäêè ïðè θ = πn

2 , h3 6= 0. Êðèòè÷åñêèå ëèíèè
óðîâíÿ èìåþò óãëû ïðè θ = πn

2 6=
π
2 , h3 = 0. Ëèíèÿ óðîâíÿ C1 � îäíà òî÷êà (θ, h3) = (π2 , 0).

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü h4 > h5 > 0 è λ ∈ C\C7. Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ðåëåéíàÿ
ýêñòðåìàëü λt, t ∈ [0, T ], ãäå λ0 = λ, è ñîîòâåòñòâåííî åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ q(t) =
π(λt), êîòîðóþ îáîçíà÷èì êàê Exp(λ, t), t ∈ [0, T ].

Òåïåðü ïóñòü h4 > h5 > 0 è λ ∈ C7. Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåëåéíûõ
ýêñòðåìàëåé {λ1

t , . . . , λ
N
t }, t ∈ [0, T ], ãäå λi0 = λ, è ñîîòâåòñòâåííî êîíå÷íîå ÷èñëî ðåëåéíûõ ýêñòðåìàëüíûõ

òðàåêòîðèé {q1(t), . . . , qN (t)} = {π(λ1
t ), . . . , π(λNt )} =: Exp(λ, t). Òî åñòü ïðè h4 > h5 > 0 è λ ∈ C7 ýêñòðå-

ìàëüíàÿ äóãà λt, t ∈ (T − ε, τ ] â òî÷êå (θ, h3) = (3π
2 , 0) ðàçäâàèâàåòñÿ íà ýêñòðåìàëüíûå äóãè: λ+

t � äëÿ

êîòîðîé h3(λ+
t ) > 0 ïðè t ∈ (τ, τ + ε), è λ−t � äëÿ êîòîðîé h3(λ−t ) < 0 ïðè t ∈ (τ, τ + ε).

Ðåçþìèðóÿ, â ñëó÷àå 1): h4 > h5 > 0 ìîæíî îïðåäåëèòü ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ðåëåéíûõ
òðàåêòîðèé: C × R+ 3 (λ, t) 7→ Exp(λ, t) ⊂M , îäíîçíà÷íîå ïðè λ ∈ C\C7 è ìíîãîçíà÷íîå ïðè λ ∈ C7.

14



7.2.2 Ñëó÷àé 2): h4 > h5 = 0

Ãðàôèê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(θ) è ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.3) ñîîòâåòñòâåííî ïðè-
âîäÿòñÿ íà Ðèñ. 9 è íà Ðèñ. 10.

-
π

2

π

2
π

3π

2

θ

-h4

h4

U

-
π

2

π

2
π

3π

2

θ

h3

Ðèñ. 9: Ãðàôèê U(θ) â ñëó÷àå 2) Ðèñ. 10: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.3) â ñ ëó÷àå
2)

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèå ëèíèè óðîâíÿ ýíåðãèè E:

C1 = E−1(−h4), C3 = E−1(0), C5 = E−1(h4),

è îáëàñòè ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé E:

C2 = E−1(−h4, 0), C4 = E−1(0, h4), C6 = E−1(h4,+∞).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ðàçáèåíèå:
{λ ∈ C | h4 > h5 = 0} = ∪6

i=1Ci.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1), îïðåäåëèì îäíîçíà÷íîå ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ïðè h4 > h5 = 0,
E 6= h4 è ìíîãîçíà÷íîå ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ïðè h4 > h5 = 0, E = h4.

7.2.3 Ñëó÷àé 3): h4 = h5 > 0

Ãðàôèê U(θ) è ôàçîâûé ïîðòðåò (7.3) ïðèâîäÿòñÿ íà Ðèñ. 11 è íà Ðèñ. 12 ñîîòâåòñòâåííî.
Ôàçîâûé ïîðòðåò ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèå ëèíèè óðîâíÿ ýíåðãèè E:

C1 = E−1(−h4), C3 = E−1(h4),

è îáëàñòè ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé E:

C2 = E−1(−h4, 0), C4 = E−1(h4,+∞).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ðàçáèåíèå:
{λ ∈ C | h4 = h5 > 0} = ∪4

i=1Ci.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1), îäíîçíà÷íîå ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðè h4 =
h5 > 0.
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Ðèñ. 11: Ãðàôèê U(θ) â ñëó÷àå 3) Ðèñ. 12: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.3) â ñëó÷àå
3)
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Ðèñ. 13: Ãðàôèê U(θ) â ñëó÷àå 4) Ðèñ. 14: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.3) â ñëó÷àå
4)
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7.2.4 Ñëó÷àé 4): h4 = h5 = 0

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå 4) èìååì U(θ) ≡ 0, ñì. Ðèñ. 13, ôàçîâûé ïîðòðåò (7.3) èçîáðàæåí íà Ðèñ. 14.
Êðèòè÷åñêèå ëèíèè óðîâíÿ C1 = E−1(0) ñîñòîÿò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, à îáëàñòü ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé

ýíåðãèè åñòü C2 = E−1(0,+∞). Èìååì

{λ ∈ C | h4 = h5 = 0} = C1 ∪ C2.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü λ ∈ C, h4 = h5 = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîå
ðåøåíèå λt ñèñòåìû (7.3) ïðè λ0 = λ, è ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííàÿ òðàåêòîðèÿ
q(t) = π(λt) = Exp(λ, t).

7.3 Âðåìÿ ðàçðåçà âäîëü ðåëåéíûõ òðàåêòîðèé

Ïîäâîäÿ èòîã çàìå÷àíèé â êîíöå ïðåäûäóùèõ ÷åòûð¼õ ïóíêòîâ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü λ ∈ C = L∗∩{H = 1}, è ïóñòü h4 ≥ h5 ≥ 0. Åñëè E 6= h4 > h5 ëèáî h4 = h5, òî äëÿ
ëþáîãî t > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λt ñèñòåìû (7.3) ïðè λ0 = λ è ñîîòâåòñòâåííî åäèíñòâåí-
íàÿ ðåëåéíàÿ òðàåêòîðèÿ q(t) = π(λt) =: Exp(λ, t). Åñëè E = h4 > h5, òî äëÿ ëþáîãî T > 0 ñóùåñòâóåò
êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé {λ1

t , . . . , λ
N
t }, t ∈ [0, T ], ñèñòåìû (7.3), ãäå λ1

0 = · · · = λN0 = λ, è ñîîòâåòñòâåííî
êîíå÷íîå ÷èñëî ðåëåéíûõ òðàåêòîðèé {q1(t), . . . , qN (t)} = {π(λ1

t ), . . . , π(λNt )} =: Exp(λ, t).

Èòàê, äëÿ ðåëåéíûõ òðàåêòîðèé ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííîå ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå, ìíîãîçíà÷íîå
â îáùåì ñëó÷àå. Çàòåì, ïî àíàëîãèè ñ ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèåé ìîæíî îïðåäåëèòü âðåìÿ ðàçðåçà âäîëü
ðåëåéíûõ òðàåêòîðèé:

tcut := sup{T > 0 | ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òðàåêòîðèÿ Exp(λ, t) îïòèìàëüíà ïðè t ∈ [0, T ]}.

Ïî ëåììå 2 ìàëûå ðåëåéíûå äóãè îïòèìàëüíû, ò.å., tcut(λ) > 0 äëÿ ëþáîãî λ ∈ C.

8 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå íà÷àòî èçó÷åíèå `∞ ñóáôèíñëåðîâîé çàäà÷è íà ãðóïïå Êàðòàíà. Îñòàåòñÿ ìíîãî íåðåøåííûõ
âîïðîñîâ, íàïðèìåð:

• îïòèìàëüíîñòü ðåëåéíûõ è ñìåøàííûõ òðàåêòîðèé,

• ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ÷èñëà ãëàäêèõ êóñêîâ ìèíèìàëåé, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè â ãðóïïå Êàðòàíà,

• ðåãóëÿðíîñòü ñóáôèíñëåðîâà ðàññòîÿíèÿ è ñôåðû.

Ìû ïëàíèðóåì ðàññìîòðåòü ýòè âîïðîñû â ïîñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ.
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