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Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
òåîðåìà î íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè Ìèò÷åëëà, êîòîðàÿ ñâîäèò èçó-
÷åíèå îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîé òî÷êè ê èçó÷åíèþ ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóá-
ðèìàíîâîé çàäà÷è íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå Êàðíî. Îáû÷íî äåòàëü-
íîå èññëåäîâàíèå ñóáðèìàíîâûõ êðàò÷àéøèõ áàçèðóåòñÿ íà ÿâíîì èíòå-
ãðèðîâàíèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Â
äàííîé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè-
÷åñêèõ íà îäíîé ãðóïïå Êàðíî ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 6) è äîêàçûâàåì
íåèíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷
íà ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ Êàðíî ãëóáèíû 4 è áîëüøå.

Áèáëèîãðàôèÿ: 26 íàçâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóáðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ, èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëè-
óâèëëþ, ãðóïïû Êàðíî, âåêòîð ðîñòà, ðàñùåïëåíèå ñåïàðàòðèñ, ìåòîä
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� 1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå, ïðîâåäåííîå â äàííîé ðàáîòå áàçèðóåòñÿ íà òùàòåëüíîì àíà-

ëèçå ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà ñâîáîäíîé ãðóïïå Êàðíî G

ãëóáèíû 4 ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Åå âåêòîð ðîñòà åñòü (2, 3, 5, 8). Ñóáðèìà-

íîâû êðàò÷àéøèå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è

äåëÿòñÿ íà íîðìàëüíûå (ñëó÷àé λ0 = 1) è àíîðìàëüíûå (ñëó÷àé λ0 = 0). Â ýòîé

ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ëèøü íîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå. Ïðî àíîðìàëüíûé ñëó÷àé

ñêàæåì ëèøü, ÷òî â ýòîé çàäà÷å åñòü (ãëàäêèå) ñòðîãî àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷å-

ñêèå. Ïîäðîáíûé àíàëèç àíîðìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ãðóïïå G è èõ ÿâíûå

ôîðìóëû ìîæíî íàéòè â [1, 2].

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷àõ íà ãðóï-

ïàõ Ëè â ïðèíöèïå ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ìîæíî âûäåëèòü ¾âåðòèêàëüíóþ

ïîäñèñòåìó¿, îòâå÷àþùóþ ëåâîèíâàðèàíòíûì êîîðäèíàòàì hi â ñëîå êîêàñà-

òåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ïîäñèñòåìû çàâèñèò òîëüêî îò êîîð-

äèíàò hi è íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò íà ñàìîé ãðóïïå.

Íà ÿçûêå àëãåáð Ëè, ýòîò ôàêò åñòü â òî÷íîñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå: ãàìèëüòîíèàí ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíò-

íûì, à âåðòèêàëüíàÿ ïîäñèñòåìà åñòü â òî÷íîñòè ïîòîê ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà

Èññëåäîâàíèå Ë.Â. Ëîêóöèåâñêîãî âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(ïðîåêò N 14-50-00005) â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â.À. Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè
íàóê. Èññëåäîâàíèå Þ.Ë. Ñà÷êîâà âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(ïðîåêò N 17-11-01387) â Èíñòèòóòå ïðîãðàììíûõ ñèñòåì èì. À.Ê.Àéëàìàçÿíà Ðîññèéñêîé
àêàäåìèè íàóê. Ðàçäåëû 4, 5, 6 è 8 ñòàòüè âûïîëíåíû Ë.Â. Ëîêóöèåâñêèì, ðàçäåëû 2, 3, 7 è
11 ñòàòüè âûïîëíåíû Þ.Ë. Ñà÷êîâûì.
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â êîàãëåáðå Ëè îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû � ñêîáêè

Ëè-Ïóàññîíà.

Â ïðèìåíåíèè ê ñâîáîäíîé ãðóïïå Êàðíî G ãëóáèíû 4 ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå. Ïóñòü g è g∗ � åå àëãåáðà è êîàëãåáðà Ëè, ñîîòâåòñòâåí-

íî. ×åðåç h1, . . . , h8 îáîçíà÷èì áàçèñ â g, ñîãëàñîâàííûé ñ ãðàäóèðîâêîé:

{h1, h2} = h3; {h1, h3} = h4; {h2, h3} = h5;

{h1, h4} = h6; {h2, h5} = h8; {h1, h5} = {h2, h4} = h7.

Áàçèñó h1, . . . , h8 ñîîòâåòñòâóþò ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ X1, . . . , X8

íà ãðóïïå G, ñêîáêè êîòîðûõ óñòðîåíû òàê æå, êàê ñêîáêè h1, . . . , h8:

[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4; [X2, X3] = X5;

[X1, X4] = X6; [X2, X5] = X8; [X1, X5] = [X2, X4] = X7.
(1.1)

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1.
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Ðèñ. 1: Àëãåáðà Ëè ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8).

Ðåàëèçàöèÿ ãðóïïû Ëè G êàê ïðîñòðàíñòâà R8, ñ ïîëèíîìèàëüíûìè âåê-

òîðíûìè ïîëÿìè X1, . . . , X8, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà ïðåäëîæåííîãî â [3] (÷àñòü III, �14). Óäîáíàÿ ñ òî÷êè çðå-

íèÿ èìåþùèõñÿ ñèììåòðèé (íî íåêàíîíè÷åñêàÿ) ïîëèíîìèàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ

G, ïðèâåäåíà â ðàáîòå [4].

Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå G èìååò âèä

1

2

∫ 1

0

(u21 + u22) dt→ min, (u1, u2) ∈ R2,

ẋ = u1X1 + u2X2; x(0) = x0; x(1) = x1;

(1.2)

ãäå x(t) � (ëèïøèöåâà) êðèâàÿ â G, ñîåäèíÿþùàÿ çàäàííûå òî÷êè x0, x1 ∈ G.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (1.2) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â ñëåäóþùåé ãåîìåò-

ðè÷åñêîé ôîðìå. Ðàññìîòðèì äâå òî÷êè íà ïëîñêîñòè a0, a1 ∈ R2, ñîåäèíåííûå

ãëàäêîé êðèâîé γ0 ⊂ R2. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð êîíñòàíò S ∈ R,
c = (cx, cy) ∈ R2, M = (Mxx,Mxy,Myy) ∈ R3. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû

ñîåäèíèòü òî÷êè a0 è a1 êðàò÷àéøåé ãëàäêîé êðèâîé γ ⊂ R2 òàê, ÷òîáû îáëàñòü

D ⊂ R2, îãðàíè÷åííàÿ γ0 ∪ γ óäîâëåòâîðÿëà ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ïëîùàäü îáëàñòè D ðàâíÿëàñü S.
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2. Öåíòðîì ìàññ îáëàñòè D áûëà òî÷êà c.

3. Ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà îáëàñòè D ðàâíÿëèñü M .

Åñòü ìíîãî âàæíûõ ïðè÷èí, ìîòèâèðóþùèõ èçó÷åíèå çàäà÷è (1.2):

• Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèåé îáùèõ ñóáðèìàíî-

âûõ çàäà÷ ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8) [5, 6, 7].

• Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ

çàäà÷ ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè: íèëüïîòåíòíàÿ ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà

ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà (èçâåñòíàÿ òàêæå, êàê çàäà÷à Äèäîíû, âåêòîð ðî-

ñòà (2,3)) [8, 9] è íèëüïîòåíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà ãðóïïå Êàð-

òàíà (èçâåñòíàÿ òàêæå, êàê îáîáùåííàÿ çàäà÷à Äèäîíû, âåêòîð ðîñòà

(2,3,5)) [10, 11, 12, 13, 14].

• Ýòà çàäà÷à âêëþ÷àåòñÿ â åñòåñòâåííóþ áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ñóáðèìàíî-

âûõ çàäà÷ íà ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ Ëè ðàíãà 2 (ñ äâóìÿ

îáðàçóþùèìè â àëãåáðå Ëè) è ãëóáèíîé s ∈ N, è, áîëåå îáùî, â åñòå-

ñòâåííóþ äâóìåðíóþ ðåøåòêó ñóáðèìàíîâûõ çàäà÷ íà ñâîáîäíûõ íèëü-

ïîòåíòíûõ ãðóïïàõ Ëè ãëóáèíû s ∈ N è ðàíãà r ∈ N.
• Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷åé ãëóáèíû 4 íà

ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ Êàðíî, è, ñëåäîâàòåëüíî, èññëåäîâàíèå ñóáðèìàíî-

âûõ çàäà÷ íà ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ Êàðíî ãëóáèíû > 4 ñëåäóåò íà÷èíàòü

èìåííî ñ çàäà÷è (1.2).

Íîðìàëüíûé ãàìèëüòîíèàí â çàäà÷å (1.2) ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãè-

íà [15] èìååò âèä

H = −1

2

(
u21 + u22

)
+ h1u1 + h2u2; H = max

u
H =

1

2

(
h21 + h22

)
> 0.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì. ïàðàãðàô 2), ÷òî ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà íà g∗ èìååò

ðàíã 4 íà îòêðûòîì âñþäó ïëîòíîì ìíîæåñòâå è, ñëåäîâàòåëüíî, ó íåå åñòü 4

íåçàâèñèìûõ êàçèìèðà h6, h7, h8 è C (ïîñëåäíèé êàçèìèð åñòü ïîëèíîì (2.3) îò

h3, . . . , h8). Òàêèì îáðàçîì, ñèìïëåêòè÷åñêèå ñëîè (îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ [16]) ìîãóò áûòü 0-, 2- è 4-ìåðíû, ïðè÷åì 4-ìåðíûå ñëîè çàïîë-

íÿþò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â g∗, à 0- è 2-ìåðíûå çàïîëíÿþò

(àëãåáðàè÷åñêîå) ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè 2.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè î íåèíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêîãî ïî-

òîêà íà ãðóïïå Êàðíî G ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 1. Åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ K(h1, . . . , h8) ÿâëÿåòñÿ (äåéñòâè-

òåëüíûì) ìåðîìîðôíûì1 ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà g∗

ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ (ìåðîìîðôíàÿ) ôóíêöèÿ f : R5 →
R, ÷òî íà îòêðûòîì âñþäó ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå g∗ âûïîëíåíî

K(h1, . . . , h8) = f(H,C, h6, h7, h8).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîé ìåðîìîðôíûé ïåðâûé èíòåãðàë ôóíêöèîíàëüíî

çàâèñèì ñ êàçèìèðàìè h6, h7, h8, C è ãàìèëüòîíèàíîì H.

1Ò.å. ïðåäñòàâèìûì â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè â âèäå îòíîøåíèÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
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Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ó (íîðìàëüíîé) ãàìèëüòîíî-

âîé ñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðè-

ìàíîâîé çàäà÷è (1.2) íà ñâîáîäíîé ãðóïïå Êàðíî G ãëóáèíû 4 ñ äâóìÿ îáðàçó-

þùèìè íåò äîïîëíèòåëüíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, îòëè÷íûõ

îò H,C, h6, h7, h8 è ôóíêöèé îò íèõ.

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåé òåîðåìû î íåèíòåãðèðóåìîñòè

ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòàõ g∗. Êàê îáû÷íî, ãàìèëüòî-

íîâà ñèñòåìà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû2 íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ,

åñëè îíà èìååò n ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ (ìåðîìîðôíûõ) ïåðâûõ èíòå-

ãðàëîâ â èíâîëþöèè [17].

Òåîðåìà 2. Ñèìïëåêòè÷åñêîå ñëîåíèå3 êîàëãåáðû Ëè g∗ ñîäåðæèò

4-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî 4-ìåðíûõ ñèïìëåêòè÷åñêèõ ñëîåâ, íà êàæäîì

èç êîòîðûõ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H ÿâëÿåòñÿ íåèíòå-

ãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ. Îáúåäèíåíèå ñëîåâ ýòîãî ñåìåéñòâà èìååò íåïóñòóþ

âíóòðåííîñòü.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà â ïàðàãðàôå 9.

Íåèíòåãðèðóåìûå ñëîè, â òîì ÷èñëå, ïðèñóòñòâóþò â ëþáîé ëåâîèíâàðèàíò-

íîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å íà ñâîáîäíîé ãðóïïå Êàðíî ãëóáèíû íå ìåíüøå 4.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G̃ � ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà Êàðíî ãëóáè-

íû íå ìåíüøå 4 ñ k îáðàçóþùèìè, à g̃∗ � åå êîàëãåáðà Ëè. Òîãäà â g̃∗ íàé-

äåòñÿ (2k)-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî 4-ìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñëîåâ, íà

êàæäîì èç êîòîðûõ ïîòîê íîðìàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà â ñîîòâåòñòâóþùåé

ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìûì ïî Ëèóâèëëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé èäåàë I â àëãåáðå Ëè ïî-

ðîæäàåò ëèíåéíîå ïóàññîíîâî (îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà) ïîäìíîãî-

îáðàçèå J â êîàëãåáðå Ëè ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó J = {ψ : ⟨ψ, I⟩ = 0}, è
íàîáîðîò. Âûáåðåì â àëãåáðå Ëè g̃ òàêîé èäåàë I, ÷òî îòâå÷àþùåå åìó ëèíåé-

íîå ïóàññîíîâî ïîäìíîãîîáðàçèå J ñîâïàëî áû ñ êîàëãåáðîé Ëè ãðóïïû Êàðíî

ñ âåêòîðîì ðîñòà (2,3,5,8): J ≃ g∗.

Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ñâîáîäíóþ íèëüïîòåíòíóþ êîàëãåáðó Ëè g̃ êàê ïðÿìóþ

ñóììó îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò:

g̃ =
⊕
i>1

g̃i, Lie (g̃1) = g̃, dim g̃1 = k, g̃i+1 = [g̃i, g̃1].

Âûáåðåì â g̃1 äâà ëþáûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà X̃1, X̃2 åäèíè÷íîé äëèíû (îò-

íîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà g̃1, çàäàííîãî ÑÐ ñòðóêòóðîé). Òîãäà

ñóùåñòâóþò (îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå) ïîäïðîñòðàíñòâà g̃′i ⊂ g̃i, i = 1, . . . , 4,

2Ò.å. íà ñèìïëåêòè÷åñêîé ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 2n.
3Ñèìïëåêòè÷åñêîå ñëîåíèå êîàëãåáðû Ëè ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îðáèò êîïðèñîåäèíåííîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ [16].
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äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

g̃1 = span(X̃1, X̃2)⊕ g̃′1,

g̃2 = RX̃3 ⊕ g̃′2, X̃3 = [X̃1, X̃2],

g̃3 = span(X̃4, X̃5)⊕ g̃′3, X̃4 = [X̃1, X̃3], X̃5 = [X̃2, X̃3],

g̃4 = span(X̃6, X̃7, X̃8)⊕ g̃′4, X̃6 = [X̃1, X̃4], X̃7 = [X̃2, X̃4] = [X̃1, X̃5], X̃8 = [X̃2, X̃5].

Ïðè ýòîì g̃′1 ⊥ span(X̃1, X̃2), g̃
′
2 = [X̃1, g̃

′
1]⊕ [X2, g̃

′
1]⊕ [g̃′1, g̃

′
1] è àíàëîãè÷íî g̃′3 è

g̃′4. Ðàññìîòðèì èäåàë

I =

4⊕
i=1

g̃′i ⊕
⊕
i>4

g̃i ⊂ g̃,

êîòîðûé ïîðîæäàåò â êîàëãåáðå g̃∗ ïóàññîíîâî ïîäìíîãîîáðàçèå J = {ψ ∈ g̃∗ :

⟨ψ, I⟩ = 0}, èçîìîðôíîå èñõîäíîé êîàëãåáðå g∗ ñ âåêòîðîì ðîñòà (2,3,5,8). Áî-

ëåå òîãî, îãðàíè÷åíèå íîðìàëüíîãî ÑÐ ãàìèëüòîíèàíà ñ g̃∗ íà J ñîâïàäàåò ñ

íîðìàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì â ÑÐ çàäà÷å íà ñâîáîäíîé ãðóïïå Êàðíî ñ âåêòî-

ðîì ðîñòà (2,3,5,8), ïîñêîëüêó íîðìàëüíûé ãàìèëüòîíèàí åñòü êâàäðàò äëèíû

ïðîåêöèè êîâåêòîðà íà g̃1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè span(X̃1, X̃2) ⊂ g̃1 ìû

ïîëó÷àåì 4-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî 4-ìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèé ñëîåâ, íà

êàæäîì èç êîòîðûõ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ íîðìàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì H

íå èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ. Âñå òàêèå ïëîñêîñòè îáðàçóþò ãðàññìàíèàí

Gr2(g̃1) è dimGr2(g̃1) = 2 dim g̃1 − 4 = 2k − 4.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàêòè÷åñêè íå îñòàåòñÿ íèêàêèõ íàäåæä íà âîçìîæíîñòü

ÿâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ â ëåâîèâíàðèàíòíûõ ñóáðè-

ìàíîâûõ çàäà÷àõ íà ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ Êàðíî ãëóáèíû 4 è áîëüøå.

Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò ðåçóëüòàòû (âêëþ-

÷àÿ íàñòîÿùóþ ðàáîòó) îá èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ íîðìàëüíîé ãàìèëü-

òîíîâîé ñèñòåìû äëÿ ñóáðèìàíîûõ çàäà÷ íà ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ Êàðíî ãëóáèíû

s è ðàíãà r:

s = 1: Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ. Ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê èíòåãðèðóåòñÿ â ëèíåéíûõ

ôóíêöèÿõ.

s = 2: Ñâîáîäíûå, ïëîñêèå ñóáðèìàíîâû çàäà÷è ãëóáèíû 2. Ãåîäåçè÷åñêèé ïî-

òîê èíòåãðèðóåòñÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ:

r = 2: Ñëó÷àé ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà. Âåêòîð ðîñòà (2, 3) [8, 9].

r > 3: Îáîùåííûé ñëó÷àé Ãåéçåíáåðãà. Âåêòîð ðîñòà
(
r, r(r+1)

2

)
[18, 8, 19],

s = 3: Ñâîáîäíûå, ïëîñêèå ñóáðèìàíîâû çàäà÷è ãëóáèíû 3:

r = 2: Ñëó÷àé Êàðòàíà. Âåêòîð ðîñòà (2, 3, 5). Ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê èíòå-

ãðèðóåòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ßêîáè [10, 11].

r > 3: Îáîáùåííûé ñëó÷àé Êàðòàíà. Âåêòîð ðîñòà
(
r, r(r+1)

2 , r(r+1)(2r+1)
6

)
.

Çäåñü âîïðîñ îá èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà äî ñèõ ïîð

îòêðûò.

s > 4: Ñâîáîäíûå ïëîñêèå ñóáðèìàíîâû çàäà÷è ãëóáèíû 4 è áîëüøå. Âåðòè-

êàëüíûå ïîäñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ÿâëÿþòñÿ íåèí-

òåãðèðóåìûìè ïî Ëèóâèëëþ íà îðáèòàõ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòâàëå-

íèÿ (äàííàÿ ðàáîòà).
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✲

✻

r

s

2 3 4 5

1

2

3

4

5

+ + + + · · ·

+ + + + · · ·

+ ? ? ? · · ·

− − − − · · ·

− − − − · · ·

...
...

...
...

...

Ðèñ. 2: Èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ ïëîñêèõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð íà

ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ Êàðíî ãëóáèíû s è ðàíãà r.

Íåñìîòðÿ íà ðåçóëüòàò î íåèíòåðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ñâî-

áîäíûõ ãðóïïàõ Êàðíî ãëóáèíû íå ìåíüøå 4, èçâåñòíû ïðèìåðû íåñâîáîäíûõ

ãðóïï Êàðíî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ãëóáèíû, â êîòîðûõ ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê

èíòåãðèðóåòñÿ íå òîëüêî ïî Ëèóâèëëþ, íî è â ÿâíîì âèäå ÷åðåç ãèïåðýëëèï-

òè÷åñêèå ôóíêöèè (íàïðèìåð äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ðàñïðåäåëåíèé Ãóðñà, ñì.

[20]). Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà

íà íåêîòîðîé âûäåëåííîé ãðóïïå Êàðíî ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 6) (ñì. ïàð.

10). Õîòÿ äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà, â îñíîâíîì, ôåíîìåíó íåèíòåãðèðóåìîñòè,

ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ýòè ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ, òàê êàê îòêðûâàþò âîç-

ìîæíîñòü òî÷íîãî èçó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû íà ãðóïïå

Êàðíî ãëóáèíû 4.

Äàííàÿ ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ïàðàãðàôå 2 ïîäðîáíî èññëå-

äîâàíî ñèìïëåêòè÷åñêîå ñëîåíèå êîàãëåáðû Ëè g∗ è íàéäåíû êàçèìèðû. Äàëåå

â ïàðàãðàôå 3 èññëåäîâàíà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà äëÿ íîðìàëüíîãî ãàìèëüòîíè-

àíà H íà ñëîÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèé çàäà÷è ýòà ñèñòåìà

ïðèâåäåíà ê íàèáîëåå ïðîñòîé ôîðìå (3.3). Ñèñòåìà (3.3) ñîäåðæèò êëþ÷å-

âîé ïàðàìåòð µ ∈ R \ {0} (÷èñëî µ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ñèìïëåêòè÷åñêîãî

ñëîÿ). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè µ = 1 ñèñòåìà (3.3) èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ

(äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë F íàéäåí â ïàðàãðàôå 4). Áèôóðêàöèè ñîâ-

ìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà H è ïåðâîãî èíòåãðàëà F îïèñàíû

â ïàðàãðàôå 5 (òàì æå ïðèâåäåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà íà ðèñ. 3). Â

ïàðàãðàôå 6 ïðîâåäåí áàçîâûé òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç ñòðóêòóðû ðåøåíèé ñè-

ñòåìû (3.3) ïðè µ = 1 â çàâèñèìîñòè îò òèïà ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ

H è F . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ H è F èìå-

åò îñîáåííîñòü (ò.å. åñëè îíà îòëè÷íà îò äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ãëàäêèõ



ÍÅÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÑÒÜ ÏÎ ËÈÓÂÈËËÞ ÑÓÁÐÈÌÀÍÎÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÍÀ ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÃÐÓÏÏÀÕ ÊÀÐÍÎ ÃËÓÁÈÍÛ 47

òîðîâ), òî ñèñòåìà (3.3) èíòåãðèðóåòñÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ (ñì.

ïàð. 8). Áîëåå òîãî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ H è F ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü

óðîâíÿ èìååò îñîáåííîñòü òèïà ¾âîñüìåðêè¿ � îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáú-

åäèíåíèå íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè ãèïåðáîëè÷åñêîãî

òèïà (íàéäåíà â ïàðàãðàôå 7) è åå äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñíûõ ìíîãîîáðàçèé

(íàéäåíû â ïàð. 8). Íàïîìíèì, ÷òî äàííàÿ êàðòèíà èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû

(3.3) èìååò ìåñòî ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µ = 1. Â ïàðàãðàôå 9 ñ ïîìîùüþ ìå-

òîäà Ìåëüíèêîâà-Ïóàíêàðå è òåîðåìû Çèãëèíà äîêàçàíî, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ µ,

äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 1 (íî íå ðàâíûõ 1), ñèñòåìà (3.3) íå èìååò ìåðîìîðôíûõ

ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, îòëè÷íûõ îò êîíñòàíòû. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå 10

ìû ïðèâîäèì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (3.3) (ïðè µ = 1)

÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè íà íåîñîáûõ ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ H

è F .

Ïðèâåäåííûå â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðàìè â 2015

ãîäó íà ïðîõîäèâøåé â Íîâîñèáèðñêå ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìåòðè÷å-

ñêèå ñòðóêòóðû è óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû¿ [21].

� 2. Ñèìïëåêòè÷åñêîå ñëîåíèå

Â êîîðäèíàòàõ h1, . . . , h8 íà êîàëãàáðå Ëè g∗ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ãàìèëü-

òîíèàíîì H = 1
2 (h

2
1 + h22) èìååò âèä

ḣ1 = −h2h3;
ḣ2 = h1h3;

ḣ3 = h1h4 + h2h5;

ḣ4 = h1h6 + h2h7;

ḣ5 = h1h7 + h2h8;

ḣ6 = ḣ7 = ḣ8 = 0.

(2.1)

Ýòà ñèñòåìà ñîõðàíÿåòñÿ ñëåäóþùèìè (íåïðåðûâíûìè) ñèììåòðèÿìè:

1. Âðàùåíèå ãðóïïû SO(2) ñ ñîõðàíåíèåì ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà, ãàìèëüòî-

íèàíà H è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû (2.1). À èìåííî, åñëè Aϕ ∈ SO(2),

òî (
h1
h2

)
7→ Aϕ

(
h1
h2

)
; h3 7→ h3;

(
h4
h5

)
7→ Aϕ

(
h4
h5

)
;

(
h6 h7
h7 h8

)
7→ Aϕ

(
h6 h7
h7 h8

)
AT

ϕ .

2. Ñòàíäàðòíîå ðàñòÿæåíèå: hk 7→ λhk äëÿ λ ̸= 0 � óâåëè÷èâàåò ñêîáêó

Ëè-Ïóàññîíà â λ ðàç, à ãàìèëüòîíèàí H â λ2 ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

çàìåíå âðåìåíè t 7→ 1
λ t ñîõðàíÿåò ñèñòåìó (2.1).

3. Íåðàâíîñòåïåííàÿ ãîìîòåòèÿ: h1,2 7→ λ3h1,2, h3 7→ λ2h3, h4,5 7→ λh4,5 ,

h6,7,8 7→ h6,7,8 � óâåëè÷èâàåò ñêîáêó Ëè-Ïóàññîíà â λ4 ðàç, à ãàìèëüòî-

íèàí H â λ6 ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çàìåíå âðåìåíè t 7→ 1
λ2 t ñîõðàíÿåò

ñèñòåìó (2.1).
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Ìû íà÷íåì èçó÷åíèå ñèñòåìû (2.1) ñ òî÷íîãî îïèñàíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî

ñëîåíèÿ êîàëãåáðû Ëè g∗. Áèâåêòîð ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà èìååò ñëåäóþùèé

âèä:

(
{hi, hj}

)8
i,j=1

=



0 h3 h4 h6 h7 0 0 0

−h3 0 h5 h7 h8 0 0 0

−h4 −h5 0 0 0 0 0 0

−h6 −h7 0 0 0 0 0 0

−h7 −h8 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


.

Áèâåêòîð ({hi, hj})i,j ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìîé ðàíãà íå áîëü-

øå 5. Òàêèì îáðàçîì, ðàíã ìàòðèöû ({hi, hj})ij ìîæåò áûòü 0,2 èëè 4. Áî-

ëåå òîãî, ïî òåîðåìå Êèðèëëîâà (ñì. [22]) êîàëãåáðà Ëè g∗ ðàññëàèâàåòñÿ íà

ñèìïëåêòè÷åñêèå ñëîè ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè (ãëàäêèå âëîæåííûå ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ, îíè æå îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Êàðíî

G).

Ðàíã 0 âîçìîæåí òîëüêî â ñëó÷àå h3 = h4 = . . . = h8 = 0 � ýòî ïëîñêîñòü

(h1, h2), ñîñòîÿùàÿ èç 0-ìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ðàíã 2 îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà(
h4 h6 h7
h5 h7 h8

)
(2.2)

èìååò ðàíã íå áîëüøå 1 (èíà÷å ðàíã ìàòðèöû ({hi, hj})i,j íå ìåíüøå 4). Áîëåå
òîãî, íå òðóäíî âèäåòü ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî. Òàêèì îáðàçîì, íóëüìåðíûå è

äâóìåðíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ñëîè çàïîëíÿþò àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå{
h4h7 − h5h6 = h6h8 − h27 = h4h8 − h5h7 = 0

}
êîðàçìåðíîñòè 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ñëåäóþùóþ ìàòðèöó:

P =

(
h6 h7
h7 h8

)
.

Äâóìåðíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ñëîè áûâàþò äâóõ òèïîâ:

2.a. Åñëè P = 0 ìû ïîëó÷àåì êîàëãåáðó Ëè ñâîáîäíîé ãðóïïû Êàðíî ñ

âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5), ñîäåðæàùóþ, â òîì ÷èñëå, 2-ìåðíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå

ëèñòû êîàëãåáðû Ëè ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà ïðè h4 = h5 = 0 è h3 ̸= 0. Êàçèìè-

ðàìè ÿâëÿþòñÿ h4, h5 è 1
2h

2
3 − h2h4 + h1h5. Ïîäðîáíûé àíàëèç ñóáðèìàíîâîé

ñòðóêòóðû íà ýòîé ãðóïïå ìîæíî íàéòè â [11, 12, 13, 14].

2.b. Åñëè detP = h6h8 − h27 = 0, íî P ̸= 0 è (h4, h5)
T ∈ ImP , òîãäà ñ

ó÷åòîì äåéñòâèÿ ãðóïïû SO(2) ìîæíî ñ÷èòàòü h6 ̸= 0, à h5 = h7 = h8 = 0. Ìû

ïîëó÷àåì äâóìåðíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû êîàëãåáðû Ëè ãðóïïû Êàðíî ñ

âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 4, 5), òî åñòü ýòî ñëó÷àé Ãóðñà. Êàçèìèðû: h6,
1
2h

2
4 − h3h6

è h26h2 − h6h3h4 +
1
3h

3
4.

È íàêîíåö âîçìîæíû 4-ìåðíûå ëèñòû, åñëè ðàíã ìàòðèöû (2.2) ðàâåí 2. Òóò

âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïðèíöèïèàëüíûå âàðèàíòû:
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4.a. Åñëè detP = h6h8 − h27 = 0, íî P ̸= 0 è (h4, h5)
T /∈ ImP , òî ïî ñîîá-

ðàæåíèÿì âðàùåíèÿ SO(2) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h7 = h8 = 0, h5 ̸= 0 è h6 ̸= 0.

Ïîëó÷àåòñÿ êîàëãåáðà Ëè ãðóïïû Êàðíî ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 6). Êàçèìè-

ðû: h5 è h6.

4.b. Åñëè detP = h6h8 − h27 ̸= 0, òî ýòî ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ: òàêèå

ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû çàïîëíÿþò îòêðûòîå âñþäóïëîòíîå ìíîæåñòâî â g∗.

Êàçèìèðû: h6, h7, h8 è

C = h3(h6h8 − h27)−
1

2
h8h

2
4 −

1

2
h6h

2
5 + h7h4h5. (2.3)

Óäîáíåå ýòîò Êàçèìèð ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k =
C

detP
= h3 −

1

2

(
h4 h5

)
P−1

(
h4
h5

)
. (2.4)

Íåïðåðûâíûå ñèììåòðèè 1�3 äåéñòâóþò íà ýòîò Êàçèìèð ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 : k 7→ k, 2 : k 7→ λk, 3 : k 7→ λ2k.

Çàìå÷àíèå 1. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ñëîè èç ñëó÷àÿ 4.b çàïîëíÿþò îòêðûòîå

âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî, à ñèìïëåêòè÷åñêèå ñëîè âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ

ëåæàò íà åãî ãðàíèöå h6h8−h27 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê

ïðåäåëüíûå. Íàïðèìåð, åñëè P → 0, òî â ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ ñëó÷àé 2.a.

Åñëè ñèìïëåêòè÷åñêèé ñëîé äâóìåðåí, òî ëþáàÿ ñèñòåìà ëåãêî èíòåãðèðóåò-

ñÿ: òðàåêòîðèè ñîâïàäàþò ñ ïåðåñå÷åíèÿìè ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ âñåõ êàçèìè-

ðîâ è èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé H = const.

Èçó÷åíèå 4-ìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñëîåâ, òàêèì îáðàçîì, íàïðÿìóþ çàâè-

ñèò îò òîãî, îáíóëèëñÿ ëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû P . Îñíîâíîé ñëó÷àé � ýòî

detP ̸= 0, òàê êàê îí ðåàëèçóåòñÿ íà îòêðûòîì âñþäóïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå

g∗. Ñëó÷àé detP = 0 ðåàëèçóåòñÿ íà (àëãåáðàè÷åñêîì) ïîäìíîãîîáðàçèè êîðàç-

ìåðíîñòè 1. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ñòàòüè ïîñâÿùåíà ïîäðîáíîìó èçó÷åíèþ îáùåãî

ñëó÷àÿ detP ̸= 0, òåì íå ìåíåå ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ è î âûðîæäåííîì ñëó÷àå.

Â ñëó÷àå detP = 0 ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (2.1) ïðèâîäèòñÿ çà ñ÷åò ñèììåòðèé

1,2 è 3 ê ñèìïëåêòè÷åñêîìó ñëîþ {h5 = h6 = 1, h7 = h8 = 0}, íà êîòîðîì

ïðèíèìàåò âèä 
ḣ1 = −h2h3;
ḣ2 = h1h3;

ḣ3 = h1h4 + h2;

ḣ4 = h1;

(2.5)

Ó ýòîé ñèñòåìû íåò äîïîëíèòåëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñòåïåíè ìåíüøå 15 (òîëüêî 1, H,H2, . . .), ÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íà ëþáîé êîì-

ïüþòåðíîé ñèñòåìå ñèìâîëüíîé àëãåáðû.

Äàííûé ôàêò, à òàê æå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äàþò íàì ñìå-

ëîñòü âûñêàçàòü ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó:

Ãèïîòåçà 1. Ñèñòåìà (2.5) íåèíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ.
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Äëÿ ñèñòåìû (2.5) ëåãêî âûïèñàòü êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû Äàðáó. Äåé-

ñòâèòåëüíî, íà ñëîå {h5 = h6 = 1, h7 = h8 = 0} ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà èìååò

âèä

ω = −dh1 ∧ dh4 − dh2 ∧ dh3 + h4dh2 ∧ dh4 − h3dh3 ∧ dh4,

ïîýòîìó ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè:

p1 = h1; q1 = h4; p2 = h2 − h3h4 +
1

3
h34; q2 = h3 −

1

2
h24;

h1 = p1; h2 = p2 + q1q2 +
1

6
q31 ; h3 = q2 +

1

2
q21 ; h4 = q1,

à ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H =
1

2

(
h21 + h22

)
=

1

2
p21 +

1

2

(
p2 + q1q2 +

1

6
q31

)2
.

� 3. Ñëó÷àé ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñëîåâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íà÷íåì ðàçáîð ñëó÷àÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ detP ̸= 0.

Îïðåäåëèì ÷èñëî µ êàê îòíîøåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû P . ×èñëî

µ � èíâàðèàíò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ñëîå: îíî íå

ìåíÿåòñÿ ïðè 1,2 è 3 ñèììåòðèÿõ è îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû4 µ 7→ 1
µ .

Ëåììà 3.1. Ïîòîê ñóáðèìàíîâà ãàìèëüòîíèàíà H íà (÷åòûðåõìåðíîì)

ñèìïëåêòè÷åñêîì ñëîå g∗ ñ detP ̸= 0 è îòíîøåíèåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

P ðàâíûì µ ýêâèâàëåíòåí (ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû âðåìåíè t 7→ λt, λ ̸= 0)

ïîòîêó H íà íåêîòîðîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ñëîå ñ h6 = 1, h7 = 0 è h8 = µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ 1 è 2 ñèììåòðèé ðåäóöèðî-

âàòü ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ñëîÿ. Çà ñ÷åò äåéñòâèÿ ãðóïïû SO(2)

ìîæíî ïðèâåñòè ïðîèçâîëüíûé ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò ñ P ̸= 0 ê ñèìïëåêòè÷å-

ñêîìó ëèñòó ñ h7 = 0 (òåîðåìà î ïðèâåäåíèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê ãëàâ-

íûì îñÿì). Íà íîâîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå detP = h6h8 ̸= 0. Çà ñ÷åò âòî-

ðîé ñèììåòðèè íîâûé ñèìïëåêòè÷åñêèé ñëîé ïðèâîäèòñÿ ê ñèìïëåêòè÷åñêîìó

ñëîþ ñ h6 = 1. Ïîñëåäíèé ñèìïëåêòè÷åñêèé ñëîé ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Äåéñòâè-

òåëüíî, íà ïîñëåäíåì ïîñòðîåííîì ñëîå àâòîìàòè÷åñêè h7 = 0, à ïîñêîëüêó

îòíîøåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû P íå èçìåíÿåòñÿ ïðè 1,2 è 3 ñèì-

ìåòðèÿõ, òî h8 = µ. Îñòàëîñü ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîé

ñèììåòðèè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ñîõðàíÿåòñÿ, à ïðè èñïîëüçî-

âàíèè âòîðîé ñèììåòðèè, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèé èçìåíèòñÿ â

λ =
√
µ/detP > 0 ðàç.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ â ëåììå 3.1 ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâíî

ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ 1 è 2 ñèììåòðèé. Ìû íå èñïîëüçîâàëè òðåòüþ ñèììåòðèþ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü åþ, ìîæíî èçáàâèòñÿ åùå îò îäíîé êîíñòàíòû è ñ÷èòàòü

k = 0,±1 èëè H = 1
2 (íî íå îäíîâðåìåííî). Îäíàêî, ìû ïðåäïî÷ëè íå èñïîëü-

çîâàòü òðåòüþ ñèììåòðèþ, òàê êàê ñ åå ïîìîùüþ óäîáíî ïðîâåðÿòü ïîðÿäêè

èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ â äàëüíåéøåì.

4Åñëè P ̸= 0, íî detP = 0, óäîáíî ñ÷èòàòü µ = 0. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H â ýòîì ñëó÷àå
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (2.5).
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Ââåäåì óäîáíûå êîîðäèíàòû â ñèìïëåêòè÷åñêîì ñëîå ñ h6 = 1, h7 = 0 è

h8 = µ ̸= 0. Èñïîëüçóåì êàçèìèð:

h3 = k +
1

2

(
h24 +

1

µ
h25

)
, ãäå k =

C

detP
,

òîãäà  ḣ4 = h1; ḣ1 = −
(
k + 1

2

(
h24 +

1
µh

2
5

))
h2;

ḣ5 = µh2; ḣ2 =
(
k + 1

2

(
h24 +

1
µh

2
5

))
h1.

(3.1)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó H = const, îáîçíà÷àÿ ñòàíäàðòíî

h1 =
√
2H cos θ è h2 =

√
2H sin θ, (3.2)

ïîëó÷àåì, ÷òî â êîîðäèíàòàõ H, h4, h5 è θ íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ñëîå, ãàìèëü-

òîíîâà ñèñòåìà èìååò âèä Ḣ = 0 è
θ̇ = k + 1

2

(
h24 +

1

µ
h25

)
,

ḣ4 =
√
2H cos θ,

ḣ5 = µ
√
2H sin θ.

(3.3)

Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü H = const > 0 äèôôåîìîðôíà îòêðûòîìó

ïîëíîòîðèþ R2
h4, h5

× S1
θ .

Çàìå÷àíèå 3. Îòìåòèì, ÷òî åñëè k = 0, òî, èñïîëüçóÿ òðåòüþ ñèììåòðèþ,

ìîæíî ïðèâåñòè ïðîèçâîëüíóþ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿH ê ïîâåðõíîñòèH = 1
2 . Òî

åñòü ïðè k = 0 ïîòîêèH íà âñåõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõH = const > 0

ýêâèâàëåíòíû. Åñëè æå k ̸= 0, òî çà ñ÷åò òðåòüåé ñèììåòðèè ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî k = ±1.

Çàìå÷àíèå 4. Ñëó÷àé k = −1 ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ k = 1 (è íàîáîðîò) ñ

ïîìîùüþ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîé çàìåíû

k 7→ −k; h4 7→ −ih4; h5 7→ −ih5; t 7→ −t;
√
2H 7→ i

√
2H.

Ïîýòîìó íàëè÷èå àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ñèñòåìû (3.3) äëÿ íåêîòî-

ðîãî k àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò íàëè÷èå àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà äëÿ

−k.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýëàñòèêè Ýéëåðà [23] ÿâëÿþòñÿ êðèâûìè íà ïëîñêî-

ñòè, êðèâèçíà êîòîðûõ åñòü àôôèííàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò. Ðåøåíèÿìè ñè-

ñòåìû (3.3) ÿâëÿþòñÿ êðèâûå, êðèâèçíà êîòîðûõ åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ

êîîðäèíàò (åñëè ñäåëàòü çàìåíó h5 7→ 1
µh5). Áîëåå òîãî, ëþáàÿ òàêàÿ êðèâàÿ

ϕ̇ = ax2 + 2bxy + cy2 + dx+ ey + f ;

ẋ = cosϕ;

ẏ = sinϕ;

ñ íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó (3.3)

ïîäõîäÿùèì âûáîðîì íà÷àëà êîîðäèíàò è íàïðàâëåíèé îñåé. Åñëè ñîáñòâåííûå
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çíà÷åíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñîâïàäàþò, òî ñèñòåìà îáëàäàåò äîïîëíèòåëü-

íîé ãðóïïîé ñèììåòðèé SO(2) è ïîòîìó ïî òåîðåìå Íåòåð ÿâëÿåòñÿ èíòåãðè-

ðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ (ïîäðîáíåå ñì. ëåììó 4.1). Âïåðâûå ýòîò ôàêò çàìåòèëè

Ãîòüå è Áîèçî â ñâîåé ðàáîòå [24].

� 4. Èíòåãðèðóåìûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ñëîè

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (3.3) îêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðó-

åìîé ïî Ëèóâèëëþ íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñëîÿõ ñ µ = 1 è ëþáûì k. Â ýòîì ïàðà-

ãðàôå íàéäåí íåäîñòàþùèé ïåðâûé èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ëåâîèí-

âàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà ãðóïïå Êàðíî ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 6).

Ïðè µ = 1 ñèñòåìó ḣ4 = h1; ḣ1 = −
(
k + 1

2

(
h24 + h25

))
h2;

ḣ5 = h2; ḣ2 =
(
k + 1

2

(
h24 + h25

))
h1

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ãîðè-

çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì âåðòèêàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ýòîì

ñëó÷àå (h4, h5) � êîîðäèíàòû ÷àñòèöû, (h1, h2) � åå ñêîðîñòü, à k +
1
2

(
h24 + h25

)
� íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ëåììà 4.1. Ñèñòåìà (3.3) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ïðè µ =

1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè µ = 1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû P ñîâïàäàþò,

è ïîòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå h7 = 0

àâòîìàòè÷åñêè, äàæå áåç ðåäóêöèè ïî äåéñòâèþ SO(2). Ïîýòîìó ïðè µ = 1

ãðóïïà SO(2) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèé ñèñòåìû (3.3) è äîïîëíèòåëüíûé

ïåðâûé èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî òåîðåìå Íåòåð.

Èòàê, íàéäåì äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (3.3) â ñëó÷àå

µ = 1. Äîñòàòî÷íî ýëåãàíòíî äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë ìîæíî íàé-

òè â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè θ, òàê îíè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

äåéñòâèÿ ãðóïïû SO(2). Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû îêàçûâàþòñÿ î÷åíü óäîáíûìè

äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ñèñòåìû (êàê äëÿ ÿâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê è äëÿ

òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà).

Èòàê, äèôôåðåíöèðóÿ θ â ñèëó ñèñòåìû (3.3), ïîëó÷àåì
θ̈ =

√
2H(h4 cos θ + h5 sin θ);...

θ = 2H +
√
2Hθ̇(h5 cos θ − h4 sin θ);....

θ =
√
2Hθ̈(h5 cos θ − h4 sin θ)−

√
2Hθ̇2(h4 cos θ + h5 sin θ).

(4.1)

Òåïåðü ïîäñòàâèì ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.1) â òðåòüå. Ïîëó÷àåì

....
θ =

( ...
θ − 2H

θ̇
− θ̇2

)
θ̈,

îòêóäà, ïîäåëèâ íà θ̇ íàõîäèì äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë:
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F = 1
2 θ̇

2 +

...
θ − 2H

θ̇
=

1

2
h23 − h2h4 + h1h5 =

=
1

2

(
k +

1

2

(
h24 + h25

))2

+
√
2H(h5 cos θ − h4 sin θ).

(4.2)

Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì Êàçèìèð â ãðóïïå Êàðíî (2,3,5) [11] ïðåâðàòèëñÿ â ïåð-

âûé èíòåãðàë ïîòîêà ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ãðóïïå Êàðíî (2,3,5,6).

Ñîãëàñíî äåéñòâèþ òðåòüåé ñèììåòðèè èìååì: F 7→ λ4F , k 7→ λ2k, à H 7→ λ6H.

Îòìåòèì, ÷òî íà ÷åòûðåõìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå (h1, h2, h4, h5) ñîâ-

ìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ H è F îãðàíè÷åíà è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíà.

Ïîýòîìó åñëè íà íåé íåò îñîáåííîñòåé, òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå

êîíå÷íîãî ÷èñëà äâóìåðíûõ òîðîâ.

Èç òåîðåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (òåîðåìà Ëèóâèëëÿ-Àðíîëüäà) ñèñòåìà

äîëæíà èíòåãðèðîâàòüñÿ â êâàäðàòóðàõ. Ïðîâåäåì åå ÿâíîå èíòåãðèðîâàíèå

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2
...
θ = −θ̇3 + 2F θ̇ + 4H.

Åñëè θ̈ ̸≡ 0 (ñëó÷àé θ̈ ≡ 0 ðàçîáðàí â ïàðàãðàôå 7), äîìíîæèì ñëåâà è ñïðàâà

íà θ̈, ïîëó÷àòñÿ ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû, ñëåäîâàòåëüíî

θ̈2 = −1

4
θ̇4 + F θ̇2 + 4Hθ̇ + c1.

Çäåñü c1 � ïåðâûé èíòåãðàë
5, ò.å. {H, c1} = 0. Ïîýòîìó åñòü äâà âàðèàíòà: ëèáî

(i) {F, c1} ≠ 0, òîãäà ñèñòåìà ñóïåðèíòåãðèðóåìà è âñå ïðîñòðàíñòâî ðàññëàè-

âàåòñÿ íà îêðóæíîñòè âìåñòî òîðîâ; ëèáî (ii) {F, c1} = 0, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî

åñëè c1 åñòü ôóíêöèÿ H è F , òàê êàê ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èìååò âñåãî äâå

ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò

c1 = −4Hk − F 2.

Ñîãëàñíî äåéñòâèþ òðåòüåé ãðóïïû ñèììåòðèé, c1 7→ λ8c1. Èòàê ïîëó÷àåòñÿ

óðàâíåíèå

4θ̈2 = −(θ̇2 − 2F )2 + 16H(θ̇ − k). (4.3)

Îáîçíà÷èì ìíîãî÷ëåí ïî θ̇ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.3) ÷åðåç g(θ̇) . Óðàâ-

íåíèå (4.3) ìîæíî ðåøèòü ÿâíî ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè, åñëè ó ïîëèíîìà

g(θ̇) íåò êðàòíûõ êîðíåé (ñì. ïàð. 10), è ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, åñëè

ó ïîëèíîìà g(θ̇) åñòü êðàòíûé êîðåíü (ñì. ïàð. 8). Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå

ñòðóêòóðû êîðíåé g(θ̇) ïîâåäåíî â ïàðàãðàôå 5.

Ïåðåìåííûå h4 è h5 èç ñèñòåìû (3.3) ïðè µ = 1 ìîæíî ÿâíî âûðàçèòü ÷åðåç θ,

θ̇ è θ̈, íåçàâèñèìî îò ñòðóêòóðû êîðíåé ïîëèíîìà g(θ̇). Èòàê, èç (4.1) ïîëó÷àåì(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
h4
h5

)
=

1√
2H

(
θ̈...

θ −2H
θ̇

)
=

1√
2H

(
θ̈

F − 1
2 θ̇

2

)
. (4.4)

5Òî÷íåå, åñëè âûðàçèòü θ̇ è θ̈ ÷åðåç h4, h5 è θ â ñèëó ñèñòåìû (3.3), òîãäà c1 áóäåò ïåðâûì
èíòåãðàëîì ñèñòåìû â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.
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Îòêóäà íåìåäëåííî íàõîäèì, ÷òî
h4 =

1√
2H

(
θ̈ cos θ − (F − 1

2
θ̇2) sin θ

)
;

h5 =
1√
2H

(
θ̈ sin θ + (F − 1

2
θ̇2) cos θ

)
.

(4.5)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ h4, h5 è θ ìû èìååì ðîâíî 3 êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïåðâàÿ êîíñòàíòà � ýòî F , à åùå äâå âîçíèêíóò ïðè èíòåãðèðîâàíèè (4.3).

� 5. Ñòðóêòóðà êîðíåé ïîëèíîìà g

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðó ðåøåíèé ñèñòåìû (3.3) â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå

µ = 1 óäîáíî îïèñûâàòü â òåðìèíàõ ñòðóêòóðû êîðíåé ìíîãî÷ëåíà g. Íà-

ïðèìåð, ñðàçó âèäíî, ÷òî êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè (4.3) èãðàåò ñòðóêòóðà

ïðîìåæóòêîâ íåîòðèöàòåëüíîñòè g. Ïîñêîëüêó âåòâè g íàïðàâëåíû âíèç, òî

ïîëèíîì g ïîëîæèòåëåí ëèáî íà èíòåðâàëå ëèáî ïà ïàðå íåïåðåñåêàþùèõñÿ

èíòåðâàëîâ.

Îïèøåì ñòðóêòóðó êîðíåé ìíîãî÷ëåíà g(γ) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé H, F

è k. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñóììà êîðíåé g ðàâíà 0. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà g èç îáùåé

òåîðèè êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ 4-îé ñòåïåíè (ñì. [25]), ñëåäóåò, ÷òî èõ ñòðóêòóðà

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàìè:

∆ = −216 H2(8F 3 + 27H2 + 36FHk − 4F 2k2 − 16Hk3);

P0 = −25 F ; Q = 128 H; ∆0 = 26(F 2 + 3Hk); D = 210Hk.

Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàÿ, ÷òî H > 0, ïîëó÷àåì

(1) Åñëè ∆ < 0, òî ïîëèíîì g èìååò ðîâíî 2 ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ,

è äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ.

(2) Åñëè ∆ > 0, òîãäà íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äåéñòâèòåëüíîñòè êîðíåé ÿâëÿ-

åòñÿ P0 < 0 è D < 0, (ò.å. F > 0 è k < 0). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëèíîì g èìååò

4 ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.

(3) Åñëè ∆ = 0, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

(3.i) Åñëè P0 < 0 è D < 0 è ∆0 ̸= 0 (ò.å. F > 0, k < 0, è F 2+3Hk ̸= 0), òî

â ýòîì ñëó÷àå åñòü îäèí äåéñòâèòåëüíûé äâóêðàòíûé êîðåíü è åùå

äâà äåéñòâèòåëüíûõ ïðîñòûõ êîðíÿ.

(3.ii) Åñëè ∆0 = 0 è D ̸= 0, (ò.å F 2 + 3Hk = 0 è k ̸= 0), òî àâòîìàòè÷åñêè
k < 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì

8F 3 + 27H2 + 36FHk − 4F 2k2 − 16Hk3 =

=
8

3

(
3F − 2k2

) (
F 2 + 3Hk

)
+

1

3
(2Fk + 9H)2,

ïîëó÷àåì, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà åñëè è òîëüêî åñëè

F =
2

3
k2; H = − 4

27
k3; k < 0.
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(b) Ñëó÷àé k = 0.

Ðèñ. 3: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû íóëåé ïîëèíîìà g(θ̇).

Â ýòîì ñëó÷àå åñòü òðåõêðàòíûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü è åùå îäèí

äåéñòâèòåëüíûé ïðîñòîé.

(3.iii) Åñëè D > 0 èëè {P0 > 0 è |D| + |Q| ≠ 0}, òî, ïîñêîëüêó Q > 0, òî

ïîëó÷àåì, ÷òî F < 0 èëè k > 0. Â ýòîì ñëó÷àå åñòü òîëüêî îäèí äåé-

ñòâèòåëüíûé äâóêðàòíûé êîðåíü (è ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ

êîðíåé).

Ôîðìàëüíî íåîáõîäèìî åùå ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà D = 0. Íî òîãäà

íåîáõîäèìî k = 0, à çíà÷èò 8F 3 + 27H2 = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, F < 0.

Ïîýòîìó ñëó÷àé D = 0 âêëþ÷àåòñÿ â ñëó÷àé (iii). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

ñëó÷àè (i), (ii) è (iii) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæ-

íîñòè. Òî, ÷òî îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òðèâèàëüíî. Ïîêàæåì, ÷òî

äîïîëíåíèå ê ñëó÷àþ (iii) åñòü (F > 0 è k < 0). Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ

∆ = 0 ñëåäóåò, ÷òî åñëè k = 0, òî F < 0, à åñëè F = 0, òî k > 0. Îñòàëîñü

çàìåòèòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ñëó÷àåâ (i) è (ii) êàê ðàç åñòü (F > 0 è k < 0).

Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû íóëåé äëÿ ïîëèíîìà g(γ) ïðè k = 0 è k = 1

èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3. Ñèìâîëîì ∅ îáîçíà÷åí ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ äåéñòâèòåëü-

íûõ êîðíåé (ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòè óðîâíåé H è F íå ïåðåñåêàþòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâóþùåì ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå). Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñëó÷àÿ

k = −1 ïîëó÷àåòñÿ èç ñëó÷àÿ k = 1 îòðàæåíèåì H 7→ −H (ñì. çàìå÷àíèå 4).

Îòìåòèì åùå, ÷òî â ýòèõ äèàãðàììàõ íà ïðÿìîé H = 0 ïîëèíîì g(γ) èìååò

äâå ïàðû ñîâïàäàþùèõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, åñëè F > 0 è äâå ïàðû ñîâïà-

äàþùèõ ìíèìûõ êîðíåé, åñëè F < 0. Íà÷àëî êîîðäèíàò F = H = 0 îòâå÷àåò

ñëó÷àþ g(γ) = −γ4. Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àè H = 0 è H < 0 íå ðåàëèçóþòñÿ â

èñõîäíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Ñëó÷àè (1),(2), è (3.i), (3.ii) è (3.iii) êàê ðàç îïèñûâàþò ñòðóêòóðó äâóìåð-

íîé ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíàH è ïåðâîãî èíòåãðàëà F íà

ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå (h1, h2, h4, h5) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà k. Îáîçíà-

÷èì ýòó ïîâåðõíîñòü ÷åðåç S. Ïîäðîáíûé òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç ñòðóêòóðû

ðåøåíèé íà S ïðîâåäåí â ïàðàãðàôàõ 6 è 7. Èç íåãî, â òîì ÷èñëå ñëåäóåò, ÷òî

â ñëó÷àå (1) S ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì òîðîì, â ñëó÷àå (2) S ÿâëÿåòñÿ ïàðîé íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ãëàäêèõ òîðîâ, à â ñëó÷àå (3) ïîâåðõíîñòü S èìååò îñîáåííîñòü.

À èìåííî: â (3.i) äëÿ S åñòü äâà âàðèàíòà: (a) åñëè êðàòíûé êîðåíü g(γ) íå

ëåæèò ìåæäó ïðîñòûìè êîðíÿìè g(γ), òî S åñòü íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ãëàäêèå
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òîð è îêðóæíîñòü (ðåàëèçóåòñÿ íà ó÷àñòêå êðèâîé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû

3a âåäóùåé èç òî÷êè (3.ii) â òî÷êó k = −1, H = 0 è F = 1
2 ); (b) åñëè êðàòíûé

êîðåíü ëåæèò ìåæäó ïðîñòûìè êîðíÿìè, òî S åñòü äâà òîðà, ñëêëååííûõ ïî

îêðóæíîñòè (ðåàëèçóåòñÿ íà ó÷àñòêå êðèâîé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû 3a

âåäóùåé èç òî÷êè (3.ii) â íà÷àëî êîîðäèíàò). Â ñëó÷àå (3.ii) S åñòü íåãëàä-

êèé òîð ñ îñîáåííîñòÿìè âäîëü ãëàäêîé îêðóæíîñòè (ðåàëèçóåòñÿ ïðè k = −1,

H = 2
3 è F = − 4

27 ). À â ñëó÷àå (3.iii) S åñòü ïðîñòî ãëàäêàÿ îêðóæíîñòü.

Ïîâåðõíîñòü S íåòðóäíî ïîñòðîèòü. Äåéñòâèòåëüíî, îíà èíâàðèàíòíà îòíî-

ñèòåëüíî äåéñòâèÿ SO(2), òî åñòü îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà âåêòîðà (h4, h5) íà

ïðîèçâîëüíûé óãîë ϕ è îäíîâðåìåííîãî ñäâèãà θ 7→ θ+ϕ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

èññëåäîâàòü ïåðåñå÷åíèå S ñ ïëîñêîñòüþ θ = 0. Îñíîâíûå ñëó÷àè îòîáðàæåíû

íà ðèñóíêàõ 4.

- 3 - 2 - 1 1 2

- 3

- 2

- 1

1

2

3

(a) S åñòü 2 òîðà.

- 3 - 2 - 1 1 2

- 3

- 2

- 1

1

2

3

(b) S åñòü 2
ñêëååííûõ ïî

îêðóæíîñòè òîðà.

- 3 - 2 - 1 1 2

- 3

- 2

- 1

1

2

3

(c) S åñòü 1 òîð.

- 3 - 2 - 1 1 2

- 2

- 1

1

2

(d) S åñòü 1 òîð ñ
îñîáåííîñòüþ íà
îêðóæíîñòè.

Ðèñ. 4: Ñå÷åíèå ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ F è H ïëîñêîñòüþ θ = 0.

Êîëè÷åñòâî òî÷åê ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ïîëèíîìà g(γ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

2F 3 − 27H2 > 0 ⇔ 2 ìàêñèìóìà è 1 ìèíèìóì;

2F 3 − 27H2 < 0 ⇔ 1 ìàêñèìóì;

2F 3 − 27H2 = 0 ⇔ 1 ìàêñèìóì è 1 òî÷êà ïåðåãèáà.

Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð k âõîäèò ëèøü â ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà g(γ).

Ïîýòîìó ìåíÿÿ k îò −∞ äî +∞ ìû áóäåì ïîëó÷àòü ïîî÷åðåäíî ðàçëè÷íûå êîì-

áèíàöèè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé è ìàêñèìóìîâ/ìèíèìóìîâ ïîëèíîìà

g â çàâèñèìîñòè îò çíàêà 2F 3 − 27H2.

Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè, óðàâíåíèå (4.3) ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî ÷å-

ðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû (ñì. ïàð. 10). Íèæå áóäóò ïîëó÷åíû ÿâíûå

ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé, îáîáùàþùèå êëàññè÷åñêèå ýëàñòèêè Ýéëåðà. Äåéñòâè-

òåëüíî, â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ëåæèò îáúåäèíåíèå äâóìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ

ñëîåâ, îòâå÷àþùèõ ñâîáîäíîé ãðóïïå Êàðíî ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5), â êîòîðîé

ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ ýëàñòèêàìè Ýéëåðà (ñì. [11]).

Ââèäó âûøåñêàçàííîãî ìû áóäåì íàçûâàòü ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ ñëó÷àÿ µ = 1

ïüÿíûìè ýëàñòèêàìè.
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� 6. Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ïðîâåäåí òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøå-

íèé ñèñòåìû (3.3) ñ µ = 1 â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû êîðíåé ïîëèíîìà g(γ) èç

(4.3). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè θ̈ ̸≡ 0 (ñëó÷àé θ̈ ≡ 0 ðàçîáðàí â ïàð. 7), òî íåîáõîäè-

ìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè (4.3) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü g(γ) íà íåêîòðîì

ïðîìåæóòêå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü γ0 < γ1 � äâà òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ äåéñòâèòåëü-

íûõ êîðíÿ g(γ), ÷òî g(γ) > 0 ïðè γ ∈ (γ0, γ1) è äëÿ ðåøåíèÿ
(
θ(t), h4(t), h5(t)

)
ñèñòåìû (4.3) âûïîëíÿåòñÿ θ̇(0) ∈ (γ0, γ1).

(a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà êîðíÿ γ0 è γ1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Òîãäà

θ̇(t) ∈ [γ0; γ1] äëÿ âñåõ t, à ôóíêöèÿ θ̇(t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ íåêîòîðûì

ïåðèîäîì 2τ0 > 0. Áîëåå òîãî θ̇ äîñòèãàåò ñâîèõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé γ0
è γ1 ïîî÷åðåäíî è ìîíîòîííà ìåæäó íèìè. Âðåìÿ äâèæåíèÿ îò ìèíèìóìà äî

ìàêñèìóìà èëè îáðàòíî çàíèìàåò âðåìÿ τ0 è ýòè äâèæåíèÿ ñèììåòðè÷íû.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ h24 + h25 = 2(θ̇ − k).

Ñàìî ðåøåíèå
(
θ(t), h4(t), h5(t)

)
ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèî-

äîì 2τ0 (ñì. ðèñ. 8). Òî åñòü íàéäåòñÿ òàêîé óãîë θ0, ÷òî
θ(t+ 2τ0) = θ(t) + 2θ0 mod 2π;(
h4(t+ 2τ0)

h5(t+ 2τ0)

)
=

(
cos 2θ0 − sin 2θ0
sin 2θ0 cos 2θ0

)(
h4(t)

h5(t)

)
.

×èñëà τ0 è θ0 ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì:

τ0 = 2

∫ γ1

γ0

dγ√
g(γ)

; θ0 = 2

∫ γ1

γ0

γdγ√
g(γ)

.

(b) Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îäèí èç êîðíåé γj, j = 0, 1 ÿâëÿåòñÿ êðàò-

íûì (ñêàæåì, γ0 äëÿ îïðåäåëåííîñòè). Òîãäà θ̇(t) ∈ (γ0, γ1] ïðè âñåõ t. Ïðè÷åì

θ̇ = γ1 ëèøü â îäèí ìîìåíò âðåìåíè t1, è θ̇ ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê γ0 ïðè

t1 < t→ +∞ è t1 > t→ −∞. Ôóíêöèÿ θ̇ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî t1.

Åñëè γ0 � äâóêðàòíûé êîðåíü, òî ñòðåìëåíèå θ̇ ê γ0 èäåò ñ ýêñïîíåíöè-

àëüíîé ñêîðîñòüþ ïî t ñ ïîêàçàòåëåì
√
g′′(γ0)/2

√
2, à åñëè γ0 � òðåõêðàòíûé

êîðåíü, òî ñòðåìëåíèå èäåò ñî ñêîðîñòüþ ct−2, ãäå c = 96/g′′′(γ0). Àíàëîãè÷-

íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ h24 + h25 = 2(θ̇ − k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ïóíêò (a) òåîðåìû î ïðîñòûõ êîðíÿõ.

Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå γ(t) = θ̇(t) óðàâíåíèÿ (4.3) ÿâëÿåòñÿ ïåðèî-

äè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì 2τ0. Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèÿ (4.3) âèäíî, ÷òî γ(t)

ìîæåò ñìåíèòü íàïðàâëåíèå ìîíîòîííîñòè òîëüêî â òåõ òî÷êàõ, ãäå g(γ) = 0,

òî åñòü â êîðíÿõ. Ïóñòü γ(t0) = a è γ(t1) = b è íà ïðîìåæóòêå [t0, t1] ôóíêöèÿ

γ ìîíîòîííà. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (4.3) ïîëó÷àåì:

2

∫ b

a

dγ√
g(γ)

= ±(t1 − t0), (6.1)

ãäå çíàê â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, âîçðàñ-

òàåò èëè óáûâàåò ôóíêöèÿ γ íà [t0, t1]
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Â îêðåñòíîñòè êîðíåé γj , j = 0, 1, ïîëèíîì g âåäåò ñåáÿ êàê ëèíåéíàÿ ôóíê-

öèÿ g(γ) ∼ g′(γj)(γ−γj), òàê êàê γj íå ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè êîðíÿìè: g′(γj) ̸= 0.

Ïîýòîìó èíòåãðàë â (6.1) îãðàíè÷åí ïðè ëþáûõ a, b ∈ [γ0, γ1]. Äðóãèìè ñëîâà-

ìè ðåøåíèå γ(t) çà êîíå÷íîå âðåìÿ äîõîäèò îò îäíîãî èç êîðíåé γj äî äðóãîãî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå äîñòèæåíèÿ îäíîãî èç êîðíåé γj ðåøåíèå γ(t) ìåíÿåò

ìîíîòîííîñòü íà ïðîòèâîïîëîæíóþ è èäåò ê äðóãîìó êîðíþ. Ïîñëå ýòîãî ìå-

íÿåòñÿ çíàê â ïðàâîé ÷àñòè (6.1) è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, γ(t)

åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2τ0, ãäå

τ0 = 2

∫ γ1

γ0

dγ√
g(γ)

Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ γ(t) ìîíîòîííà ìåæäó ýêñòðåìóìàìè γ0 è γ1 è ÷åðåäóåò

èõ. Òàêæå àâòîìàòè÷åñêè äîêàçàíû îñòàëüíûå ñâîéñòâà θ̇ = γ, çàÿâëåííûå â

óñëîâèè ëåììû.

Èç (3.3) ïîëó÷àåì, h24 + h25 = 2(γ − k), ïîýòîìó ôóíêöèÿ h24 + h25 òàêæå

ïåðèîäè÷íà è îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì γ.

Äëÿ ôóíêöèè θ(t) â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè θ̇ ïîëó÷àåì, ÷òî

θ(t+ 2τ0) = θ(t) +

∫ 2τ0

0

γ(τ)dτ

Ïîñêîëüêó íà ïðîìåæóòêå âîçðàñòàíèÿ γ âûïîëíÿåòñÿ
√
g(γ)dt = 2dγ, ïîëó÷à-

åì, ÷òî θ(t+ 2τ0) = θ(t) + 2θ0, ãäå

θ0 = 2

∫ γ1

γ0

γdγ√
g(γ)

.

Ïîêàæåì òåïåðü êâàçèïåðèîäè÷íîñòü êðèâîé (h4(t), h5(t)). Äëÿ ýòîãî ðàñ-

ñìîòðèì ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ (h4, h5) è (cos θ, sin θ).

Ñîãëàñíî (4.4), îáà ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè θ̇ è θ̈ è ïîòîìó ïåðèî-

äè÷íû ñ ïåðèîäîì 2τ0. Ïîñêîëüêó âåêòîð (cos θ, sin θ) ÷åðåç ïåðèîä ïîâåðíåòñÿ

íà óãîë 2θ0, òîæå ñäåëàåò âåêòîð (h4, h5).

Òåïåðü äîêàæåì ïóíêò (b) òåîðåìû î êðàòíîì êîðíå. Åñëè γ0 � äâóêðàòíûé

êîðåíü, òî g(γ) ∼ 1
2g

′′(γ0)(γ − γ0)
2 â îêðåñòíîñòè γ0. Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ

òðåõêðàòíîãî êîðíÿ: g(γ) ∼ 1
6g

′′′(γ0)(γ − γ0)
3. Âîñïîëüçóåìñÿ (4.3). Ïîñêîëüêó

èíòåãðàë
∫ γ1

γ0

2dγ√
g(γ)

ðàñõîäèòñÿ â γ0 è ñõîäèòñÿ â γ1, ïîëó÷àåì, ÷òî θ̇(t) ïîïàäàåò

â γ1 ëèøü â îäèí ìîìåíò âðåìåíè t1. Ïðè t ∈ (−∞; t1] ôóíêöèÿ θ̇(t) ìîíîòîííî

ðàñòåò îò γ0 äî γ1, à ïðè t ∈ [t1; +∞) ôóíêöèÿ θ̇(t) ìîíîòîííî óáûâàåò îò γ1 äî

γ0. Ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ θ̇ ê γ0 ïðè t → ±∞ îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì îñîáåííîñòè

èíòåãðàëà
∫ γ1

γ0

2dγ√
g(γ)

â γ0.

Çàìå÷àíèå 5. Â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîñòûõ êîðíåé, åñëè óãîë θ0
ñîèçìåðèì ñ π, θ0 = πq/p, p, q ∈ Z, òî ðåøåíèå

(
θ(t), h4(t), h5(t)

)
ÿâëÿåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì 2τ0p, èìååò p ¾ëåïåñòêîâ¿
6 è äåëàåò q − p îáîðîòîâ

âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò çà ïåðèîä (ñì. ðèñ. 7 è 9).

6¾Ëåïåñòêîì¿ ìû íàçûâàåì òî÷êó ìàêñèìàëüíîãî óäàëåíèÿ êðèâîé (h4(t), h5(t)) îò íà÷àëà
êîîðäèíàò.



ÍÅÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÑÒÜ ÏÎ ËÈÓÂÈËËÞ ÑÓÁÐÈÌÀÍÎÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÍÀ ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÃÐÓÏÏÀÕ ÊÀÐÍÎ ÃËÓÁÈÍÛ 419

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèì θ0 è τ0 äëÿ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ k = F = 0. Óðàâ-

íåíèå g(γ) = 0 â ýòîì ñëó÷àå èìååò äâà ïðîñòûõ êîðíÿ γ0 = 0 è γ1 = 2 3
√
2H.

Ïîýòîìó

θ0 = 2

∫ 2
3√
2H

0

γdγ√
−γ4 + 16Hγ

= 2

∫ 2

0

γdγ√
−γ4 + 8γ

=
2π

3
;

τ0 = 2

∫ 2
3√
2H

0

dγ√
−γ4 + 16Hγ

=
2

2
3

3
√
H

∫ 2

0

dγ√
−γ4 + 8γ

=
2

2
3
√
π Γ( 76 )

3
√
H Γ( 23 )

.

Ïîýòîìó ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ïðè k = 0 íà óðîâíå F = 0 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé

ñ ïåðèîäîì 6τ0.

Óãîë 2θ0 ìîæíî âû÷èñëèòü êàê óãîë ïîâîðîòà âåêòîðà (h4(t), h5(t)) âîêðóã

íà÷àëà êîîðäèíàò çà ïåðèîä, åñëè òîëüêî 2F ̸= k2. Äåéñòâèòåëüíî, åäèíñòâåí-

íîå âîçìîæíîå ïðåïÿòñòâèå � ýòî îáðàùåíèå â 0 äëèíû âåêòîðà (h4, h5), òî åñòü

0 = h24 + h25 = 2(θ̇ − k). Íî g(k) = −(k2 − 2F )2 6 0. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî θ̇ = k

âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè k åñòü îäèí èç êîðíåé γ0 èëè γ1 è 2F = k2.

Èòàê, åñëè 2F ̸= k2, òî

2θ0 =

∫ 2τ0

0

h4ḣ5 − h5ḣ4
h24 + h25

dt =
1

2

∫ 2τ0

0

√
2H(h4 sin θ − h5 cos θ)

θ̇ − k
dt =

1

4

∫ 2τ0

0

θ̇2 − 2F

θ̇ − k
dt.

Äîáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ k2 â ÷èñëèòåëü ïîäûèíòåãðàëüíîé äðîáè ïîëó÷àåì

8θ0 =

∫ 2τ0

0

(
θ̇ + k

)
dt+ (k2 − 2F )

∫ 2τ0

0

1

θ̇ − k
dt.

Îòñþäà íåìåäëåííî íàõîäèì

θ0 =
1

3
kτ0 +

2

3
(k2 − 2F )

∫ γ1

γ0

dγ

(γ − k)
√
g(γ)

.

Çàìå÷àíèå 6. Â ñëó÷àå (a) ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîñòûõ êîðíåé ó ðåøå-

íèÿ
(
h4(t), h5(t), θ(t)

)
åñòü ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷åê ìàêñèìóìà ôóíê-

öèè h24 + h25, à èìåííî: åñëè ïðè t = 0 êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ äî íà÷àëà êîîð-

äèíàò h24 + h25 ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 2(γ1 − k) > 0, òî ïðè ëþ-

áîì t âåêòîðà (h4(t), h5(t)) è (h4(−t), h5(−t)) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿ-

ìîé λ(h4(0), h5(0)), λ ∈ R, à óãëû θ(t) è θ(−t) ñèììåòðè÷íû íà îêðóæíîñòè

îòíîñèòåëüíî òî÷åê ±π
2 + arctg h5(0)

h4(0)
. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè (h4(0), h5(0)) è

(h4(τ0), h5(τ0)) (ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìàêñèìóìîì è ìèíèìóìîì h24+h
2
5) ñîñòàâ-

ëÿåò θ0.

� 7. Ñïåöèàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ñëó÷àé θ̈ ≡ 0 íå ó÷òåí â óðàâíåíèè (4.3). Ïîýòîìó â

ýòîé ñåêöèè áóäóò íàéäåíû ñïåöèàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3)

â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå µ = 1, íà êîòîðûõ θ̇ = const. Ýòè ðåøåíèÿ, à òàêæå èõ
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ñåïàðàòðèñíûå ïîâåðõíîñòè, ïîíàäîáÿòñÿ íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåèíòåãðè-

ðóåìîñòè ñèñòåìû (3.3) ïðè µ ̸= 1.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêîòîðîì ðåøåíèè ñèñòåìû (3.3) ïðè µ = 1

âûïîëíåíî θ̇ = γ0. Òðåòüÿ ãðóïïà ñèììåòðèé äåéñòâóåò òàê: γ0 7→ λ2γ0.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü γ0 ̸= 0. Ó ñèñòåìû (3.3) ñ µ = 1 ñóùåñòâóåò òðàåêòî-

ðèÿ ñ θ̇ = γ0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî γ0 ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì êîðíåì

ïîëèíîìà g èç (4.3). Â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé è

èìååò âèä (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ïî âðåìåíè)

θ = γ0t; h4 =

√
2H

γ0
sin γ0t; h5 = −

√
2H

γ0
cos γ0t. (7.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà (3.3) ñ µ = 1 èìååò òðàåêòîðèþ ñ θ̇ = γ0 ̸=
0. Â ñèëó àâòîíîìíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî θ = γ0t. Ïîýòîìó èç ñèñòåìû (3.3)

ïîëó÷àåì

h4 =

√
2H

γ0
sin γ0t+ h40; h5 = −

√
2H

γ0
cos γ0t+ h50.

Îäíàêî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.3) ñëåäóåò, ÷òî h24 + h25 = const. Ïî-

ýòîìó h40 = h50 = 0 è ìû âûâåëè (7.1).

Çàéìåìñÿ òåïåðü ñâÿçüþ ñ êðàòíûìè êîðíÿìè ïîëèíîìà g. Èç ïåðâîãî óðàâ-

íåíèÿ ñèñòåìû (3.3) ïîëó÷àåì

k +
H

γ20
= γ0 ⇐⇒ γ30 − kγ20 −H = 0. (7.2)

Êàæäîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ñ θ̇ = γ0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óðàâíåíèå (7.2) íà γ0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî γ0 åñòü

êðàòíûé êîðåíü ïîëèíîìà g, òî åñòü g(γ0) = g′(γ0) = 0.

Ïóñòü ñíà÷àëà θ̇ = γ0. Òîãäà θ̈ =
...
θ = 0 è ïåðâûé èíòåãðàë F íåìåäëåííî

íàõîäèòñÿ èç (4.2):

F =
1

2
γ20 − 2H

γ0
⇔ γ30 − 2Fγ0 − 4H = 0. (7.3)

Ýòî óðàâíåíèå åñòü â òî÷íîñòè óðàâíåíèå g′(γ0) = 0 íà ýêñòðåìóìû ïîëèíîìà

g(γ) èç (4.3). Îñòàëîñü çàìåòèòü g(γ0) = 0, òàê êàê

g(γ0) = −(γ20 − 2F )2 + 16H(γ0 − k) =

= −
(4H
γ0

)2
+ 16H(γ0 − k) =

16H

γ20
(γ30 − kγ20 −H) = 0. (7.4)

Îáðàòíî. Ïóñòü g(γ0) = g′(γ0) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

(7.2). Äåéñòâèòåëüíî èç g′(γ0) = 0 íåìåäëåííî ñëåäóåò (7.3) è γ0 ̸= 0 (ò.ê.

H > 0). Ïîýòîìó èç g(γ0) = 0 íåìåäëåííî ñëåäóåò (7.4), à, çíà÷èò è (7.2).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèé (7.3) âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:
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(c) Òðåõêðàòíûé êîðåíü.

1. Îäèí äåéñòâèòåëüíûé ïðîñòîé êîðåíü, åñëè 2F 3 − 27H2 < 0.

2. Òðè äåéñòâèòåëüíûõ ïðîñòûõ êîðíÿ, åñëè 2F 3 − 27H2 > 0.

3. Äåéñòâèòåëüíûé êðàòíûé êîðåíü è ïðîñòîé êîðåíü, åñëè 2F 3−27H2 = 0.

Äàííîå îïèñàíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îïèñàíèåì ìèíèìóìîâ è ìàêñèìó-

ìîâ ïîëèíîìà g(γ) èç (4.3). Ïîýòîìó ìîæíî ñåáå åãî ïðåäñòàâëÿòü òàê. Ïî-

ñêîëüêó ïðè èçìåíåíèè k ìåíÿåòñÿ ëèøü ñâîáîäíûé ÷ëåí ïîëèíîìà g(γ), òî

äëÿ êàæäîãî íóëÿ ïîëèíîìà g′(γ) íàéäåòñÿ ðàâíî îäíî çíà÷åíèå k ïðè êîòî-

ðîì çíà÷åíèå g(γ) â ýòîé òî÷êå áóäåò â òî÷íîñòè 0. Ýòî çíà÷åíèå k è äàñò

ñïåöèàëüíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ.

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.3) â îêðåñòíîñòè íàéäåííîé ñïåöèàëüíîé

ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè (7.1) â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå.

Ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äîëæíî ðàâíÿòüñÿ ±1, òàê êàê ñèñòåìà

ãàìèëüòîíîâà è ñîõðàíÿåò ôîðìó ïëîùàäè. Òàêèì îáðàçîì âîçìîæíû ñëåäóþ-

ùèå âàðèàíòû:

• Îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ ðàâíû 1, îòëè÷íû îò ±1 è êîì-

ïëåêñíî ñîïðÿæåíû. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ (7.1) íà-

çûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé.

• Îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû, îäíî èç íèõ ïî ìîäóëþ ñòðî-

ãî áîëüøå 1, à äðóãîå � ñòðîãî ìåíüøå. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêàÿ

òðàåêòîðèÿ (7.1) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.

• Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû ±1. Ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ âûðîæäåí-

íûì.

Ëåììà 7.2. Ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, îòâå÷àþùàÿ ìàêñèìóìó ïîëèíî-

ìà g(γ) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé, îòâå÷àþùàÿ ìèíèìóìó � ãèïåðáîëè÷åñêîé,

à òðåõêðàòíîìó êîðíþ � âûðîæäåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (3.3) âäîëü

ñïåöèàëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè (7.1). Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìîé:

 ψ̇

ẏ1
ẏ2

 =

 0
√
2H
γ0

sin γ0t −
√
2H
γ0

cos γ0t

−
√
2H sin γ0t 0 0√
2H cos γ0t 0 0


 ψ

y1
y2

 .
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Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ z1 = y1 cos γ0t + y2 sin γ0t, z2 = −y1 sin γ0t +
y2 cos γ0t, ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ àâòîíîìíîé: ψ̇

ż1
ż2

 =

 0 0 −
√
2H
γ0

0 0 γ0√
2H −γ0 0


 ψ

z1
z2

 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû â ïðàâîé ÷àñòè èìååò âèä:

χ(λ) = λ
(
λ2 +

2H

γ0
+ γ20

)
.

Îòáðàñûâàÿ íóëåâîé êîðåíü, îòâå÷àþùèé êàñàòåëüíîìó âåêòîðó ê ïåðèîäè÷å-

ñêîé òðàåêòîðèè θ̇ = γ0, ïîëó÷àåì:

2H
γ0

+ γ20 > 0 =⇒ òðàåêòîðèÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ,
2H
γ0

+ γ20 < 0 =⇒ òðàåêòîðèÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ,
2H
γ0

+ γ20 = 0 =⇒ òðàåêòîðèÿ âûðîæäåííàÿ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòè ñëó÷àè â òî÷íîñòè îïèñûâàþò òèï êðàòíîãî êîðíÿ

γ0 ïîëèíîìà g. Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (7.3), ïîëó÷àåì

g′′(γ0) = −12γ20 + 8F = −8

(
2H

γ0
+ γ20

)
.

Ñëåäñòâèå 2. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ (7.1) ìîæåò

âîçíèêíóòü òîëüêî ïðè k < 0 (ñì. áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó íà ðèñ. 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òðàåêòîðèÿ (7.1) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, òî
2H
γ0

+γ20 < 0, à, çíà÷èò, γ0 < 0. Äîìíîæèâ (7.2) íà 2
γ0

è ñëîæèâ ñ óæå èìåþùèì-

ñÿ íåðàâåíñòâîì, ïîëó÷èì 3γ20 − 2kγ0 < 0, à çíà÷èò kγ0 > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

k < 0.

Çàìå÷àíèå 7. Îòìåòèì, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ñîîòâåòñòâóåò

êðàòíîìó êîðíþ, ëåæàùåìó ìåæäó ïðîñòûìè êîðíÿìè, à ýëëèïòè÷åñêàÿ �

êðàòíîìó êîðíþ íå ëåæàùåìó ìåæäó ïðîñòûìè êîðíÿìè (åñëè îíè åñòü).

� 8. ßâíûå ôîðìóëû â ñëó÷àå êðàòíîãî êîðíÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì ïîäðîáíûå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïüÿíûõ ýëà-

ñòèê â ñëó÷àå êîãäà ìíîãî÷ëåí g èìååò êðàòíûé êîðåíü γ0. Â ýòîì ñëó÷àå

óðàâíåíèå (4.3) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Åñëè

ìíîãî÷ëåí g íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, òî ñèñòåìó ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü

â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, ÷òî ñäåëàíî â ïàðàãðàôå 10. Èòàê, ìíîãî÷ëåí g

èìååò êðàòíûé êîðåíü, è ñëåäîâàòåëüíî ëèáî íå èìååò áîëüøå äåéñòâèòåëüíûõ

êîðíåé (ýòîò ñëó÷àé òðèâèàëåí), ëèáî â ñèëó òîãî, ÷òî ñóììà âñåõ 4õ êîðíåé

ðàâíà 0, íà îñòàâøèåñÿ äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ íàêëàäûâàåò îäíî ëèíåéíîå

ñîîòíîøåíèå, ðàçðåøàÿ êîòîðîå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îñòàâøèåñÿ êîðíè çàïèñû-

âàþòñÿ â âèäå −γ0 ± 2γ1. Èòàê, óðàâíåíèå (4.3) ïðèíèìàåò âèä

4θ̈2 = −(θ̇ − γ0)
2(θ̇ + γ0 − 2γ1)(θ̇ + γ0 + 2γ1). (8.1)
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Â ýòîì ñëó÷àå H = − 1
2γ0γ

2
1 , F = 1

2γ
2
0 + γ21 è k =

γ2
0+

1
2γ

2
1

γ0
. Ýòî íàêëàäûâàåò

ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà H, F è k (óñëîâèÿ (3.i) è (3.ii) èç ïàðàãðàôà 5):

8F 3 + 27H2 + 36FHk − 4F 2k2 − 16Hk3 = 0;

F > 0; k < 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêóH > 0, òî γ0 < 0, à, çíà÷èò, k < 0 è F > 0. Òðåõêðàò-

íûé êîðåíü âîçíèêàåò â ñëó÷àå F 2 + 3Hk = 0. Åñëè îáîçíà÷èòü a = −γ1

γ0
> 0,

òî òðåêðàòíûé êîðåíü âîçíèêàåò ïðè a = 1.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî γ0 = −1 çà ñ÷åò ìàñøòàáèðóþùåé ãðóïïû ñèììåòðèé

(ñèììåòðèÿ 3 èç ïàðàãðàôà 2). Òîãäà

H =
1

2
a2 > 0; F =

1

2
+ a2 > 0; k = −1− 1

2
a2 < 0;

à óðàâíåíèå (8.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

θ̈2 = a2(θ̇ + 1)2

1−

(
θ̇ − 1

2a

)2
 . (8.2)

Ñäåëàåì çàìåíó θ̇−1
2a = − sinw, ïîçâîëÿþùóþ âûäåëèòü ïîëíûå êâàäðàòû. Îò-

ìåòèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ w îïðåäåëåíà ïî ìîäóëþ 2π. Èòàê,

θ̇ = 1− 2a sinw. (8.3)

Ïîäñòàâëÿÿ â (8.2) è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì

cos2 wẇ2 = cos2 w(1− a sinw)2.

Åñëè cosw = 0 òî θ̇ = 1 ± 2a. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 3 ðàâåíñòâî cosw = 0

ìîæåò âîçíèêàòü ëèøü â èçîëèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîýòîìó ẇ =

±(1−a sinw). Ïî òåì æå ëåììàì çíàê ± ìîæíî óáðàòü: ñìåíà çíàêà íà ïðîòè-

âîïîëîæíûé îçíà÷àåò ñìåíó íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ θ̇ è ïîòîìó óíè÷òîæàåòñÿ

ñäâèãîì âðåìåíè. Èòàê,

dw = (1− a sinw)dt ⇐⇒ a sinw dt = d(t− w). (8.4)

Ýòî óðàâíåíèå íåòðóäíî ïðîèíòåãðèðîâàòü, îäíàêî îòâåò çàâèñèò îò ñëó÷àåâ

a < 1, a = 1 è a > 1. Ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ãðîìîçäêèå, ïîýòîìó ñäåëàåì ýòî

â ñàìóþ ïîñëåäíþþ î÷åðåäü. Âñå äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîäåëàòü è

áåç ÿâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (8.4). Èòàê, èç (8.3) ïîëó÷àåì:

dθ = dt− 2a sinwdt = dt− 2d(t− w) = d(−t+ 2w).

Ó÷èòûâàÿ äåéñòâèå ãðóïïû SO(2), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíûé óãîë îïðå-

äåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ êîíñòàíòû. Ïîýòîìó

θ = −t+ 2w.
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Ðèñ. 6: Èêàþùàÿ ýëàñòèêà (ñëó÷àé a = 1) â ïëîñêîñòè (h4, h5).

Íàéäåì òåïåðü h4 è h5. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ (4.5). Ó÷èòûâàÿ θ̈ =

−2a coswẇ = −2a cosw(1− a sinw), ïîëó÷àåì
θ = −t+ 2w;

h4 = a sin t− 2 cos(w − t);

h5 = a cos t− 2 sin(w − t).

(8.5)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íàëè÷èÿ êðàòíîãî êîðíÿ ó ïîëèíîìà g âîçìîæíû

ñëåäóþùèå âèäû ïüÿíûõ ýëàñòèê, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ðåøåíèÿì óðàâíå-

íèÿ (8.4):

1. Èêàþùàÿ ýëàñòèêà (ñì. ðèñ. 6). Åñëè a = 1, òî γ0 ÿâëÿåòñÿ òðåõêðàò-

íûì êîðíåì ïîëèíîìà g. Íàõîäèì:

w0 = 2arctg

(
1− 2

t

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óïðîùåíèåì

w0 = 2arctg

(
1− 2

t

)
=
π

2
+ 2 arctg(t− 1)

(
mod2π

)
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Ðèñ. 7: Òàíöóþùàÿ ýëàñòèêà (ñëó÷àé a < 1) â ïëîñêîñòè (h4, h5),

ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ.
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Ðèñ. 8: Òàíöóþùàÿ ýëàñòèêà (ñëó÷àé a < 1) â ïëîñêîñòè (h4, h5),

êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ.
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Ðèñ. 9: Òàíöóþùàÿ ýëàñòèêà (ñëó÷àé a < 1) â ïëîñêîñòè (h4, h5), åùå

ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ 1 è 2 ëåïåñòêàìè.

2. Òàíöóþùèå ýëàñòèêè (ñì. ðèñ. 7, 8 è 9). Åñëè 0 < a < 1, òî γ0 ÿâëÿåòñÿ

äâóêðàòíûì êîðíåì ïîëèíîìà g, íå ëåæàùèì ìåæäó ïðîñòûìè êîðíÿìè. Â

ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â îäíîé èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðì (ñ

òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ïî âðåìåíè t→ t+ π√
1−a2

): w1 = 2arctg
(
a+

√
1− a2 tg

√
1−a2

2 t
)
;

w̃1 = 2arctg
(
a−

√
1− a2 ctg

√
1−a2

2 t
)
.

3. Çàñûïàþùèå ýëàñòèêè (ñì. ðèñ. 10 è 11). Åñëè a > 1, òî γ0 ÿâëÿåòñÿ

äâóêðàòíûì êîðíåì ïîëèíîìà g, ëåæàùèì ìåæäó ïðîñòûìè êîðíÿìè. Â ýòîì

ñëó÷àå ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ (ñåïàðàòðèñíûõ) ðåøåíèÿ (îòâå÷àþùèõ äâóì

èíòåðâàëàì ïîëîæèòåëüíîñòè g):

w2 = 2arctg

(
a−

√
a2 − 1 cth

√
a2 − 1

2
t

)
; (8.6)

w3 = 2arctg

(
a−

√
a2 − 1 th

√
a2 − 1

2
t

)
. (8.7)
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Ðèñ. 10: Ñëó÷àé a > 1, ãäå w = w2 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç cth (âíåøíÿ

ñåïàðàòðèñà).
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Ðèñ. 11: Ñëó÷àé a > 1, ãäå w = w3 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç th (âíóòðåííÿÿ

ñåïàðàòðèñà).

Ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ:

 a−
√
a2 − 1 cth

√
a2−1
2 t ∈ (−∞; a−

√
a2 − 1) ∪ (a+

√
a2 − 1;+∞);

a−
√
a2 − 1 th

√
a2−1
2 t ∈ (a−

√
a2 − 1; a+

√
a2 − 1).

Òåïåðü îïèøåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Êëþ÷åâûì ÿâ-

ëÿåòñÿ ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå: äâèæåíèå âåêòîðà (h4, h5) â ïëîñêîñòè ìîæíî

ðàçëîæèòü íà êîìïîçèöèþ äâóõ âðàùåíèé:(
cos t − sin t

sin t cos t

)(
h4
h5

)
=

(
0

a

)
− 2

(
cosw

sinw

)
. (8.8)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå âðàùåíèå � ýòî ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå â îòðèöàòåëü-

íîì íàïðàâëåíèè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, à âòîðîå � íåðàâíîìåðíîå âðàùåíèå

âîêðóã òî÷êè (0, a).

Îïèøåì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ýòîãî äâèæåíèÿ.
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Ëåììà 8.1. Òî÷êà (h4, h5) ëåæèò ìåæäó äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè ñ öåí-

òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîâ a + 2 è |2 − a|. Ïðè÷åì ðåøåíèå ïî-

ïàäàåò íà âíåøíþþ îêðóæíîñòü, åñëè w = −π
2 + 2πm, à íà âíóòðåííþþ,

åñëè w = π
2 + 2πm, m ∈ Z. Áîëåå òîãî

h24 + h25 = a2 + 4(1− a sinw).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî h24+h
2
5 = 2(θ̇−k). Ïîäñòàâëÿÿ k = −1− 1

2a
2

è θ̇ = 1 − 2a sinw, ïîëó÷àåì ôîðìóëó, çàÿâëåííóþ â óñëîâèè ëåììû. Òàêèì

îáðàçîì, òî÷êà (h4, h5) ïîïàäàåò íà âíåøíþþ îêðóæíîñòü ðàäèóñà 2 + a, åñëè

sinw = −1, à íà âíóòðåííþþ îêðóæíîñòü ðàäèóñà |2− a|, åñëè sinw = 1.

Íà ñàìîì äåëå äëÿ ðåøåíèé w2 è w3 ïðåäûäóùóþ ëåììó ìîæíî óñèëèòü

Ëåììà 8.2. Äëÿ ñëó÷àÿ w = w2 òî÷êà (h4, h5) ëåæèò ìåæäó äâóìÿ

îêðóæíîñòÿìè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîâ 2 + a è a. Äëÿ ñëó-

÷àÿ w = w3 òî÷êà (h4, h5) ëåæèò ìåæäó äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîâ a è |2−a|. Ïðè÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ òî÷êà (h4, h5)

ñòðåìèòñÿ ê îêðóæíîñòè ðàäèóñà a ïðè t→ ±∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ w2 è w3 âûðàæåíèÿ âíóòðè arctg

ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî âíå è âíóòðè ïðîìåæóòêà (a −
√
a2 − 1; a +

√
a2 − 1) è

ïðèáëèæàþòñÿ ê åãî ãðàíèöàì ïðè t → ±∞. Ïîñêîëüêó òî÷êà −1 ëåæèò âíå

ýòîãî ïðîìåæóòêà, à òî÷êà 1 âíóòðè, îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïî ëåììå 8.1 ïðè

t→ ±∞ èìååì

h24 + h25 → a2 + 4− 4a sin
(
2 arctg

(
a±

√
a2 − 1

))
= a2.

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì èç ñëó÷àåâ w2 è w3 åñòü ðîâíî 1 ¾ëåïåñòîê¿ �

êàñàíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà 2 + a èëè |2 − a| ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè a → ∞
îòíîøåíèå ðàçìåðà ýòîãî ëåïåñòêà ê ðàçìåðó îêðóæíîñòè ðàäèóñà a ñòðåìèòñÿ

ê 0 � ëåïåñòîê çàòóõàåò.

Â ñëó÷àå w0 ðåøåíèå òîæå èìååò ðîâíî 1 ëåïåñòîê íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà

3 è ñòðåìèòñÿ ê îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1.

Ñëó÷àé w1 ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé: ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèáî êâàçèïåðèîäè÷å-

ñêèì (ñì. ïóíêò (a) òåîðåìû 3) ëèáî ïåðèîäè÷åñêèì (ñì. çàìå÷àíèå 5).

Ëåììà 8.3. Åñëè a > 1, òî êðàòíûé êîðåíü ïîëèíîìà g(γ) ëåæèò ìåæäó

ïðîñòûìè êîðíÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåííûå ðåøåíèÿ w2 è w3 ÿâëÿþòñÿ

ñåïàðàòðèñíûìè ðåøåíèÿìè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè

(7.1), îòâå÷àþùåé ýòîìó êðàòíîìó êîðíþ (ñì. ëåììû 7.1 è 7.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñïåöèàëüíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

(7.1) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θ = −t; h4 = a sin t; h5 = a cos t.

Çàìåòèì, ÷òî w2,3 → 2 arctg
(
a∓

√
a2 − 1

)
ïðè t → ±∞. Ïîýòîìó sinw → 1

a

è θ̇ → −1 ïî (8.3). Òàêæå θ̈ → 0 â ñèëó (7.2). Îñòàëîñü â (4.5) ïîäñòàâèòü

H = 1
2a

2, F = 1
2 + a2, F − 1

2 θ̇
2 → a2 è θ̈ → 0. Ïîëó÷èì h4 → −a sin θ è

h5 → a cos θ, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ïîñêîëüêó θ = −t + 2w, òî çàïàçäûâàíèå ïðè

äâèæåíèè t îò −∞ äî +∞ ñîñòàâëÿåò 4
√
a2 − 1.
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� 9. Äîêàçàòåëüñòâî íåèíòåãðèðóåìîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì ñôîðìóëèðîâàííóþ âî ââåäåíèè îñíîâíóþ

òåîðåìó 2 î íåèíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ñâîáîä-

íîé ãðóïïå Êàðíî G ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 8). Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà

îöåíêå ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìåëüíèêîâà-Ïóàíêàðå [26].

À èìåííî, ìû ïîêàæåì, ÷òî íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñëîÿõ ñ µ áëèçêèìè ê 1, íàé-

äåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå

ñåïàðàòðèñíûå ëèñòû êîòîðîé òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ïî ãîìîêëèíè÷å-

ñêîé òðàåêòîðèè. Òî÷íåå: ïðè µ áëèçêèõ ê 1 äëÿ ñèñòåìû (3.3) îòîáðàæåíèå

ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå ïëîñêîñòè (h4, h5, θ = 0) íà ñåáÿ â îêðåñòíîñòè ãèïåðáî-

ëè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè èìååò îäíîìåðíûå óñòîé÷èâûå è íåóñòîé-

÷èâûå ëèñòû, êîòîðûå òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ïî ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷-

êå.

Èòàê, â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ñèñòåìîé (3.3) â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå R2 × S1 = {(h4, h5, θ)} è ñìîòðåòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ õàðàêòåðîì

åå ðåøåíèé ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà µ â îêðåñòíîñòè 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ åùå îñòàâøåéñÿ â çàïàñå 3 ãðóïïîé ñèììåòðèé (ñì. ïàð. 2).

Ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ïðèâåñòè ïàðàìåòð k ê îäíîìó èç 3õ çíà÷åíèé k = 0,±1.

Ýòè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò 3 ðàçëè÷íûì òèïàì ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ g∗.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé k = −1, òàê êàê ïðè µ = 1 ó ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìû (3.3) åñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè-

÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ H ∈ (0; 4
27 ) (ñì. áèôóð-

êàöèîííóþ äèàãðàììó íà ðèñ. 3).

Ëåììà 9.1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê [a; b] ⊂ (0; 4
27 ). Òîãäà íàé-

äåòñÿ òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî ïðè 0 < |1− µ| < ε, k = −1 è H ∈ [a; b] ñèñòåìà

(3.3) íå èìååò ìåðîìîðôíîãî7 ïåðâîãî èíòåãðàëà K(h4, h5, θ), îòëè÷íîãî îò

êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 7 â ëåììàõ 7.1 è 7.2,

åñëè k < 0 (èëè ðàâíîñèëüíî a > 1) ñèñòåìà (3.3) èìååò ïðè µ = 1 ãèïåðáîëè÷å-

ñêóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ Υ (îòâå÷àþùóþ êðàòíîìó êîðíþ ïîëèíîìà

g(γ), ëåæàùåìó ìåæäó ïðîñòûìè êîðíÿìè). Ñåïàðàòðèñíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

(3.3) (ïðè µ = 1) äëÿ ýòîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

(8.5) ñ w = w2 (8.6) èëè w = w3 (8.7). Â ýòèõ ôîðìóëàõ k = −1− 1
2a

2, à íå -1 êàê

â óñëîâèè ëåììû, îäíàêî, ýòî íå èìååò çíà÷åíèÿ ââèäó íàëè÷èÿ 3 ñèììåòðèè.

Â òåðìèíàõ îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå ïëîñêîñòè θ = 0 íà ñåáÿ, ìû

èìååì íåïîäâèæíóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ òî÷êó ñî ñêëååííûìè ñåïàðàòðèñàìè.

Çàôèêñèðóåì ëþáîå H ∈ [a; b] è k = −1 â ñèñòåìå (3.3) è áóäåì ìåíÿòü ïàðà-

ìåòð µ. Ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà µ â îêðåñòíîñòè µ = 1 ãèïåðáîëè÷å-

ñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Υ íå ðàçðóøàåòñÿ è ïåðåõîäèò â ãèïåðáîëè÷å-

ñêóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ Υµ. Ó òðàåêòîðèè Υµ ñîõðàíÿþòñÿ óñòîé÷è-

âûå è íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Îäíàêî, ïðè µ ̸= 1 ýòè ìíî-

ãîîáðàçèÿ ìîãóò íå ñîâïàäàòü. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ìåëüíèêîâà-Ïóàíêàðå

7Êàê âñåãäà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíîé, åñëè â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
ëþáîé òî÷êè îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå îòíîøåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
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μ=1 H=

25

18

Ðèñ. 12: Íåïîäâèæíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ

ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå ïëîñêîñòè θ = 0 íà ñåáÿ ïðè µ = 1 è åå ñåïàðàòðèñû.

äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñåïàðàòðèñû ðàñøåïëÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè ïà-

ðàìåòðà µ â îêðåñòíîñòè µ = 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîêàæåì, ÷òî ïðè µ áëèçêèõ

ê 1 óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ ïîä

íåíóëåâûì óãëîì. Ýòî â èòîãå ïðèâåäåò ê äîêàçàòåëüñòâó îòñóòñòâèÿ íåïîñòî-

ÿííûõ ìåðîìîðôíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ó ñèñòåìû (3.3) ïðè ëþáûõ µ, äîñòà-

òî÷íî áëèçêèõ ê 1.

Èòàê, ïîñòðîèì êîîðäèíàòû íà ñåïàðàòðèñíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñèñòåìû (3.3)

ïðè µ = 1 è k < 0. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì îäíî èç ñåïàðàòðèñíûõ ðåøåíèé

(ñì. ëåììó 8.3), à îñòàëüíûå ïîëó÷èì èç íåãî (êàê áûëî ñêàçàíî â ïàðàãðàôå 8

îñòàëüíûå ñåïàðàòðèñíûå ðåøåíèÿ íà òîé æå ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿH

è F ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè ïîâîðîòîâ). Ïóñòü (θ̂(t), ĥ4(t), ĥ5(t)) îáîçíà÷àåò ñå-

ïàðàòðèñíîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå ôîðìóëàìè (8.5) ïðè w = w2 (8.6) (ñëó÷àé

w = w3 (8.7) àáñîëþòíî àíàëîãè÷åí). Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (θ̂(t), ĥ4(t), ĥ5(t))

ñòðåìèòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè è ïðè t→ +∞ è ïðè t→ −∞ ïî ëåììå

8.3. Èòàê, åñëè èñêëþ÷èòü èç ñåïåðàòðèñíîé ïîâåðõíîñòè F = 1
2 + a2 ïåðè-

îäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ, òî ìû ïîëó÷èì íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ãëàäêèõ

ïîâåðõíîñòåé (ñëó÷àè w = w2 è w = w3), êàæäàÿ èç êîòîðûõ äèôôåîìîðôíà

öèëèíäðó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ òó èç íèõ, íà êîòîðîé ëåæèò âûáðàííîå ðåøåíèå

(äëÿ ñëó÷àÿ w = w2 � ýòî âíåøíÿÿ ñåïàðàòðèñíàÿ ïîâåðõíîñòü, à äëÿ ñëó÷àÿ

w = w3 � âíóòðåííÿÿ, ñì. ðèñ. 12). Òîãäà Γ çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè ÷åðåç t è

ϕ ôîðìóëàìè

Γ =
{(
θ̂(t)+ϕ, ĥ4(t) cosϕ−ĥ5(t) sinϕ, ĥ4(t) sinϕ+ĥ5(t) cosϕ

)
| t ∈ R, ϕ ∈ R/2πZ

}
.

Ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè µ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ íå óíè÷òîæàåòñÿ è

ñîõðàíÿåò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. Îäíàêî óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãî-

îáðàçèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Γs,u
µ .

Ïðè çíà÷åíèÿõ µ áëèçêèõ 1 â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè ïîâåðõ-

íîñòè Γs,u
µ áëèçêè ê Γ. Êàê îáû÷íî èíäåêñ s îáîçíà÷àåò óñòîé÷èâûé ëèñò, à u

� íåóñòîé÷èâûé (stable/unstable). Êàæäûé èç ýòèõ ëèñòîâ ñîòêàí èç ðåøåíèé

ñèñòåìû (3.3) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì µ, ò.å.
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Γs,u
µ =

{(
θs,u(t, ϕ, µ), hs,u4 (t, ϕ, µ), hs,u5 (t, ϕ, µ)

)
, t ∈ R, ϕ ∈ R/2πZ

}
.

Ôóíêöèè
(
θs,u(t, ϕ, µ), hs,u4 (t, ϕ, µ), hs,u5 (t, ϕ, µ)

)
îáëàäàþò äâóìÿ âàæíûìè ñâîé-

ñòâàìè (ñì. [26]):

• Ïðè ôèêñèðîâàííûõ µ è ϕ îíè (êàê ôóíêöèè âðåìåíè) ÿâëÿþòñÿ ðåøå-

íèåì ñèñòåìû (3.3).

• Ïðè ôèêñèðîâàííûõ t è ϕ è ïðè µ→ 1, èìååì(
θs,u(t, ϕ, µ), hs,u4 (t, ϕ, µ), hs,u5 (t, ϕ, µ)

)
→

→
(
θ̂(t) + ϕ, ĥ4(t) cosϕ− ĥ5(t) sinϕ, ĥ4(t) sinϕ+ ĥ5(t) cosϕ

)
,

òî åñòü ïðè µ→ 1 ñåïàðàòðèñíûå ëèñòû Γs,u
µ ñòðåìÿòñÿ (ïîòî÷å÷íî) ê Γ.

Ðàññìîòðèì äâå òî÷êè As,u
µ (t, ϕ) íà Γs,u

µ (ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìåòðàìè

(t, ϕ, µ)). Âû÷èñëèì ïåðâûé ïîðÿäîê ïî (µ − 1) ðàçíîñòè F (Au
µ(t, ϕ)) −

F (As
µ(t, ϕ)), ãäå F åñòü ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (3.3) ïðè µ = 1 è çàäàåò-

ñÿ ôîðìóëîé (4.2). Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò F â ñèëó ñèñòåìû (3.3) èìååò

âèä

d

dt
F =

√
2H(µ− 1)

(
k +

1

2
(h24 + h25)

)
h5 sin θ−

− 1

2

√
2H
( 1
µ
− 1
)
h25(h4 cos θ + h5 sin θ) + 2H(µ− 1) cos θ sin θ.

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîå èç òðåõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè âõîäèò ìíîæèòåëü,

òîæäåñòâåííî îáíóëÿþùèéñÿ ïðè µ = 1. Òàê è äîëæíî áûòü. Äåéñòâèòåëüíî,

ïðè µ = 1 ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì, ò.å. d
dt
F |µ=1 ≡ 0.

Èòàê, ïðîèçâîäíàÿ ïî µ îò ôóíêöèè d
dt
F ïðè µ = 1 íå çàâèñèò îò ïðî-

èçâîäíûõ ôóíêöèé θs,u(t, ϕ, µ), hs,u4 (t, ϕ, µ) è hs,u5 (t, ϕ, µ) ïî µ. Ýòî êëþ÷åâîå

ñâîéñòâî äëÿ ìåòîäà Ìåëüíèêîâà-Ïóàíêàðå, òàê êàê íàéòè â ÿâíîì âèäå ïðî-

èçâîäíûå ïî µ îò ýòèõ ôóíêöèé íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Èòàê, ìåíÿÿ

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìåñòàìè, ïîëó÷àåì

d

dt

∂

∂µ

∣∣∣
µ=1

F =
√
2H
(
k+

1

2
(h24+h

2
5)
)
h5 sin θ+

1

2

√
2Hh25(h4 cos θ+h5 sin θ)+2H cos θ sin θ,

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ÷åðåç MP(θ, h4, h5) (â ÷åñòü íàçâàíèÿ ìåòîäà).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè t → ±∞ ëþáîå ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê ïå-

ðèîäè÷åñêîìó ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ. Íî â òî÷êàõ ïåðèîäè÷åñêîé òðà-

åêòîðèè ïðè µ = 1 âûïîëíÿåòñÿ dF = 0, òàê êàê ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ôóíêöèè

F èìååò îñîáåííîñòü. Ïîýòîìó (õîòÿ â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ è ïðÿìîé ïîäñòà-

íîâêîé)

d

dt

∂

∂µ

∣∣∣
µ=1

F
(
As

µ(t, ϕ)
)
→ 0 ïðè t→ +∞ è

d

dt

∂

∂µ

∣∣∣
µ=1

F
(
Au

µ(t, ϕ)
)
→ 0 ïðè t→ −∞.
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Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êàõ As,u
µ (t0, ϕ) ïîëó÷àåì

∂

∂µ

∣∣∣
µ=1

F (As
µ) = −

∫ +∞

t0

MP
(
θ̂(t) + ϕ, ĥ4(t) cosϕ− ĥ5(t) sinϕ, ĥ4(t) sinϕ+ ĥ5(t) cosϕ

)
dt,

∂

∂µ

∣∣∣
µ=1

F (Au
µ) =

∫ t0

−∞
MP

(
θ̂(t) + ϕ, ĥ4(t) cosϕ− ĥ5(t) sinϕ, ĥ4(t) sinϕ+ ĥ5(t) cosϕ

)
dt.

Èòàê,

∂

∂µ

∣∣∣
µ=1

(
F
(
Au

µ(t0, ϕ)
)
− F

(
As

µ(t0, ϕ)
))

=

=

∫ +∞

−∞
MP

(
θ̂(t) + ϕ, ĥ4(t) cosϕ− ĥ5(t) sinϕ, ĥ4(t) sinϕ+ ĥ5(t) cosϕ

)
dt

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë (êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü) óæå îò t0 íå çàâèñèò.

Ïðÿìàÿ âûêëàäêà äàåò, ÷òî

MP
(
θ + ϕ, h4 cosϕ− h5 sinϕ, h4 sinϕ+ h5 cosϕ

)
= A cos 2ϕ+B sin 2ϕ+ C,

ãäå 

A =
1

4

d

dt

(
θ̇(h25 − h24)

)
+ḣ4ḣ5;

B =
1

2

d

dt

(
θ̇h4h5

)
− 1

2
(ḣ25 − ḣ24);

C =
1

2

d

dt

(
θ̇2 + (1 +

1

2
a2)θ

)
.

Çäåñü âñå ïðîèçâîäíûå d
dt

ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ðàâåíñòâ (4.1). Òàêèì îáðàçîì,

ñîãëàñíî ìåòîäó Ìåëüíèêîâà-Ïóàíêàðå (ñì. [26]) èìååì

• Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïëîùàäåé ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë∫ +∞
−∞ C(θ̂(t), ĥ4(t), ĥ5(t))dt äîëæåí îáíóëÿòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ÿâ-

íûé ïîäñ÷åò äàåò

∫ ∞

−∞
C(θ̂(t), ĥ4(t), ĥ5(t))dt =

1

2

( d
dt
θ̂ 2(t) +

(
1 +

1

2
a2
) d
dt
θ̂(t)

)∣∣∣+∞

−∞
= 0,

òàê êàê íà ñåïàðàòðèñíîì ðåøåíèè d
dt
θ̂(t) → −1 ïðè t→ ±∞.

• Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë

A(a) =

∫ ∞

−∞
A
(
θ̂(t), ĥ4(t), ĥ5(t)

)
dt èëè B(a) =

∫ ∞

−∞
B
(
θ̂(t), ĥ4(t), ĥ5(t)

)
dt

(9.1)

íå îáíóëèëîñü, òî ôóíêöèÿ
∂

∂µ

∣∣∣
µ=1

(
F (Au

µ(t0, ϕ))−F (As
µ(t0, ϕ))

)
èìååò 4

ïðîñòûõ íóëÿ ïðè ϕ ∈ R/2πZ.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íàëè÷èå ïðîñòûõ 0 ó ôóíêöèè Ìåëüíèêîâà-Ïóàíêàðå

îçíà÷àåò, ÷òî ïðè µ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 1 ñåïàðàòðèñû èñõîäíîé ãèïåðáîëè÷å-

ñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè Υµ ñèñòåìû (3.3) ïåðåñåêàþòñÿ ïîä íåíóëåâûì

óãëîì ïî ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè (ñì., íàïðèìåð, [26], ïàðàãðàô 3.1). Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè k = −1 è äàííîì H íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî ïðè

0 < |1 − µ| < ε ëþáîé ìåðîìîðôíûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (3.3) äîëæåí

áûòü ïîñòîÿííûì (ñì. [27]). Çàâèñèìîñòü îò H íå ñóùåñòâåííà, òàê êàê äëÿ

H ∈ [a; b] ⊂ (0; 4
27 ) ÷èñëî ε > 0 ìîæåò áûòü âûáðàíî åäèíî.

Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëû èç (9.1) îòëè÷íû îò 0 íà ñåïàðàòðèñíûõ ðåøåíèÿõ

w = w2 è w = w3 ïðè ëþáûõ a > 1. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ÿâíî èíòåãðàëû (9.1).

Ôóíêöèè A è B ìîæíî óäîáíî âûïèñàòü ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ w:

A =
(
f(a,w) cos 2t− g(a,w) sin 2t

)
(1− a sinw)

è

B =
(
f(a,w) sin 2t+ g(a,w) cos 2t

)
(1− a sinw),

ãäå

f(a,w) = 2a cos 3w + 2a2 sin 2w + a cosw − 1

2
a3 cosw;

g(a,w) = −2a sin 3w + 2a2 cos 2w − a sinw + a2.

Îòìåòèì, ÷òî A(a) + iB(a) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

A(a) + iB(a) =
∫ +∞

−∞

(
f(a,w) + ig(a,w)

)
(1− a sinw)e2it dt, (9.2)

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èíòåãðàë (9.2), à ôóíêöèè A(a) è B(a) áóäóò
åãî äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè.

Îòìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ w = w2 è w = w3 ôóíêöèþ w ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå w = 2arctg u, ãäå

u2(a, t) = a−
√
a2 − 1 cth

√
a2 − 1

2
t; è u3(a, t) = a−

√
a2 − 1 th

√
a2 − 1

2
t.

à îáðàòíûå ê íèì ôóíêöèè åñòü

t2(a, u) =
2i√
a2 − 1

(
arctg

i(u− a)√
a2 − 1

+
π

2
+ πn

)
;

è

t3(a, u) =
2i√
a2 − 1

(
arctg

i(u− a)√
a2 − 1

+ πn

)
,

ãäå n ∈ Z. Ïîñêîëüêó u → a ∓
√
a2 − 1 (ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ) ïðè

t → ±∞, òî ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî 1 − a sinw → 0 ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé

ñêîðîñòüþ ïðè t → ±∞. Òàêèì îáðàçîì, ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé f è

g, íàïèñàííûé èíòåãðàë A(a) + iB(a) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì a > 1.
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Èòàê, ïîäñòàâëÿÿ w = 2arctg u â (9.2), ïîëó÷àåì

A(a) + iB(a) =
∞∫

−∞

(
1

2

(
a2 + 6ia− 6

)
a+

−a4 − 3ia3

2(u+ i)
+

ia4

2(u+ i)2
+

+
−a4 − 9ia3 − 4a2 − 28ia

2(u− i)
+

−ia4 + 24a3 + 28ia2 + 48a

2(u− i)2
+

8i
(
a3 + 4ia2 + 2a

)
(u− i)3

−

− 16ia2

(u− i)4

)
e2itdt =

∫ ∞

−∞
Qa(u)e

2it dt. (9.3)

Ïðè÷åì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ñòðåìèòñÿ ê 0 ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ

ïðè t → ±∞. Âû÷èñëèì òåïåðü èíòåãðàë (9.3) ïðè ïîìîùè âû÷åòîâ. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì êîíòóð â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

ΓR =
2√

a2 − 1

(
[−R;R]∪[R;R+iR]∪[R+iR,−R+iR]∪[−R+iR;−R]

)
; R > 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë ïî íèæíåìó îòðåçêó ïðÿìîóãîëüíèêà ΓR îò ôóíêöèè

Qa(u)e
2it ñòðåìèòñÿ ïðè R → +∞ ê A(a) + iB(a) ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïî R

ñêîðîñòüþ. Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëû ïî îñòàëüíûì ðåáðàì ΓR ñòðåìÿòñÿ ê 0

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Rn → +∞.

Ñíà÷àëà çàéìåìñÿ áîêîâûìè ãðàíÿìè. Îöåíêè äëÿ íèõ àíàëîãè÷íû, ïîýòîìó

îãðàíè÷èìñÿ ïðàâûì ðåáðîì. Çàäàäèì åãî ïàðàìåòðèçàöèþ: t(τ) = 2√
a2−1

(R+

iτ), ãäå τ ∈ [0;R]. Ôóíêöèÿ e2it îãðàíè÷åíà. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ u(t(τ))

ýêñïîíåíöèàëüíî áëèçêà ê a−
√
a2 − 1. Äåéñòâèòåëüíî,

cth(R+ iτ) =
1 + e−R+iτ

1− e−R+iτ
è th(R+ iτ) =

1− e−R+iτ

1 + e−R+iτ
.

Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò τ ∈ R îáå ôóíêöèè u2 è u3 ýêñïîíåíöèàëüíî

áëèçêè ê a −
√
a2 − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ 1 − a sinw ýêñïîíåíöèàëüíî

áëèêà ê 0. Ïîýòîìó èíòåãðàë ïî ïðàâîé áîêîâîé ãðàíè îöåíèâàåòñÿ ïî ìîäóëþ

ôóíêöèåé cRe−R, ãäå êîíñòàíòà c > 0 íå çàâèñèò îò R. Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ

èíòåãðàë ïî ëåâîé ãðàíè ïðÿìîóãîëüíèêà ΓR.

Çàéìåìñÿ òåïåðü âåðõíåé ãðàíüþ ïðÿìîóãîëüíèêà ΓR. Â ýòîì ñëó÷àå t(τ) =
2√

a2−1
(iR + τ), ãäå τ ∈ [−R,R]. Î÷åâèäíî, ÷òî ñîìíîæèòåëü e2it ýêñïîíåíöè-

àëüíî (ïî R) áëèçîê ê 0. Îäíàêî äðóãîé ñîìíîæèòåëü Qa(u), âîîáùå ãîâîðÿ,

ìîæåò óæå íå áûòü îãðàíè÷åííûì. È ýòî äåéñòâèòåëüíî áóäåò òàê, åñëè îòðåçîê
2√

a2−1
[−R + iR,R + iR] ñîäåðæèò êàêîé-ëèáî ïîëþñ ôóíêöèè Qa(u). Îïèøåì

ýòè ïîëþñû. Ïîëþñû ìîãóò âîçíèêíóò ëèáî â òî÷êàõ, ãäå ôóíêöèÿ cth (èëè

th) èìååò ïîëþñ, ëèáî â òî÷êàõ, ãäå u = ±i.
Ïåðâûå íà ñàìîì äåëå îòñóòñòâóþò, òàê êàê â îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê ôóíê-

öèÿ Qa(u) îãðàíè÷åíà è èìååò ïðåäåë 1
2

(
a2 + 6ia− 6

)
a. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè

òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè, à ÿâëÿþòñÿ óñòðàíèìûìè îñîáåííîñòÿìè è èõ

ìîæíî èãíîðèðîâàòü. Âòîðûå, äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè. Èõ ñ÷åò-

íîå êîëè÷åñòâî è îíè ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì
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τ±2 =
2i√
a2 − 1

(
− arctg

ia± 1√
a2 − 1

+
π

2
+ πn

)
, åñëè u2 = ±i;

τ±3 =
2i√
a2 − 1

(
− arctg

ia± 1√
a2 − 1

+ πn

)
, åñëè u3 = ±i.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëþñà τ±2,3 ðàñïîëîæåíû íà äâóõ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ. Âû-

áåðåì R = Rn = πni, äëÿ n ∈ Z, n > 0. Ïîñêîëüêó îáå ôóíêöèè th è cth

ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì πi, òî íà îòðåçêàõ t ∈ 2√
a2−1

[−Rn + iRn;Rn + iRn]

îáå ôóíêöèè u2 è u3 ïðèíèìàþò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ Qa(u) îãðàíè÷åíà ïðè âñåõ t ∈ 2√
a2−1

[−Rn + iRn;Rn + iRn].

Èòàê, íà âåðõíåé ãðàíè ΓR ïðè R = Rn ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

Qa(u)e
2it ñòðåìèòñÿ ê 0 ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ ïî R. Ïîýòîìó ñîîòâåò-

ñòâóþùèé èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç cRe
−4R√
a2−1 , äëÿ íåêîòîðîé íå çàâèñÿùåé

îò R êîíñòàíòû c > 0.

Èòàê, èíòåãðàëû ïî áîêîâûì è âåðõíåé ãðàíÿì êîíòóðà ΓRn
ñòðåìÿòñÿ ê 0

ïðè n → ∞. Èíòåãðàë æå ïî âñåìó êîíòóðó ΓRn
âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ñóììó

âû÷åòîâ âíóòðè ΓRn Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (9.3) îñòàåò-

ñÿ âû÷èñëèòü âû÷åòû â ñ÷åòíîì êîëè÷åñòâå ïîëþñîâ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

è ïðîñóììèðîâàòü ïîëó÷èâøèéñÿ ðÿä. Äëÿ ïîäñ÷åòà âû÷åòîâ âîñïîëüçóåìñÿ

ñëåäóþùèìè î÷åâèäíûìè ôàêòàìè:

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðåäïîëîæèì ôóíêöèÿ g(z) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî àíà-

ëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ∈ C, à êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ f(z) èìååò â z0 ïîëþñ (êîíå÷íîãî ïîðÿäêà). Òîãäà

8

Res
z0

(f(z)g(z)) = g(z0)Res
z0

f(z)+g′(z0)Res
z0

(z−z0)f(z)+
g′′(z0)

2
Res
z0

(z−z0)2f(z)+. . . .

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(z) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî

àíàëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè z0 ∈ C è ψ′(z0) ̸= 0. Òîãäà åñëè ôóíêöèÿ f(w)

èìååò â òî÷êå w0 = ψ(z0) ïîëþñ (êîíå÷íîãî ïîðÿäêà), òî

Res
w0

f(w) = Res
z0

f(ψ(z))ψ′(z).

Èòàê, âû÷åòû ôóíêöèè Qa(u)e
2it â òî÷êàõ τ±2,3 ìîæíî ïîñ÷èòàòü â êîîðäè-

íàòàõ u2,3 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïåðåõîäà îò t ê êîîðäèíàòå u íåîáõîäèìî

çàôèêñèðîâàòü òó âåòâü îòîáðàæåíèÿ t2,3(a, u), äëÿ êîòîðîé τ±2,3 = t2,3(a,±i).
Èòàê,

Res
τ±
2,3

Qa(u2,3(a, t))e
2it = Res

±i
Qa(u)e

2it2,3(a,u) ∂
∂u t2,3(a, u)

def
== Res

±i
Qa(u)Pa(u) =

= Pa(±i)Res
±i

Qa(u) + P ′
a(±i)Res±i

(u∓ i)Qa(u) +
1
2P

′′
a (±i)Res±i

(u∓ i)2Qa(u)+

+ 1
6P

′′′
a (±i)Res

±i
(u∓ i)3Qa(u) + . . . .

(9.4)

8Íàïèñàííàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé



ÍÅÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÑÒÜ ÏÎ ËÈÓÂÈËËÞ ÑÓÁÐÈÌÀÍÎÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÍÀ ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÃÐÓÏÏÀÕ ÊÀÐÍÎ ÃËÓÁÈÍÛ 435

Ëåãêî óáåäèòüñÿ èç ÿâíîãî âèäà (9.3) ôóíêöèè Qa(u), ÷òî Res
±i

(u∓ i)nQa(u) = 0

ïðè n > 4. Âû÷åòû ôóíêöèé Qa(u)(u ∓ i)n, n 6 3, íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòàðíî èç

ôîðìóëû (9.3). Äëÿ òî÷êè u = i èìååì:

Res
i
Qa(u) = −16ia2; Res

i
(u− i)Qa(u) = 8ia

(
a2 + 4ia+ 2

)
;

Res
i
(u− i)2Qa(u) =

1
2a
(
−ia3 + 24a2 + 28ia+ 48

)
;

Res
i
(u− i)3Qa(u) = − 1

2a
(
a3 + 9ia2 + 4a+ 28i

)
.

(9.5)

Äëÿ òî÷êè u = −i èìååì:

Res−iQa(u) =
ia4

2 ; Res−i(u+ i)Qa(u) = − 1
2a

3(a+ 3i);

Res−i(u+ i)2Qa(u) = Res−i(u+ i)3Qa(u) = 0.
(9.6)

Îñòàëîñü íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Pa(u). Çàìåòèì, èç (8.4) è ðàâåíñòâà

w = 2arctg u ñëåäóåò, ÷òî ∂
∂u t2,3(a, u) =

2
1−2au+u2 . Ïîýòîìó

Pa(u) =
2

1−2au+u2 e
2it; P ′

a(u) =
4(2i+a−u)

(1−2au+u2)2 e
2it;

P ′′
a (u) =

4(−6(a+2i)u+(2a+3i)2+3u2)
(1−2au+u2)3 e2it;

P ′′′
a (u) = 16(6a3+a2(−12u+22i)+9a(−3+u(u−4i))−3(u−i)2(u−4i))

(1−2au+u2)4 e2it.

(9.7)

Çàìå÷àíèå 8. Îòìåòèì, ÷òî îäíà àíàëèòè÷åñêàÿ âåòâü ëþáîé èç äâóõ

ôóíêöèè t2,3(a, u) îòëè÷àåòñÿ îò äðóãîé íà ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå τ0 = 2πni√
a2−1

,

ãäå n � öåëîå. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü èíòåðåñóþùèå íàñ âû÷åòû äëÿ

êàêîé-íèáóäü îäíîé êîíêðåòíîé âåòâè, à âû÷åòû äëÿ îñòàëüíûõ âåòâåé ïîëó-

÷àòñÿ äîìíîæåíèåì íà e2iτ0 = e
−4πn√
a2−1 .

Íàéäåì âû÷åòû â ñàìûõ íèæíèõ òî÷êàõ τ±2,3 èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Âû-

÷åòû â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïîëó÷àþòñÿ ýëåìåíòàðíî ïðè ïîìîùè çàìå÷àíèÿ 8.

Èòàê, ïóñòü τ̂+2 îáîçíà÷àåò òó òî÷êó èç íàáîðà τ+2 , â êîòîðîé ìíèìàÿ ÷àñòü

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïîëîæèòåëüíîé èç âîçìîæíûõ. Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì

τ̂−2 , τ̂
+
3 è τ̂−3 . Ñîáèðàÿ âîåäèíî (9.4),(9.5), (9.6) è (9.7) ïîëó÷àåì

Res
τ̂+
2

Qa(u2(a, t))e
2it = −4

3
exp

4 arctg
(

1+ia√
a2−1

)
− 2π

√
a2 − 1

 ; Res
τ̂−
2

Qa(u2(a, t))e
2it = 0;

Res
τ̂+
3

Qa(u3(a, t))e
2it = −4

3
exp

4 arctg
(

1+ia√
a2−1

)
√
a2 − 1

 ; Res
τ̂−
3

Qa(u3(a, t))e
2it = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîäñ÷åòà èíòåãðàëà (9.3) ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ îñòàåòñÿ,

ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 8, äîìíîæèòü ïîëó÷åííûå âû÷åòû â òî÷êàõ τ̂±2,3 íà ñóììó

ðÿäà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì e
−4π√
a2−1 è íà 2πi. Èòàê, åñëè

îáîçíà÷èòü ÷åðåç A2,3(a) è B2,3(a) èíòåãðàëû (9.1) íà ñåïàðàòðèñàõ w = w2 è

w = w3, òî ïîëó÷àåì (ñì. ðèñ. 13a è 13b)
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✲✷

✲✶

✶

✷

✸

✹

(a) Ãðàôèêè A(a) (ñïëîøíîé) è
B(a) (ïóíêòèðíûé)
äëÿ ñëó÷àÿ w = w2.

✶�✁ ✷�✂ ✷�✁ ✸�✂ ✸�✁ ✹�✂

✲✂�✹

✲✂�✷

✂�✷

✂�✹

✂�✵

✂�✄

(b) Ãðàôèêè A(a) (ñïëîøíîé) è
B(a) (ïóíêòèðíûé)
äëÿ ñëó÷àÿ w = w3.

Ðèñ. 13: Ãðàôèêè êîýôôèöèåíòîâ A è B â èíòåãðàëå Ìåëüíèêîâà-Ïóàíêàðå

(9.1).

A2(a) + iB2(a) =
8πi

3

(
1− e

4π√
a2−1

)−1

exp

4 arctg
(

1+ia√
a2−1

)
+ 2π

√
a2 − 1

 ;

A3(a) + iB3(a) =
8πi

3

(
1− e

4π√
a2−1

)−1

exp

4 arctg
(

1+ia√
a2−1

)
√
a2 − 1

 .

Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî A2(a)+ iB2(a) ̸= 0 è A3(a)+ iB3(a) ̸= 0 ïðè a > 1.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

lim
a→1+0

(
A2(a) + iB2(a)

)
= −8πi

3
e2i−2 è lim

a→1+0

(
A3(a) + iB3(a)

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ a > 1, ôóíêöèÿ

Ìåëüíèêîâà-Ïóàíêàðå èìååò ïðîñòûå íóëè. Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðè

çíà÷åíèÿõ µ áëèçêèõ ê 1 ñåïàðàòðèñû èìåþò òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå,

÷òî àâòîìàòè÷åñêè çàïðåùàåò íàëè÷èå íå ïîñòîÿííûõ ìåðîìîðôíûõ ïåðâûõ

èíòåãðàëîâ.

Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåììû 3.1 è ëåììû 9.1. Äîêàæåì

òåïåðü òåîðåìó 1.

Äîêàçàòåëüñòâî Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ââåäåì íà êîàãëåáðå Ëè

g∗ = {(h1, . . . , h8)} íîâûå êîîðäèíàòû, òî÷íåå íà íåêîòîðîì åå îòêðûòîì âñþäó

ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå U :

U = g∗ ∩ {h21 + h22 ̸= 0} ∩ {detP = h6h8 − h27 ̸= 0} ∩ {(trP )2 ̸= 4detP}.

Ïåðâîå óñëîâèå h21 + h22 ̸= 0 èñêëþ÷àåò âûðîæäåííûé ñëó÷àé H = 0. Âòîðîå

óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè P îçíà÷àåò, ÷òî ìû îãðàíè÷èëèñü 4-ìåðíûìè ñèì-

ïëåêòè÷åñêèìè ñëîÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ñì. ëåììó 3.1). Òðåòüå óñëîâèå

çàïðåùàåò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì P ñîâïàäàòü.
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Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò íà U âûáåðåì: âìåñòî (h6, h7, h8) âûáåðåì (ψ, r, µ),

ãäå ψ � óãîë, íà êîòîðûé íåîáõîäèìî ïîâåðíóòü ìàòðèöó P , ÷òîáû îíà ñòàëà

äèàãîíàëüíîé, à áîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå âñòàëî íà âåðõíèé ëåâûé óãîë

(îïðåäåëåíèå ψ êîððåêòíî, åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ P ðàçëè÷íû). Óãîë ψ

îïðåäåëåí ïî ìîäóëþ π:

ψ =
1

2
arctg

2h7
h8 − h6

+
πδ

2
+ πk; δ = 0, 1; k ∈ Z.

×èñëî r � íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå P , à µ � èõ îòíîøåíèå (áîëüøåãî

ê ìåíüøåìó). Ïî ÷èñëàì (ψ, r, µ) ìàòðèöà P ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà îäíî-

çíà÷íî. Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû (ψ, r, µ) ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç

ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ψ ∈ R/πZ, r ∈ R \ {0} è µ ∈ R \ {0, 1}.
Âìåñòî h3 âûáåðåì k èç (2.4). Êîîðäèíàòû (h1, h2) çàìåíèì íà (θ,H), îïðå-

äåëåííûå ôîðìóëàìè (3.2). Èòàê,

U = {(h4, h5, θ,H, k, ψ, r, µ)} = R2 × R/2πZ× R+ × R× R/πZ× R× (R \ {0, 1}).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè K � ìåðîìîðôíûé ïåðâûé èíòåãðàë ãàìèëüòî-

íîâîé ñèñòåìû H íà U , òî K = K(H, k, ψ, r, µ). Îòìåòèì, ÷òî k, ψ, r è µ �

êàçèìèðû.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð çíà÷åíèé (H, k, ψ, r), k < 0 è H ∈
[−ak3;−bk3] ⊂ (0;− 4

27k
3). Ïî ëåììå 3.1 ïîòîê H íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ñëîå

(k, ψ, r, µ) ýêâèâàëåíòåí ïîòîêó H ′ ∈ [a; b] ⊂ (0; 4
27 ), H

′ = −Hk−3, íà ñëîå

(k′, ψ′, r′, µ′) = (−1, 0, 1, µ) è ïðèíèìàåò íà ýòîì ñëîå âèä ñèñòåìû (3.3) (ñ äî-

áàâëåííûì óðàâíåíèåì Ḣ = 0). Ïî ëåììå 9.1 äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 èìååì, ÷òî

åñëè 0 < |1 − µ| < ε, òî èíòåãðàë K ïîñòîÿíåí êàê ôóíêöèÿ (h4, h5, θ). Â ñèëó

ìåðîìîðôíîñòè K íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî K íå çàâèñèò îò θ, h4, h5 óæå äëÿ

âñåõ µ ̸= 0, 1 è H > 0. Òàêèì îáðàçîì, K = K(H, k, ψ, r, µ) = f(H,C, h6, h7, h8),

ãäå C = k detP , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ðèñóíîê 14 ïîêàçûâàåò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îðáèòû îòîáðàæåíèÿ ïîñëå-

äîâàíèÿ Ïóàíêàðå ïëîñêîñòè (h4, h5, θ = 0) äëÿ ñèñòåìû (3.3). Íà ðèñóíêå 14

âèäíû ýëëèïòè÷åñêèå îñòðîâà, â êîòîðûå íå ïîïàäàåò òðàåêòîðèÿ îòîáðàæå-

íèÿ ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå âûáðàííîé òî÷êè. Òàêæå ÿâíî âèäíî îòñóòñòâèå

èíâàðèàíòíûõ òîðîâ.

Â ñèñòåìå (3.3) ïðè µ = 1 ñóùåñòâóþò òàêæå è ñïåöèàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå

òðàåêòîðèè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà (ñì. ëåììó 7.2). Îäíàêî àíàëèòè÷åñêîå èññëå-

äîâàíèå áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà îáû÷íî ñóùå-

ñòâåííî ñëîæíåå èññëåäîâàíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. Èçâåñòíî ëèøü [28],

÷òî â áëèçêîé ñèñòåìå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðîæäàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ¾ýëëèï-

òè÷åñêèå îñòðîâà¿ ïåðåìåæàþùèåñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïåðèîäè÷åñêèìè òðà-

åêòîðèÿìè ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êàðòèíîé. Ìû ïðîâåëè ÷èñ-

ëåííîå èññëåäîâàíèå áèôóðêàöèè ñïåöèàëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé

òðàåêòîðèè (7.1) ñèñòåìû (3.3). Õàðàêòåðíûé ïðèìåð ìû ïðèâîäèì íà ðèñ. 15.

Íà íåì â ïëîñêîñòè (h4, h5, θ = 0) ïðèâåäåíà áèôóðêàöèÿ îòîáðàæåíèÿ ïîñëå-

äîâàíèÿ Ïóàíêàðå â îêðåñòíîñòè ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû � âèäíû äâå ïàðû (ýë-

ëèïòè÷åñêàÿ è ãèïåðáîëè÷åñêàÿ) òðàåêòîðèé ïåðèîäà 3, õàðàêòåðíûå îñòðîâà

âîêðóã ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè è õàðàêòåðíàÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ êàðòèíà,

ïîðîæäåííàÿ ñåïàðàòðèñàìè ãèïåðáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèè.
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Ðèñ. 14: Îðáèòà îòîáðàæåíèå ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå ïëîñêîñòè (h4, h4, θ = 0)

íà ñåáÿ âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.3) ñ µ > 1.

� 10. ßâíûå ôîðìóëû ãåîäåçè÷åñêèõ íà

ãðóïïå Êàðíî ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 6)

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì ÿâíûå ôîðìóëû ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èí-

òåãðàëû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.3) è äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ íà

îäíîé âûäåëåííîé ãðóïïå Êàðíî ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 6).

Ïóñòü a, b, c, d � ðàçëè÷íûå êîðíè ïîëèíîìà g(γ) (ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé

ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí â ïàðàãðàôå 8). Î÷åâèäíî a + b + c + d = 0. Ïîëîæèì

γ = θ̇ è ðåøèì óðàâíåíèå (4.3):

4γ̇2 = −(γ − a)(γ − b)(γ − c)(γ − d).

Ìû ïðåäúÿâèì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå êîðíè a, b, c è d âåùå-

ñòâåííû, a > b > c > d è γ ∈ [a, b]. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿ ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ

àíàëîãè÷íûå è ìû èõ îïóñòèì. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ÿâíî ÷åðåç

ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû (çäåñü è äàëåå ÷åðåç F, E è Π îáîçíà÷åíû ýëëèïòè-

÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî, ñì. [29]):

F(ϕ,k) =
∫ ϕ

0

dt√
1− k2 sin2 t

,

E(ϕ,k) =
∫ ϕ

0

√
1− k2 sin2 t dt,

Π(ϕ, n,k) =

∫ ϕ

0

dt

(1− n sin2 t)
√
1− k2 sin2 t

.

Îáîçíà÷èì

ϕ = arcsin

√
(a− c)(γ − b)

(a− b)(γ − c)
∈ (0, π/2) è k =

√
(c− d)(a− b)

(b− d)(a− c)
∈ (0, 1).
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Ðèñ. 15: Áèôóðêàöèÿ òî÷êè ïåðèîäà 3.

Ó÷èòûâàÿ ñòàíäàðòíûå ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ [29], ïîëó÷àåì

t− t0 = ± 2√
(b− d)(a− c)

F(ϕ, k) ⇔ sinϕ = ±sn

(√
(b− d)(a− c)

2
(t− t0), k

)
.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà àâòîíîìíà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t0 = 0. Ïîñêîëüêó dθ/dγ =

±2γ/
√
g(γ) íàõîäèì

θ − θ0 = ±

(
ct− 4(b− c)√

(a− c)(b− d)
Π

(
ϕ,
a− c

b− c
,k

))
.

Ó÷èòûâàÿ íàëè÷èå âðàùàòåëüíîé ãðóïïû ñèììåòðèé SO(2) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

θ0 = 0. ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ h4 è h5 ÷åðåç θ, θ̇ è θ̈, ïðåäñòàâëåííûå â (4.5),

íàì áóäåò óäîáíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: h4 =
√
2(θ̇ − k) cos(θ + ψ),

h5 =
√
2(θ̇ − k) sin(θ + ψ),

ãäå

cosψ =
θ̈

2
√
H(θ̇ − k)

è sinψ =
F − 1

2 θ̇
2

2
√
H(θ̇ − k)

.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèâåëè ïîëíûå ôîðìóëû äëÿ âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåí-

íûõ h1, . . . , h8 â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå h6 = h8 è h7 = 0. Ýòè ôîðìóëû ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèÿìè âåðòèêàëüíîé ïîäñèñòåìû â ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé

çàäà÷å íà íåñâîáîäíîé ãðóïïå Êàðíî ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 6).

Òàêæå íàì óäàëîñü íàéòè ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïåðåìåí-

íûõ (êðîìå ïîñëåäíåé, êîòîðàÿ, òåì íå ìåíåå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ).
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ ôîðìóë çàìåòèì, ÷òî â ëþáîé ãðóïå Êàðíî ñ âåêòîðîì

ðîñòà (2, 3, 5, 6) ìîæíî âûáðàòü òàêèå âåêòîðíûå ïîëÿ X1 è X2, ïîðîæäàþùèå

ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó, ÷òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå êîììóòàöèîííûå

ñîîòíîøåíèÿ (µ ∈ R � ïàðàìåòð):

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X2, X3] = X5,

[X1, X4] = X6, [X2, X5] = µX6, [X1, X5] = [X2, X4] = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ê ëþáîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó ðåïåðó (X1, X2)

ïðèìåíèòü íóæíîå âðàùåíèå èç SO(2) (àíàëîãè÷íî ïàðàãðàôó 2). Êîàëãåáðà

Ëè ýòîé ãðóïïû åñòü â òî÷íîñòè g∗ ∩ {h8 = µh6, h7 = 0}. Òàêèì îáðàçîì ãðóï-

ïû Êàðíî ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 6) îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

ïî ïàðàìåòðó µ. Ïðè µ = 1 ó íàñ åñòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïå-

ðåìåííûõ h1, . . . , h6 (â ïàðàãðàôå 9 ìû ïîêàçàëè, ÷òî íà íåïóñòîì îòêðûòîì

ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ µ ̸= 1 ñèñòåìà íå èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ).

Êàê ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ãðóïïà Êàðíî ñ âåêòîðîì ðîñòà (2, 3, 5, 6) äèô-

ôåîìîðôíà R6. Âåêòîðíûå ïîëÿ X1, . . . , X6 ìîãóò áûòü çàäàíû â ñëåäóþùåì

âèäå (äëÿ êðàòêîñòè ∂i =
∂

∂xi )

X1 = ∂1 − x2

2 ∂3 −
x2
1+x2

2

2 ∂5 − µx2
2

6 ∂6

X2 = ∂2 +
x1

2 ∂3 +
x2
1+x2

2

2 ∂4 +
x3
1

6 ∂6

X3 = ∂3 + x1∂4 + x2∂5 +
x2
1+µx2

2

2 ∂6
X4 = ∂4 + x1∂6
X5 = ∂5 + µx2∂6
X6 = ∂6

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ẋ = u1X1 + u2X2 èìååò âèä:

ẋ1 = u1
ẋ2 = u2
ẋ3 = 1

2 (x1u2 − x2u1)

ẋ4 = 1
2 (x

2
1 + x22)u2

ẋ5 = − 1
2 (x

2
1 + x22)u1

ẋ6 = 1
6 (x

3
1u2 − µx32u1)

Âû÷èñëèì (íîðìàëüíûå) ãåîäåçè÷åñêèå ïðè µ = 1. Èòàê, â çàäà÷å 1
2

∫
(u21 +

u22) dt→ min â íîðìàëüíîì ñëó÷àå λ0 = 1 èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî u1 = h1 è u2 = h2, ãäå ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå

h1, . . . , h6 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (2.1) ñ h6 = h8 è h7 = 0. Êàê áûëî ñêàçàíî,

çà ñ÷åò ìàñøòàáíîé ãðóïïû ñèììåòðèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h6 = 1. Ïîýòîìó

x1 = h4 + x01 è x2 = h5 + x02.

Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ h4 è h5 íàõîäèì


ẋ3 =

(
1
2 θ̇

2 − F
)
+ 1

2 (x
0
1u2 − x02u1).

ẋ4 =
√
2H(θ̇ − k) sin θ +

(
x01h4 + x02h5

)
u2 +

1
2

(
(x01)

2 + (x02)
2
)
u2;

ẋ5 = −
√
2H(θ̇ − k) cos θ −

(
x01h4 + x02h5

)
u1 − 1

2

(
(x01)

2 + (x02)
2
)
u1.
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Íà÷íåì ñ èíòåãðàëà

J =

∫ (
1

2
θ̇2 − F

)
dt =

∫
γ2 − 2F√

g(γ)
dγ.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ëåãêî áåðåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ÷åðåç ýëëèïòè÷å-

ñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà (êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ

îòáðàñûâàåì):

J = −

√
(a− γ)(γ − c)(γ − d)

γ − b
− 1

4
(a(b+ c+ d) + b(b+ 2(c+ d))) t−

−
√
(a− d)(b− c)E

(
ϕ̃, k̃

)
+

(b− d)(a+ b+ c+ d)√
(a− d)(b− c)

Π

(
d− c

b− c
; ϕ̃, k̃

)
,

ãäå

ϕ̃ = arcsin

(√
(b− c)(γ − d)

(c− d)(b− γ)

)
, k̃ =

√
(b− a)(d− c)

(b− c)(d− a)
.

Ñ ó÷åòîì a+ b+ c+ d = 0 ïîëó÷àåì

J = −

√
(a− γ)(γ − c)(γ − d)

γ − b
+

1

4
(a+ b)2 t−

√
(a− d)(b− c)E(ϕ̃, k̃).

Äëÿ ïåðåìåííîé x3 ïîëó÷àåì

x3 = J +
1

2

(
x01h5 − x02h4

)
+ x03.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè x4 è x5 ñíà÷àëà ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèÿ
√
2H(θ̇−

k) sin θ è
√
2H(θ̇ − k) cos θ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ḣ4 =

√
2H cos θ è

ḣ5 =
√
2H sin θ. Ïîýòîìó

√
2H(θ̇ − k) sin θ =

d

dt

(
−
√
2H cos θ − kh5

)
;

√
2H(θ̇ − k) cos θ =

d

dt

(√
2H sin θ − kh4

)
.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ x4 è x5 íåîáõîäèìî ïðî-

èíòåãðèðîâàòü âûðàæåíèÿ h4ḣ4, h5ḣ5, h4ḣ5 è h5ḣ4. Ïåðâûå äâà âûðàæåíèÿ

èíòåãðèðóþòñÿ òðèâèàëüíî. Âòîðûå äâà ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü è ïîìîùüþ

ñëåäóþùåãî òðþêà:

h4ḣ5 + h5ḣ4 =
d

dt

(
h4h5

)
h4ḣ5 − h5ḣ4 =

√
2H
(
h4 sin θ − h5 cos θ

)
=

1

2
θ̇2 − F =

d

dt
J.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü (4.4). Èòàê,
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h4ḣ5 =
1

2

d

dt

(
h4h5 + J

)
; h5ḣ4 =

1

2

d

dt

(
h4h5 − J

)
.

Ñîáèðàÿ âîåäèíî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû, ñ ó÷åòîì a+ b+ c+ d = 0 èìååì:

x4 = −
√
2H cos θ − kh5 +

1

2

(
x01J + x01h4h5 + x02h

2
5 +

(
(x01)

2 + (x02)
2
)
h5

)
+ x04;

x5 = −
√
2H sin θ + kh4 +

1

2

(
x02J − x02h4h5 − x01h

2
4 −

(
(x01)

2 + (x02)
2
)
h4

)
+ x05.

� 11. Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû î íåèíòåãðèðóåìîñòè ïîêàçûâàþò

ïðîáëåìàòè÷íîñòü äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ ñóáðè-

ìàíîâûõ ñòðóêòóð ãëóáèíû íå ìåíåå 4 èçâåñòíûìè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìåòî-

äàìè. Âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â íîâûõ ìåòîäàõ, ïîçâîëÿþùèõ òàêîå èññëåäîâà-

íèå äëÿ íåèíòåãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèëëþ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó ÐÀÍ È.À. Òàéìàíîâó, ÷ë.-êîðð.

ÐÀÍ À.Å. Ìèðîíîâó è ïðîôåññîðó À.Â. Áîðèñîâó çà ïîëåçíûå, ïëîäîòâîðíûå

îáñóæäåíèÿ.
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