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Поиск выделяющихся кривых на изображе-
нии – широко известная задача компьютерного 
зрения. Многие методы основаны на идее поис-
ка таких кривых как геодезических некоторой 
метрики, определённой на изображении [1]. При 
этом минимальная геодезическая (кратчайшая) 
есть кривая, минимизирующая функционал дли-
ны с  весовым коэффициентом “внешней стои-
мости”, получаемым из изображения. Типичная 
функция внешней стоимости имеет малые значе-
ния на участках изображения, где проходит выде-
ляющаяся кривая, и большие значения вне этих 
участков.

Другая разновидность геодезических мето-
дов, вдохновлённых принципами работы пер-
вичной зрительной коры головного мозга чело-
века, была предложена в  [2, 3]. В этих работах 
в качестве модели восприятия контура выступа-
ют субримановы (СР) геодезические на группе 

Гейзенберга H(3) и группе евклидовых движе-
ний плоскости SE(2) соответственно. Позже эта 
модель была использована для восстановления 
изображений в [4].

Сочетание такой модели восприятия контура 
и геодезических методов, основанных на функ-
ции внешней стоимости, было предложено в [5], 
где поиск выделяющихся кривых осуществлялся 
с помощью адаптированных к данным СР геоде-
зических на группе SE(2). Метод был использован 
для поиска кровеносных сосудов на плоских изо-
бражениях сетчатки и показал лучшие результаты 
при сравнении с известными методами.

В данной работе мы развиваем подход, опи-
санный в [5], и предлагаем метод поиска выде-
ляющихся кривых на сферических изображени-
ях. Для этого рассматривается СР-структура на 
группе Ли SO(3), действующей транзитивно на 
двумерной сфере S2. Предлагаемый метод при-
меняется для поиска кровеносных сосудов на 
сферических изображениях сетчатки с  пони-
женной дисторсией (ввиду сферической поверх-
ности сетчатки).

Обозначим RS n n= { 1}.2 3 � �∈ | =  Рассматри-
вается задача Pcurve (см. рис. 1): по заданным 

Рассматривается задача поиска кривой γ на двумерной сфере, соединяющей заданные граничные 

точки и направления в них и минимизирующей функционал s k s ds( ( )) ( ) .

l

0

g
2 2C∫ γ ξ +  Длина l кри

вой γ свободна, ξ > 0 – фиксированный параметр, s обозначает длину дуги на сфере, kg – геодези-

ческую кривизну, а C≥ δ > 0  – гладкую функцию “внешней стоимости”. Показано, что решением 
являются сферические проекции субримановых кратчайших на группе Ли SO(3). Построено чис-
ленное решение, проверенное путем сравнения с точным решением в случае C=1. Задача имеет 
приложения в обработке изображений: найденные кривые используются для обнаружения место-
положения кровеносных сосудов на сферических изображениях сетчатки. Функция “внешней сто-
имости” при этом определяется сферическим изображением.
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граничным точкам , ∈ Sn n0 1
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2
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 � � � �′ = ′ =n n 10 1  найти 

гладкую кривую ⋅ : , →l Sn( ) [0 ] 2 , удовлетворяю-
щую условиям

= , = , ′ = ′ , ′ = ,l ln n n n n n n n(0) ( ) (0) ( )0 1 0 1

и для фиксированного ξ > 0  минимизирующую 
функционал

� C∫⋅ := ξ + ,s k s dsn n( ( )) ( ( )) ( )g

l
2 2

0

где s – параметр длины дуги на сфере, kg(s) – ге-
одезическая кривизна кривой ⋅n( )  на S2, вы-
численная в  момент s; общая длина l свобод-
на и  C : → δ,+∞S [ ),2  δ > 0  – функция внешней 
стоимости.

Задача Pmec поиска СР кратчайших на группе 
SO(3) имеет вид

	
�

�

∫

= + , = , = ,
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где R ∈ SO(3), Xi – базисные левоинвариантные 
векторные поля на SO(3), ξ > 0 – постоянная, 
и конечное время T > 0 свободно.

Внешняя стоимость C: SO(3) → [δ, + ∞), δ > 0, 
получается поднятием C со сферы S2 на группу 
SO(3), т.е. C=C R R e( ) ( ).1

Далее мы показываем, что сферическая про-
екция SO(3) ∈ � ∈R R Se1

2  некоторых решений 

задачи Pmec является решением задачи Pcurve. Бо-
лее точно, это выполнено для кратчайших, сфе-
рические проекции которых не имеют точек воз-
врата. Такие точки возникают, когда управление 
u t( )1  меняет знак. До первой точки возврата крат-
чайшая Pmec может быть параметризована длиной 
дуги ∈ ,s s[0 )max  на сфере S 2 .

Т е о р е м а  1. Пусть R(t), t ∈ [0, T], есть крат-
чайшая в  Pmec, параметризованная СР длиной  

дуги ξ + =C R t u t u t( ( )) ( ) ( ) 1,2
1
2

2
2  и пусть соответ-

ствующее оптимальное управление ,u t u t( ( ) ( ))1 2  
удовлетворяет неравенству >u t( ) 01  для всех 

∈ ,t T[0 ].

Положим = ,n e0 1  = , ′ = , ′ =R Tn e n e n( )1 1 0 3 1  
= .R T e( ) 3  Для таких граничных условий Pcurve имеет 
решение n(s),
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Мы исследуем аналитически задачу Pmec в слу-
чае C = 1. Обозначим через Ra,φ вращение вокруг 
оси a ∈ S2 на угол φ в положительном направле-
нии, и параметризуем SO(3) тремя углами x, y, θ, так 
что , ,θ = , ,− ,θR x y R R R( ) .y xe e e3 2 1

 Применение прин-
ципа максимума Понтрягина [6] (необходимого  

Рис. 1. Задачи Pcurve на сфере S2 (a) и Pmec на группе Ли SO(3) (б). 
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условия оптимальности) позволяет получить явные 
формулы для СР геодезических. Геодезические, не 
имеющие точек возврата в сферической проекции, 
параметризуются длиной сферической дуги. Такие 
“безвозвратные” геодезические определяются сле-
дующей гамильтоновой системой:
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Формулы для “безвозвратных” геодезических 
получаются проще, чем для геодезических в об-
щем случае. В отличие от общего случая, где воз-
никают эллиптические функции Якоби, здесь 
остаётся только один эллиптический интеграл.

Т е о р е м а  2. Решение гамильтоновой систе-
мы (1), (2) определено и единственно на интервале 
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где  χ = ξ −12    (главная   ветвь   корня),   s1 = 
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Решение вертикальной части имеет вид
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Решение горизонтальной части имеет вид
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Полученные формулы в случае C = 1 были ис-
пользованы для проверки метода решения задачи 
Pmec в общем случае. Метод основан на решении 
системы с уравнением эйконала.

Т е о р е м а  3. Пусть W(R) является вязким ре-
шением системы
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Решая численно систему (3) с функцией C, по-
строенной по сферическому изображению сетчатки, 
мы получаем эффективный метод поиска кровенос-
ных сосудов. Сравнение с методом [5] для плоских 
изображений показывает, что SO(3)-кратчайшие бо-
лее аккуратно следуют направлению сосудов. Более 
того, заметна ощутимая разница в измерении гео-
дезической кривизны сосудов на сфере и кривизны 
их проекции на плоскость изображения. В заключе-
ние отметим, что кривизна сосудов используется как 
биомаркер [7] для диагностики многих системати-
ческих заболеваний, следовательно, предложенная  
модель СР геодезических на SO(3) является актуаль-
ным уточнением модели [5].

Работа выполнялась при финансовой под-
держке государства в лице Минобрнауки России 
в рамках проекта RFMEFI60716X0153.
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