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Синтез оптимального управления

квантомеханической системой

Аннотация. В работе рассматривается задача неограниченного оптималь-
ного управления колебательной системой, представляемой известной кван-
томеханической моделью Ландау-Зинера. Эта задача вырождена и имеет
семейство магистральных решений, которое находится согласно теории пу-
тем преобразования к производной задаче меньшего порядка. Оно задает
синтез оптимального управления в производной задаче и далее –– прибли-
женный синтез с любой точностью в исходной задаче.
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Введение

Многие математические задачи оптимизации систем с линейны-
ми управлениями относятся к классу вырожденных задач оптималь-
ного управления [1], которые характеризуются присутствием явных
или скрытых пассивных дифференциальных связей или дискретных
цепочек. Их исключение, упрощая задачу, понижая ее порядок, не
меняет искомого решения. Соответствующая ему траектория оказы-
вается магистралью, т. е. инвариантной относительно всех или части
граничных условий. Магистральное решение может быть в точности
искомым оптимальным, либо использоваться как эффективное на-
чальное приближение в той или иной итерационной процедуре опти-
мизации. Такие решения характерны для многих приложений [1–4]. В
[4,5] систематически исследуются вырожденные задачи оптимально-
го управления линейной колебательной системой и достаточно общей
периодической системой на неограниченном промежутке времени.

В данной статье процедуры, представленные в [4,5], применяются
к поиску магистральных решений характерной задачи того же класса
на известной квантомеханической модели Ландау-Зинера [6], которая
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представляет самостоятельный интерес и также рассматривается как
прототип значительно более сложных задач этого класса, решаемых
весьма перспективным методом нелокального (глобального) улучше-
ния управления [7–10].

1. Постановка задачи

Рассматривается следующая модель управляемой системы

ż1 = ωz4 + uz3, ż2 = ωz3 − uz4,

(1) ż3 = −ωz2 − uz1, ż4 = −ωz1 + uz2,

которая представляет в действительных переменных содержатель-
ную модель Ландау-Зинера, описывающую 2-спиновую систему в тер-
минах уравнения Шредингера в комплексных переменных [6].

Здесь u––управление, которое принимается неограниченным, ω ––
константа, аргументом служит «замедленное время» t = ~τ , где τ ––
физическое время, ~ –– постоянная Планка. Особенность этой систе-
мы, как показано в [8], ––наличие инварианта |z|2 = C. Ставится сле-
дующая задача оптимального управления:

t ∈ [0, tF ] , z(0) = zI , I = F (z(tF ))→ inf, F (z) = C − (zTz∗)2,

z∗ –– некоторое заданное состояние.

2. Решение задачи

Нетрудно видеть, что соответствующая (1) предельная система [2]
представляет собой совокупность двух осцилляторов одинаковой ча-
стоты

dz1/dτ = z3, dz3/dτ = −z1,

(2) dz2/dτ = −z4, dz4/dτ = z2,

и имеет 3 первых интеграла [4]

y1 = (z1)2 + (z3)2, y2 = (z2)2 + (z4)2, y3

(два интеграла энергии и фазовый сдвиг), из которых с учетом ин-
варианта независимы лишь два, так что имеют место следующие об-
ратимые соотношения:

(3) z1 =
√
y1 cos θ, z3 =

√
y1 sin θ,

z2 =
√
y2 sin(θ + y3), z4 =

√
y2 cos(θ + y3), y1 + y2 = C,

где θ — угловая координата точки z на интегральной траектории.
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В соответствии с теорией [2] перейдем к эквивалентной произ-
водной задаче, уравнения которой получаются подстановкой выра-
жений (3) в исходную систему (1) с учетом ее инварианта (в новых
переменных):

(4) ẏ1 = 2ω
√
y1(C − y1) cos(2θ + y3) = f1(y1, θ, y3), t ∈ [0, tF ],

(5) ẏ3 = ω
C√

y1(C − y1)
sin(2θ + y3) = f3(y1, θ, y3),

y1(0) = y1
I , y3(0) = y3

I , F̃ (y(tF ))→ inf, F̃ (y) = min
θ
F (z(y, θ)) .

Особенность задачи, как и всех задач с терминальным функциона-
лом, в том, что регулярное решение уравнения Беллмана располага-
ется вне области достижимости точки абсолютного минимума функ-
ции F̃ (y), которая в данном случае определяется на упомянутом ин-
варианте как z = z∗ (y1

∗, y
3
∗, θ∗) в новых переменных. В пределах обла-

сти достижимости управление, очевидно, может быть задано произ-
вольно. Таким образом рассматриваемая задача синтеза разбивается
на две:

1. Cинтез оптимального управления θ̃
(
t, y1, y3

)
в задаче быстро-

действия –– наискорейшего попадания в заданную точку (в данном
случае y∗) и одновременное построение области достижимости этой
точки с помощью уравнения Беллмана

max
θ

(ϕy1f1 + ϕy3f3) = 1.

Конкретно,

(6)
√

(ϕy1g1)2 + (ϕy3g3)2 = 1,

где g1 = 2ω
√
y1(C − y1), g3 = ω C√

y1(C−y1)
.

2. Cинтез оптимального управления, минимизирующего функци-
онал F̃ (ytF ) путем решения задачи Коши

(7) ϕt =
√

(ϕy1g1)2 + (ϕy3g3)2, ϕtF ,y = −F̃ (y).

Эти задачи решаются методом характеристик в области регуляр-
ности 0 < y1 < C, −π/2 ≤ y3 ≤ π/2 (при y1 = 0, y1 = C имеет
место сингулярность) с использованием следующих известных урав-
нений [7]

(8) ẏ1 = Hp1 , ẏ3 = Hp3 , ṗ1 = −Hy1 , ṗ3 = −Hy3 ,
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где
H(y1, y3, p1, p3) = max

θ
H =

√
(p1g1(y1))2 + (p3g3(y1))2,

θ̃(tF , ·) = arg min
θ
F (z(y, θ)).

Заметим, что H фактически от y3 не зависит, так что из (8) сле-
дует, что p3 = const.

Уравнения (8), как известно, совпадают с уравнениями принципа
максимума Понтрягина, записанными в терминах гамильтониана (1).

Если семейство характеристик окажется регулярным в указанной
области, то это будет говорить о его оптимальности. В задаче 1 (быст-
родействия для автономной системы 2-го порядка) это условие регу-
лярности проверяется непосредственно путем построения фазового
портрета системы, замкнутой оптимальным позиционным управле-
нием (9):

(9) arg max
θ
H = θ̃ : cos(2θ̃ + y3) =

χ1

H
, sin(2θ̃ + y3) =

χ3

H
,

θ̃(tF , ·) = arg min
θ
F (z(y, θ)), χ3 = p3g3, χ1 = p1g1,

Hy1 = H−1
(
χ1y1χ1 + χ3y1χ3

)
, Hy3 = H−1 (−χ1χ3 + χ3χ1) .

В задаче 2 (синтеза вне области достижимости) проверка регуляр-
ности требует более сложных построений, которые здесь рассматри-
вать не будем. Ограничимся задачей 1. Ее решение и одновремен-
но построение границы области достижимости сводится, как извест-
но, к интегрированию системы (8) для различных pF : |pF | = 1,
pF : |piF | = 1, i = 1, 2 и построению семейства траекторий (фазового
портрета) на плоскости (y1, y3).

Случай, когда y(C − y) = 0, требует специального рассмотрения.
Исключив из системы (3) уравнение относительно y3, будем иметь
вторую производную задачу (первого порядка), где y3 играет роль
управления. Эта задача решается непосредственно. Строятся грани-
цы области достижимости из начальной точки, которые получаются,
как ее решения при

cos(2θ + y3) = ±1, t ∈ [tI , tF ).

Заданная конечная точка проектируется на одну из этих гра-
ниц. Соответствующий этой проекции момент tF и будет минималь-
ным. Полученное решение удовлетворяет системе (2) в целом при
y3 = const и будет оптимальным для этой системы если y3

I = y3
F .
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Рис. 1.

Обратим внимание, что уравнение (4) сингулярно на многообра-
зиях y1 = 0 и y1 = C; на этих многообразиях y3 может быть вы-
брано произвольно независимо от решения на примыкающем интер-
вале. Получающееся при этом разрывное решение реализуется как
импульсное в точке разрыва последовательностью непрерывных с
большим ростом производной ẏ3. Отсюда следует, что если началь-
ная или конечная точка задана на одном из этих многообразий, то
полученное решение будет точным магистральным решением первой
производной задачи. В итоге получается оптимальный синтез во всей
замкнутой области 0 ≤ y1 ≤ C, −π/2 ≤ y3 ≤ π/2.

Проиллюстрируем эти построения расчетами для двух заданных
конечных точек, первая из которых выбрана из соображений симмет-
рии, вторая соответствует примеру из работы [6] (в обоих случаях
C = 1):

1)y1
∗ = 0.5, y3

∗ = 0, 2)y1
∗ = 0.45, y3

∗ = 0.28.

Расчеты выполнялись в системе Maple 12, с помощью функции
Phaseportrait(). Результаты (полученные полностью в аналитическом
виде ) представлены на рис. 1–5.

На рис. 1–2 представлены фазовые портреты синтезированных
систем. Видно, что построенное семейство характеристик регулярно
всюду в рассматриваемой области, за исключением точки y∗ (фоку-
са), так что в этой области задан оптимальный синтез управления
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Рис. 2.

θ̃(y1, y3), определяемый формулами (9), где p1, p3 — функции (y1, y3)
со значениями, получаемыми в процессе расчета характеристик.

На рис. 1, кроме того, нанесены линии уровня tmin = const , опи-
сывающие границу области достижимости, а на рис. 3 представлено
пространственное изображение этой области.

На рис. 3 показаны множества достижимости для различных ко-
нечных точек (включая выбранные) в случае сингулярности y1(1 −
y1) = 0.

Таким образом, построен синтез оптимального управления в про-
изводной задаче, который задает оптимальный синтез и в исходной
в форме последовательности управлений с обратной связью u(t, z)
либо u(t, y, θ) в новых переменных (что более удобно), с неограни-
ченно растущими значениями управления в окрестностях точек раз-
рыва θ(t, y). Она строится по общему правилу [9], а именно, следу-
ющим образом. Графиком θ(t, y) служит некоторое многообразие в
пространстве (t, y, θ), S∗, которое назовем магистральным. Зададим
(1/s)-окрестность S∗ ((1/s)-слой):

G (S∗, 1/s) = {(t, y, θ) : |θ − θ∗ (t, y) | < 1/s}.

При (t, θ) ∈ G (S∗, 1/s) полагаем us = u∗. В противном случае нахо-
дится точка (t, y, θ∗) на S∗, такая, что при данном t точки (y, θ∗) и
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Рис. 3.

(y, θ) соединяет некоторая траектория регулярной предельной систе-
мы, то есть (2). Далее эта траектория аппроксимируется последова-
тельностью решений системы (1), начинающихся из точки z. Соот-
ветствующее значение управления us (t+ 0, z) и принимается в каче-
стве us (t, z).

В целом последовательность функций {us (t, x)} задает в рас-
сматриваемой области синтез оптимального управления с любой сте-
пенью точности при достаточно большом s. Несмотря на некоторую
громоздкость описанной конструкции us (t, x), она отражает доста-
точно простое и наглядное правило: из любой точки (t, x), не ле-
жащей на магистральном многообразии S∗, следует перемещаться с
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Рис. 4.

Рис. 5.

большой скоростью (в пределе — мгновенно, скачком) на это много-
образие, по траектории, близкой к траектории предельной системы,
a в (1/s)-окрестности магистральной поверхности применять управ-
ление u∗ (t, z).

Заключение

Таким образом, полностью решена задача синтеза оптимального
по быстродействию неограниченного управления на модели Ландау-
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Зинера. Благодаря специфике модели эта задача четвертого поряд-
ка сводится к эквивалентной производной задаче второго порядка, а
для сингулярных начальных условий –– к производной задаче перво-
го порядка. Решение производных задач определяется точно в фор-
ме фазового портрета семейства магистральных решений, которые в
исходном пространстве разрывны в граничных точках. Оно рассмат-
ривается как обобщенное решение импульсного типа исходной зада-
чи и аппроксимируется последовательностью исходных позиционных
управлений, неограниченно растущих в окрестностях точек разрыва.

Обратим внимание, что несмотря на неограниченность скоростей
в исходной системе (1), время ее перехода из одного состояния в
другое заведомо не нулевое, в отличие, например от системы ẋ1 =
x2, ẋ1 = u, когда управление не ограничено. Это ––фундаментальное
свойство рассматриваемой модели как управляемой системы осцил-
ляторов, как и более сложных моделей этого класса, так что опреде-
ление минимального времени перехода имеет глубокий физический
смысл.
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