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Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 2, 2007PACS 02.30.Yy © 2007 ã. À.Þ. ÏÎÏÎÂ, ä-ð �èç.-ìàò. íàóê(Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÈÍÒÅ��ÀËÀ ÎÒ ÌÎÄÓËß ÂÒÎ�ÎÉ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÎÉ��ÀÍÈ×ÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß ÊÎËÅÁÀÍÈßÌÈ ÑÒ�ÓÍÛÑ ÇÀÊ�ÅÏËÅÍÍÛÌ ÊÎÍÖÎÌ1Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñçàêðåïëåííûì êîíöîì ïðè îãðàíè÷åííîì ðåñóðñå óïðàâëåíèÿ. Ìèíèìèçèðóåòñÿèíòåãðàë îò ìîäóëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ýêñòðåìó-ìà íàéäåíû äâóñòîðîííèå îöåíêè. Â çàäà÷å ãàøåíèÿ êîëåáàíèé çà ïðîìåæóòîêâðåìåíè T ïðèâåäåíû �îðìóëû ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, áëèçêîãî ê îïòèìàëü-íîìó ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè T .1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ ñòðóíû u(x, t), (x, t) ∈ Q = {0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T}ñ çàêðåïëåííûì ïðàâûì êîíöîì:
utt = uxx, u(l, t) ≡ 0.(1)Òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
u(x, 0) = ϕ0(x), ut(x, 0) = ψ0(x), 0 6 x 6 l,(2)çà âðåìÿ T â çàäàííîå �èíàëüíîå ñîñòîÿíèå
u(x, T ) = ϕ1(x), ut(x, T ) = ψ1(x), 0 6 x 6 l.(3)Äîñòèãàåòñÿ ýòî çà ñ÷åò ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ
u(0, t) = µ(t),(4)êîòîðîå íàäî ïîñòðîèòü, èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè ÷èñëî T è �óíêöèè ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1.Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) u(x, t) ∈ C1(Q); ïðåäïîëà-ãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ut, ux àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà ëþáîì âåðòè-êàëüíîì è ãîðèçîíòàëüíîì îòðåçêå, ëåæàùåì â Q, à óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ â Qïî÷òè âñþäó. Ñ÷èòàåòñÿ òàêæå, ÷òî
ϕ0, ϕ1 ∈W 2

1 [0, l], ψ0, ψ1 ∈W 1
1 [0, l], µ ∈W 2

1 [0, T ].(5)1 �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé, (ïðîåêò � 06-01-00330). 127



Âêëþ÷åíèå u(x, t) ∈ C1(Q) âìåñòå ñ òîæäåñòâîì u(l, t) ≡ 0 äàåò ñëåäóþùèå íåîáõî-äèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü �óíêöèè (5):
ϕ0(l) = ψ0(l) = ϕ1(l) = ψ1(l) = 0, ϕ0(0) = µ(0),

ψ0(0) = µ′(0), ϕ1(T ) = µ(T ), ψ1(T ) = µ′(T ).
(6)Ñîãëàñíî òåîðåìå Â.À. Èëüèíà [1℄ ïðè T > 2l ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à íàõîæäå-íèÿ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (4) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé µ(t). Îáîçíà÷èììíîæåñòâî âñåõ åå ðåøåíèé ÷åðåç M(ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1, T ). Åñòåñòâåííî, ÷òî èç ýòîãî áåñ-êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà �óíêöèþ µ ðàçóìíî âûáðàòü èñõîäÿ èç êàêîãî-ëèáî êðèòåðèÿîïòèìàëüíîñòè.Çàä à ÷ à 1. Íàéòè

V (ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1, T ) = inf





T∫

0

|µ′′(t)| dt
∣∣∣ µ ∈ M(ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1, T )



 .(7)Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùåå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Â ïðîöåññå ðàáîòûòåõ èëè èíûõ êîíñòðóêöèé âîçíèêàþò íåæåëàòåëüíûå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå òðåáóåòñÿïðèâåñòè â çàäàííûé ðåæèì (÷àùå âñåãî ïîãàñèòü). Âåëè÷èíà T∫

0

|µ′′(t)| dt â íåêîòî-ðûõ ìîäåëÿõ ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ ðåñóðñîâ (íàïðèìåð, òîïëèâà), êî-òîðûé ïðîèçâîäèòñÿ â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ. Ïîýòîìó åå ñëåäóåò ìèíèìèçèðîâàòü.Ñõîäíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðåñóðñà óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè, îïèñûâàåìûìè ñèñ-òåìîé ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èññëåäîâàëàñü â [2℄.2. �åçóëüòàòû îáùåãî õàðàêòåðà�åçóëüòàòû ïîëó÷åíû àâòîðîì ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè ψ1(0) = 0.Ýòî óñëîâèå ñóæàåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè äàííîãî èññëåäîâàíèÿ, íî òåì íå ìåíååâêëþ÷àåò â ñåáÿ âàæíûé ñëó÷àé ãàøåíèÿ êîëåáàíèé: ϕ1(x) ≡ ψ1(x) ≡ 0. Â ñèòóàöèè,êîãäà ψ1(0) = 0, óäàåòñÿ ïîèñê âåëè÷èíû V (ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1, T ) ñâåñòè ê ðåøåíèþ áî-ëåå ïðîñòîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Ýòî ñâåäåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû 1.Âàðèàöèþ �óíêöèè F íà îòðåçêå [a, b] îáîçíà÷èì ÷åðåç VarF
∣∣b
a
.Çàä à ÷ à 2. Çàäàíà �óíêöèÿ F ∈W 1

1 [0, 2l]. Íàéòè
V (F, T ) = inf

{
Var (F (t) − F (t+ 2l))

∣∣T
0

}
,ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîäîëæåíèÿì �óíêöèè F (t) ∈ W 1

1 [0, T ], îáðàùàþùèìñÿ âíóëü ïðè t > T .Äëÿ ëþáîãî T > 2l îïðåäåëèì ÷èñëî ∆ èç ðàâåíñòâà
T = 2ln+ ∆, n ∈ N, 0 6 ∆ < 2l.128



Òå î ð åì à 1. Äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ �óíêöèé ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèÿì (5) è (6), ïîëîæèì
g(x)=





ϕ′

0(x) + ψ0(x)

2
−
ϕ′

1(∆ − x) − ψ1(∆ − x)

2
, 0 6 x ≤ ∆,

ϕ′

0(x) + ψ0(x)

2
−
ϕ′

1(x− ∆) + ψ1(x− ∆)

2
, ∆ < x 6 l,

ϕ′

0(2l − x) − ψ0(2l − x)

2
−
ϕ′

1(x− ∆) + ψ1(x− ∆)

2
, l<x6 l+∆,

ϕ′

0(2l−x)−ψ0(2l−x)

2
−
ϕ′

1(2l−x+∆)−ψ1(2l−x+∆)

2
, l+∆<x62l,â ñëó÷àå 0 6 ∆ 6 l, è

g(x)=





ϕ′

0(x) + ψ0(x)

2
−
ϕ′

1(x− ∆ + 2l) + ψ1(x− ∆ + 2l)

2
, 0 6 x 6 ∆ − l,

ϕ′

0(x) + ψ0(x)

2
−
ϕ′

1(∆ − x) − ψ1(∆ − x)

2
, ∆ − l < x 6 l,

ϕ′

0(2l − x) − ψ0(2l − x)

2
−
ϕ′

1(∆ − x) − ψ1(∆ − x)

2
, l < x 6 ∆,

ϕ′

0(2l − x) + ψ0(2l − x)

2
−
ϕ′

1(x− ∆) + ψ1(x− ∆)

2
, ∆ < x 6 2l,â ñëó÷àå l < ∆ 6 2l. Òîãäà ïðè óñëîâèè ψ1(0) = 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

V (ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1, T ) = V(g, T ).Çàäà÷à 2 èìååò ñìûñë íå òîëüêî äëÿ �óíêöèé F ∈ W 1
1 [0, 2l], íî è äëÿ áîëåå øè-ðîêîãî êëàññà �óíêöèé � íåïðåðûâíûõ �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà îòðåçêå

[0, 2l] (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç CV [0, 2l]).Òå î ð åì à 2. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè F ∈ CV [0, 2l] âåðíû îöåíêè
V(F ) 6 V(F, T ) 6 V(F ) + 2|F (2l)|min

(
1,

2l

T − 2l

)
,ãäå V(F ) = VarF

∣∣2l

0
.Ñë å ä ñ ò â è å . Ïðè T → +∞ âåðíà àñèìïòîòèêà

V(F, T ) = V(F ) +O(T−1).Èç òåîðåì 1 è 2 âûâîäÿòñÿ äâóñòîðîííèå îöåíêè âåëè÷èíû (7). Äëÿ èõ ïîëó÷å-íèÿ îñòàåòñÿ âûðàçèòü V(g) è |g(2l)| ÷åðåç �óíêöèîíàëû, ñâÿçàííûå ñ �óíêöèÿìè
ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1. Òàêîå âûðàæåíèå íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóë äëÿ �óíê-öèè g è ðàâåíñòâà

Varh(t)
∣∣b
a

=

b∫

a

|h′(t)| dt ∀h ∈W 1
1 [a, b],(8)íî èìååò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé âèä (ïîñêîëüêó çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ∆) è â ñòàòüåâ îáùåì ñëó÷àå íå ïðèâîäèòñÿ. Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ V(g) â ñëåäóþùèõ âàæíûõ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ: 1) �èíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè T êðàòåí l, 2) çàäà÷à ãàøåíèÿêîëåáàíèé (ϕ1(x) ≡ ψ1(x) ≡ 0), ÷èñëî T > 2l ïðîèçâîëüíî.5 Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 2 129



Òå î ð åì à 3. Ïóñòü ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1 � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèÿì (5), (6), ψ1(0) = 0, �óíêöèÿ g ïîñòðîåíà ïî íèì â òåîðåìå 1. Òîãäàñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
V(g) =

l∫

0

max (|ϕ′′

0(x) − ϕ′′

1(x)| , |ψ′

0(x) − ψ′

1(x)|) dx, T = 2ln, n ∈ N, n > 2,

V(g) =

l∫

0

max (|ϕ′′

0(x)+ϕ′′

1(l−x)| , |ψ′

0(x)−ψ
′

1(l−x)|) dx, T =(2n+1)l, n∈N,à åñëè ϕ1(x) ≡ ψ1(x) ≡ 0, òî âíå çàâèñèìîñòè îò T > 2l èìååì
V(g) =

l∫

0

max (|ϕ′′

0(x)| , |ψ′

0(x)|) dx.Òåîðåìà 3 ëåãêî âûâîäèòñÿ èç (8), ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè g (òåîðåìà 1) è �îð-ìóëû
|a+ b| + |a− b|

2
= max (|a| , |b|) .Òåîðåìû 1 è 2 äîêàçûâàþòñÿ â ðàçäåëå 3. Â ðàçäåëå 4 çàäà÷à ãàøåíèÿ êîëåáàíèéââèäó åå âàæíîñòè äëÿ ïðèëîæåíèé ðàññìîòðåíà áîëåå äåòàëüíî.3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìÄîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1 . Èçâåñòíî [1, 3℄, ÷òî äëÿ ëþáûõ �óíêöèé

ϕ0, ψ0, µ, èìåþùèõ ãëàäêîñòü (5) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ (6),êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2), (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå äîïóñêàåò ïðåä-ñòàâëåíèå
u(x, t) = f(x+ t) − f(t+ 2l − x),ãäå �óíêöèÿ f ∈W 2

1 [0, T + 2l] îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
f(x) =

ϕ(x) + ϕ(0)

2
+

1

2

x∫

0

ψ(z) dz + c0, x ∈ [0, l],

f(x) = f(2l − x) − ϕ(2l − x), x ∈ (l, 2l],

(9)
f(t) − f(t+ 2l) = µ(t), t ∈ [0, T ],(10)

c0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ (ÿñíî, ÷òî îò åå çíà÷åíèÿ �óíêöèÿ u(x, t) íå çàâèñèò).Ôîðìóëû (9) îïðåäåëÿþò �óíêöèþ f íà [0, 2l], à �îðìóëà (10) � åå ïðîäîëæåíèåíà (2l, T + 2l]; óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (6) îáåñïå÷èâàþò íåïðåðûâíîñòü f(x) è f ′(x) âòî÷êàõ x = l è x = 2l. Åñëè æå ðåøàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ (1)�(3), à �óíêöèÿ µ(t)íå èçâåñòíà, òî �èíàëüíûå óñëîâèÿ (3) âëåêóò çà ñîáîé ðàâåíñòâà
f(T + ξ) =

ϕ1(ξ)

2
+

1

2

ξ∫

0

ψ1(z) dz + c1, 0 6 ξ 6 l,

f(T + ξ) = f(T + 2l − ξ) − ϕ1(2l − ξ), l < ξ 6 2l,

(11)130



ãäå c1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îòñþäà äåëàåòñÿ ñëåäóþùèé âûâîä. Ëþáîå ðå-øåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (1)�(3) ïîðîæäàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ïðîäîëæåíèåì �óíê-öèè f , çàäàííîé íà îáúåäèíåíèè îòðåçêîâ [0, 2l] ∪ [T, T + 2l] �îðìóëàìè (9), (11),íà èíòåðâàë (2l, T ), îñóùåñòâëåííûì òàê, ÷òî f ∈W 2
1 [0, T + 2l]; ãðàíè÷íîå óïðàâëå-íèå µ(t) íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå (10). Òàêèì îáðàçîì,

V (ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1, T ) = inf





T∫

0

|(f(t) − f(t+ 2l))′′| dt



 ,(12)ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîäîëæåíèÿì �óíêöèè f , çàäàííîé �îðìóëàìè (9), (11), íàèíòåðâàë (2l, T ) òàêèì, ÷òî f ∈W 2

1 [0, T + 2l].Îáîçíà÷èì
g0(x) = f ′(x) =





ϕ′

0(x) + ψ0(x)

2
, 0 6 x 6 l,

ϕ′

0(2l − x) − ψ0(2l − x)

2
, l < x 6 2l,

(13)
g1(x) = f ′(T + x) =





ϕ′

1(x) + ψ1(x)

2
, 0 6 x 6 l,

ϕ′

1(2l − x) − ψ1(2l − x)

2
, l < x 6 2l.

(14)Âñëåäñòâèå (12) è (8) èìååì
V (ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1, T ) = inf

{
Var (G(t) −G(t+ 2l))

∣∣T
0

∣∣∣ G ∈W 1
1 [0, T + 2l],(15)

G(t) = g0(t), G(T + t) = g1(t) ïðè 0 ≤ t ≤ 2l

}
.Òåïåðü ñâåäåì ïîèñê òî÷íîé íèæíåé ãðàíè (15) ê ðåøåíèþ áîëåå ïðîñòîé ýêñ-òðåìàëüíîé çàäà÷è 2. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ýêñòðåìóì (15) íå èçìåíèòñÿ, åñëè èç

G(t) âû÷åñòü 2l-ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ. Âû÷òåì èç G 2l-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæå-íèå �óíêöèè g̃1(t) = g1(t − T ). Ôóíêöèÿ g̃1(t) ñîãëàñíî (14) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå
[T, T + 2l], à çàòåì ïðîäîëæåíà ñ ïåðèîäîì 2l íà çíà÷åíèÿ t < T . ×åðåç g(t) îáî-çíà÷èì ðàçíîñòü G(t) − g̃1(t). Ôóíêöèÿ g̃1, à âìåñòå ñ íåé è g, áóäåò íåïðåðûâíîé,åñëè g1(0) = g1(2l). Â ñèëó (14) ýòî âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ1(0) = 0. Èçóñëîâèé, íàëîæåííûõ â (15) íà �óíêöèþ G, ñëåäóåò, ÷òî g(t) ≡ 0 ïðè t ∈ [T, T + 2l],
g(t) = g0(t) − g̃1(t) ïðè t ∈ [0, 2l]. Èç (13) è (14) ïîëó÷àåì, ÷òî íà îòðåçêå [0, 2l]�óíêöèÿ g(t) çàäàåòñÿ �îðìóëàìè, óêàçàííûìè â òåîðåìå 1. Òàêèì îáðàçîì,

V (ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1, T ) = inf

{
Var (g(t) − g(t+ 2l))

∣∣T
0
,

g ∈W 1
1 [0, T + 2l], g(t) ≡ 0 ïðè t > T

}
,à íà îòðåçêå [0, 2l] g(t) îïðåäåëåíà â òåîðåìå 1. Ýòî è îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ðà-âåíñòâà

V (ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1, T ) = V(g, T ).Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. 5∗ 131



Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2 . Ñíà÷àëà îöåíèì V(F, T ) ñíèçó. Âîçüìåì ïðî-èçâîëüíóþ �óíêöèþ F ∈ CV [0, T ], îáðàùàþùóþñÿ â íóëü ïðè t ≥ T , è ÷èñëî N ∈ Nòàê, ÷òî 2Nl > T . Èìååì
Var (F (t) − F (t+ 2l))

∣∣∣
T

0
= Var (F (t) − F (t+ 2l))

∣∣∣
2Nl

0
=

=

N−1∑

k=0

Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
2(k+1)l

2kl
=

=

N−1∑

k=0

Var (F (t+ 2kl) − F (t+ 2(k + 1)l))
∣∣∣
2l

0
≥

≥ Var

(
N−1∑

k=0

(F (t+ 2kl) − F (t+ 2(k + 1)l))

)∣∣∣
2l

0
=

= Var (F (t) − F (t+ 2Nl))
∣∣∣
2l

0
= VarF (t)

∣∣∣
2l

0
= V(F ).Òðåáóåìàÿ îöåíêà ñíèçó V(F, T ) äîêàçàíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè ñâåðõóïðîäîëæèì F (t) íà îòðåçîê [2l, T ] ëèíåéíî:

F (t) = F (2l)
T − t

T − 2l
, 2l ≤ t ≤ T.(16)Ïðè 2l < T ≤ 4l ïîëó÷èì îöåíêó

Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
T

0
=

= Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
2l

0
+ Var (F (t) − F (t+ 2l))

∣∣∣
T

2l
=

= Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
2l

0
+ VarF (t)

∣∣∣
T

2l
≤

≤ VarF (t)
∣∣∣
2l

0
+ VarF (t+ 2l)

∣∣∣
2l

0
+ VarF (t)

∣∣∣
T

2l
=

= VarF (t)
∣∣∣
2l

0
+ 2VarF (t)

∣∣∣
T

2l
.Ïîñêîëüêó ëèíåéíîå ïðîäîëæåíèå F (t) íà [2l, T ] ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé �óíêöèåéíà ýòîì îòðåçêå, òî VarF (t)

∣∣∣
T

2l
= |F (2l) − F (T )| = |F (2l)|. Ñëåäîâàòåëüíî,

Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
T

0
≤ V(F ) + 2 |F (2l)| , 2l < T ≤ 4l.(17)Ïðè T > 4l âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè �óíêöèè (16) ðàçíîñòü

F (t) − F (t + 2l) ïîñòîÿííà íà îòðåçêå [2l, T − 2l], à çíà÷èò, åå âàðèàöèÿ íà ýòîì132



îòðåçêå ðàâíà 0. Îòñþäà íàõîäèì
Var (F (t) − F (t+ 2l))

∣∣∣
T

0
=(18)

= Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
2l

0
+ Var (F (t) − F (t+ 2l))

∣∣∣
T

T−2l
=

= Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
2l

0
+ VarF (t)

∣∣∣
T

T−2l
≤

≤ VarF (t)
∣∣∣
2l

0
+ VarF (t+ 2l)

∣∣∣
2l

0
+ VarF (t)

∣∣∣
T

T−2l
=

= V(F ) + VarF (t)
∣∣∣
4l

2l
+ VarF (t)

∣∣∣
T

T−2l
.Òàê êàê âàðèàöèÿ �óíêöèè y=kx+l íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [a, b] ðàâíà |k|(b−a),òî ââèäó (16) èìååì

VarF (t)
∣∣∣
4l

2l
= VarF (t)

∣∣∣
T

T−2l
=

2l |F (2l)|

T − 2l
.(19)Èç (18) è (19) íàõîäèì

Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
T

0
= V(F ) +

4l |F (2l)|

T − 2l
, 4l < T.(20)Íåðàâåíñòâà (17) è (20) äîêàçûâàþò îöåíêó ñâåðõó â òåîðåìå 2. Òåîðåìà 2 ïîë-íîñòüþ äîêàçàíà.Îáñóäèì âîïðîñ î çàçîðå, èìåþùåì ìåñòî ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé îöåíêàìè âòåîðåìå 2. Â îáùåì ñëó÷àå óìåíüøèòü ýòîò çàçîð íåëüçÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî

T > 2l ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Φ ∈ CV [0, T ], îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü ïðè t > T , òàêàÿ÷òî Φ(2l) 6= 0 è
Var (Φ(t) − Φ(t+ 2l))

∣∣∣
T

0
= Var Φ(t)

∣∣∣
2l

0
.(21)�àâåíñòâî (21) îçíà÷àåò, ÷òî íà ýòîé �óíêöèè äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà òåîðå-ìû 2, ïðè÷åì â íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó Φ(2l) 6= 0. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîìÿâëÿåòñÿ

Φ(t) =

{
T − t, 0 6 t 6 T,
0, t > T.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè F (0) = 0 è F (t) âîçðàñòàåò íà [0, 2l], òî

V(F, T ) = V(F ) + 2F (2l), 2l < T 6 4l.(22)Ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëó íåðàâåíñòâà F (2l) > 0), íà òàêèõ �óíêöèÿõ äîñòèãàåòñÿîöåíêà ñâåðõó â òåîðåìå 2. Âåñüìà âåðîÿòíî, ÷òî îöåíêà ñâåðõó â ýòîì æå ñëó÷àåáóäåò äîñòèãàòüñÿ è ïðè T > 4l.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (22) çàïèøåì ðàâåíñòâî
Var (F (t) − F (t+ 2l))

∣∣∣
T

0
=(23)

= Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
2l

0
+ Var (F (t) − F (t+ 2l))

∣∣∣
T

2l
. 133



Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèäíîé îöåíêîé Varh(t)
∣∣∣
b

a
> |h(b) − h(a)|, ñïðàâåäëèâîéäëÿ ëþáîé �óíêöèè h ∈ CV [a, b]. Ïîëó÷èì

Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
2l

0
> |(F (0) − F (2l)) − (F (2l) − F (4l))| =(24)

= |F (0) − 2F (2l) + F (4l)| = 2F (2l),ïîñêîëüêó F (0) = 0 ïî óñëîâèþ, a F (4l) = 0 ââèäó íåðàâåíñòâà T < 4l. Èìååì òàêæå
Var (F (t) − F (t+ 2l))

∣∣∣
T

2l
= VarF (t)

∣∣∣
T

2l
> |F (2l) − F (T )| = F (2l).(25)Èç (23)�(25) íàõîäèì

V(F, T ) > 3F (2l).(26)Íî ââèäó âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè F íà [0, 2l] è ðàâåíñòâà F (0) = 0 èìååì
V(F ) = F (2l) − F (0) = F (2l).Îòñþäà è èç (26) ïîëó÷àåì
V(F, T ) > V(F ) + 2F (2l).Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî V(F, T ) 6 V(F ) + 2F (2l) áûëî äîêàçàíî â òåîðå-ìå 2. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (22).Ìîæíî âûäåëèòü ïîäêëàññ �óíêöèé F , äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà V(F, T ) ñõîäèòñÿê V(F ) ïðè T → +∞ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ.Òå î ð åì à 4. Åñëè 0<F (2l)<F (0) èëè F (0)<F (2l)<0, òî ïðè T ∈ [2nl, 2(n+1)l)äëÿ âñåõ n ∈ N, n > 3, âåðíî íåðàâåíñòâî
V(F, T ) 6 V(F ) + 2qn−2 |F (2l)| , ãäå q = F (2l)/F (0).(27)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ââèäó âîçðàñòàíèÿ ïî T âåëè÷èíû V(F, T ) äîñòàòî÷íî âû-âåñòè íåðàâåíñòâî (27) ïðè T = 2nl. Ïðîäîëæèì �óíêöèþ F íà ïîëóèíòåðâàëû

(2kl, 2(k + 1)l] ñëåäóþùèì îáðàçîì:
F (t+ 2kl) = qkF (t), 1 6 k 6 n− 2, 0 < t 6 2l.(28)Ïðè ïðîäîëæåíèè (28) íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè F â òî÷êàõ 2kl íå íàðóøàåòñÿ,ïîñêîëüêó èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà q ñëåäóåò, ÷òî F (2l) = qF (0), îòêóäà
lim

t→0+
F (t+ 2kl) = qkF (0) = qk−1F (2l) = lim

t→2l−0
F (t+ 2(k − 1)l).Íà ïîëóèíòåðâàë (2(n− 1)l, 2nl] ïðîäîëæèì F ëèíåéíî:

F (t) =
F (2(n− 1)l)(2nl − t)

2l
.(29)Îöåíèì ñâåðõó âàðèàöèþ ðàçíîñòè F (t)−F (t+2l) íà îòðåçêå [0, T ] = [0, 2nl] ïðèäàííîì ñïîñîáå ïðîäîëæåíèÿ F . Èìååì

Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
2nl

0
= V1 + V2 + V3,134



ãäå
V1 = Var (F (t) − F (t+ 2l))

∣∣∣
2(n−2)l

0
=

n−3∑

k=0

Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
2(k+1)l

2kl
=(30)

=
n−3∑

k=0

Var (F (t+ 2kl) − F (t+ 2(k + 1)l))
∣∣∣
2l

0
,

V2 = Var (F (t) − F (t+ 2l))
∣∣∣
2(n−1)l

2(n−2)l
, V3 = Var (F (t) − F (t+ 2l))

∣∣∣
2nl

2(n−1)l
.Âû÷èñëèì V1, V3 è îöåíèì ñâåðõó V2. Èç (28) è (30) íàõîäèì

V1 =

n−3∑

k=0

Var (qkF (t) − qk+1F (t))
∣∣∣
2l

0
= V(F )

n−3∑

k=0

(qk − qk+1) = (1 − qn−2)V(F ),(31)
V2 6 VarF (t)

∣∣∣
2(n−1)l

2(n−2)l
+ VarF (t)

∣∣∣
2nl

2(n−1)l
=(32)

= Var qn−2F (t)
∣∣∣
2l

0
+ VarF (t)

∣∣∣
2nl

2(n−1)l
=

= qn−2V(F ) + |F (2(n− 1)l)| = qn−2V(F ) + qn−2 |F (2l)| .(Ïðè âû÷èñëåíèè âàðèàöèè �óíêöèè F íà îòðåçêå [2(n − 1)l, 2nl] èñïîëüçîâàëàñü�îðìóëà (29)). Ââèäó îáðàùåíèÿ â íóëü F (t) ïðè t > 2nl èìååì
V3 = VarF (t)

∣∣∣
2nl

2(n−1)l
= qn−2 |F (2l)| .(33)Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà (31)�(33), ïðèõîäèì ê (27). Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.4. �àøåíèå êîëåáàíèéÏðîöåññó ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûå �èíàëüíûå óñëîâèÿ è, ñëå-äîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ íàéòè âåëè÷èíó V (ϕ0, ψ0, 0, 0, T ), êîòîðóþ äëÿ êðàòêîñòè îáî-çíà÷èì ÷åðåç V (ϕ0, ψ0, T ). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

V (ϕ0, ψ0, T ) = V(g, T ),(34)ãäå �óíêöèÿ g(x) ≡ g0(x) çàäàíà �îðìóëàìè (13). Îáîçíà÷èì
W (ϕ,ψ) =

l∫

0

max(|ϕ′′(x)| , |ψ′(x)|)dx.Èç (13) íàõîäèì
|g(2l)| = |ϕ′

0(0) − ψ0(0)| /2.(35)Òåîðåìû 2, 3 âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (34), (35) äàþò îöåíêó
W (ϕ0, ψ0) 6 V (ϕ0, ψ0, T ) 6 W (ϕ0, ψ0) + |ϕ′

0(0) − ψ0(0)|min

(
1,

2l

T − 2l

)
.(36) 135



Èç íåðàâåíñòâà (36) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä. Êîëåáàíèÿ (1) ñ íà÷àëüíû-ìè óñëîâèÿìè (2) íåâîçìîæíî ïîãàñèòü, ðàñïîëàãàÿ ðåñóðñîì óïðàâëåíèÿ, ìåíüøèì
W (ϕ0, ψ0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðîìåæóòîê âðåìåíè T äîñòàòî÷íî âåëèê (íàïðè-ìåð, T = 2l(N + 1), N � áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî), òî íàëè÷èÿ ýíåðãåòè÷åñêîãîðåñóðñà W (ϕ0, ψ0) + |ϕ′

0(0) − ψ0(0)| /N (ýòà âåëè÷èíà ïðèáëèæàåòñÿ ê W (ϕ0, ψ0) ñóâåëè÷åíèåì N) äîñòàòî÷íî äëÿ ãàøåíèÿ êîëåáàíèé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèì îáðà-çîì çàäàòü óïðàâëåíèå µ(t). Ïðèâåäåì ÿâíûé âèä ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîìãàøåíèÿ êîëåáàíèé, êîòîðîå äëÿ èíòåãðàëà T∫
0

|µ′′(t)| dt äàåò îöåíêó ñâåðõó (36).Ïîëîæèì µ0(t) = (ϕ0(t) + ϕ0(0))/2 + (1/2)
t∫
0

ψ0(x)dx, k = (ϕ′

0(0) − ψ0(0))/2.�ðàíè÷íîå óïðàâëåíèå µ(t), äàþùåå îöåíêó ñâåðõó (36), íàõîäèòñÿ ïî ñëåäóþùèì�îðìóëàì.Åñëè T ∈ (2l, 3l], òî
µ(t) =





µ0(t) −
k(2l − T + t/2)t

2l − T
, 0 6 t 6 T − 2l,

µ0(t) + k(l − T/2), T − 2l < t 6 l,

µ0(2l − t) − ϕ(2l − t) + k(l − T/2), l < t 6 2l,

k(t− T )2

2(2l − T )
, 2l < t 6 T.Åñëè T ∈ (3l, 4l], òî

µ(t) =





µ0(t) −
k(2l − T + t/2)t

2l − T
, 0 6 t 6 l,

µ0(2l − t) − ϕ(2l − t) −
k(2l − T + t/2)t

2l − T
, l < t 6 T − 2l,

µ0(2l − t) − ϕ(2l − t) + k(l − T/2), T − 2l < t 6 l,

k(t− T )2

2(2l − T )
, 2l < t 6 T.Åñëè T > 4l, òî

µ(t) =





µ0(t) −
k(2l − T + t/2)t

2l − T
, 0 6 t 6 l,

µ0(2l − t) − ϕ(2l − t) −
k(2l − T + t/2)t

2l − T
, l < t 6 2l,

2lk(t+ l − T )

T − 2l
, 2l < t 6 T − 2l,

k(t− T )2

2(2l − T )
, T − 2l < t 6 T.5. Çàêëþ÷åíèåÇàäà÷è ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ �óíêöèîíàëîâ, âçÿòûõ íà ãðà-íè÷íûõ óïðàâëåíèÿõ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû, ïîñòàâëåíû è ðåøåíû Â.À. Èëüèíûì èÅ.È. Ìîèñååâûì [4℄. Â èõ ðàáîòå ìèíèìèçèðîâàëèñü èíòåãðàëû (ñóììû èíòåãðàëîâ,åñëè óïðàâëåíèå øëî íà îáîèõ êîíöàõ) îò êâàäðàòà ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ãðàíè÷íûõ136
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