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1 ������� �
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&�&� ��
 � R
�� Ǳ	�	9��

$�.�/ :

∫
�

'.� − �/��.�/ ��� � ∈ R
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���	��
�	 � ,�

Ǳ	$�	�� %���'�� #�.�/ − $�.�/ ���9� ������� #�
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Ǳ
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����	�  ����� .�/� .;/ %���'�� �.�/ � ��	��� .;/
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������� �� "�
 ���� ���%� ������ .�/� .;/ � �����	�� �.�/ %��� ����	�
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��� � ���
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9������ ����&�����#	 �
��������

�� �	 �	9�	��� Q�� �
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����� 	���� �� %���� ������ ����	
*
;/ ��
 ���� ���%� ������ .�/� .;/ %��� ����	��� � E�.R� × �2� � �/�
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�	
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(/ �	 −�� � � � �� ����	� 	.�� �/ �	������	� E�.R� × �2� � �/ 	
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�� ������ ������	����	

|	.�� �/| � �- +,-.�|�|/� � ∈ R
�� 2 � � � �� .;�/

��� � ����
 ��� ��� � .;;/� � ��������� - � 2 ���	�	� ������ ��
�� � � �� �� �� ���	�	� �� � 	 �.�/*

6/ �	 � � −�� ����	� 	.�� �/ �	������	� E−��.R
� × �2� � �/ 	 �������

���
�� ������ ������	����	

|	.�� �/| � �- +,-.−��|�|/� � ∈ R
�� 2 � � � �� .;(/

��� � ����
 ��� ��� � .;;/� � ��������� - � 2 ���	�	� ������ ��

�� � � �*
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	 ∈
⋂
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� .� − �/�.�/ �
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|$.�� �/| � �� +,-.−��|�|/� � ∈ R
�� 2 � � � �� �� ≡
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�
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�

�

∫ �

�

A .�� �/ �� :
|�|�

+,-.� |�|�/− �

∫ �

�

+,-.−|�|��/ �� : +,-.−� |�|�/�

I �	�	�*� 	'���� .7�/ ��#�	 	�	�	���*  ��	��	�* ������� ����#
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���	� ��

R� × �2� � � �	 �� ��� Ǳ	$�	��
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��'��� 3�� 	�

%���'�� �.�/ � 
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��� 
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!
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������ %���'�� �.�/ �	 %	
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�
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� ����#
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	����� �	
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Ǳ
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&� � � −��� K ��	
��& � ������� ��	 %	
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� ���	� � � −��� 1 �	 9� �
��� 	�.�/ ≡ 
� .�/ �� �	������ � E�.R�/
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���� �	�	������*�&� ������&� ��	9������ ���� |�|� � �����	���� |	.�� �/| �
�
|�| → ∞� �� �
	�	�� �����*�&� ����	������ 	#
������� 	���� �
���
	��

Ǳ������ Ǳ��* � : �� R
� : R

 : R� Ǳ	�	9�� ���9� � : �� U	#�� �� ≡√
��� :

√
� � C���'�� A
��� � %	
���& .�2/  ������ � ����


.�/ :
�

;�

∫ ∞

−∞

��

+,-.��/− �
+,-.���/ ��� −∞ � � � ∞� .7N/

 �
�	�
� 	������ C�
*� �.�/ : ��.+,-.��/ − �/−� −∞ � � � ∞� .F& 	�	!

 ������ 	��	��
��� ��
������� ��
� � ����	 �
�9��� ��	#	��
�	� ��/ C���!

'�� 
.�/ ������� ����	�� � �� ����	����� �	9�	 	#
������*� � � 2�

1	�	�* ���� 
� �	9����� � 
�� ��� 
.�/� ��� ���&� � §8� I��#���&� 
���

�&
�9����%	
���	� .(M/� �	�	
������ : ������ �	��	��� ���	��4.|�|−/�
Ǳ
� � � 2 �	������


.�/ : −
∞∑
� 

√
;)� +,-

(−√
)� �

)
b^`

(√
)� � E

�

(

)
� .82/



���Ǳ�����	������ ������ ������	���
	 ��

)�� .82/ �	9�	 �	�����	 ��%%�
��'�
	���* �	 � ���	� ���	 
� � �	 ��������


��& � �
	� �	��&� 
���	��
�	 �	���� �� ����� ���∞/ ⊂ .2�∞/� 1 ����	���

�����


′.�/ :
∞∑
� 

;)� +,-
(−√

)� �
)
b^`

(√
)� �

)
� � � 2�


′′ .�/ :

∞∑
� 

.;)�/��� +,-
(−√

)� �
)
Xfb

(√
)� � E

�

(

)
� � � 2�

� ���� K�	�* �� $�������
�&� 	'���� � ����� 6�  ��������� ��	 �� �
	� �	�!

�&� 

���
 .�/� ������� ��� %���'�� 
.�/� �
������9�� E−��.R/� I �	�	�*� �	�

9� ����& 6 �	9�	 	'������* 	����� � 
� �	9����� ��� �
	� �	��&�� ���
���


�	9�	 ����
9���*� ��	


′.�/ : ;� +,-
(−√

� �
)
b^`

(√
� �

)
E 4

(
+,-

(−√
;� �

))
.8�/

�
� � → E∞�

)��	�
�� ���	���*���  �����

	

�
:

�	

��
�

∫ 

�

	.�� �/ �� : 
.�/� .8;/

���� 	��	��
��� �	���* .−∞ � � � ∞/ ��� 	���� ���	���*�	�  ����� .�/� .;/�

���* �.�/ ≡ 
.�/ � D�.�/ ≡ 
′′ .�/ �
������9�� ���� E−��.R/� Ǳ	$�	��  �!

���� .8;/ �	������� �	� ����
9����� 7/ ��	
��& �� <�
������ �����*�	� 	�	�!

��� 	�.�/ �	 %	
���� .��/� U	����� �	�	�* ���� ���� ��	 %���'�� �.�/ ≡ 
.�/

�
������9�� �
	�
����� O��
'� �.R/� � ��
����� � $����������	� %	
��!

�� .�;/� 	#���	 �	�	
	� �	�����

	�.�/ :
�

;�

∫ ∞

−∞
�.�/�.�/�

�
� �� :
�

;�

∫ ∞

−∞

���

�

�

� − �

· ��

�

� − �

· ��
� ��

:
�

;�

∫ ∞

−∞

���

�
��
�

.�
� − �/�
���

>���� ����#
�
	���* �	 �����J

	�.�/ : − �

(�

∫ ∞

−∞
����
� �

(
�

�
� − �

)

: − �

(�

����
�

�

� − �

(∣∣∣∣
−�

−∞
E

∣∣∣∣
�∞

��

)
E

�

(�

∫ ∞

−∞

.��� E �� · ��/��
�
�


� − �
��

: 2 E
�

(�

∫ ∞

−∞

����
�

�
� − �
�� E

�

(�

∫ ∞

−∞

�� · ����
�
�
� − �

���

�-



��� ���� Ǳ�Ǳ��� 	��� 
	�����

1�	����� 	�
�������� .7N/ %���'�� 
.�/�  ��������� ��	

	�.�/ :
�

;

.�/ E

�

;
�
′.�/� −∞ � � � ∞�

1	�	�* ���� 		��	������ .8�/ � ���� ��	 
 ∈ E−��.R/  �� ≡ √
� � 1 ��	#�

����� �����	����

	�.�/ : �� +,-
(−√

� �
)
b^`

(√
� �

)
E4

(
+,-

(−√
� �

))
.8�/

�
� � → E∞� <���� �&������� ��	 	� �∈ E−��.R/� �	 �	#�� � 
������ 	.�� �/

 ����� .8;/� �	������	� �	 %	
����� .(/� .��/� �� �	������ � E−��.R × �2� � �/�

�	�� 	������	 �
������9�� 		������������ ���� .;6/� Ǳ	�
	���� �
���
�

 ���
���	�

Ǳ
���
 	�	��� �� �	������� �	�	������*�	#	 ������	#	 ��	9����� � � 
� !

�	9���� .8�/ ��
�� +,-
(−√

� �
)
� I�
��������� �	#�� �� �	����*� ��� �� �

����j 1 	��	��
�	� ������ �	0�����	��� ���� � � 	���� ��	#	��
�	� ����� �	!

�� 	9����* |�|�  �	�� ������ *�  ������� 	� 
� ��
�	�� �� Q��*������ �!

���	����� ����� �
	���� � 
����� �	��	#	 � ������ 
� 
����	�� ���	���*!

�	�  ����� .�/� .;/ � $��	���'���*�	0������&� ����� %���'��  ��9	
������

|�|� +,-.�|�|/� T�	� �
�# �	�
		� 	��
&� � ��*�� ����
���� Ǳ	�#	�	�����*�&�

		�
�9���� ������ � §8 .�� ����� 7  	'���	� .((/� ����� 8 � �
����9���&�

%	
���& .(M/� .62//�

§�.� /��������� �������0 ������� �

1%	
����
	��� ��	
��&�%���'���.�/ �D∗�.�/ �&��%��������
���	�
��!

�& � 	�� %�#�
�
	���� � �	9�� 	'����� .;;/  ����&� �	�� ������ �� <����	 ��

3�����5 � 	�	���� %	
���� .;�/ 	������	 
� �����J %���'�� �.�/ ��	��� � 	��!


��	
 ��
���  %���
	����	� %���'��� 
� .�/� � D∗�.�/ ���	���� � 	����*�	�

��#���	�� P���&��� $�	 
� ������ �	9�	 ���	�*�	 �	�	����* ��	
��� �� Ǳ
�!

����� �������� ��� 
� ��*�����

������� �� Ǳ���� � ∈ O.R�/ ∩ E��.R
�/ � � �

√
��� � � D∗� ∈ E��.R

�/

� �� � ∞� ����� ������ .�/� .;/ ����	�� & ������ .(/� .;�/ ������
$�
����	� 	.�� �/ �����	 .�/� .;/� Ǳ	 �� �

√
��� .�� ����	� �	������	�

E��.R
� × �2� � �/� �� 
��
���
 ����	��������� � ������ ������ 0	��$��


���	� ����	
� �� ��
������ � �������	 .(/� .;�/1� Ǳ	 �� �
√

��� ����

�	� 	.�� �/ ��������� ��� ��	���	� ������ � �� ������	�� � : Wc,.�� ��/�

������� �� Ǳ���� � ∈ O.R�/ ∩ E�.R�/ � �������� � � −�� ≡ −√
��� �

� D∗� ∈ E−��.R
�/� ����� ������ .(/� .;�/ ������
$� ����	� 	.�� �/

�����	 .�/� .;/� �	������� �� E−��.R
� × �2� � �/�

U�	
��� 6 �	�� &����� ��	 ��� �
�������� %	
��� .(/� .;�/ ��������	 	#
�!

������� �� 
	� .� �
√

��� / �	�*�	 ��� %���'�� �.�/� ���
���
� �	 ��	
��� 6

 ����� .�/� .;/  %���'���

�.�/ : b^`.+,-.� E · · ·E ��//� � : .�� � � � � ��/ ∈ R
��



���Ǳ�����	������ ������ ������	���
	 ���

����� 
� 
����	� �	 %	
����� .(/� .;�/ �� ���	� �
	��9���� �2� � �� <�	����

��	
��� � �
�������  ��* ���* �
� � � ��.(�/ � 0 � �	������� |D�.�/| �
�
|�| → ∞J ���	
�������	 �
	��
����� ��	 D� ∈ E�.R�/ ��� � : ;

√
� � ����	�

 ������� � ���* � ����*���*�

U�	
��� 7 ��	����� ����
9����� 7/ ��	
��& � .�� ���9� �
���
 � §N/� <�� &!

������ ��� ��
��	�� 
������ 	.�� �/ � ��� .;6/ ��	��	���	� ��	�& �����	 �.�/

�
������9��� E−��.R
�/� S�� D∗� ∈ E−��.R

�/� �	 � ∈ E�.R�/  � � −��� �	


������ 	����� � E−��.R
�× �2� � �/ � ��
��	� � �	��� ��
	��� ��� .;6/ �� �
	!

��	����

Q	�� ����*��	 ��� $��� ����
9����� �	��	
��� Wklcl^b Wklc`m^b �	�� �!

���*��	 ��	
��& �� Ǳ
	���
���� ��#  � ��#	� 
��9����� � §M� ���9�����

� �
�������	�� ��	
�� 6 � 7� �����������	�* 
������ .��	
��� 6/ � ����

E��.R
�× �2� � �/  �� �

√
��� ������ � 
� ��*���	� 
��	�& �8�� ���
���
� ��
�!

��  	.�� �/ 
������� �	� 9�  ����� .�/� .;/ ����� %���'��

	.�� �/ E +,-

(√
�

�
��

)
Xfb

(√
�

�
�� E

;�

�
�

)
� ) : �� � � � � ��

#�� �� ��* )0� �		
������ �	��� ��

4��	
& ���#	��
�&1�4� K�*��� � 4�K� Ǳ
�����	  � 	��9����� � �	���
9��

$�	� 
��	�&�

������ ����������

�� �������� �	 RSP T;U UVTSWXVYU ZS[UX[Y[T\WXZS;U ]; T^_;ZS[WXVY ]; T[ `a[T;SP bb cPd� e[W�
���@� f� �F� ��� g� �H��

�� 
������ �	 ha_;VPi;j;U ]^SYX`XW_; =VSP T^_;ZS[WXVY ]; T[ `a[T;SP bb �� "�� �-� ��?�� �� @��
��� 	� ���H����

?� 
�������� �	 RSP T;U `T[UU;U ZS[UX[Y[T\WXZS;U ];U UVTSWXVYU ];U _;ZS[WXVYU [S< ]_;PXk_;;U =[P9
WX;TT;U ]S W\=; =[P[lVTXZS; bb mVk[ c`W[ n;o� RV`� R`X� p=U[TX;YUXU� R;P� qf� ��?�� f� ���
�?� g� �H���

@� �������� �	�	 !"�#$ �	 %	 -�-K"$$:" /,$&0��� B:( ?� �"&� ��:" !�(���:  "����
*�//"�"$0��%'$:D ,��!$"$�.� ��8 r�s�t� ���F�

�� &"'#�#$ �	 (	 �"��"�: "*�$� !"$$�� � ! %�$".$:D $"%�&�%'$:D )�*�+�D *%# �-� ��& 9
$:D *�//"�"$0��%'$:D ,��!$"$�. bb �)!�����	"�� �� "�� ���?� �� ��� ��� 	� �??H����

�� Ǳ#*#$ +	 ,	 &"'#�#$ �	 (	 A&�(�$"$0��%'$:" &%���: "*�$� !"$$�� � ! )�*�+�D  "(9
%�(��!�*$�� � bb ��&%� ���� ���?� �� ?F�� �@� 	� @��H@���

�� Ǳ#*#$ +	 ,	 &"'#�#$ �	 (	 
%���: "*�$� !"$$�� � ! $"%�&�%'$�. (� !�"�"$� )�*�+"
*%# ,��!$"$�#  "(%�(��!�*$�� � � &��(%"&�$:" ��-� !"$$:" /,$&0�� �("�� ��� t�(%�9
�� bb ��//"�"$0� ,��!$"$�#� ���@� �� @�� �?� 	� ?��H@���

F� (#��$"- .	/	 �"��"0"� 1	�	 -�-K"$$:" /,$&0�� � ,��!$"$�# ! �!"� &�D� ��8
s�)�� %� � ���@�

�� �"'�2�#$ (	Ǳ	 ��//"�"$0��%'$:" ,��!$"$�# ! +�� $:D (���)!�*$:D� ��8 ��,&��
��F?�

��� Ǳ3"$��#$ �	�	 	,->����$�+"�&�" /,$&0��� ��8 r���t� ��?��
��� �4�5�3 6	�	 �"���# (� "$0��%� � "" (���"$"$�" & ��$�!$:� )�*�+�� �� "�� �+"�&�.

/�)�&�� ��8 r���t� ���?�
��� 7�258�� �	 93��2" +	 B:�4�"  ��$�0"$*"$ $:" /,$&0��� �� �� s,$&0�� �"��"%#�

/,$&0�� (���-�%�+"�&�>� 0�%�$*��� �� �>�$�%'$:" �$�>�+%"$:� ��8 ��,&�� ���@�
�?� +:3�8#$"; �	 15"<�� �	 =3��	> 	(��!�+$�& (� �("0��%'$:� /,$&0�#� �/���,%����

>��/�&��� � �� "�� �+"�&���  �-%�0���� ��8 ��,&�� �����



��� ���� Ǳ�Ǳ��� 	��� 
	�����

�@� Ǳ3?��"0#$ +	Ǳ	 73@-0#$ ,	 +	 ��3"-�$ A	 �	 �$ ">��%: � �#*:� ��(�%$� "%'9
$:" >%�!:� ��8 ��,&�� ��F��

��� �� "�� �+"�&�# u$0�&%�("*�#� �� �� �Hr� ��8 	A� �����
��� (�5B#� �	 6	 �"���# -"��"%"!:D /,$&0�.� ��� ' ("�!�#� ��8 �t� ��@��
��� C��#340 �	 (	 ����( � �&�8 �$ ">��%: � �#*:� ��8 ��,&�� ��F��

���&�!�&�. >��,*��� !"$$:. ,$�!"��� " 
�����B� t���$���!��
���&�!�&�. �$7"$"�$�C/�)�+"�&�. �$� � , 

Ǳ�� ,(�%� ! �"*�&0�1
�@�������@


