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Том 7 № 1 
Т Р У Д Ы И Н С Т И Т У Т А М А Т Е М А Т И К И И М Е Х А Н И К И У р О Р А Н 

2001 

УДК 517.5 

К Г И П О Т Е З Е О С Т Р О В С К О Г О - П Е Р Е С Ё Л К О В О Й О Н У Л Я Х Ф У Н К Ц И Й 
М И Т Т А Г - Л Е Ф Ф Л Е Р А 

А . Ю . П о п о в 

Получены лучшие на сегодняшний день границы на параметр /л, в которых функции Миттаг-Леффлера 
Ep(z,fi) при 0.4 <J р < 0.5 имеют только отрицательные и простые нули. Предъявлен пример, показыва
ющий, что результат нельзя значительно усилить. 

В статье [1] И.В. О с т р о в с к и й и И.Н. Псресёлкова поставили задачу описания множества 
W , состоящего по определению из всех пар положительных чисел (р, р) таких, что функции 
Миттаг -Леффлера 

0 0 к 

имеют в С только вещественные отрицательные и простые нули. В [1] б ы л о отмечено, что если 
(р,р) € W , т о р ^ 1/2 и доказаны включения: 

( р , 2 ) : p ^ J c W , 

{ ( 2 ^ m , p ) : m G N, 0 < д. < 2 т + 1} С W . 

Распределение нулей функций (1) изучали ранее многие математики. Вещественность , от
рицательность и п р о с т о т у всех нулей Ep(z, 1) при 0 < р < 1/2 установил А . Виман [2], см. также 
[3]. Случай р = 1/2 исследовался М . М . Д ж р б а ш я н о м и А . Б . Нерсесяном [4], которые доказа
ли, что { ( 1 / 2 , р ) : 1 ^ р < 3 } С W . В о п р о с об асимптотическом поведении нулей функций 
М и т т а г - Л е ф ф л е р а при всех значениях параметров р > 0 и р € С п о л н о с т ь ю решён A . M . Сед-
лецким в работах |5,6]. Нелишне отметить , что функции Ep(z, р) находят применение в теории 
дифференциальных уравнений, их нули являются собственными числами некоторых краевых 
задач. С о о т в е т с т в у ю щ и е ссылки приведены в [1,5]. 

В [1] была выдвинута гипотеза, состоящая в т о м , что справедливо равенство 

W = ( ( p , / x ) : 0 < р < 0 < р < 1 + -
I 2 Р 

Выясняется, что эта гипотеза неверна: проекция множества W на в т о р у ю координатную ось 
р при л ю б о м р € [0.4,0.5) оказалась шире, чем предполагалось авторами статьи [1]. Основным 
результатом нашей работы является 

Теорема 1. Пусть 0.4 ^ р < 0.5. Тогда при любом р € ^0, ^ — 1 все нули функции 

Ep(z,p) вещественны, отрицательны и просты. 

Доказательство т е о р е м ы 1 базируется на теореме A . M . Седлецкого [6] о количестве ну
лей функций М и т т а г - Л е ф ф л е р а в достаточно большом круге и доказанных автором в статье 
оценках функций (1) на луче (—оо,0) . 
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При 1/6 < р < 1/2 справедлива следующая асимптотика [7, гл. 18]: 

Ер(—хх/р,р) — "2рх]"^ ехр(хcos(-Kp)) cos(xsin(-Kp) — р(р — 1)тт) 

В теореме 2 при 0.4 ^ р < 0.5 получены оценки остаточного члена в (2 ) , асимптотически 
худшие, но зато верные при л ю б ы х х > 0, а не только при д о с т а т о ч н о больших х. Обозначим 

шр(х,р) = Ер(—х1/р,р) — 2px]~,J- e x p ( z cos(7rp)) c o s ( x sin(7rp) — p(p — (3) 

Теорема 2 . Пусть 0.4 ^ p < 0.5. Тогда при любом x > 0 справедливы следующие 
неравенства: 

\шр(х,/л)\ < \ Х ' 1 1 Р , 0 < р ^ ~ , (4) 
Z р 

\шр(х, А ) | < Г ( 1 ~ A J " 1 / P ) f ? sin(TrA) + s i n - ) , 0 < А ^ 1, (5) 
irxL'P \2 р) 

А ) | < Q - 2 ) r х - 1 / " , (6) 

Сперва мы выведем теорему 1 из теоремы 2 и упомянутой т е о р е м ы A . M . Седлецкого [6], 
согласно которой при л ю б ы х р < 0.5 и р £ К функция Ep(z,p) имеет в круге 

N < СгЛ, г Д е £п = £п{р,р) = тг(п + р(м - 1)) cosec(?rp), (7) 

при всех д о с т а т о ч н о больших п р о в н о п нулей с учётом кратности . После э т о г о приведем дока
зательство т е о р е м ы 2. Центральным моментом в доказательстве т е о р е м ы 1 является получение 
равенств 

HgnEp ( - £ / р ( р , / * ) , м ) = ( - 1 ) " для л ю б ы х n£N (8) 

при всех рассматриваемых значениях параметров р и р. Э т и м теорема 1 и доказывается, 

так как в силу действительнозначпости па К функции Ep{z,p) выясняется , что на каж

дом интервале ( — £ п Р , — Cn-i) {п G N) (по определению считаем, что £о — 0, а соотношения 

Ер{£о,р) — Ер(0,р) = 1 / Г ( р ) > 0 при р > 0 очевидны) имеется по крайней мере один нуль 

функции Ep(z,p), а следовательно, в круге \z\ < (,1/р у неё не менее п различных веществен

ных отрицательных нулей. Тогда из теоремы A . M . Седлецкого получим, что никаких других 

нулей у Ep(z,p,) нет и все найденные нули кратности 1. 

Приступим к доказательству соотношений (8 ) . Разберём сперва наиболее простой случай 

0 < р ^ 1/р. Согласно (3) имеем 

Е Р ( - £ П Р , М) = 2Р&Г'1 e * p ( £ „ cos(Trp)) co s (£„ sm(irp) - тгр(р - 1)) + uip(^n,p). 

Из (7) вытекает, что sin(7rp) — n(n + p ( p — 1 ) ) . Следовательно, 

COS(£ n sil l(7iy)) — 7 ф ( р - 1)) = COS7TU = ( — 1 ) " . 

О т с ю д а при всех к £ N находим 

Ер(-еп

/р,р) = (-l)n2Pen-pexp((ncoS(np)) + и,р((п,р). (9) 

Из (9) и оценки (4) о с т а т о ч н о г о члена ш р ( £ „ , р ) заключаем, что для доказательства соот 
ношений (8) при 0 < р ^ 1/р д о с т а т о ч н о установить неравенства 

3- С 1 >» < 2 р ^ Г " е х р ( £ „ cos(Trp)) Vn £ N, V p E (о, ^ 
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которые R силу положительности аргумента в экспоненте являются следствием более простых 
неравенств 

0.75 J + , , . . . Л Г 
<in " (р,р) V n e N , V p e о, -

р \ р. 
, V p e [0 .4 ,0 .5) . (10) 

Если 0 < p. < 1, т о £п+1/р~" > С!Р > & А так как £„ > & > тг(1 + р ( р - 1)) > тг(1 - р) > тг/2, 
то нам д о с т а т о ч н о доказать , что 3 / ( 4 р ) < (тг/2)2. При р ^ 0.4 э т о неравенство верно, так как 

3/(4/?) ^ 3/1.6 < 2, а ( т г /2 ) 2 > 2. В случае 1 ^ р <С 1/р мы имеем f n ^ ^ > тг, ^ + 1 / р _ " > U 
и, значит, можем заменить соотношение (10) более сильным 3 / ( 4 р ) < тг, которое , очевидно, 
верно. Таким образом , утверждение теоремы 1 для 0 < р ^ 1/р доказано. 

Перейдём к р а с с м о т р е н и ю случая 1/р < р ^ 2 / р — 1. Обозначим Л = р — 1/р. Ввиду 
тождества [7, гл. 18] 

Ep(z, А) - ——- = zEp(z, р ) 
Г(А) 

отрицательности —£пР соотношения (8) принимают вид 

sgn = ( - 1 

Vn G N, VA 0 , - - 1 
P 

(A). 

V p G [0 .4 ,0 .5 ) . 

Но так как £ „ ( p , p ) = Cn+i(p> А), то , полагая rn = n + 1, заключаем, ч т о требуется доказать 

равенства 

sgn ^ ( - ^ / р ( р , а ) , а ) -
1 

Г(А) = (-1Г :и) 

Vm > 2, VA G ( 0, - - 1 
P 

, V p G [0 .4 ,0 .5) . 

Формула (9) у б е ж д а е т нас в т о м , что (11) вытекает из неравенств 

\ъ>р(£т, А)| + < 2 р ^ х е х р ( £ т о COS(TTP)) (12) 

Vm > 2, VA е 0 
1 

, V p G [0 .4 ,0 .5 ) . 

Напомним, что здесь 

£т = £т(р, А) = тг(?п + р(А - 1)) cosec(Trp) . 

Для оценки сверху с у м м ы \шр(£т, A)j -f- 1/Г(А) нам потребуется 

(13) 

Л е м м а 1. Справедливы следующие соотношения: 

m m 
1 

max 
1 

1 : 
o<:u<:i du \Y(u) J i^u du\Y(и) 

где 7 - постоянная Эйлера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По формуле логарифмической производной Y'(z)/Y(z) = ip(z) 
гамма-функции, приведенной, например, в [8], имеем 

1 Y'(u) _ ф(и) 

~Y2(u) ' 
= ( V 1 \ 1 Г ( и ) ^ + 1 и>2^[к + 1){к + и ) ) ц и (14) 
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О т с ю д а находим ( 1 / Г ( м ) ) ' | н _ 1 = 7, ( 1 / Г ( и ) ) ' | 0 — 1. Следовательно, нам осталось установить 
неравенства 

7 < ( щ ) ' 0 < и < 1 ' 

которые с учётом (14) и положительности Г (и) при и > 0 переписываются в следующей экви
валентной ф о р м е : 

ОО j 

7 Г ( Ы ) - - 7 < ( 1 - - ^ Е Г , 7 Т Т ) ( А ^ ^ 0 < U < 1 , 

со , к~° (15) 

fc=o ( * + l ) ( f c + u) 

Разделим обе части неравенств (15) на 1 — и. В первом из них знак неравенства сохранится, 
так как 1-й > 0, а во втором, поскольку 1 — и < 0, изменится па п р о т и в о п о л о ж н ы й . Получим 
следующее равносильное (15) неравенство: 

fc=0 

У м н о ж и в на и обе части (16) и воспользовавшись т о ж д е с т в о м ыГ(-«) = Г(ы + 1), придём к 
неравенству, которое мы и д о л ж н ы доказать: 

7 M - < 1 + U g _ k _ , « ( О . ц и а . + с о ) . ( . 7 ) 

При u £ ( 0 , 1 ) имеем Г (и + 1) < 1, а если и > 1, т о Г (и + 1) > 1. О т с ю д а находим: 

Г ( « + 1) - и 1 - и 
> < = i7 0 < u < 1, 

1—U 1 - й 
Г ( ц + 1 ) - Ц = ц - Г ( ц - Ц ) = l f х < и _ 

1 — U и — 1 ' 
Следовательно, левая часть неравенства (17) меньше 7 < 0.6, а правая очевидным образом 
превосходит 1. Э т и м соотношение (17) доказано, а из него, как показывают предыдущие рас
суждения, вытекает лемма 1 . Из леммы 1 и теоремы Лагранжа о конечных приращениях сразу 
же следуют необходимые для дальнейшего неравенства: 

— - + t 4 < 1 - 0 < л ^ ( 1 8 ) 

7г Г (А) 
1 ^ 1 + 7 ( А - 1 ) , 1 < А. (19) Г ( А ) 

П р о д о л ж и м доказательство теоремы 1. Пусть сначала 0 < А ^ 1. Тогда согласно (5) при 
л ю б ы х р £ [0.4, 0.5) выполняется оценка 

, „ и , Г (1 + 1 / р ) / 3 . , 4 . . т Л Г ( 7 / 2 ) / 3 . , . тг\ 
Ыи, А < - L - n j ^ « sin *А + 8 1 1 1 - < ^zk1 * + sin - . 

n£„{ V 2 РУ 4 m V 2 Р / 

А так как ввиду (13) при рассматриваемых значениях А и р имеем 

6 » ( р : А) ^ 7 г ( т - р ) cosec(7rp) > ~ cosec(np) > ~- Mm > 2, (20) 
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т о 
1 / 7 \ 4 / 7 \ 15 / 3 \ 15 

О т с ю д а при всех A G ( 0 , 1 ] , р е [0 .4 ,0 .5) , m ^ 2 находим 

. _ 1 Ч | 0.3sin(7rA) 0 . 2 s i n ( p 
К ( 6 » > А) < ^ — + р - . (21) 

7Г 7Г 
Из (21) и (18) при всех m ^ 2, A G ( 0 , 1 ] , р € [0.4,0.5) получаем оценку 

1 . „ Х Ч 1 О.ЗяЫтгА) 1 0 . 2 s i n ( | ) 

Г ( А ) ^ ' Г ( А ) ' 

0 .2sia(w( L - 2 ) ) Л \ 
^ 1 + ^ < l + 0 . 2 f ~ - 2 j . 

Найденная оценка даёт в о з м о ж н о с т ь заменить неравенство (12). которое м ы д о л ж н ы доказать , 

более сильным 

1 + 0.2 - 2 ) < С А e x p ( U COS(TTP)) . 

Поскольку согласно (20) имеем £ т о ^ (Зл-/2) cosec(7rp) (Vm ^ 2 ) , а значит, и ^ 1 при 

0 < А ̂  1, т о осталось установить , что 

1 + 0 . 2 ^ - 2 ^ < e x p ^ y c t g ( 7 r p ) ^ V p e [0 .4 ,0 .5) . (22) 

Обозначим S — 1/р — 2. Т о г д а 5 е ( 0 , 1 / 2 ] и при этих значениях S имеем 

rtg(ffp) = 4 2 ^ J > 2(JT2) > 2- ( 2 3 ) 

В соответствие с (23) заменим неравенство (22) более сильным 

'Зтг<Г 
1 + 0.25 < ехр , 

1 4 

которое очевидным образом вытекает из оценки ех > 1 + a; (Ух > 0 ) . Итак, при 0 < А 1 

неравенство (12) доказано. 

Теперь рассмотрим 1 < А ̂  1/р — 1. Здесь у ж е ввиду (13) 

£ т ( р , л ) > 2тг cosec (Trp) , rn ^ 2. (24) 

Из (6) и (24) находим 

M U , A ) | < Q - 2 ^ r Q ) ( 2 7 r ) - ' 2 < 0 . 0 4 ^ - 2 ^ . (25) 

Из (25) и (19) получаем при 1 < А ̂  1/р — 1 и m ^ 2 с л е д у ю щ у ю в е р х н ю ю оценку левой 
части соотношения (12) , к о т о р о е мы д о л ж н ы доказать: 

К ( ^ А ) 1 + ?7Т7 < 0 . 0 4 ( - - 2 ) + 1 + 7 ( А - 1 ) 
m < 0 M { j , . 

^ 1 Ч- (7 + 0.04) Q - 2 ^ < 1 + 0.625 < ехр(0 .625) . 

(26) 



Нули функций Миттаг-Леффлера 165 

Теперь дадим оценку снизу для правой части (12) . При £ > 1 и А € ( 1 , 1 / р — 1] имеем 

£ ' - A e x p ( £ c o s ( 7 r p ) ) ^ £ 2 ~ l / / , e x p ( £ c o s ( 7 r p ) ) = С*ехР(£cos(Trp)). 

Нетрудно убедиться в т о м , ч т о функция f(f) = i^" 5 ехр(£ cos(7rp)) с т р о г о возрастает при £ ^ 

5sec(7rp) — 5coseo(7r5/(4 + 2 5 ) ) . Л так как ввиду известного неравенства cosec (7ra /2 ) < 1/а 
(О < ее < 1) верна оценка 

т о ввиду (24) имеем / ( £ ) > / (27г eosec(7r5)), £ ^ £ г ( р ; А ) . Из сказанного заключаем, ч т о при 

рассматриваемых сейчас значениях параметра А правая часть соотношения (12) больше 

exp(27r ctg(7rp)) 

( 2 7rcosec(7rp)) ' 5 ' 

О т с ю д а и из (26) видно, что (12) будет следовать из неравенства 

0.625 < 27rctg(7rp) — 5 ln(27rcosec(7rp)), 

которое с у ч ё т о м (23) м о ж н о заменить на более сильное: 

0.(525 + 51п(2тг cosec(Trp)) < тг5. (27) 

При р G [0.4,0.5) имеем 

cosec(7rp) < cosec(0.47r) = — < 1.1. 
V И > К ' COS(O.ITT) 

Следовательно, 1п(27г eosec(7rp)) < 2, и мы получаем (27) . Из (27) , как показывает ход предыду

щих рассуждений, вытекает неравенство (12) при А € ( 1 , 1 / р — 1], и этим теорема 1 полностью 

доказана. 

Заметим, что фактически доказано более сильное утверждение , нежели сформулированное 

в теореме 1. 

Пусть р е [0.4,0.5) , р, G (0, 2 / р — 1]. Тогда внутри к а ж д о г о к р у г о в о г о кольца 

^ ( p ^ K M ^ ' W ) , 

начиная с п — 1 (полагаем £о = 0, £ п(р>м) — к(п + р(м — 1)) cosec(7rp)) , л е ж и т ровно один нуль 

функции Ep(z,fi), который является простым, вещественным и отрицательным. 

Теперь, как б ы л о обещано, докажем теорему 2. Воспользуемся интегральным представле

нием функций М и т т а г - Л е ф ф л е р а [7, гл. 18]: 

1 Г wl/p~'lew 

E > ^ ) = M J uJJ^-z^ ( 2 8 ) 

C(A) 

Предполагается, что в 7Л-плоскости сделан разрез по л у ч у (—оо,0] и выбрана ветвь аргумента 

argw; G [—тт,тт] ( точки rexp(— iri) и гехр(7гг) считаются различными) . В соответствии с этим 

под нецелой степенью понимается wa — e x p ( a l n w ) = e x p ( a ( l n | г о | + i a r g w ) ) . Через С(а), 
а > \z\p, обозначена петля Ханкеля , состоящая из луча (—со, —о] нижнего берега разреза, 

дуги о к р у ж н о с т и {ае11р : —тт < <р < тт] и луча (—со, —о] верхнего берега разреза. Полагая 

z — —х11р и делая в интеграле (28) замену переменного z — Qx, получаем ф о р м у л у 

Е Р [ - х ^ ) = — J i - _ ^ i U _ i , (29) 

С(а') 
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Внутри контура £ ( « ' ) подынтегральная функция имеет лишь два п р о с т ы х полюса в точках 
С = е х р ( ± 7 п р ) , а с у м м а вычетов в них равна 

' С/р +1 
+ Res 

2 R e 

r I • \ Olp + 1 (,=ехр(7ггр) S 1 J 

ехр(7ггр(1/р — p)) exp(x ехр(7Пр)) 

C=exp(—nip) 

' I С=ехр(7ггр) 

= 2/>exp(a ;cos(7r / j))cos(.Tsm(7r / j) — 7г/э(р - 1 ) ) . (30) 

Таким образом, по теореме К о ш и о вычетах в (29) м о ж н о перейти к интегрированию по петлям 
С(Ь) при л ю б о м Ь £ ( 0 , 1 ) , добавив к интегралу с у м м у вычетов Sp(x,p). Устремляя b к нулю, 
получаем в пределе контур £ о , являющийся объединением нижнего и верхнего берегов разреза 
комплексной плоскости по л у ч у (—со, 0] . Предельный переход при интегрировании к такому 
контуру законен при р € (0,1/р] , поскольку подынтегральная функция , доопределённая в 
точке ( = 0 нулем при 0 < р < 1/р и единицей при р = является непрерывной на 

множестве {С = гегч> '• г -2 0, — 7г ^ <р ̂  7г} (напоминаем, ч т о т о ч к и гехр(—7гг) и гехр(тгг) 
( W > 0) находятся на разных берегах разреза и не о т о ж д е с т в л я ю т с я ) . Из сказанного вытекает 
представление 

Ер(-ху1'\р) = xl~^Sp{x,p) +wp(x,p), 0 < р < ^, х > 0, 

где функция Sp(x,p) найдена в (30) , 

ыр{х,р) = х1~'^р{х,р), (31) 

a Jp(x,p) является с у м м о й интегралов от функции 

2тгг'(1 + С,р) 
ехр(Сж) 

по нижнему и верхнему берегам разреза ( — с о , 0 ] . Запишем Jp(x,p) в виде интеграла по лучу 
[0, + с о ) . Имеем 

1 °Г (гс-^)Х1р'ц еГхг d{~r) 1 +Г°(геш)1/р"ц еГхг rf(-r) 

' ~ 2тг4 . / 1 + (Te-*i\Vp ^ 2ni J i + (re^Yllp 

4-0О V ' 0 V 

ехр(тгг'(р --p))_ expert (J - p ) ) ( 

2ixi J l + r ' / P e x p ( - ^ ) i + r p e x p ( M ) 

= _ L / r i / / > 
27гг 7 

о 

(ехр(7гг(р - M) - ехр(-7гг(р - -И)) + г 1/' ' (ехр(7тгр) - ехр(-7ггр)) 
1 - ц е - х г \ Р Р ) ^ г 

1 + 2г 1/Рсон( ? 1) + Г21Р 

О т с ю д а , обозначая 1/р — а, находи м 

, , . sin(7r(p - а)) т . ч sin(7rp) 
Jp(a;, р) - — -h,P{x, р) + — у - ^ 1 2 , Р { х , р), (32) 
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где 
оо 

y.d df 

1 + 2 r Q cos(7ra) + r ' i Q ' 

°oc (33) 

a + 2 cos (7m) + r n ' 
о 

Так как a G ( 2 , 2 . 5 ] , т о cos ( т о ) > 0 и подынтегральные функции в (33) положительны при 
л ю б о м г > 0. Следовательно , 

со 

T ^ * r d r > 
о 

со 

Оценив снизу знаменатели подынтегральных функций 1 + r 2 n > 1, г 01 + r a ^ 2, приходим к 
неравенствам 

(34) 

0 < 11гр(х, р) < J та-»е~хг dr - x ^ l - a T { a + 1 - р), 

о 
со 

0 < / 2 , Р ( х , М ) < 0.5 J га-*е-*гйг = 0 . 5 ^ - ' ~ ' Т ( а + 1 - р). 

о 
Из (31) , (32) и (33) находим 

М ^ , М ) | < ^ Г ( « + 1 - /*Мр»м), (35) 

где o(p,fi) ~ | s in(7r(p — а ) ) | + ( 1 / 2 ) | sm(7r/.t)|. О т с ю д а сразу же получаем оценку 

а(р,р) ^ 1.5| sin(7r/i)j + | sm(7ra ) | . (36) 

Из (35) и (36) вытекает ( 5 ) , так как при р — A G (0 ,1 ] и a G (2,2.5] функции , стоящие под 
знаком модуля, неотрицательны. Для получения неравенства (4) дадим и н у ю оценку а(р,р). 
Обозначив 

щ = sgn sin(7r(ju — а ) ) , Х2 = sgn sin(7rp), 

получим 

Cr(p,p) — s m ( 7 r ( / i - - « ) ) + 0 . 5 X 2 sin(7r/x) 

- x i ( s in (7rp) cos(7ra) — sin(7ra) cos(7rp)) + 0.5x2 sm(np) 

= — x i sin(7ra) cos(7rp) + (0.5x2 + c o s (7 ra ) ) s in (7rp). 

О т с ю д а и из известного неравенства jacostp + 6sin<p| ^ л / о 2 + б 2 , </? G R, выводим оценку 

о-(р,р) ^ \ /sm 2 (7ra) + (0.5x2 + X ! cos(7ra)) 2 

Y^in 2(7ra) + \± cos(7ra) + c o s 2 (7га) (37) 

= y ^ l ± cos(7ra) ^ y^|~+(:os(7ro;). 
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Из (35) и (37) видно, что для получения (4) осталось доказать неравенство 

^ + c o s (T ra ) Г (а + 1) < у , 2 < а < 2.5. (38) 

Положим (3 = 2 — а. Т о г д а неравенство (38) перепишется в виде 

cos(nft) Г(/3 + 3) < тг, 0 < р < 0.5. 

Если 0 < /5 < 1/3, т о 

Г(0 + 3) = (/3 + 2)(Р + 1)Г(/3 + 1) < (/3 + 2)(/* + 1) ^ ( 2 + 1) Л + ^ - 3 + * < тг, 

2 /5 

ЗУ ^ + cos(rr/3) ^ 1, 

и требуемое доказано. Если же 1/3 < /3 ^ 1/2, т о 

2 / 5 2 / 7 / 7 
3 y - + e o s W i K 1 ^ 3 f 4 = y - < 0 . 9 , 

Г(/3 + 3 ) < Г ( 0 = 1 ^ < 3 . 4 . 

Следовательно, левая часть (38) меньше 0.9 • 3.4 < 3.1, и цель достигнута . Таким образом, 

оценка (4) получена. Д л я доказательства (6) заметим, что при д = A G (1 ,1/р — 1] функции 

sin(7r(A — а)) и s in (7rA) и м е ю т разные знаки. Действительно, положим в — А - - 1. Тогда 0 < в ^ 
а - 2 = /3 < 0.5 и 

siiH>(A - а ) ) = 8 in (7r ( l + в - 2 - /3)) = sm(ir([j - в)) > 0, 

siii(TrA) = - а'т(ттв) < 0. 

Из сказанного, а также из соотношений (32) и (34) при A G (1 ,1/р — 1] вытекает оценка 

\Jp{x, А) | ^ ~ m a x 1̂ sin(7r(A - a ) ) | / i ) P ( a - , A) , i | siii(TrA)|7 2 ) P(:r, А ) ^ 

= ~ max ^ з т ( т г ( Д - в))1^р(х, А) , ̂  8ш ( тг^ )7 2 , р (ж , А ) ^ 

т А - 1 - а / j 

< Г(а + 1 - A) max I *т(тг(/3 - 0)) , - йш(тг0) 
тг V 2 

Следовательно, 

sup |J p(x, А ) х ^ А | ^ -x-ar{a)sin{irP). (39) 
Ae(i , i /p- i ] 7 Г 

Из (39) и (31) при всех A G (1 ,1/р - 1] и р G [0.4,0.5) получаем 

1 ^ - ' I V " . К ( х , А ) | < / З Г ( с ) х - » = I - - 2 1 Г 

а э то и требовалось доказать . Теорема 2 полностью доказана. 

В заключительной части статьи обсудим вопрос о т о ч н о с т и теоремы 1. Анализ её доказа

тельства наводит на мысль , ч т о при р G [0.4,0.5) границу для значений р, при которых все 
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пули Ep(z,p) вещественны, отрицательны и просты, м о ж н о ещё увеличить . Используя введен
ное ранее обозначение /3 = 1/р — 2, мы видим, что согласно теореме 1 при 

0.4 ^ р < 0.5, 0 < р ^ 3 + 2)3 (40) 

все нули Ep(z,p) вещественны, отрицательны и просты (в [1] справедливость э т о г о утвержде
ния предполагалась только лишь при 0 < р < 3 + /3). Оказывается , ч т о существенно расширить 
указанную в (40) область изменения р из теоремы 1 при р, близких к 0.5, все же нельзя. 

Теорема 3 . Пусть 0.49 ^ р < 0.5. Тогда функция Ер (z, 3 + 3.5/3) имеет два простых нуля, 
не лежащих па действительной оси, а все остальные её нули вещественны, отрицательны 
и просты. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим А = 1 + 2.5/3, 

Sn = ^ Ц ( п + 2.5/Зр), п= - г ^ Ц ( 3 . 5 + 2.5/Зр) 
sm(7rp) sm(7rp) 

и убедимся сперва в т о м , ч т о для доказательства теоремы 3 д о с т а т о ч н о установить справед
ливость соотношений 

Ер{-х1/е,\)<щ, 2^x^V, (41) 

sgn (ер{-$<>, А) - щ) = ( - 1 ) " Vn > 4. (42) 

Действительно, ввиду т о ж д е с т в а Ep(z, А) — 1 /Г(А) = zEp(z,X + 1/р) из (42) и (41) получим, 
что функция Ep(z, 3 + 3.55) = Ep(z, X + 1/р) на концах интервалов 

~Vlfp), ( - Й , - ^ ) , » > 4 , (43) 

принимает значения разных знаков, а так как она действительнозначна на К, т о у неё на 
каждом из интервалов (43) имеется по крайней мере один нуль. Следовательно , в кругах 
Кп = {z Е С : \z\ < £пР} (Vn > 4) рассматриваемая функция имеет не менее п — 3 различных 
вещественных отрицательных нулей. В с е г о ж е в Кп при д о с т а т о ч н о б о л ь ш и х п число нулей 
Ep(z, А + 1/р) согласно цитировавшейся в начале статьи теореме A . M . Седлецкого равно п — 1. 
Тем самым нам осталось доказать , ч т о в круге \z\ < г^1р есть два нуля рассматриваемой 
функции, но они не вещественны. 

В полуплоскости R e и; > 0 рассмотрим функции (как о б ы ч н о , под нецелой степенью wT 

здесь понимается е х р ( т 1 п и ; ) и выбирается главная ветвь л о г а р и ф м а ) 

Fp(uj) = 2 р « ; 1 ^ А exp(iw cos(7rp)) con{w sin(7rp) — 2.bixp(3) + up(w, A) , 

где Ljp(w, A) = wl ~^Jp(w, А), а функция Jp(w, А) задаётся ф о р м у л а м и (32) и (33) . Легко видеть, 
что функция Jp(w, А), а вместе с ней и Fp(w) аналитичны при R e i o > 0. На основании э т о г о 
т о ж д е с т в о Fp{w) = Ep(—wllp,\), установленное в доказательстве теоремы 2 при w Е ( 0 , + о о ) , 
оказывается справедливым во всей правой полуплоскости. Из сказанного заключаем, что урав
нение Ep[z, А + 1/р) — 0 в круге \z\ < г]Х/р равносильно уравнению Fp(w) — 1 /Г(А) в о т к р ы т о м 
секторе Sp — {w £ С : 0 < |w | < rj, | a r g w | < ттр].1 Существование его д в у х корней мы сейчас 
и докажем. Определим прямоугольник 

Yip — {w — х + гу : £i ^ х ^ £3, \у\ ^ 0.б7г cosec (7rp)} . 

' М ы полагаем z = —wl^p и учитываем, что открытый угол | argw| < ттр взаимно однозначно отобра
жается на С \ [0, + о о ) в z-плоскости, a Ep(z,p) при р > 0 на [0, + о о ) принимает только положительные 
значения. 
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Он целиком лежит в секторе Sp. поскольку 

max = \ / £ 2 + (О.бтг cosec (7rp)) 2 = тг сойес(тгр) \ДЗ + 2.5р/3)2 + ( 0 . 6 ) 2 

< тг cosec(Trp) ^ ( 3 . 0 5 ) 2 + 0.36 < З.Птг cosec(Trp) , (44) 

. . /О.бтг eosec(Trp) \ / п . п ^ л г . 
ш а х a r g w = arctg < arctg(O.o) < 0.545 

wenp V 6 У 
(мы воспользовались очевидной оценкой 2.5pj3 = 2 .5 (1 /р —2)р = 2.5(1 — 2р) -<С 2 .5-0 .02 = 0.05). 

Введём функции: 

Ф р («>) =• exp(wcos(np))cos(ws'm(np) — 2.5пр/3), 

Gp(w) = 2pwl~x(<S>p(w)-l): 

gp{w) = 2pwl'x + wp(w, A) 
Г(Л)' 

Очевидно т о ж д е с т в о 

Gp(w)+gp(w) = F p ( w ) - ^ . (45) 

Заметим, что функция Gp(w) по крайней мере д в а ж д ы обращается в нуль внутри прямоуголь

ника П р . Действительно , имеем 

Ф Р ( & ) = ( - I ) ' е х р ( & соБ(тгр)) Мк б N, 

откуда находим G p ( £ i ) < 0, Gpfa) > 0, С? р(£з) < 0. А так как функция действительнозначна 
на К, т о она обращается в нуль хотя бы один раз на интервалах (£г ,£г) и (£г,£з)- Теперь 
оценим ф у н к ц и ю Gp(w) снизу, a gp(w) — сверху на границе прямоугольника П р . Займёмся 
сперва вертикальными сторонами 

Ik = {VJ —- £ К +- iy : \у\ $С О.бтг eosec (Trp)} , к = 1, А; = 3. 

Нетрудно убедиться в т о м , ч т о при нечётных номерах к выполняется т о ж д е с т в о 

Ф Р ( & + iy) = - ch(ys in(Trp) ) exp(£fc cos(np) + iy cos(irp)), 

а значит, при |y| ^ 0.5тг sec(7rp) имеем 

К - е Ф р ( ^ + «'?/) < - c h ( y s i n ( 7 r p ) ) c o s ( t / s i n ( 7 rp ) ) . 

Легко проверяется, что если 0 < b < а / 2 , т о функция ch (ay ) cos(6y) возрастает на отрезке 

0 ^ у ^ тг/(46). Так как в нашем случае ввиду включения р £ [0.49,0.5) все эти условия 

выполнены, т о приходим к оценке 

Re<f>p(w) 4 - 1 , tu € *ь Л = 1, А,- = 3. (46) 

На горизонтальных с т о р о н а х прямоугольника П р (обозначим их объединение / ) имеем 

Im (rosin(Trp) + 2.5тгр/3) = Im (uisin(Trp)) = О.бтг. 

О т с ю д а и из неравенства |cos(a; + iy)\ ^ | sh у\ (х,у £ К) получаем оценку 

| Ф Р ( « ; ) | > sh(0.67r) > 3, to £ /. (47) 

Из (46) и (47) находим 

m m т { | Ф р И - 1| : w £ дПр} > 2. (48) 
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Очевидно, что 

miu{ |2pu j I " А | : w 6 dllp} > О.98М'2-50, 

где М = m a x { | t o | : w € П р } . Из (44) следует, что 

М ^ 3.11 • 3.142 • cosec(0.497r) = 9.77162sec(O.OlTr) < 9.8. 

Из ( 4 8 ) Д 5 0 ) вытекает неравенство 

mm{\G„(w)\ : w € с Ш р } ^ 1.96 • ( 9 . 8 ) ~ 2 ' 5 / 3 = 1.96 е х р ( - 2 . 5 / 3 1 п 9 . 8 ) 

^ 1 . 9 6 е х р ^ - ~ ^ 8 ^ > 1 . 9 6 е х р ( - 0 . 2 4 ) > 1.5 

(мы воспользовались очевидной оценкой 2.5/3 ^ 2 .5(1/0 .49 — 2) = 1/9 .8) . 
Займемся оценкой сверху \gp(w)\ в прямоугольнике П р , Из известного неравенства 

| 1 - е х р ( К К | , R e C ^ O , 

(49) 

(50) 

(51) 

примененного к 

2pwL~x = 2рт-'гя(3 = ехр ^ - ^ 1 п ~ + 2 . 5 / 3 l n w ^ = ехр(СО)), 

находим 

\gP{u))\ < | w p ( w , A ) | + 

Из ф о р м у л (32) и (33) видно, что 

Г(А) 
- 1 + 2.5/3 |1пш| + In 

2р 
(52) 

, , 4 1 I sin(7r(a — А))1 , Л |sin(7rA)l 
7Г 7Г 

О т с ю д а , действуя так же, как и в доказательстве теоремы 2, при 0 < А ^ l/p, R e ад > 0 
получаем оценку 

Следовательно, 
3 3 3 

max \wp{w, 1 + 2.5/3)1——- < < — ^ < 0.16. 
wen, ^ ч 2 £ , / р 2 7 Г 

Лемма 1 даёт неравенство 

1 

Г ( А ) Г(1 + 2 .50) 
- 1 < 7 • 2.5/3 ^ ~ < 0.06. 

Далее, имеем 

Из (44) находим 

ta,.£)<h(ok,<OJB1-

ш а х { Н : го € П р } < З.Итт cosec(Trp) < З.Птг cosec(0.497r) < 9.772 cosec(0.497r) 

< 9.772 • 1.001 < 9.782. 

Следовательно, 

(53) 

(54) 

(55) 

max ] In w\ ^ max W i n 2 |w | + a r g 2 w < у/(Ы 9 . 782 ) 2 + ( 0 . 5 4 5 ) 2 

wen,, weiip v 

< vT^SSpTol < Vb.522 < 2.35. (56) 
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Соотношения (52) (56) вместе с неравенством 2.5/3 < 1/9.8 влекут за с о б о й оценку 

max \qp{w)\ < 0.16 + 0.06 + 2.5/3 • 2.35 + 0.021 < 0.25 + 2.35/9.8 < 0.5. 

О т с ю д а и из (51) и (45) заключаем, ч т о по теореме Р у ш е ф у н к ц и я Fp(w) — 1/Г(А) имеет в 

прямоугольнике П р с только же нулей, сколько и Gp(w), т.е. не менее д в у х . Из неравенства 

(41) сразу следует, что эти нули не вещественны. 

Итак, осталось доказать соотношения (41) и (42) . Нетрудно убедиться в т о м , что они вы

текают из неравенств 

2рх]' Л ехр( . - / ;еой (7ф)) cos(j:sin(-тф) — 2.5р/3) -I- шр(х,\) < 
1 

Г ( А ) : 

+ \иР(£п, A)l < 2/>£i А ехр(£„ соъ(жр)). п ^ 4. 
Г (А) 

6 < х < г/, (57) 

(58) 

Заметим, что неравенство (57) при 

х € ^ , - 7 - ^ ( 1 . 5 + 2 . 5 ^ ) 
Б П Ц Я » U sin(7rp) 

(2 .5 + 2 . 5 / 5 » , 77 

почти очевидно в силу т о г о , что при эмих значениях х имеем неравенство cos(a; я'т(жр) — 
2 . 5 р » ^ 0, а согласно (4) выполняется неравенство \шр(х, А) | ^ ( 3 / 2 ) £ f 2 < 3 / (27г 2 ) < 0.16. С 

другой с т о р о н ы , 1 /Г(А) при рассматриваемых значениях А больше 1. При 

х С 
тг(1.5 + 2.5/Зр) тг(1.75 + 2 . 5 р » 

U 
тг(2.25 + 2.5/Зр) тг(2.5 + 2 .5/Зр) \ 

s in ( -n» s in ( -n» у sin(7rp) sin(7rp) 

неравенство (57) также доказывается на основе п р о с т ы х соображений . Действительно , здесь 

e o s ( j ; s m ( 7 i » - 2.50/?) ^ —= < 0.71, 
V 2 

e x p ( . x - s i n ( 7 i » ) < e x p ( 2 . 5 5 7 r c t g ( 7 i » ) < ехр(2.55тг tg(O.OlTr)) < ехр(0 .26) < 1.3. 

Поэтому первое слагаемое в левой части (57) меньше 0.93, а 

\шр(хЛ)\ < 
2(1.5тг) 2 Зтг 

тг^ < 0.07, 

а значит, левая часть (57) меньше 1. 

Для доказательства (57) при 

х € (тг(1.75 + 2 . 5 р » c o s e c ( 7 i » , тг(2.25 + 2 . 50» c o s e c ( 7 r » ) , (59) 

а также (58) п о т р е б у ю т с я более тонкие оценки. Сперва оценим сверху \шр{х, 1 + 2.5/3)|, 

0.49 ^ р < 0.5. На основании неравенств (35) , (36) находим 

\шр{х, 1 + 2.5/3)| < - Л т - Г ( - - 2.50 ) (1 .5s in(2 .57r0) + s i n -
TTXJIP \р J \ р 

< -Ur(2 - 1 .50)(1.5sm(2.57r0) + sin(7r/3)) < 4 . 7 5 ^ . 

А гак как в дальнейшем х ^ 1.757т, т о для всех рассматриваемых значений х получаем 

неравенство 

\шр{х,1 + 2 . 5 0 ) | < 0.16/3. (60) 
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Непосредственно проверяется , ч т о функция х в е х р ( 6 х ) , а > О, Ь > 0, возрастает при х > а/6. 

Следовательно, 

fp{x) — ж 1 ^ А е х р ( ж с о й ( т г р ) ) = х ~ 2 ' 5 / 3 е х р ^ x s i n 

возрастает при х > х$(/3) = 2,5/3 со&ес(7г/?/(2/3 + 4 ) ) . Воспользовавшись оценкой sin£ > 3t/n, 
Q <t < 7г /б (очевидно, что / 3 / (2 /3+4 ) < 1/6) , находим хо(0) < 2 . 5 ( 2 ) 3 + 4 ) / 3 < 1 0 / 3 + 5 / 3 / 3 < 3.5. 
Тем самым максимум функции fp(x) на отрезке (59) достигается на его правом конце и меньше 
/ р ( е 2 ) , поскольку 

тг(2.25 + 2.5/3p)cosec (7rp) < 2.37rcosec(0.497r) < 7.3 < е 2 . 

Имеем также m i n = / « ( £ 4 ) - Из сказанного заключаем, ч т о для доказательства (57) и 

(58) нам осталось проверить , что 

2 р е х р ( с 2 c o s M - 5/3) + 0.16/3 < ^-1—^, (61) 

1 +0 .16 /3 < 2 р е х р ( & с о 8 ( т г р ) - 2 . 5 / 3 h i £ 4 ) . (62) Г ( 1 + 2.5/3) 

Имеем cos(7rp) = sin(7r/3/(2/3 + 4 ) ) < 7г/3/4. Следовательно, 

2 p e x p ( e 2 c o s ( 7 r p ) - 5/3) < ехр(0(О.25тге 2 - 5 ) ) < ехр(0.83/3) 

< 1 + 0.83)3 + (0 .83 )3 ) 2 < 1 + 0.86)3 

(мы использовали неравенство е* < 1 + t + t 2 при 0 < £ < 1 и оценку сверху /3 < 1/0.49 — 2) . 

О т с ю д а и из (60) заключаем, что левая часть (61) меньше 1 + 1.02/3. С д р у г о й стороны, по 

формуле Тейлора с о с т а т о ч н ы м членом в ф о р м е Лагранжа 1/Г(1 + t) = 1 + -yt + k(t)t2/2, где 

функция k(t) равна значению второй производной 1 / Г ( г ) в некоторой точке z € ( 1 , 1 + £). 

Ввиду т о ж д е с т в а 

1 V _ * » ( , ) - * ( , ) г д в Л , ) = н » ) 

t w ; rw • " ' г(2) 
получаем оценку снизу (1 < z < 1.2) 

( щ ) " > - Ш > - " * « - - " Ы . , 

j t=0 
(fc + l ) : ~ ~ 

2 

, c V * 1 1.Z7T-
> - 1 . 2 > у. —j = — > - 2 

^ (fc + I ) 2 

Следовательно, 

1 > 1 + 2.57/3 - (2 .5 /3) 2 > 1 + 0.57 • 2.5/3 
Г ( 1 + 2 . 5 / 3 ) 

- (6.25/3)0 > 1 + 1-4250 - 0.26/3 > 1 + 0.16/3. 

Этим неравенство (61) доказано. 
Для доказательства (62) оценим £4 cos(7rp) снизу, a In £4 — сверху. У ч и т ы в а я ограничение 

0 е ( 0 , 2 / 4 9 ] , находим 

£ 4 cos(7rp) = (4 + 2 .50p )7TCtg(7rp) > 47TCtg(7rp) = 4 7 T t g ( j ^ + l ) 

ТГ \ / 4.057Г \ 

1Щт7^)) < П Vsin(0.497r)/ 
l n £ 4 = In (4 + 2 . 5 0 p ) — — - < In , < 2.56 . 
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О т с ю д а видно, что неравенство (62) вытекает из следующего : 

0 - 1 6 / 3 + Г(1 +2.50) < е х р ( 3 - 2 ^ + Ы ^ • №) 

Теперь заметим, что 1 + t < е1, а по лемме 1 имеем 1/Г(1 + t) < 1 + ft (V< > 0 ) . П о э т о м у 
неравенство (63) м о ж н о заменить более сильным: 0.16/3 + 1 + 2.57/3 < 1 + 3.2/3 + \п(2р). А так 
как 7 < 0.58, то нам д о с т а т о ч н о доказать, что 1п(1/(2р)) < 1.59/3, т.е. 1п(1 + /3/2) < 1.59/3, что 
очевидно. Этим теорема 3 п о л н о с т ь ю доказана. 

Поступила 14.12.2000 
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