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К л ю ч е в ы е с л о в а : целая ф у н к ц и я , о б о б щ ё н н о е п р е о б р а з о в а н и е Б о р е л я , 
ф у н к ц и я с р а в н е н и я , а н а л и т и ч е с к о е п р о д о л ж е н и е . 

А н н о т а ц и я 

В т е о р и и целых ф у н к ц и й ш и р о к о п р и м е н я е т с я о б о б щ ё н н о е п р е о б р а з о в а 
ние Б о р е л я , к о т о р о е определено н а п р о с т р а н с т в е ф у н к ц и й , а н а л и т и ч е с к и х в 
н е к о т о р о й о к р е с т н о с т и б е с к о н е ч н о у д а л ё н н о й т о ч к и и р а в н ы х нулю н а беско
н е ч н о с т и , и п р и н и м а е т з н а ч е н и я н а к л а с с а х [А, + о о ) (А — ф у н к ц и я с р а в н е н и я ) . 
В р а б о т е п о л у ч е н о и н т е г р а л ь н о е п р е д с т а в л е н и е для о б р а т н о г о к о б о б щ ё н н о м у 
п р е о б р а з о в а н и ю Б о р е л я для п л о т н о г о к л а с с а ф у н к ц и й с р а в н е н и я . Э т о п р е д 
с т а в л е н и е позволило у с т а н о в и т ь а н а л о г т е о р е м ы П о й а об а н а л и т и ч е с к о м п р о 
д о л ж е н и и п р о о б р а з о в п р е о б р а з о в а н и я Б о р е л я из [А, + о о ) для А из п л о т н о г о 
к л а с с а ф у н к ц и й с р а в н е н и я б е с к о н е ч н о г о п о р я д к а . 

A b s t r a c t 

A. Yu. Popov, On inversion of the generalized Borel transform, Fundamental-
naya i prikladnaya matematika vol. 5 (1999) , № 3, p . 817—841. 

T h e genera l i zed Bore l t r a n s f o r m h a s a lot of a p p l i c a t i o n s in t h e t h e o r y of en t i r e 
func t ions . It is defined on t h e space of func t ions a n a l y t i c in a n e i g h b o r h o o d of 
infinity a n d van i sh ing a t infinity a n d t akes values on a class [т4 ,+оо) , where A is 
a c o m p a r i s o n func t ion . In th i s p a p e r we o b t a i n a n in teg ra l r e p r e s e n t a t i o n of inverse 
genera l i zed Bore l t r a n s f o r m for a dense class of c o m p a r i s o n func t ions . T h i s allows 
us t o p rove a n a n a l o g of P o l y a t h e o r e m on a n a l y t i c c o n t i n u a t i o n of inverse Bore l 
t r a n s f o r m of func t ions of [A, + o o ) for A f rom a dense class of c o m p a r i s o n func t ions 
of infinite o rde r . 

В теории целых функций первого порядка нормального типа широко ис
пользуется следующее интегральное преобразование. Если дана целая функ-

оо 
ция a(z) — ^2 anzn, имеющая экспоненциальный тип а < +оо, то 

п = 0 

1 Г °° 
— / eztj(t)dt, где j(t) = У2п\апГ 

\t\=r>a 

* Р а б о т а ч а с т и ч н о п о д д е р ж а н а Р о с с и й с к и м ф о н д о м ф у н д а м е н т а л ь н ы х исследований 
( 9 6 - 0 1 - 0 0 3 7 8 ) . 

Фундаментальная и прикладная математика 1999, т о м 5, № 3, с. 817—841. 
(с) 1999 Центр новых информационных технологий МГУ, 

Издательский дом "Открытые системы" 
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Интегральное представление (1) функции a(z) называется преобразованием 
Бореля. 

Для исследования целых функций порядка р нормального типа привлека
ются интегральные преобразования, которые служат обобщением представле
ния (1). Пусть 

оо 

ед = £У/г((п + 1)/,>), / 9 > 0 , 
п = 0 

а функция 
оо 

1(t) = J2anT((n + i)/p)t-"-1 (2) 
п = 0 

голоморфна в некоторой окрестности бесконечности \t\ > а. Тогда для целой 
оо 

функции a(z) = Y^ anZn имеет место представление 
п = 0 

Ep(zt)f(t)dt. (3) 

\t\=r>a 

оо 
(Очевидно, что E\(z) = Y^ zn jn\ = ez.) Интегральным преобразованиям (3) 

n = 0 
и связанным с ними вопросам посвящена монография [1]. 

Как известно, представление (3) допускает дальнейшее обобщение. Пре
жде всего напомним несколько определений. Класс всех целых функций в 
дальнейшем будем обозначать через Н. 

О п р е д е л е н и е 1. Функция 
оо 

A(z) = J2^nZn &Н 
п = 0 

называется функцией сравнения, если её тейлоровы коэффициенты имеют сле
дующие свойства 

1) Ап > 0 , п = 0 , 1 , 2 , . . . ; 2) Ап+1/Ап\0 ( п - ю о ) . (4) 

Класс всех функций сравнения обозначим через 21. 
О п р е д е л е н и е 2. Функция 

оо 

п = 0 

называется сравнимой с функцией А, А £ 21, если существует такое число 
г = т(а), 0 < т < оо, что для всех г £ С выполнено неравенство 

\a(z)\^CA(r\z\) (5) 

с некоторой постоянной С = С(а, т) > 0. 

(*) = - / 1 ' 2ттг / 
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О п р е д е л е н и е 3. Нижняя грань чисел т, для которых выполнено (5), на
зывается А-типом функции а. 

Известна теорема — назовем её теоремой об А-тжже, — которая утвержда
ет, что функция а £ Н сравнима с А £ 21 и имеет А-тжж, равный а, тогда и 
только тогда, когда 

l i m s u p | a n / y l n | 1 / n = а, 0 ^ а < +оо. (6) 
п—)-оо 

Множество всех целых функций, сравнимых с A(z) £ 21, будем обозначать 
[А,+оо) . (Вследствие (6) все такие функции имеют только конечный А-тжп.) 

оо 
Из (6) также следует, что всякая функция a(z) = ^2 ап%п, имеющая А-тжж, 

п = 0 
равный а, допускает представление 

A(zt)7(t) dt, (7) 

| t |=r><7 

где 
CO 

7 М = Е ^ - ' (8) 
n = 0 n 

Из (6) вытекает, что функция 7 в (7) аналитична в области \t\ > а ж обра
щается в нуль на бесконечности. Функцию j(t) назовем ^-ассоциированной с 
функцией a(z). Представление (7) называется обобщённым преобразованием 
Бореля. (Представление (3) является частным случаем (7) при A(z) = Ep(z) = 

оо 
= Y^ zn/T((n + I)/p).) Обобщённое преобразование Бореля также исполь-

п = 0 
зуется в теории интерполяции аналитических функций (см., например, [2,3]). 
Информация о функциях сравнения приведена в [4] и [5]. Отметим, что множе
ство всех функций сравнения 21 является «всеобъемлющей» системой эталонов 
роста целых функций, которая «эффективно обслуживает» всё Н. Точнее го
воря, для любой целой функции a(z), отличной от полинома, существует функ
ция А £ 21, такая что А-тжж a(z) конечен и положителен. Это обстоятельство 
даёт возможность с помощью интегральных преобразований (7) решать не
которые интерполяционные задачи в классах целых функций любого роста 
(см. [3]). В то же время, функции сравнения {Ер}р>о иногда оказываются ма
ло полезными, даже если изучаются целые функции конечного положительного 
порядка, но имеющие либо минимальный, либо максимальный тип. 

Хорошо известно, что классическое преобразование Бореля (1) допускает 
обращение 

+ оо 

1{w) = w~1 a(t/w)e~tdt, \w\ > а, (9) 
о 

{^h / 
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которое называется преобразованием Лапласа. Обычно его принято записы
вать в виде 

-\-coetip 

7 Н = ! a(z)e~zw dz, (10) 
о 

где интегрирование ведется по лучу z = Re'v, 0 <С R < +oo, и He(wellp) > h(cp), 
h((p) — индикатриса роста a(z). ((9) получается из (10), если положить 
z = t/w, ip = — argw.) Но здесь отдано предпочтение форме записи (9), 
так как обобщению именно этой формулы и будет посвящена наша работа. 

По-видимому, первое обобщение представления (9) было дано в работе 
А. Дж. Макинтайра [6]. Он показал, что функция 7; заданная рядом Ло
рана (2) и участвующая в интегральном преобразовании (3), может быть 
выражена следующим образом: 

+ оо 

1{w) = w~1p j a(t/w)exp(-tp)dt, \w\> a. (11) 

о 

При доказательстве соотношения (11) решающим является то обстоятельство, 
что обратные величины тейлоровых коэффициентов функции Ep(z) являются 
моментами функции pexp(—tp) на [0, +оо) , то есть 

+ оо 

Г((п + 1)/р) = р I tn e x p ( - ^ ) dt, п = 0, 1, 2, . . . 
о 

Естественно, что возникает вопрос об обращении обобщённого преобра
зования Бореля, то есть о выражении функции f(t), определенной равен
ством (8), через функции a(z) и A(z) каким-либо способом, аналогичным 
(9) и (11). Следует особо подчеркнуть важность обращения преобразова
ния Бореля именно посредством интегральных представлений (9)-(11). Ведь 
обобщённые преобразования Бореля и Лапласа могут быть рассматриваемы 
чисто формально, как сопоставление друг другу степенных рядов 

оо оо 

5>л Е *̂-"-1- (1 2) 
п=0 п=0 " 

Но это «алгебраическое» соответствие зачастую не позволяет судить о свя
зи между аналитическими свойствами функций, изображаемых рядами (12). 
В то же время запись как классических, так и обобщённых преобразований 
Бореля и Лапласа в форме (1), (3), (7) и (9)—(11) позволила доказать ряд глу
боких теорем (см., например, [1-7]). 

По аналогии с известными представлениями (9) и (11) обращение обобщён
ного преобразования Бореля (7) следует искать в виде 
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+ оо 

1(w) = w~1 I a(t/w)dfiA(t), 
о 

где HA(t) — некоторая мера на [0,+схэ), зависящая от функции A(z). Дадим 
строгое определение. 

оо 
Через 9Л обозначим множество всех функций сравнения A(z) = Y^ Anzn, 

п = 0 
для которых существует функция ц = ЦА , имеющая ограниченную вариацию 

оо 
на [0,+схэ), такая что какова бы ни была функция a(z) = ^2 ап%п, имеющая 

п = 0 
А-ттш, равный а, 0 <С а < +схэ, при всех w £ С, \w\ > а, справедливо равенство 

+ оо 

1(w)=w-1 / a(t/w)d/i(t). (13) 
о 

Другими словами, 9Л — множество всех функций сравнения, для которых 
обобщённое преобразование Бореля (7) обратимо в форме (13). 

Легко заметить , полагая в (13) a(z) = zn, n = 0 , 1 , 2 , . . . , что включение 
A G 9Л влечет за собой равенства 

+ оо 

J - = [ tnd^A(t) V n G N o . (14) 
Ап J 

о 

Таким образом, справедливость соотношений (14) является необходимым 
условием для обращения преобразования (7) в форме (13). 

Отметим, что подобные соображения, высказанные, правда, в несколько 
менее общей форме, присутствовали и ранее (см., например, [8]). Но в [8] 
М. А. Евграфов решал проблему обращения обобщённого преобразования Бо
реля только для целых функций конечного и положительного порядка (этот 
подкласс Н мы обозначим через G). Вопрос об обширности множества 9Л 
в [8] не рассматривался. Такая задача стала изучаться позже, но и то лишь 
для подкласса 9Л П G. Об этом будет сказано ниже подробнее. 

Как известно (см. [9]), для любой последовательности комплексных чисел 
{сп}п°=о существует функция <р £ С°°[0,+схэ), имеющая на [0,+схэ) заданные 
моменты: 

+ оо 

tn<p(t) dt = сп Vn £ N 0 . 

о 

Поэтому мера ц, даже бесконечно гладкая, удовлетворяющая условиям (14), 
всегда существует. И на первый взгляд может показаться, что 9Л совпадает 
с 21. Действительно, формальное интегрирование (без обоснования законно
сти перемены местами порядка суммирования и интегрирования) даёт 
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+ оо +оо 

a(t/w)dfi(t) = w~1 / ^ a n — dn(t) 
о о »=° 

+ СО 

П=0 Q П=0 
7(w) 

На самом же деле столь поспешное заключение неверно, и в § 1 показано, 
что 9Л ф 21. Но в таком случае возникает задача выяснить, сколь «много» 
существует функций сравнения, для которых обобщённое преобразование Бо-
реля имеет обратное в интегральной форме (13). Основное достижение этой 
работы состоит в доказательстве того, что 9Л является плотным классом срав
нения в Н. Дадим строгое определение этого понятия. 

О п р е д е л е н и е 4. Назовем множество U С 21 плотным классом сравнения, 
если для всякой отличной от полинома функции a(z), a(z) £ Н, существу
ет функция A £ U, такая что a(z) сравнима с A(z) и А-тжж функции a(z) 
положителен. 

Другими словами, свойство множества U быть плотным классом сравнения 
означает справедливость равенства 

H\£[z] = J А(0,+оо). (15) 
леи 

Через А{0, +оо) здесь обозначено множество целых функций, имеющих конеч
ный и положительный А-тжп, а через C[z] — как обычно — множество всех 
многочленов. (Очевидно, что всякий полином имеет А-тжп, равный нулю для 
любой А £ 21.) Целесообразность рассмотрения в (15) классов А(0,+со), а 
не [А, +оо) продиктована недостаточностью информации о a(z) в том случае, 
когда А-тип a(z) равен нулю. В этой ситуации для \a(z)\ имеется лишь некото
рая оценка сверху. Так, например, в класс функций экспоненциального типа 
нуль входят, в частности, все функции, имеющие порядок, меньший 1, а они, 
как известно, весьма различны по своим свойствам. Напротив, если А-тпп 
функции a(z) равен а, 0 < а < +оо, то, во-первых, на рост a(z) имеется оцен
ка не только сверху, но и снизу: существует последовательность комплексных 
чисел {zn}^°=1 , такая что Km zn = со ж при любом е > О 

п—)-оо 

у Hzn)\ 
I ™ "777 V\ h = + ° ° -

n^oo A(((T - e)\zn\) 
Во-вторых, на окружности |w| = а функция f(w), ^-ассоциированная с a(z), 
имеет хотя бы одну особую точку. Отметим, что с помощью изучения мно
жества особых точек функции *){w) в классическом случае A(z) = Ep(z) было 
получено много интересных результатов (см. [1,5]). В нашей работе этим ме
тодом, применяемым в общей ситуации, в §5 дополнена теорема А. О. Гель-
фонда о плотности тейлоровых коэффициентов периодических целых функций 
из [10]. 
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Итак, ниже показано, что 9Л — плотный класс сравнения. Иначе говоря, 
справедливо равенство 

H\£[z] = J А(0,+оо). 

Таким образом, можно утверждать , что проблема обращения обобщённого 
преобразования Бореля в определенном смысле решена во всем классе Н. 
Но вполне естественно стремиться сделать функцию ц в (13) возможно более 
гладкой и аналитически «просто устроенной». В связи со сказанным возника
ет задача об исследовании возможно более узких подмножеств 9Л, являющихся 
плотными классами сравнения. 

Через 9Л+ обозначим множество тех функций сравнения, тейлоровы коэф
фициенты которых допускают представление (14) с положительной мерой ц. 
Через 9Лд обозначим подмножество 9Л+ , состоящее из тех функций сравне
ния, для которых меру ц в (14) можно взять не только положительной, но и 
аналитической на (0 ,+оо) . 

Большинство широко использовавшихся ранее функций сравнения принад
лежат именно классу ЭЛд. В их числе функции Ep(z), а также Qq(z) = 

оо 
= Е q~n(n~1>'2zn, q > 1, из [2] и др. (Легко проверяется справедливость 

п = 0 
равенств 

+ оо 

g n(„- l ) /2 = gK-l J tnQ~l{qt)dt) „ = 0 , 1 , 2 , . . . , 
О 

+ °° ^ ^ +оо 
тДек= J Q-\t)dt, Qq{t)= E < T n ( n - 1 ) / 2 f \ ) 

О п = —оо 
Следующая теорема является основным результатом этой работы. 
Т е о р е м а 1. 
1) множество 9Лд является плотным классом сравнения; 
2) если A G 9Jt+, то какова бы ни была функция, имеющая А-тип, равный <т, 

ее преобразование Бореля обратимо в форме (13). 
Отметим, что утверждение 1) теоремы 1 является новым только для целых 

функций бесконечного и нулевого порядков. Для функций из G (конечного и 
положительного порядка) проблема обращения обобщённого преобразования 
Бореля в известном смысле уже была решена. М. А. Евграфов в [8] выде
лил некоторый подкласс в 9Лд и доказал, что для этих функций сравнения 
обобщённое преобразование Бореля обратимо в интегральной форме (13). 
А в [11] на стр. 24 была предложена схема доказательства того, что выделенное 
в [8] подмножество функций сравнения является в нашей терминологии плот
ным классом сравнения в G. Однако методы, использованные в цитированных 
работах, по-видимому, для функций из Н \ G неприменимы. 

Несколько слов о структуре работы. В § 1 дается достаточное условие 
принадлежности функции сравнения классу 9Л и доказывается неравенство 
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9Л ф 21; § 2 посвящен вопросам, связанным с плотными классами сравнения. 
В § 4 доказываются предложения, из которых вытекает справедливость те
оремы 1. Для их доказательства необходимы различные вспомогательные 
утверждения, которые изложены в §3. В §5 рассматриваются некоторые 
приложения полученных в §§ 1-4 результатов. 

§ 1. Достаточные условия обращения 
обобщённого преобразования Бореля 

. — оо 

Обозначим через 9Л класс всех функций сравнения A(z) = Y^ Anzn, тей-
п = 0 

лоровы коэффициенты которых являются обратными величинами моментов 
некоторой функции ц, имеющей ограниченную вариацию на Ж+ , 

+ оо 

-L= j tndfi(t), 71 = 0 , 1 , 2 , . . . , (1.1) 
О 

и моменты вариации меры ц растут «не слишком быстро»: 

Km (АП [ tn\dn{t)\) = 1 . (1.2) 
n-юо \ J J 

О 

З а м е ч а н и е 1. Если /i(t) является неубывающей функцией, то (1.2) следует 
из (1.1). Действительно, в этом случае при любом Ь £ No 

+ оо +оо 

Ап [ tn \dfi(t)\ = Ап [tndfi(t) = l. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть A(z) = Y^ Anzn £ 9Jt, то есть существует ме-
п = 0 

pa /J, на [0, +оо) , такая что выполнены соотношения (1.1) и (1.2). Пусть также 
оо 

a(z) = 12 anZn £ [А, +со) имеет А-тип, равный а. Тогда А-ассоциированная 
п = 0 оо 

с a(z) функция j(w) = Y^ T ^ W - " - 1 при \w\ > а может быть выражена следу-
n = 0 ™ 

ющим образом: 
+ оо 

1(w)=w-1 / a(t/w)d/i(t). (1.3) 
о 

оо 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ряд ̂  an(t/w)n абсолютно сходится в каждой точке 

п = 0 
t £ (0, +оо) к a(t/w) при любом фиксированном w, w ф 0. Последовательность 
частичных сумм этого ряда ограничена по абсолютной величине функцией 
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u(t) = Y^ \an\(t/\w\)n, суммируемой при |и>| > а на [0,+оо) по вариации ме-
п = 0 

ры ц: 

+ оо 

J u(t)\d^(t)\--
Q 

+ 0 0 
ОО I \ Г 

П—0 Q 

y-v K|exp(o(n)) ^ -A / 
" ^ ММп ^'М 

п = 0 ' ' п = 0 

а 
ехр(о(п)) < +оо. 

(Здесь перемена местами порядка суммирования и интегрирования возмож
на вследствие положительности функции u(t) и меры |d//(t)|.) Поэтому по 
теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла получаем 

-/(w) 

+ оо 
ОО ОО ' „ 

j2^w-n-i = w-iJ2anw-n / tndli{t) = 
n = 0 n n = 0 Q 

+ 00 

= w~i / J2an ( - ) <*м<) = 
tf n = 0 \ Ш / 

+ oo 

w"1 / , 
J 
n 

a(t/w) djj,(i). 

Предложение доказано. С учетом принятой в нашей статье терминологии 
предложение 1 можно сформулировать следующим эквивалентным образом: 
9Л С 9Л. Ввиду очевидного включения 9Лд С 9Л+ С 9Л (см. замечание 1 и 
определение множеств 9Л+ и 9Лд во введении) получаем 

П р е д л о ж е н и е 2. 9Я^ С Ш+ С Ш С Ш. 

Автору неизвестно, справедливо ли равенство 9Jt = 9Jt, то есть являются ли 
дополнительные ограничения (1.2) на меру ц, для которой выполнены соот
ношения (1.1), не только достаточными, но и необходимыми для того, чтобы 
равенство (13) было справедливо для всех a(z) £ [А, а], О <С a < +оо, и Vw, 
\w\ > ст. По-видимому, эта задача не является легкой. 

П р е д л о ж е н и е 3. 9Jt ^ 21. 

Д о к а з а т е л ь с т в о поведем от противного. Предположим, что 21 совпадает 
ОО 

с 9Л. Рассмотрим функцию F(z) = Y^ Z"/Pn, где 
п = 0 

Pn = <J , (1-4) 

Включение -F(z) £ 21 легко проверяется. Согласно сделанному предположению 
F £ 9Л. Это означает, что существует ц — мера на [0,+оо), такая что для 

ОО 

любой целой функции a(z) = ^2 ап%п £ [F, a], 0 <С а < +оо, при всех w £ С, 
п = 0 
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\w\ > а, справедливо тождество 

J2Pna„w-n = / a(t/w)dfi(t). (1.5) 
п=о 0 

Кроме того (см. (9)), при Vw, \w\ > а, имеем 

+2° 
^ п ! а п « Г п = a{t/w)d{-e-t). (1.6) 
n = 0 ^ 

(Очевидно, что классы функций [ехр, <т] и [F, а] совпадает при любых <т, 
О <С <т < +оо.) Вычитая (1.6) из (1.5) и учитывая (1.4), находим 

+ оо 

a4w~4 = / a(t/w)d(n(t) + е" ' ) Vw £ С, |w| > <т. 

о 

Положим теперь a(z) = expz , 1/w = а, 

,t)= Ы*) + е~\ t^O, 
V[ ' \ / / ( 0 ) + 1, t<0. 

Получим тождество: Va G C, | a | < 1, 

+ oo +oo 

eat di/(t) = f eat di/(t) = a 4 / 4 ! . (1.7) 
0 -oo 

+ oo 
Нетрудно сообразить, что если интеграл J exp(at) dv(i) сходится при неко-

о 
тором «о £ С, то он сходится равномерно по а на любом компакте, лежащем 
в полосе {a: Re a < Re «о}, и, следовательно, представляет из себя функ
цию, аналитическую в этой полосе. Из сказанного следует справедливость 
тождества (1.7) при всех а £ С, Re a < 1. Положив а = гу, у £ Ж, получим 

+ оо 

V t / £ M / eiyt dv{t) = у4/24. 
— oo 

Таким образом, преобразование Фурье меры v оказалось многочленом, не 
являющимся константой. Но такой меры v не существует, поскольку преобра
зование Фурье от многочлена степени J> 1 является обобщённой функцией, 
действие которой на основные функции нельзя представить как интеграл по 
мере. (Аккуратные доказательства имеются в учебнике [12].) Полученное 
противоречие доказывает предложение 3. 
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§ 2. О плотных классах сравнения 
П р е д л о ж е н и е 4. Множество 21 является плотным классом сравнения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Чтобы убедиться в справедливости сформулирован-
оо 

ного предложения, достаточно для любой целой функции a(z) = ^ anzn, 
оо п = 0 

отличной от полинома, построить функцию A(z) = Y^ Anzn £ 21, тейлоро-
п = 0 

вы коэффициенты которой обладают следующими свойствами: 

1) Ап 2 К | V n e N o , 
2) уравнение An = \an\ имеет бесконечно много решений в натуральных 

числах п. 

Действительно, тогда будем иметь 

l i m s U p | a n M n | 1 / n = l, 
п—)-оо 

откуда по теореме об А-типе можно заключить, что А-тип a(z) равен 1. Сле
довательно, для любой функции a(z) £ Н \C[z] нашлась функция сравнения 
A(z), относительно которой a(z) имеет конечный и положительный тип. Со
гласно определению 4 это и означает, что множество 21 является плотным 
классом сравнения. 

Перейдем к построению искомой функции A(z). Положим 

, _ f l n | l / a „ | , an ф О, 
I +оо, ап = 0. 

Поскольку a(z) £ Н, то 

Km (an/n) = +оо . (2-1) 

А так как a(z) не является многочленом, то среди величин а'п имеется беско
нечно много не равных +оо. Построим непрерывную на [0, +оо) ломаную L(x), 
являющуюся в определенном смысле огибающей для последовательности { а ^ } . 
Пусть 

^o = m i n c 4 , (2.2) 
nGHo 

a no — наибольшее из чисел п, для которых выполняется равенство а'п = Цо-
(Ввиду (2.1) цо и по существуют.) Положим L(x) = //о при 0 <i x <i «о-
В силу (2.2) и выбора по имеем 

а'п > а'По = /"о Vn > n 0 . (2.3) 

А так как среди величин а'п имеется бесконечно много отличных от +оо, то, 
учитывая (2.1) и (2.3), находим, что существует 

m = min((c4 - а' )/(п - п0)), 0 < щ < +схэ. 
п>п0 



828 А. Ю . ПОПОВ 

Пусть rii — наибольшее из чисел п, для которых справедливо равенство 
(а'п — а'п )/(п — по) = Ц\. Положим 

L(x) = цо + Hi{x - по), п0 < х ^ i i ] . 

Отметим, что функция L непрерывна в точке по, L(no) = а'п , L(ni) = а'п , 
Ь(п) <С а'п при всех п <С п-\_, а при всех п > п\ выполнено соотношение 

К ~ а'П1)I'(п ~ ni) > V\-
Пусть к G N и имеются числа ns £ N I / J S >0,l<is<ik,& функция L(x) задана 
на [0, rife]. Пусть также выполнены условия L(пк) = а'Пк, (а'п—а'Пк)/(п—пк) > Цк 
при любом п > rife. Проводя те же рассуждения, что и в случае к = 0, находим 

Нк < Нк+i = min ((а'п - а')/(п - пк)) < +оо . 
п>пк 

Через rik+i обозначим наибольшее из чисел и, для которых (а'п—а'п )/{п—пк) = 
= Нк+i- Положим 

L(x) = L(nk) + Hk+i(x - пк), пк < х ^ пк+1. 

Очевидно, что функция L непрерывна на [nk,nk+i], L(nk+i) = a'n и 
L(n) <i a'n, nk,n <i nk+i. В силу выбора пк+\ имеем также 

К - а'пк+1)/{п - nk+i) > Hk+i Vn > nk+i. 

Таким образом, по индукции определены последовательность натуральных чи
сел пк, действительных чисел Цк и непрерывная на [0,+оо) функция Ь(х). 
Согласно построению имеем 

L(n) ^a'n Vn e No, 
L{nk) = a'nk V f e e E ( ' ' 

Имеем также 

L{n + 1)-L{n) = i 
[ О , 0 ^ п < п0. 

Так как последовательность {нк}кещ строго возрастает, а в силу (2.1) и (2.4) 
она не ограничена, то приходим к соотношению 

L(n + 1) - L(n) /• +оо, п -> оо. (2.5) 
оо 

Полагая Ап = ехр(—L(nj), из (2.5) получаем включение A(z) = Y^ Anzn £ 21, 
n = 0 

а из (2.4) следуют свойства 1 и 2 последовательности Ап. Предложение 4 
доказано. 

З а м е ч а н и е 2. Предложение 4 (правда, сформулированное в других тер
минах) и схема его доказательства содержатся в [13]. Функция L(x) названа 
там ломаной Ньютона, а Валирон в [14] упоминает её как ломаную Адамара. 
Аккуратное доказательство предложения 4 приведено здесь лишь для удобства 
читателя. 



ОБ ОБРАЩЕНИИ ОБОБЩЁННОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ БОРЕЛЯ 829 

П р е д л о ж е н и е 5. Всякий плотный класс сравнения имеет мощность кон
тинуума. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем от противного. Предположим, что нашлось 
подмножество U С 21, являющееся плотным классом сравнения и имеющее 
мощность, меньшую, чем мощность континуума. Рассмотрим семейство це
лых функций 

s ОО 

Е = I aT(z) = J2 zn/(n\)T | г £ (0, +оо) 
^ п = 0 

Очевидно, CardE" = CardM. Если U — плотный класс сравнения и Ca rd t / < 
ОО 

< CardE", то найдется функция B(z) = Y^ Bnzn £ U, такая что по крайней 
п = 0 

мере две функции aTl(z) и aT2(z), т\ < Г2, имеют относительно B(z) конечный 
и положительный 5-тип, то есть 

О < l i m s u p ( ( n ! ) - T l / 5 n ) 1 / n < +oo, (2.6) 
п—)-оо 

О < l i m s u p ( ( n ! ) - T 2 / 5 n ) 1 / n < +схэ, (2.7) 
п—)-оо 

Из (2.6) находим, что при всех натуральных п с некоторой постоянной с вы
полняется неравенство 

(Bn)-lln <спт\ 

отсюда следует равенство 

l i m ( n - T 2 ( 5 n ) - 1 / n ) = 0 . (2.8) 
п—)-оо 

Соотношения (2.7) и (2.8) несовместны. Полученное противоречие доказывает 
предложение. 

Для дальнейшего потребуется 
ОО ОО 

О п р е д е л е н и е 5. Две функции сравнения A(z) = Y^ Anzn и B(z) = Y^ Bnzn 

n=0 n=0 
назовем эквивалентными, если выполнено соотношение 

Km {An/Bn)l'n = 1. 
n—)-oo 

Предлолсение 6. Пусть U С 21 и для любой функции B(z) G21 существует 
эквивалентная ей функция A(z) £ U. Тогда множество U является плотным 
классом сравнения. 

Предложение 6 непосредственно следует из предложения 4, определений 4, 5 
и теоремы об А-типе. 

§ 3. Вспомогательные утверждения 
со 

Л е м м а 1. Пусть B(z) = ^ Bmzm £ 21, 
m = 0 
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Rm=Bm/Bm+1, m = 0,1,2,... (3.1) 

Тогда при любых р £ М о , ^ £ М и Д > 0 справедливо равенство 

ВР+„В?+" Д ( ^ - ) = BPBF. (3.2) 
к = 0 х ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При любых р £ No иг / £ Н имеем 

Bp+v _ т-г / Bp+k V-1 

в, 1Ц^:) = 11*й.- (»•') 
р fe=i v Р+К х / fe=o 

Умножив обе части (3.3) на BpRP Г] Rp+k, получим (3.2). Лемма 1 доказана. 
к = 0 

Л е м м а 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Пусть затем n £ N, 
0 < е < l / ( 2 n ) , t = Д п ( 1 — е). Тогда справедливо неравенство 

B(t) <Bntn{2n+l/s). (3.4) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся очевидным представлением B(t) = 

= S1(t) + S2(t),rfle 
п — 1 со 

s, (t) =Y,Bmtm, s2 (t) =Y,Bmtm. 
m = 0 m=n 

Положив в (3.2) р=тж1> = п — т при 0 <С т < n, R = Rn, получим, учитывая 
монотонность {Rm} (см. (3.1) и (4)), следующее неравенство: 

BmR™^BnRn
n, 0 ^ m ^ n - l . 

Отсюда 

5i(<) < S^Rn) <: nBnRn
n = nBntn(Rn/t)n = 

= nBntn{\ - e)~n <C nBntn(l - l / ( 2 n ) ) " n <C 2nBntn. 

При p = n, v J> 0 (пустое произведение считаем равным 1) из (3.2) находим 

ОО ОО V— 1 / I \ 

СО / ч ^ СО . 

^ 5 « Г Е Ь Г =5п^^(1-е)" = -5„Г. 

Складывая оценки для S\ ж S2, приходим к неравенству (3.4). 

Л е м м а 3 . Пусть ц — неубывающая на Ж + функция, для которой все ин
тегралы 

+ оо 

Vn= J tndn{t), 71 = 0,1,2,..., 
о 
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+ оо 
сходятся и J d/i(t) > 0 при всех х > 0. Тогда при любых n £ No справедливы 

X 

неравенства. 
vn+2vn>v;2

+1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для п = 0 утверждение леммы установлено Стилтьесом 

X 

в [15]. Для того чтобы перейти к общему случаю, положим цп{%) = ft" d/i(t). 
о 

Очевидно, что функции цп также удовлетворяют условиям леммы. Имеем 

+ оо 

WnM = Vn+k = f tk dfin{t), к - 0 , 1 , 2 , . . . 

о 

и согласно доказанному в [15] 

wnt2wnfi > wZA. 
Отсюда получаем утверждение леммы при всех п £ N. 

§ 4. Доказательство центрального результата 
В этом параграфе доказывается утверждение, составляющее основное со

держание работы. 

Т е о р е м а 2. Какова бы ни была функция B(z) £ 21, существует эквива
лентная ей функция сравнения A(z) £ 9Лд. 

Поясним, что означает формулировка теоремы 2 в свете принятой в статье 
терминологии и доказанных выше предложений 1 и 2. 

Пусть B(z) — некоторая произвольная функция сравнения. Теорема 2 
оо 

утверждает, что существует A(z) = Y^ Anzn £ 21, обладающая следующи
ми свойствами: п = 0 

1) A(z) «классифицирует по росту» целые функции точно так же, как и 
B(z). А именно, любая целая функция a(z) сравнима с B(z) в том и только 
в том случае, если a(z) сравнима с A(z), то есть [ 5 , + о о ) = [А,+оо) . Более 
того, если a £ [В, +оо) , то А-ттш функции a(z) равен ее 5-типу; 

2) если a(z) имеет А-ттш, равный а, 0 <J a < +оо, то ее обобщённое пре
образование Бореля 

a(z) = 

| * | = Г > < 7 

имеет обратное следующего вида: 

+ оо 

j(w) = w~ / a(t/w)g(t) dt, \w\ > a, 
о 

A(zt)j(t) dt 
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г Д е 9 — некоторая функция, положительная и аналитическая на (0, +оо) , для 
которой справедливы равенства 

+ оо 

- L = f tng(t) dt Vn £ N0. Ап J 
о 

Изложенные выше результаты позволяют без труда получить теорему 1, 
сформулированную в конце введения. Действительно, обратимость обоб
щённого преобразования Бореля в интегральной форме в классах [А,+оо) , 
A G 9Л+ , следует из предложений 1 и 2. То, что множество 9Лд является 
плотным классом сравнения, следует из теоремы 2 и предложения 6. 

оо 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Пусть В(z) = ^ Bnzn—некоторая функ-

п = 0 
ция сравнения. Согласно определению 1 выполнены соотношения 

5 П > 0 , п = 0 , 1 , 2 , . . . , (4.1) 
Rn = Bn/Bn+1 ^ + o o . (4.2) 

Пусть также 

rn = Rn{l-l/An), 8п = (гп - 1/4п,гп), 

ip(t) = e x p ( - t 2 ) , ipn(t) = ip(t - rn), n e H . 

Легко проверяется справедливость неравенств 
+ оо 

<pn(t)dt<y/j, f <pn(t) dt > -^. (4.3) 

При любом А > 0 имеем 

max |<^п(г)| = ехр(А2), 
| Im z\<^\ 

а это влечет за собой равномерную сходимость ряда 
оо 

$>„ (* ) /п 2 = ,£(*) (4.4) 
п = 0 

на множестве | I m z | <С A VA > 0. Отсюда следует, что ф является целой 
функцией. 

Определим последовательность чисел {Ап} формулами 

+ оо 

О 

Если будет установлена справедливость соотношения 
Km {Bn/An)l'n = 1, (4.6) 
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то тем самым теорема будет доказана. Действительно, неравенства Ап > О 
Vn G No вытекают из положительности на (0, +оо) подынтегральной функции 
в (4.5). Монотонное убывание отношения An+i/An —У 0 следует из леммы 3, а 
(4.6) вместе с (4.2) даст An+i/An —У 0 (п —У со). Таким образом, свойства (4) 

оо 
для последовательности {Ап} выполнены. Следовательно, A(z) = Y^ Anzn — 

n = 0 
функции сравнения, эквивалентные B(z) в силу (4.6) и определения 5. Оче
видно также включение A(z) £ ЭЛд. 

Перейдем к доказательству соотношения (4.6). Положим dn = Bn/An. Из 
(4.1) и (4.3)-(4.5) находим 

+ оо +оо 
Г) J-П Г 

" фЦ) dt < / ФЦ) dt = 
о 

B(t) 
+ оо 

ОО . ' г. ОО ^ 

Е ^ / М ' И < ^ £ ^ < 4 . (4.7) 
™ —1 •J ™ —1 

С другой стороны, ввиду положительности всех функций <рт на вещественной 
оси, с учетом (4.3)-(4.5) имеем 

dn > I § ^ w dt > п~21 § ^ n w dt > 
^ pn{t)dt/{n2Mn)^l/{8n3Mn), (4.8) 

где Mn = m a x ( 5 ( t ) / B n t n ) . Так как rn —У +oo (n —У оо), то при достаточно 
t£5n 

больших п выполняются соотношения 

Sn = (rn - V ( 4 n ) , rn) C ( r „ ( l - l / ( 4n ) ) , rn) = 

1\2 f 1 
M 1 - ^ ; 'Rn{1-^))c 

С (R„(l - l/(2n)),Rn(l - l / (4n) ) ) = S'n. 

Поэтому по лемме 2 

Mn< M' = m a x ( В ( t ) / B n t n ) < 6n. 
teS'n 

Отсюда и из (4.8) находим 

dn Z l / ( 48n 4 ) . (4.9) 

Сравнивая оценки (4.9) и (4.7), приходим к (4.6). Теорема 2 доказана. 
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§ 5. Некоторые приложения 
В работе [15], используя классические преобразования Бореля (1) и Лапла

са (9), (10), Пойа доказал следующую теорему. 
Пусть a G [ехр,+оо), h($) — индикатриса роста a(z), k($) — опорная 

функция множества особых точек функции *){w), ассоциированной по Борелю 
с a(z). (Определения h($) и к($) см. в [17], стр. 278 и 358.) Тогда справедливо 
равенство h($) = k(—$) W £ (—7г,7г]. 

Впоследствии (см. [1, гл. 6]) с помощью интегральных преобразований 
(3) и (11) эта теорема была обобщена на классы функций [Ер,+со) (обыч
но эти классы обозначают [р, +оо)) . 

Пусть a G [р, +оо) , 0 < р < +оо, 

M^) = H m s u p l n | a ( r e " ? ) l , (5.1) 
г—)-оо ^ 

к($) — р-опорная функция К — наименьшего р-выпуклого множества, на до
полнении к которому функция *)(w), определенная соотношением (2), допус
кает аналитическое продолжение. А именно, 

Ar(tf) = m a x R e f f w e - " ' ) ' ' ) , 
w£Kg 

где K§ — пересечение множества К с углом | arg(we8 ,?)| <С min(7r, тт/2р). 

Т е о р е м а А ([1]). При всех $ G (—7Г, 7г] справедливо неравенство h($) <С 
<С k(—$). Это неравенство является равенством в каждой точке $, в которой 
/i(tf) J> 0. 

М. А. Евграфов в [8] перенес теорему А на некоторый более широкий 
класс функций сравнения, имеющих уточненный порядок p(r), Km p(r) = р, 

г—)-оо 
0 < р < +оо. Формулировка его результата почти дословно совпада
ет с теоремой А, нужно лишь в (5.1) число р заменить на функцию р(г), 
а под *){w) понимать функцию, ассоциированную с a(z) относительно не
которой функции сравнения B(z), определяющей уточненной порядок р(г): 
Km (In B(r)/rp(-r>) = 1. Однако исследование обширности множества уточнен-

г—)-оо 
ных порядков, для которых справедливо обобщение теоремы А, в работе [8] 
не проводилось. В частности, долгое время невыясненным оставался следую
щий вопрос. Для каждой ли целой функции a(z) конечного и положительного 
порядка существует уточнённый порядок р(г), относительно которого a(z) 
имеет конечный и положительный тип и справедлив цитированный выше ре
зультат из [8]? И только в [11] на этот вопрос был дан положительный ответ. 
Таким образом, в классе целых функций конечного порядка к настоящему 
времени почти полностью* описана связь между индикатором целой функции 
и расположением особенностей её обобщённого преобразования Бореля, дей
ствующего в пространствах [А, +оо) , где семейство {yl(z)} образует плотный 

*Равенство h[d) = k[ — d) пока не доказано, если h[d) < 0, и р ф 1. 
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в G класс сравнения. Ч т о же касается целых функций бесконечного порядка, 
то хотя для некоторых их подклассов и определялись аналоги индикатора [18], 
но, по-видимому, никаких аналогов теоремы Пойа для них вообще не было из
вестно. 

Развитый в предыдущих параграфах аппарат позволяет доказать аналог 
теоремы А (в несколько ослабленной форме) для плотного класса функций 
сравнения. Тем самым впервые получена теорема об аналитическом продол
жении ^-ассоциированной функции с целой функции a(z) бесконечного поряд
ка, где А £ 9Я+, а е А(0, +оо) . 

Пусть A £ 21, а £ [А, +оо) , а, /? £ К, 0 < / ? - а < 2тг. Определим величину 
аа>р(а) как нижнюю грань тех положительных чисел т, при которых функция 
|a(z)|/M.(r|z|) ограничена в угле a <С Arg z <С /3. Наконец, положим 

UA{a,i)) = UA{$)= Km a,}_£i,}+£(a). (5.2) 

Э т о т предел существует и неотрицателен ввиду того, что <7$_£)$_|_£ — неубы
вающая функция от е на (0, тг), ограниченная снизу нулем, а сверху — А-типом 
функции a(z). 

З а м е ч а н и е 3. Если A(z) = Ep(z), то функции, определенные в (5.2) и (5.1), 
связаны тождеством 

( Я в Р 0 ? ) ) ' = тах(0,А(1?)). 

З а м е ч а н и е 4. Аналог функции h($) в общем случае приходится опреде
лять посредством (2.2), поскольку ([17, стр. 325]) существуют целые функции, 
ограниченные на любом луче. 

Основным результатом § 5 является 
оо оо 

Т е о р е м а 3. Пусть A(z) = ^ Anzn £ WI+, a(z) = ^ anz
n £ [ Д + о о ) . 

п = 0 оо п = 0 
Тогда А-ассоциированная с a(z) функция j(w) = Yl ^w~n~l допускает ана-

п = 0 ш 

литическое продолжение в область 

V = {weC\\w\ >UA(a,-d), d = a rgw, -тг < d <C тг}. 

Самое существенное состоит в том, что теорема 3 доказана для множества 
функций { J 4 ( Z ) } , образующего плотный класс функций сравнения. Именно это 
и позволило доказать целый ряд приводимых ниже предложений о свойствах 
целых функций, задаваемых лакунарными степенными рядами, без каких бы 
то ни было ограничений на их рост. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Поскольку А £ 9Jt+, то существует неубы
вающая на [0, +оо) функция ц, такая что 

+ оо 

j-= J tndfi(t), 71 = 0,1,2,... 
О 
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В § 1 было доказано, что при всех w, \w\ > а, справедливо равенство 

+ оо 

1(w)=w~l J a(t/w)dfi(t). (5.3) 
о 

Покажем, что в действительности интеграл (5.3) абсолютно сходится всюду 
в V. Более того, каждая точка из V обладает окрестностью, лежащей в V, в 
которой этот интеграл сходится равномерно. Отсюда будет вытекать , что V 
является областью (связность V очевидна) и что интеграл (5.3) представляет 
собой функцию, аналитическую в области V. 

Зафиксируем точку WQ = гое1'до £ V. Поскольку И(—до) < го, то суще
ствует е > 0, такое что (%(—до) + е)1го = А < 1. Ввиду (5.2) при некотором 
а > О 

<т-е0-а-е0+а(а) <С Щ-д0) + е /2 . (5.4) 

А это согласно определению А-типа в угле означает, что существует постоян
ная с\ > 0, такая что при любом R > О 

\a(Re-ii>0)\ <:С1А((Щ-д0)+г)Н) W e [д0-а,д0 + а]. 

Из (5.4) и определения функции % вытекает, что при W £ (до — а,до + а) 
выполняется неравенство %(—д) <С %(—до) + е/2 < Хго- Поэтому окрестность 
точки wo 

U = {w = геш | г £ (Хго, го + 1), де(д0-а,д0 + а)} 

целиком лежит в V. Кроме того, при всех 

weU1= {rei§ | г £ (лДго, г0 + 1), д е(д0-а,д0 + а)} 

и t > 0 имеем 

t 
а 

w 
t _;$ 

а | - е 
г 

<:С1А[^(Щ-до)+е)) <: 

^ схА (-7^-) = c^tVx) = c1A(X1t), 
VVAro/ 

где Ai = л/Х < 1. 
Из доказанного вытекает, что при всех w, лежащих в окрестности U\ точ

ки wo, и любом t > 0 подынтегральная функция в (5.3) мажорируется по 
абсолютной величине функцией c\A(Xii), суммируемой по мере ц на Ж + : 

+г° + г° оо оо + г° оо 
/ А(Х^) dn(t) = J2 ЛпХ"Г d^ = J2 ЛпХ" / *пм*) = J2 Ai < +°°-
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(Здесь перестановка местами операций суммирования и интегрирования воз
можна ввиду положительности меры ц и всех слагаемых ряда A(\-\t) при лю
бом t > 0.) Ввиду сказанного интеграл (5.3) сходится в U\ равномерно. Как 
было отмечено выше, это целиком доказывает теорему 3. 

З а м е ч а н и е 5. Формулировка теоремы 3 состоит из двух частей: 1) мно
жество V открыто; 2) функция *){w) аналитична в V. В доказательстве первой 
части принадлежность функции сравнения A(z) классу 9Л+ нигде не исполь
зовалась. Поэтому справедливо 

С л е д с т в и е 1. Пусть B(z) £ 21, a(z) £ [ 5 , + о о ) , В-тип a(z) равен <т. То
гда функция %B{3) = ?i в (a, $) является полунепрерывной сверху на [—тг, тг] и 
достигает в некоторой точке максимума, который равен a. 

Следствие 1 почти очевидно. Полунепрерывность сверху функции Ив($) 
в каждой точке ??о (т. е. справедливость равенства l i m s u p % s ( ^ ) sj Ив($о)) 

эквивалентна тому, что множество {rel'd \ г > 7i(—i})} открыто . Ввиду это
го И($) достигает максимума. Обозначим этот максимум через (Т\. Случай 
<т\ > <т невозможен ввиду тривиального неравенства Ив($) ^ & V$ £ [—тг,тг]. 
Предположим теперь, что (Т\ < <т. По теореме 2 существует А £ 9Jt+, A ~ В. 
Очевидно, что %А{О-,^) = %в{о-,^) V$ £ [—7г,7г]. И если при всех {) £ [—тг, тг\ 
%A{CI,3) ^ <?i < о", то по теореме 3 ^-ассоциированная с a(z) функция 

оо 
l{w) = Yl ^w~n~l будет аналитической в области |w| > (Т\. Но посколь-

п=о ™ 
ку а = l imsup \an/An\l'n, то на этой окружности -f(w) имеет особую точку. 

п—)-оо 
Полученное противоречие приводит к равенству а\ = а. 

З а м е ч а н и е 6. Индикаторы некоторых функций бесконечного порядка 
имеют точки разрыва. В [17] на стр. 324-325 приводится пример целой функ
ции, не являющейся константой, которая ограничена вне любого из углов 
| a r g z | < S, 0 < S < тг. Пусть A(z) — функция сравнения, относительно 
которой a(z) имеет тип, равный 1 (см. предложение 4 в § 2). Тогда, очевидно, 
имеем %A{CI, $) = 0, если {) £ [—тг, тг\ \ {0}, и %А{О-, $) = 1-

З а м е ч а н и е 7. Существуют функции сравнения, для которых вторая 
оо 

часть теоремы 3 неверна. Пусть F(z) = Y^ z " / ( ( l + xn)n\), где 
n = 0 

_ jn'2, n = Ak, k £ N , 

1 0, в противном случае. 

Коэффициенты ряда Маклорена F положительны, а отношение 

_ (n + l ) ! ( l + a;„+i) _ 1 + жп +1 
"~ n\(l + xn) - l " + iJ 1 + Хп 

стремится к +оо и строго возрастает, поскольку 
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В / В - П+1(1 + ^n + l ) ( l + £ n _ i ) П + 1 _ И + 1 
п / п + 1 ~ п (1 + Жп)2 " n ( l + l / n 2 ) 2 ~ n + 2/n+l/n3 

при п ^ 3. 
При и = 1 и и = 2 имеем Rn/Rn-i = (п + 1)/п > 1. Отсюда вытекает 

включение F £ 21. ^-ассоциированной функцией для ег является 
00 1 1 / 1 

7М = £ ( 1 + ^п)»-""1 = + - ^ -
• !L^ w — 1 w V w 
n = 0 v 

оо 
где ф(1) = J2 16_ f et4 . Радиус сходимости степенного ряда для ф равен 1, а 

к = 1 
поскольку плотность его коэффициентов равна нулю, то (см. [16]) все точки 
единичной окружности являются особыми для функции ф. Следовательно, 
функцию *){w) нельзя продолжить внутрь единичного круга. В то же время 
ввиду того, что F(z) ~ ez, имеем очевидное тождество 

UF{ez,d) =ие*(е\$) = max(0 ,cos^ ) . 
Приведенный пример подтверждает целесообразность выделения класса 

9Л+ , который является плотным классом функций сравнения. 
В дальнейшем будет предполагаться, что 

оо 

f(z) = J2 bnzx- ен, Vn e No ьп Ф о, 
п = 0 

Ап — строго возрастающая последовательность целых неотрицательных чи
сел. Через d(f) обозначим верхнюю плотность коэффициентов ряда Макло-
рена функции / : d(f) = l imsup(n /A n ) , а через Md(f) — максимальную плот-

п—)-оо 
ность, которая по определению равна нижней грани плотностей измеримых 
(т. е. имеющих плотность) подпоследовательностей No, содержащих Хп. Хо
рошо известно, что Md(f) ^> d(f). 

С л е д с т в и е 2. Пусть В £ 21, / имеет В-тип, равный а, 0 < <т < +оо. Пусть 
затем существуют а , / 3 £ Ж , 0 < / 3 — а < 2-л-, такие что при любых $ £ (а , /3) 
справедливо неравенство 

Тогда Md(f) ^ (/? - а)/(2тг). 
оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 2 3A(z) = Y^ Anzn £ 9Jt+, A(z) ~ B(z). 
n = 0 

Очевидно, что А-ттш f(z) равен <т и ИА(/,$) = 'Нв(/,$)- По теореме 3 
оо 

^-ассоциированная с / функция -f(w) = J2 •j-a^w~Xn~1 аналитична в обла-
n = 0 n 

сти {w = re~l'd | г > o"i, a < $ < /3}. По теореме об А-типе степенной ряд 
оо 

CW = J2 т°~^А° имеет радиус сходимости 1/<т, а ввиду сказанного функ-
п = 0 А™ 

ция, представляемая им в круге \t\ < 1/с, является аналитической в секторе 
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{t = ге1'д | О <С г <С l/o"i, а < ё < /3}. В частности, эта функция аналитична 
в точках окружности а~1е1'д, а < ё < /3. Поэтому по теореме Пойа [16] мак
симальная плотность коэффициентов степенного ряда c(t), равная Md(f), не 
меньше, чем (/3 — а)/(2тг). 

Обозначим 

M(f,R)= m a x | / ( z ) | , 
\z\^.R 

М ( / , Д , «,/?) = max | / ( z ) | , 
z£A(R) 

где A(R) = A(R, a, /3) — сектор {z = rei,} | 0 ^ r ^ R, a ^ ё ^ /3}. 

С л е д с т в и е 3. Если существуют числа а, /3 G М, 0 < /3 — а < 2л-, С > О, 
<С £ (0, 1), такие что при R> С справедливо неравенство 

M(f,R,a,p)<:M(f,CR), (5.5) 

ToMd(f) ^ ( / ? - а ) / ( 2 т г ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть B(z) — функция сравнения, относительно кото
рой / имеет тип, равный 1 (см. предложение 4 в § 2). Исходя из определения 
5 -типа и индикатриссы роста %в{1, $), нетрудно сообразить, что соотноше
ние (5.5) влечет за собой неравенство %в(/,$) ^ С < 1 V$ G (a,/3). Остается 
лишь воспользоваться уже доказанным следствием 2. 

Из следствия 3 непосредственно вытекает 

С л е д с т в и е 4. Если п/Х„ —У 0, п —У со, то при любых £ G (0, 1), 
а,/3 G (—7г,7г], a < /3, существует последовательность комплексных чисел zn, 
обладающая следующими свойствами: 

1) Km \zn\ = +oo, a < arg zn < (3, 
n—)-oo 

2) \f(zn)\>M(f,C\zn\). 
Следствие 4 дополняет проводимые различными авторами исследования 

роста в углах лакунарных степенных рядов. (См. об этом в [19].) 
Важное место в комплексном анализе занимает подкласс целых функций, 

в которых входят функции, ограниченные в любой полосе { Imz | <С у}, наи
больший рост которых в кругах \z\ <С R достигается в «малом» секторе, со
держащем мнимую ось. 

О п р е д е л е н и е 6. Будем говорить, что целая функция / G X в том и толь
ко в том случае, если при любом А > 1 величина 

|/(ж + iy) 
SUD 

х£Ж, \y\<R Mif^XR) 
ограничена при R G (1, +оо) . 

В классе X лежат все целые хребтовые функции (см. [20]), целые функции 
с вещественным периодом и многие другие. 

С л е д с т в и е 5. Если f G X, то Md(f) ^ 1/2. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определение класса X немедленно вытекает, что 
если / G X, а В — функция сравнения, относительно которой / имеет 5-тип, 
равный 1, то для индикатриссы роста / справедлива оценка 

7 M / , t f K | s i n t f | , 0 е ( - т , т г ] . 
Положив а = —7г/2 + е, /3 = тг/2 — е, е > 0, и применив следствие 2, получаем, 
что Md(f) ^> 1/2 — е/тг. Поскольку е > 0 можно взять произвольным, то 
приходим к неравенству Md(f) ^> 1/2, а это и требовалось доказать. 

С л е д с т в и е 6. Если функция f периодична, то Md(f) ^> 1/2. В частности, 
d(f) > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ш £ С \ { 0 } —период функции / . Тогда функция 
fi(z) = f(ujz) имеет период, равный 1, и те же ненулевые коэффициенты ряда 
Маклорена, что и f(z). В силу сказанного выше fiEX. Остается теперь 
применить следствие 5. 

С л е д с т в и е 7. Если коэффициенты степенного ряда целой непостоянной 
периодической функции имеют плотность, то эта плотность не меньше 1/2. 

Следствия 6 и 7 дополняют результат А. О. Гельфонда [10], который дру
гим методом показал, что верхняя плотность тейлоровых коэффициентов це
лой непостоянной периодической функции конечного порядка р не меньше, чем 
1/(2/?). Подчеркнем, что случай р = +оо А. О. Гельфонд не рассматривал и 
методы работы [10] для функций бесконечного порядка, по-видимому, непри
менимы. В следствиях 2-7 никаких ограничений на рост максимума модуля 
f(z) не накладывается. Ранее математики, изучая свойства целых функций 
бесконечного порядка, задаваемых степенными рядами с пропусками, требо
вали от последовательность Х„ большую, чем в следствиях 2-7 лакунарность. 

оо 
Например, они накладывали условие ^ ^ п 1 < + ° ° и л и требовали опреде-

п = 1 
ленной скорости стремления к нулю отношения п/Х„. Правда, и постановки 
задач были несколько иными. Об этих исследованиях см. [19]. 

Эту работу автор посвящает памяти профессора Юрия Александровича 
Казьмина. Именно Ю. А. Казьмин поставил в конце 80-х годов ряд задач, 
связанных с обращением обобщённого преобразования Бореля в интегральной 
форме и его приложениями в теории целых функций. Решением этих задач и 
являются доказанные здесь теоремы. 

Примечания при корректуре. 
После того как эта работа была сдана в печать, автору стало известно, что 

приведенный в § 5 результат М. А. Евграфова (теорема А), опубликованный в 1976 г., 
был опубликован в 1973 г. Л. С. Майергойзом в работе «Аналог теоремы Полна для 
целых функций уточнённого порядка», вышедшей в сборнике «Некоторые свойства 
голоморфных функций многих комплексных переменных», Красноярск, Сибирское 
отделение АН СССР, институт физики им. Л. В. Киренского, стр. 109-121. Эта 
статья Майергойза содержала в себе также добавления к упомянутому результату 
Евграфова, сделанному авторами обзора [11]. 
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