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На примере элементарной нелинейной задачи оптимального управления со скалярной диф�
ференциальной связью, с малым параметром при производной и без ограничений на управ�
ление, на основе результатов по контрастным структурам в теории сингулярно возмущенных
краевых задач показывается возможность появления быстрых внутренних фазовых перехо�
дов в оптимальной траектории. Библ. 11. 

Ключевые слова: оптимальное управление, нелинейный функционал, сингулярные возмуще�
ния, фазовый переход, асимптотические приближения.

ВВЕДЕНИЕ

Контрастной структурой называется решение сингулярно возмущенной задачи для диффе�
ренциальных уравнений, имеющее внутренний переходный слой. Вопрос о существовании кон�
трастной структуры для некоторых сингулярно возмущенных задач достаточно хорошо изучен
(см., например, [1]–[3]). Такие структуры, очевидно, присутствуют в задачах с явно выраженным
фазовым переходом, под которым мы здесь понимаем быстрое изменение переменных состоя�
ния. В частности, такого рода эффекты присущи динамическим системам, где поведение близко
к разрывным траекториям, например, к системам управления с входными сигналами, близких к
импульсным. Более интересные случаи возникают тогда, когда быстрый фазовый переход совер�
шается вследствие характеристик нелинейностей в системе, соответствующих краевых и началь�
ных условий, а также наличия в системе параметров, порождающих различный масштаб скоро�
стей изменения фазовых переменных. Формализация моделей в виде сингулярно возмущенных
систем является удобной формой для строгого изучения механизмов самоорганизации в нели�
нейных системах, в том числе и в вариационных задачах. 

Так, в [4] были рассмотрены условия возникновения контрастных структур двух типов: типа
ступеньки и типа всплеска для простейшей векторной вариационной задачи с малым парамет�
ром. Асимптотика контрастной структуры типа ступеньки для скалярной простейшей вариаци�
онной задачи изучалась в [5]. 

В настоящей работе на примере частного класса классических задач оптимального управления бу�
дет показана возможность появления быстрых фазовых переходов в оптимальной траектории, т.е.
возможность участия механизма самоорганизации в формировании оптимального решения. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим задачу

  

(1.1)

J u[ ] F y u t, ,( ) td

0

T

∫= ,
u

min

μdy
dt
���� a t( ) b t( )u, 0 t T,≤ ≤+=

y 0 μ,( ) y
0
, y T μ,( ) y

т
,= =
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1) Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (код проекта 08�06�00302а).
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которая является прототипом классической задачи оптимального управления с закрепленными
концами и функционалом Лагранжа в случае, когда собственные движения объекта принадлежат
так называемому критическому случаю, т.е. когда собственные значения матрицы собственных
движений находятся на мнимой оси. В этом случае большую роль должен играть коэффициент
при управлении. Его отличие от нуля порождает свойство управляемости в этой частной линей�
ной системе. 

Рассуждения будем проводить с учетом выполнения следующих требований.

I. Пусть функция F(y, u, t) – дважды непрерывно дифференцируема в области D = {(y, u, t)||y| ≤ l,
u ∈ R, 0 ≤ t ≤ T} и b(t) > 0 (здесь l – некоторое положительное число). 

II. Пусть (y, u, t) > 0 при (y, u, t) ∈ D. 

Введем функцию Гамильтона H(t, y, u, λ) = –F(y, u, t) + μ–1λ(t)[a(t) + b(t)u], где λ(t) – соответ�
ствующая сопряженная переменная, из необходимых условий оптимальности получаем 

или 

(1.2)

Условия I и II позволяют получить из (1.2) следующую сингулярно возмущенную краевую за�
дачу для экстремали:

(1.3)

Такое представление (1.2) подчеркивает, что и траектория и управление являются быстрыми
переменными, т.е. могут содержать зоны быстрого изменения.

Нелинейная задача типа (1.3) рассматривалась в [6], где показана возможность существова�
ния решения с контрастной структурой типа ступеньки. На основе анализа экстремали, действуя
здесь по схеме из [6], покажем существование оптимальной траектории с контрастной структу�
рой типа ступеньки.

Если в исходной вариационной задаче положить формально μ = 0, то получим вырожденную
задачу 

(1.4)

(Обращаем внимание, что траектория здесь переходит в разряд управляющих переменных.)

Необходимо выполнять следующее требование.
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III. Пусть существуют две непересекающиеся функции  = φ1(t) и  = φ2(t) такие, что, во�первых,

и, во�вторых, точка перехода t0 определяется уравнением

и при этом выполняется условие

Из III следует, что

Замечание 1. Ранее при изучении классических сингулярно возмущенных задач оптимального управления (см. об�
зоры [7], [8]) рассматривались случаи, когда в вырожденной задаче в рассуждениях использовался единственный ко�
рень. С этим связан также локальный характер соответствующих результатов по асимптотике экстремалей при усло�
вии сильной выпуклости функционала. 

В данной работе будет установлено существование экстремали с внутренним переходным
слоем на основе следующего утверждения.

Теорема 1.1 (см. [6]). Пусть в краевой задаче для системы двух дифференциальных уравнений пер"
вого порядка (μ – малый положительный параметр)

(1.5)

выполнены перечисленные ниже требования.

IV. Вырожденная система G1( , , t) = 0, G2( , , t) = 0 имеет два изолированных корня {  = φ1(t),

 = ψ1(t)} и {  = φ2(t),  = ψ2(t)}.

V. На фазовой плоскости ( , ) точки Mi(φi( ), ψi( )), i = 1, 2, являются точками покоя седла

для вспомогательной системы (  – параметр)  = G1( , , ),  = G2( , , ) и эта система име"

ет первый интеграл Ωi( , , ) = Ωi(φi( ), ψi( ), ), который проходит через Mi. 

VI. Уравнения Ωi( , , ) = Ωi(φi( ), ψi( ), ) разрешимы относительно u: 

VII. Уравнение H( ) =  –  = 0 имеет решение  = t0 и при этом  ≠ 0.

Тогда эта краевая задача имеет решение типа ступеньки и справедливы предельные соотношения

2. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЯ ТИПА СТУПЕНЬКИ

Как было сказано выше, исследуемая задача (1.3) является частным случаем более общей за�
дачи (1.5), поэтому для задачи (1.3) может быть справедлив аналог теоремы 1, т.е. экстремаль (ре�

y y

F y u t, ,( )
y
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шение системы уравнений Эйлера (1.2) или (1.3)) при соответствующих условиях будет содер�
жать контрастную структуру типа ступеньки. 

Итак, сначала покажем, что система уравнений Эйлера имеет решение типа ступеньки. Для
этого нужно условия теоремы 1 о предельном переходе сопоставить с условиями оптимальности.

Нетрудно видеть, что присоединенную к (1.3) систему можно записать в виде 

(2.1)

где  ∈ [0, T] – параметр. 

Лемма 1. Пусть выполнены требования I–III. Тогда присоединенная система (2.1) имеет две осо"
бые точки типа седла Mi(φi( ), )), i = 1, 2, и  = –a( )b–1( ).

Доказательство. Очевидно, что ( , ) = (φ1( ), ) и ( , ) = (φ2( ), ) являются двумя изо�
лированными решениями вырожденной системы 

и при этом точки Mi(φi( ), ), i = 1, 2, при фиксированном  ∈ [0, T] на фазовой плоскости
( , ) – особые точки типа седла, так как из структуры основной функциональной матрицы для
системы (2.1) 

(2.2)

и характеристического уравнения λ2 – (  + )λ +  –  = 0 (здесь  = 0 и все

функции вычисляются в (φi( ), ), i = 1, 2) следует, что собственные значения матрицы (2.2) для лю�

бой особой точки имеют разные знаки, так как их произведение имеет вид λ1λ2 = –b2( )  < 0, и

особые точки – типа седла. 

Лемма 2. Присоединенная система (2.1), при фиксированном  ∈ [0, T] имеет первый интеграл 

(2.3)

где C – некоторая постоянная. 
Доказательство. Перепишем первое уравнение в (2.1) в виде 

(2.4)

Используя второе уравнение из (2.1) вместо (2.4), получаем

С учетом y'' = b( )u' получим

или

Отсюда вытекает первый интеграл для (2.1) [a( ) + b( )u]Fu(y, u, ) – b( )F(y, u, ) = C, где
C – некоторая постоянная.
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Лемма 3. Пусть выполнены требования I, II и u ≠ –a( )b–1( ). Тогда первый интеграл (2.3) мож"

но разрешить явно относительно u при фиксированном  ∈ [0, T].

Доказательство. Пусть  = a( ),  = b( ) и g(y, u, ) = (  + )Fu(y, u, ) – (y, u, ) – C.

По теореме существования неявной функции уравнение g(y, u, ) = 0 разрешимо относительно u: 

(2.5)

где D1 = {(y, t)||y| ≤ l1, 0 ≤  ≤ T}, так как gu =  + (  + )  –  = (  + )  ≠ 0 вследствие II

и u ≠ –a( )b–1( ).

Продолжим далее проверку требований теоремы 1. Очевидно, что существуют две сепаратри�
сы , , проходящие через седла M1, M2 и удовлетворяющие уравнениям 

(2.6)

(2.7)

Из (2.5) получим 

(2.8)

Пусть H( ) = u(–)(0, ) – u(+)(0, ) = h(–)(β( ), , φ1( )) – h(+)(β( ), , φ2( )), где

Лемма 4. Если выполнены требования I–III, то справедливы соотношения

Доказательство. Из дифференцирования неявной функции имеем

Применяя здесь правило Лопиталя, в окрестности особых точек получаем

Здесь учтено, что  > 0, (φi( ), ( ), ) > 0 и (φi( ), ( ), ) > 0, i = 1, 2.

Лемма 5. Пусть выполнены требования I–III. Тогда для выполнения равенства F(t0) = 0 необхо"
димо и достаточно выполнения равенства F(φ1(t0), , t0) = F(φ2(t0), , t0).

Доказательство. Из (2.6), (2.7) при τ = 0 и  = t0 получим 

(2.9)

(2.10)

где h(–)(t0) = h(–)(β(t0), t0, φ1(t0)), h(+)(t0) = h(+)(β(t0), t0, φ2(t0)).

Необходимость получается прямо из равенств (2.9), (2.10). Достаточность следует из пред�
ставления (2.5). 

Лемма 6. Пусть выполнены требования I–III. Тогда соотношение H(t0) ≠ 0 имеет место тогда

и только тогда, когда Ft(φ1(t0), , t0) ≠ Ft(φ2(t0), , t0).
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Доказательство. При τ = 0 в (2.6), (2.7) получим 

(2.11)

(2.12)

Дифференцируя (2.11), (2.12) по , получаем 

где F(–) = F(β( ), h(–)( ), ), F(+) = F(β( ), h(+)( ), ). Отсюда при  = t0 имеем

h(–)(t0) (t0) H(t0) =  и утверждение леммы имеет место,

так как, с одной стороны, (t0) > 0 (в силу II), а с другой h(–)(t0) ≠ 0, как следствие того, что се�

паратриса в точке y = β(t0) не пересекает прямую  = –a( )b–1( ).

Лемма 7. Пусть выполнены условия I–III. Тогда существует момент времени  = t0, для которого
в присоединенной системе (2.1) имеется сепаратриса, соединяющая седла M1(φ1(t0), ), M2(φ2(t0), ),

 = –a(t0)b–1(t0).

Это утверждение следует непосредственно из лемм 2.2 и 2.5. 

Таким образом, для краевой задачи (1.3) выполнены все требования теоремы 1 о предельном
переходе. Поэтому задача (1.1) имеет экстремаль y(t, μ) с контрастной структурой типа ступеньки.

Теорема 2. Пусть выполнены требования I–III. Тогда при достаточно малых μ > 0 существует
экстремаль y(t, μ) для задачи оптимального управления (1.1) с контрастной структурой типа сту"
пеньки, т.е. 

3. ГЛАВНЫЙ ЧЛЕН АСИМПТОТИКИ ФОРМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

В вариационных задачах с сингулярно возмущенными дифференциальными связями обычно
асимптотика решения строится на основе метода пограничных функций [7], [8] двумя способа�
ми: первый – c помощью построения асимптотики экстремали, а второй связан с так называе�
мой прямой схемой, в которой асимптотическое приближение к решению строится на основе
последовательного решения вариационных задач, получающихся в результате прямого разложе�
ния условий вариационной задачи в асимптотические ряды на основе постулируемых асимпто�
тических разложений. В ряде работ (см., например, [9]) показано, что эти два подхода приводят
к одинаковым асимптотическим приближениям и их элементам. Построим формальную асимп�
тотику решения задачи (1.1), следуя прямой схеме. 

Асимптотика решения ищется в виде 

(3.1)

h
–( )

t( )Fu β t( ) h
–( )

t( ) t, ,( ) F β t( ) h
–( )

t( ) t, ,( )– F φ1 t( ) u t, ,( ),–=
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(3.2)

где z = (y, u), τ0 = tμ–1, τ = (t – t*)μ–1, τ1 = (t – 1)μ–1, Πky(τ0) – левая пограничная функция в окрест�

ности t = 0, Rky(τ1) – правая пограничная функция в окрестности t = 1, а  – левые и правые
пограничные функции, формирующие фазовый переход (переходной слой) в окрестности t = t*.
При этом значение t*(μ) будем искать в виде t*(μ) = t0 + μt1 + … + μktk + …. Для определения ко�
эффициентов всех выписанных рядов надо (3.1), (3.2) подставить в (1.1) и минимизировать ко�
эффициенты разложения функционала в ряд по целым степеням μ по элементам асимптотики 

где  = Ji(yi, , …, ),  = , k = . При этом разложение (3.1), (3.2) под�

ставляется во все условия (1.1) и затем приравняются слева и справа члены одинакового порядка
по μ, причем отдельно зависящие от t, τ0, τ и τ1. Это и дает вариационные задачи для определения
каждого члена асимптотики. 

Для определения главного члена { (t), (t)} регулярного ряда асимптотики получаем вы�
рожденную задачу (1.4)

  

Из условия III получаем

Для определения { , } – главных членов пограничных рядов в окрестности точки
фазового перехода имеем следующие вариационные задачи:

  

Производя здесь замены переменных 

, (3.3)
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∞
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∞
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⎨
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⎪
⎧
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ỹ +−( ) τ( ) φ1 2, t0( ) Q0
+−( )
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получаем 

  

После замены

получаем следующий функционал, не зависящий явно от τ:

  (3.4)

Необходимое условие минимума подынтегральной функции имеет вид [a(t0) + b(t0) ]  –

– b(t0)F( , , t0) = –F(φ1, 2(t0), (t0), t0). Учитывая (2.5), получаем, что  = h( , t0,
φ1, 2(t0)) является точкой минимума, так как вдоль нее условие

Последнее имеет место, так как на плоскости ( , ) при изменении  от начальной точки β(t0)

до φ1, 2(t0) в (3.4) функция a(t0) + b(t0) , отвечающая верхней части ячейки (ячейка соединяет
два седла (φ1(t0), (t0)) и (φ2(t0), (t0)), является положительной. 

Таким образом, для определения  в окрестности точки перехода имеем дифференциаль�
ные уравнения 

(3.5)

VIII. Пусть уравнения (3.5) с начальными условиями  = β(t0) – φ1, 2(t0) имеют непре�

рывно дифференцируемые решения , 0 < t0 < T, –∞ < τ < +∞.

Теперь, подставляя  в (3.3), находим оптимальные управления в задачах оптимального
управления для левого и правого слоя в окрестности точки перехода в виде соответствующих об�

ратных связей  = b–1(t0)( )'. Итак, оптимальные элементы ,  опре�
деляются. Из условия леммы 2.4 при знаке плюс перед hy (условие асимптотической устойчиво�

сти точки покоя φ1, 2(t0) при τ  –∞) имеем оценку  ≤ ,  ≤ , k1 > 0,

τ ≤ 0. Аналогичное рассуждение (при знаке минус перед hy) можно привести для  и полу�

чить оценку  ≤ ,  ≤ , k2 > 0, τ ≥ 0. Подобные задачи оптималь�
ного управления и соответствующие экспонециальные оценки так же получаются и для
{Π0y*(τ0), Π0u*(τ0)}, {R0y*(τ1), R0u*(τ1)}.
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ỹ ũ ỹ

ũ +−( )

u u

Q0
+−( )

y

dQ0
+−( )

y

dτ
������������� b t0( )h φ1 2, t0( ) Q0

+−( )
y t0,+( ).=

Q0
+−( )

y 0( )

Q0
+−( )

y τ( )

Q0
+−( )

y*

Q0
+−( )

u* Q0
+−( )

y* Q0
+−( )

y* τ( ) Q0
+−( )

u* τ( )

Q0
–( )

y* τ( ) C1e
k1τ Q0

–( )
u* τ( ) C1e

k1τ

Q0
+( )

y τ( )

Q0
+( )

y* τ( ) C1e
k2τ–

Q0
+( )

u* τ( ) C1e
k2τ–



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 50  № 8  2010

О КОНТРАСТНОЙ СТРУКТУРЕ ТИПА СТУПЕНЬКИ 1389

Для определения {Π0y(τ), Π0u(τ)} имеем 

  

где Δ0F = F(φ1(0) + Π0y, (0) + Π0u, 0) – F(φ1(0), (0), 0), а для определения {R0y(τ), R0u(τ)} имеем

  

где Δ0F = F(φ2(T) + R0y, (T) + R0u, T) – F(φ2(T), (T), T).

IX. Пусть краевые условия y0 – φ1(0), yT – φ2(T), в задачах Π0J, R0J, находятся в определенных
окрестностях начала координат, гарантирующих существование оптимальных обратных связей в
этих задачах.

Замечание 2. Требования VIII, IX – аналог условий Тихонова о принадлежности граничных условий областям вли�
яния соответствующих асимптотически устойчивых положений равновесия присоединенных систем. Их выполнение
вместе с требованиями I–III гарантирует существование переходного слоя в оптимальной траектории и существова�
ние экспоненциально убывающих решений у соответствующих замкнутых систем для задач оптимальной стабилиза�
ции Π0J, Q0J. Последнее показывается, как и выше, при выводе уравнения (3.5) (см. также аналогичные построения
в [10]). Надо отметить, что здесь мы не рассматриваем множитель Лагранжа как быструю переменную (вместо него мы
сразу рассматриваем управление), а соответствующие условно устойчивые многообразия (см. [10]) в краевых задачах
условий оптимальности для множителей Лагранжа как раз и порождаются оптимальными синтезирующими управле�
ниями в задачах оптимальной стабилизации Π0J, Q0J.

Таким образом, можно найти главные члены { (t), (t)}, {Π0y*(τ0), Π0u*(τ0)}, {Q0y*(τ),
Q0u*(τ)}, {R0y*(τ1), R0y*(τ1)} всех асимптотических рядов в (3.1), (3.2). Кроме этого, можно напи�

сать минимальные значения соответствующих функционалов , Π0J*, , R0J*:

здесь y* = φ1(0) + Π0y*(τ0),  = (0) + Π0u*(τ0),  = φ2(T) + R0y*(τ1),  = (T) + R0y*(τ1).

Рассуждая, как и в [10], приходим к следующей теореме. 
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φ2 T( )

y
T

∫= =

u

)

u0
* ŷ* ŷ* u0
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Теорема 3.1. Если выполнены условия I–III, VIII, IX, тогда при достаточно малых μ > 0 суще"
ствует формальное асимптотическое приближение к экстремали y(t, μ) типа ступеньки для за"
дачи (1.1), имеющее следующее асимптотическое представление:

Кроме этого, имеет место соотношение J*[u] =  + μ[Π0J* +  +  + R0J*] + O(μ2).

Замечание 3. Асимптотическое приближение к управлению здесь в общем случае само не является допустимым
управлением, так как переводит траекторию из начальной точки только в O(μ) окрестность конечной точки. Но, ис�
пользуя специфику задачи, можно, как и в [11], на основе формального асимптотического решения построить допу�
стимое управление, сохраняющее все асимптотические оценки. 

4. ПРИМЕР

Рассмотрим задачу

  

.

Здесь

и нетрудно заметить, что при каждом t будет

Главный член точки перехода t0 = π определяется уравнением sint0 = 0. Причем
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В этом примере первый интеграл (2.3) имеет вид (u + )2 –  + sin  + y2 – 2ysin  = C,

где C – некоторая постоянная. Сепаратрисы , , которые проходят через седла M1( ),

M2( ), соответственно, при зафиксированном значении  ∈ [0, 2π] принимают вид

С учетом y(–)(0) = y(+)(0) = 0 имеем H(t0) = u(–)(0, t0) – u(+)(0, t0) = 0. Для построения левой части
переходного слоя в нулевом приближении получаем следующую вариационную задачу: 

  

с решением

Аналогично можно найти
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и при этом имеет место соотношение

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На примере элементарной задачи управления показано, что, конструируя функционал каче�
ства (а этот процесс в руках лица, принимающего решение) для задачи управления объектом с
быстрыми движениями можно добиться присутствия в оптимальной траектории наряду с гра�
ничной быстрой динамикой, пограничными слоями на границе также быстрой внутренней ди�
намики – быстрого переходного слоя в окрестности внутренней точки интервала управления.
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