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Для одного класса линейно-квадратичных задач оптимального управления (в случае неприменимо
сти метода пограничных функций) предлагается новый вариант метода расщепления (в основе ко
торого лежат идеи Биргкофа-Тамаркина-Ломова), представляющий возможности для построения 
квазирегулярной асимптотики решения, сингулярности которого выписываются в этом случае в 
замкнутой аналитической форме. 

THE BIRGCHOF TYPE ASYMPTOTICS 
OF SOME SINGULARLY PERTURBED OPTIMAL CONTROL PROBLEMS 

Dmitriev M.G., Konyaev Yu.A. 

For one class of linear-quadratic optimal control problems (in case when it is not possible to use boundary 
functions method) it the variant of Birgchof-Tamarkin-Lomov method is offered. This method lets to con
struct the quasi-regular asymptotics of the singular solution, which may be written in closed analytical 
form. 

Для одного класса линейно-квадратичных задач оптимального управления (в случае не
применимости метода погранфункций (МПФ) [1,2]) предлагается новый вариант метода расще
пления (в основе которого лежат идеи Биркгофа - Тамаркина - Ломова [3]), предоставляющие 
возможности для построения квазирегулярной асимптотики решения, сингулярности которого 
выписываются в этом случае в замкнутой аналитической форме [4-6]. 

Рассмотрим сингулярно возмущенную задачу теории управления: 

ey = A(t)y + ̂ B(t)u; y(0) = y°; (yeRn\ 

1 1 Т 

Iz(u) = -y'F(eMT) + - l[sy'Q{t)y + u'Ruyt -> min, (1) 
2 2Q

J 

где F(e) = eF; F > 0 ; (?(/)> 0; /?>0; 0 < e « l 

(штрих означает транспонирование), все матрицы достаточно гладкие функции t е [0, Т]. 
Необходимое условие оптимальности дН I ди - 0 в задаче (1)-(2), где 

H = yXA(t)y + ^B(t)u)-^y'Q(t)y-±u'Ru; 

дН 
V = vj)/e; Ф = - — ; ЩТ) = -гРу{Т), 

ду 
ei, = -A\t) - zQ{t)y; V ( D = -Fy(T) 
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приводит к оптимальному управлению и = yfeR lB'(t)\\t и соответствующей краевой задаче 
принципа максимума: 

гу = A(t) + eD(t)\\t; y(0, г) = у°\ 
sy = eQ(t)y-A'(t)v; y(T) = -Fy(T); (4) 

(D(t) = B(t)R-lB'(t)). 

В случае, когда спектр {koj(t)}" матрицы A(t) удовлетворяет условиям: 

т 
Re^ y ( / )^0; Rc\X0j(t)dt<0 0 = 1, л; tе[0,Т]), 

о 
A0(0 = diag{X01(0,...A0,(0} 

(5) 

(6) 

сингулярно возмущенная задача (4) не может быть исследована МПФ, так как его алгоритм су
щественным образом опирается на условие ReXq,<0, которое гарантирует стабилизируемость 
или асимптотическую устойчивость соответствующей присоединенной системы [2]. При вы
полнении условий (5) и (6) задача (4) может быть исследована с помощью метода расщепления 
[4-6], позволяющего изучать различные классы сингулярно возмущенных задач. Для удобства 
дальнейшего изложения запишем задачу (4) в виде 

ex = P(/, S)JC; Л̂  х{0, е) + N2x(T, e) = а; 

(P(t,s) = P0(t) + ePl(t); * = (*¥)'; а = (у°,ОП 

); (7) Ро(') = ( 

ЛШ = 

'A(t) 0 N 

.0 -A\t)/ 

'Е 0N 

,о о , ;N 

; /K<) = 

•ч 
'0 

pj 

Теорема 1. Если спектр {X0j(t)}" матрицы A(t) удовлетворяет неравенствам (5), (6), 
тогда существует единственное и ограниченное при г —> 0 решение задачи (7), асимптотика 
которого может быть записана в квазирегулярной форме: 

N — 
x(t,s) = 30(0(Е + ̂ Нкек)Ф(^г)с + О(е"+1), 

где Ф(*,Е) = ё1аё{еф,(/'е),еф2(''е)}; (8) 
' N tN 

Ф1(/,б) = б"1 ^Ak(s)ekds; <?2Ц,г) = еГ1 ^Ak(s)skds; 
о о г о 

при этом «диагональные» Ak(t) и «бездиагональные» Hk(t) матрицы однозначно определя
ются в ходе доказательства. 

Доказательство теоремы 1 опирается на результаты работ [4, 6], где фигурирует так
же условие detZ, * 0. Здесь постоянная матрица L = ( Z , , , ^ ) определяется столбцами матриц 

Ll=NlS0(0) = (Lll9Ll2) " ^ = ^ 2 5 0 ( Г ) = ( £ 2 1 Л 2 ) 

So \t)PQ(t)SQ(t) = diag{A0(0,-A0(0}; 

Но в задаче (4) или (7) это условие всегда имеет место, так как 
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L-NS(T)-(00)(S^T)0)-(0 ° 1 
М 2 0 W l,F Е){0 ЫТ)) {FSm(T) S02(T))' 
( 5 0 ( 0 = diag{50 l(r),50 1(7')}) 

т.е. в данном случае матрица L - diag{S01(0),S01(r)} всегда будет невырожденной, ибо матрицы 

501(/) и S02(t) определяемые соотношениями: 

S;}A(t)S0l(t) = Л0(0; S^A\t)S02(t) = Л0(/); 

и образующие блочно-диагональную матрицу S0(t), не вырожденны на всем отрезке [0,Г] . 
Т е о р е м а 2 . £ условиях теоремы 1 для достаточно малых е > 0 решение краевой задачи 

(4) шш экстремаль Понтрягина для задачи (1)-(2) существует, единственно и имеет асим
птотическое представление вида (8). 

ТеоремаЗ.2? условиях теоремы 1 для достаточно малых е > 0 

где uN =yIsR~lB'\\fN(t,e), У* = infVe(w). 
Таким образом, асимптотика порядка N оптимального управления является допустимым 

управлением в задаче (1), (2) и порядок субоптимальности этого допустимого управления равен 
(2W+3). 
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