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К О Н Т Р А С Т Н Ы Е С Т Р У К Т У Р Ы В П Р О С Т Е Й Ш Е Й В Е К Т О Р Н О Й 
В А Р И А Ц И О Н Н О Й З А Д А Ч Е И И Х А С И М П Т О Т И К А 1 

В работе изучаются контрастные структуры (траектории с внутренними и 
пограничными слоями) в простейшей векторной вариационной задаче. Необ­
ходимые условия оптимальности приводят к сингулярно возмущенным вектор­
ным нелинейным краевым задачам, в которых контрастные структуры прак­
тически не изучались. Взгляд на эти решения с помощью аппарата функций 
Кротова приводит к новым выводам о том, что структуры типа "всплеска" 
связаны с точками локального максимума, а структуры типа "ступеньки" - с 
точками глобального максимума некоторого функционала. 

1. Введение. Постановка задач 

В последнее время внимание многих исследователей привлекают так называе­
мые контрастные структуры. Их решения имеют зоны резкого пространственно-
временного изменения (пограничные и внутренние слои). Обширная библиография 
по этому вопросу содержится в [1-4]. Рассмотрим следующую возмущенную зада­
чу Р£ 

т 

Je(ue) = J i^(xe)t)^b\xe)t)ue^^e2u'eu^ dt—> inf, 
0 

(1.1) £.(*) = 
(1.2) хв(0,е) = 0, хл(Т,е) = 0, 0 < £ < 1 , 

где x£(t) E Д п , ue(t) E Д п , b(xE)t) E Rn, a(xe,t) E Я, T - данное положительное 
число, штрих означает транспонирование, (х£)ие) Е D = X х С/, D - множество 
допустимых пар (же, м е), где xe(t) - абсолютно непрерывные вектор-функции. 

Сформулированная задача, с одной стороны, имеет типичные черты для теории 
оптимального управления, а с другой - необходимые условия оптимальности приво­
дят нас к специальному классу сингулярно возмущенных краевых задач: 

(1.3) e2xe=g(xe)t)) 

(1.4) *((),*) = 0, х(Т,е) = 0) 

где g(xett) = ||(*.,*) - |£(*«>0-
В работе [1] в скалярном случае (п = 1) показано, что сингулярно возмущен­

ная задача (1.3), (1.4) может иметь решения с внутренним слоем типа "всплеск" и 
решения с внутренним переходным слоем типа "ступеньки". Теория контрастных 
структур интенсивно развивается в последнее время. Однако векторный случай 

1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований, проект 
N£96-01-00804. 
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имеет свои особенности и в литературе по сингулярным возмущениям практически 
не изучался. Мы ограничимся здесь только алгоритмом построения асимптотики, 
которая аналогична решению типа "всплеска" и решению с переходом с корня на 
корень, и не затрагиваем вопросы существования решения задачи (1.1), (1.2) вблизи 
построенной асимптотики. Известно, что траектории, имеющие "всплеск", на фазо­
вой плоскости образуют петлю сепаратрисы, а траектории с переходами с корня на 
корень - ячейку. В нашей работе вариационная природа краевой задачи (1.3), (1.4), с 
одной стороны, позволяет связать эти контрастные структуры с точками локально­
го и глобального максимума некоторого характеристического функционала задачи, 
а с другой - высказать гипотезу, что определенный вариационный смысл имеют 
контрастные структуры и в других сингулярно возмущенных краевых задачах, тем 
более, что в частном скалярном случае для задачи типа (1.3), (1.4) в работе [5] был 
получен аналогичный результат для структуры с переходом с корня на корень. 

2. Асимптотика типа "всплеска" 

Наряду с задачей Р£ рассмотрим так называемую вырожденную задачу Р , полу­
чающуюся из (1.1), (1.2) при е = О 

т 

о 

(2.1) ?(<) = *(*}. 
(2.2) х(0) = О, х(Т) = 0. 

А. Пусть J* — inf./ > —оо. 
и 

С помощью функции Кротова <р(х^) [6] можно переписать функционал (2.1) в 
виде 

т 

7(й) = -̂ (0,0) + ^(0,Т)- j P(x,t)dt, 
о 

где Р(ж,£) = —a(x,t) + <pt(x}i) и p(x,t) удовлетворяет уравнению <px(x,t) = b(x,t). 
Для построения асимптотики воспользуемся методом прямой схемы [7]. 
Вспомогательная лемма. Пусть функция f имеет следующее разложение 

для любого п 
п 

/ ( и ; о , . ' . . , и ; ^ 
i= i ' 

где все функции /, fi, i = 0,п имеют минимум в некоторой открытой области. 
Тогда для достаточно малых е > 0 

п 

min /(two, - • •) wn,е) - min/0(w;o) + У^е1 mm fi(wi).+ О (en-+1), 

где fi(wi) - fi (wi,Wi^i,.,., w0), wk = argrnin/ f c(u;), k == 0, i - 1. 
Здесь ограничимся рассмотрением случая, когда на отрезке [0, Т] имеется только 

одна точка t = t*, в окрестности которой происходит "всплеск" решения. Случай 
нескольких таких точек можно исследовать тем же методом. 
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Точку скачка J* будем искать в виде U = to •+ et\ + ... + entn + . • •, в которой 
x(t*, е) = 0. 

Стандартным способом строим асимптотику в виде [8] 

(2.3) x(t, е) = x(t, е) + Пх(т0, е) + Qx(r, е) + Rx{n, е), 
u(t)e) = x(tie), 

оо оо 
где x(t,e) = £ *з{1)е' " регулярный ряд; Пж(г 0,е) = &Щх(то) - пограничный 

i=o i=o 

' ' ~ ' описы-/ А 0 0 

ряд в окрестности точки 2 == 0 ( то = - ); <Эя(т, е) = ]С £3Qjx(T) ~ РЯД» 
\ i=o 

вающий "всплеск" решения в окрестности точки t = t* = —JT~~)' ^ a ? ( T l ' £ : ) = 

= £jRjx(Ti) ~ пограничный ряд в окрестности точки t = Т I ri = • I. 
j=0 \ 6 J 

А 1 . Пусть функция P(x,i) имеет локальный максимум в точке х = a(t) (т.е. 
РДсф),^) == 0, P x r (ot(t), t) < 0, 0 ^ t ^ Г), причем существует функция ж = j(t) 
такая, что P(7(t) , t) = P(a(J),J) и P x(7(t),2) / 0, 0 ^ t ^ Т (для определенности 

< 7* СО» г' = ! ' п ) -
Из условия А 1 следует, что ж = ct(t) является точкой покоя типа седла для 

уравнения присоединенного к (1.3) (t фиксировано). 
А2. Пусть в фазовом пространстве сепаратриса, которая выходит из точки по­

коя типа седла, образует "петлю", т.е. сепаратриса состоит из гомоклинических 
точек [9]. 

Стандартным способом для регулярных членов в г-м приближении имеем 

i{(t) = uiit), Щ0) + П,-з(0) = 0, Zi(T) + Rix(0) = 0, г = 0 , 1 , . . . 

Для пограничных функций Qix(r) получаем следующие уравнения и краевые 
условия 

( dQjx(r) 
- J — = Qiu(r)i 

QiX(0) = 0, lim Qix{r) = 0. 

r—*+oo 

оо 
Из разложения критерия Je(ue) = Jj получаем следующее утверждение 

j=o 
Лемма 1. Если выполнены условия А , А 1 , тогда справедливо тождество 

Jo — J (здесь звездочка - символ оптимальности). 
Доказательство этой леммы дано в Приложении. 
Заметим, что J0 не зависит от пограничных функций Пож, Qox, R0x. Нетрудно 

показать, что после простых, но достаточно громоздких преобразований получаем 
следующее выражение для Q\J 

+оо 

Q i J = 2 ^ (p(a(to))to)-P(a(to)+Qox(r))to) + ^(QOU(T))'QQU(T^ dr. 
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В силу условия А 1 получаем начальное условие Qox(0) = 7 ( ^ 0 ) — a ( t 0 ) . Следова­
тельно, мы можем переписать задачу QoP в виде 

QoP: { 
dQ0x(r) 

dr 
Qox(0) = j(to)-(x(to), 

+ ^Qou(T)yQ0u(r)) dr 

lim QOX(T) — 0. 
r—>+oo 

mm, 
Q0u 

Лемма 2 [10]. Если выполнены условия A, AI, mo 0W любых Qox(0) E £ опти­
мальное решение QQX(T), QQU(T) задачи QoP существует, единственно и удовле­
творяет оценкам 

• \\СГ0х(т)\\$Се-1», \\Q*0u(r)\\^Ce-^, г > 0, 

где /3 и С - некоторые положительные числа, S - область влияния задачи QoP. 
Мы можем искать to как параметр, минимизирующий Q\ 7 , т.е. to = arg min x 

0<to<T 

x ( 7 ( ^ 0 ) — &(to)). Отсюда следует 

(2.4) l Q l r b { t ) - a ( t ) ) \ t = t o = 0. 

A3. Пусть уравнение (2.4) имеет единственное решение to Е (0,Т), причем 

гг<г^(т(')-«С))и>о. 
Аналогично определяются пограничные функции Ща^ть) и i?o^(ri) при следую­

щем условии 
А4. Пусть начальные значения Пож(О) = —«(0), Rox{0) = — O J ( T ) принадлежат 

областям влияния задач По-Р, RoP, соответственно. 
Далее описанная процедура повторяется, и мы можем получить задачи прибли­

женной декомпозиции для членов разложения более высокого порядка 

7 3 ( п + 1 ) = - / Q ( ^ „ ° + 1 W ) ' ^ ( a ( i ) , t ) ^ + i ( < ) + 

+ Я ^ + 1 (i)«„+i(*) + Я ; + 1 ( * ) й „ + 1 ( * ) ) Л —> jnf , 

k X n + i ( t ) = U„ + i ( t ) , 

где Я п + 1 ( 2 ) , Я п + 1 ( £ ) зависят от известных членов «J/(t), 0 ^ j ^ п. 

+оо 

тт2 

Q 2 ( „+ i ) + i ^ = " 2 / Q ( Q » + i » № « ( « ( * o ) + 

+ Q 0 a ; ( r ) , t o )Qn+ ia j ( r ) + - ( Q n + i U ( r ) ) / Q „ + i u ( T ) + 

+ Я 1 + 1 ( г ) д п + 1 ж ( г ) + Я 2 + 1 ( г ) д п + 1 « ( г ) U r - . min , 

y „ + i « ( r ) , 

g„+i i (0) = 0, lim Q n + i x ( r ) = 0, 
T—• + 00 

44 



а Я ^ + 1 ( т ) , Н„+1(т) зависят от известных членов QJW(T) = (QJX(T),QJU(T))', 

wt(t) = (xi(t),ui(t)), 0 ^ j ^ n, 0 ^ £ ^ n + 1. 
Из линейно-квадратичных задач Pn+i,"Qn+i-P и П П + 1 Р , P n + i P для произволь­

ного п мы можем определить x*(t)-} Q£#(r), П*ж(г0), R*nx(rx) [11]. 
Минимизируя коэффициенты J;- в разложении функционала J e , найдемЛП) п ^ 1. 

Обозначим частичные суммы асимптотики (2.3) и функционала через #„(£,£) и J n , 
соответственно, где 

п 

* n ( t , = 1] ^ + П ^ ( г 0 ) + Q ^ ( r ) + Rjx(r1))1 

i=o 
2 n + l 

u n ( t , e ) = i n ( t , e ) , Jn=^2eJJj-
i=o 

Отметим, что (ж п, u n ) не является допустимой парой, так как краевые условия (2) 
не выполнены, т.е. хп(0,е) = Pi(£, гс), ж п(Т, е) = Рг(£, га), где P t-(e,n) = О (еп+1) 
(г = 1 , 2 ) . 

Для получения допустимой пары (ж, и) введем следующие функции 

^ n ( t ,e ) = Ae"e + 5 е " ~ Г " , 0 ^ t ^ Т, 

где коэффициенты А) В выбираем так, чтобы 9п(0уе) = —Pi(£,n), 0 П(Т,ё) = 

= — Рг(^, и). Для этого нужно взять Л = ^—Pi (г, п) + е"ё Р2(е) га)^ / ^1 - е ~ ~ ^ , 

Р = ^—Р2(е, п) + е~ТР1{е) га)^ / ^1 — е""Г^ . Очевидно, А, В - величины порядка 

e n + 1 , поэтому 0 n(t, е) = О (еп+1). 
Положим Хп^.е) = ж п ( М ) + 0 n(M)> Un(t,e) = Xn(t,e), тогда пара (Х п (£,£), 

Un(t,e)) является допустимой. Обозначая Jn{Un) = J n ( t ^ n ) 5 имеем J n ( u n ) = « / n ( t ^ n ) + 
+ 0 ( e 2 n + 2 ) . 

Теорема 1. Если существует точное решение (ж*,и*) задачи (1.1), (1.2), ад 
выполнены условия А , А 1 - А 4 , тогда для достаточно малых е > 0 справедливы 
следующие оценки 

\\x:-Xn\\^Cen+1, | K - [ / n | K < ? e " + 1 , 
|«С - Jn(t/„)|< Се 2 "+ 2 . 

Доказательство этой теоремы дано в Приложении. 

3. Асимптотика типа "ступеньки" 

8 1 . Пусть существуют вектор-функции a(t) Е X, 7(2) Е X такие, что P(a( t ) , t) = 
= P(7W»0 = maxP (a?(t) , t ) , п р и ч е м Р ^ с ф ) , * ) < 0, P**(7(*), *) < 0, 0 ^ t ^ Т (для 
простоты максимумы а(£), 7(2) соседние). 

8 2 . Пусть в фазовом пространстве существует сепаратриса, соединяющая седла 
( а , 0) и ( 7 , 0 ) . 

Значение точки перехода t* будем искать в виде 
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Значение функции x(t*,£) в точке равняется к) которое можно представить в 
виде Ат = Лто + + . . . + £nkn + ... 

Асимптотику решения задачи построим в виде 

-С zW(t,е) + Пя(т 0 ,е) + Q ^ t y r , е ) , О < t < U, 

е) + Д*(п , е) + Q<2>*(r, e), <С t <$ Г, 

* t - Т t - U 
где г 0 = п = ——, г = — — . 

г е е _ац 

Лемма 3. Если выполнены условия A, Bl , mo J = JQ. 
Доказательство этой леммы аналогично лемме 1. 
Для задач Q^P, QKQ}P имеем (2) ] 

— ОО 

Q ^ J = - J (p(a(t0),t0) - Р (а(*„) + Q ^ x W . i o ) 
о 

+ \ (Я{Мг))' (Q{M'))) ^ —> irf , 

+ 

cfr0 

Qo

l'x(0) = k0 - a(to), lim QO

1)X{T) = 0. 
т—• — oo 

+oo 
g « J = - У (р( 7(*о),*а) - P (т(*о) +-Q? ) *(r),«o) + 

0 

+ 5 ( Q ( O 2 ) « ( T ) ) ' (<#4r))) —» inr, 
^ W = Q c a ) u ( r ) > 

g[, 2 )x(0) = * 0 - 7(*o), lim g ^ * ( r ) = 0. 

Лемма 4. Если выполнены условия A, Bl , B2 ; mo oW любых QQ^X{0) E S j ' (j = 

= 1,2) оптимальное решение Ql^z(r), Ql^u(r) задач QQ^P (j = 1,2) существу-
em, единственно и удовлетворяет оценкам 

g ; ( a ) * ( r ) | < с е - " т , | |g ; ( a ) « ( r ) | < cc-*, r ^ o , 

где С и P - некоторые положительные числа, - области влияния задач Q^P 
0 = 1,2). 

Мы можем искать (ko,t0), как вектор параметров, минимизирующий 

1 ( 2 ) , 

мо(*о,*о) = Q ^ J * (<o,g^*(o)) + g ( i 2 V * ( f o . Q ^ ( o ) ) , 

где o\^J* - оптимальное значение Off'J для конкретного g^a^O) (j = 1,2), т.е. 

( t 0 , Jfeo) = argminM 0(2, fe) или пара ( t 0 , fc0) удовлетворяет уравнениям - ^ p ( t o i *o) = 

= 0, ^ ( * o , * o ) = 0. 

i 0 ) •t l ) . 
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ВЗ. Пусть последняя система уравнений имеет решение (*о,&о)> причем 
д2м ,, , • 

г(^о, «о) - положительно определенная матрица. 
3 ( * о , * о ) 2 

В4. Пусть начальные значения Поя(О) = —а(0), Яоя(О) = —тСП принадлежат 
областям влияния задач По?, До-Р, соответственно. 

Для следующих членов асимптотики получаем, как обычно, линейно-квадратич­
ные задачи. 

После образования допустимых, на основе пар (Хп, Un) - частичных сумм асим­
птотики порядка п, получим следующую теорему 

Теорема 2. Если существует точное решение (ж*, и*) задачи (1.1), (1.2) и 
выполнены условия А , В1 -В4 , тогда для достаточно малых е > О справедливы 
следующие оценки 

|К* - Хп\\ ^ Cen+1, | К -Un\\ ^ Ce»+1, 
\j;-MVn)\^Ce2n+2. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1. 

4. Пример 

Пусть 
1 

(4.1) Je(u) = J ( -1(х + у? + l-(x - у)2 + (s(t) + *)«,+ 

min 
U2) 

(4.2) 

+(s(t) - t)u2 + \e2 (u\ + ul)) dt — • mi 
z / ( « 1 , 1 

х^щ, ж(0,£) — 0, ж(1,£) = 0, 

У = и2, y(0,e) = 0, у(1,е) = 0, 

где s(i) = —у*q 2(t)dt, q(t) > 0, g(£) > 0 и |g(t)| является достаточно малой величи-
о 

ной. a(a?ly,*) = - j 2 0 * + v)3 + 4О* " v)2> b(x,y,t) = (s(t)+t,s(t)-t)'. 
Запишем уравнения Эйлера 

e2£ = q

2(t)-1-(x + y)2+l-(x-y)-l, 

(4.3) e*y = q \ t ) - 1 - ( x + y)2-1-(x-y) + l, 

(4.4) я(0,е) = 0, ar(l,£) = 0, y(0, e) = 0, y(l,c) = 0. 

Сделав замену x = <p.+ ф, у = <p — ф, получаем распадающуюся систему 

(4.5) £2<p = q2(t)-4,2, <р(0,е) = 0, <р(1,е) = 0, 

(4.6) e2v! = V - l , # ) , £ ) = 0, V(l,e) = 0. 

Как показано в [1], в задаче (4.5) может существовать решение типа "всплеска" 
и формальное асимптотическое решение, а в задаче (4.6) существование решения и 
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формальное асимптотическое решение очевидно. В совокупности, в задачах (4.5), 
(4.6) существует решение типа "всплеска" и формальное асимптотическое решение 
и в фазовом пространстве существует траектория, которая выходит из (—q(t)\ 1,0,0), 
когда т стремится к — оо; и входит в (—q(t)} 1,0,0), когда т стремится к +оо. 

Вернемся к задаче (4.3), (4.4). Можно убедиться в том, что для соответству­
ющей вспомогательной системы в фазовом пространстве существует траектория, 
которая выходит из (—q(t) + 1, — q(t) — 1, 0,0), когда г стремится к —оо; и входит 
в + I? ~~ 1> 0) 0)i когда т стремится к +оо, причем существует решение 
типа "всплеска" и формальное асимптотическое решение. 

Точка, в которой происходит "всплеск", вычисляется по формуле [1] ^(^о) = 0. 
Из (4.1), (4.2) получаем вырожденную задачу Р при е — 0 

1 

J&) = J ( * + У)3 + \ (х - у) 2 + («(t) + i ) u 1 + 

О 

Р: < + (s(t) — t)u2 ) dt —> min , 

£ = t J i , s(0) = 0, ж(1)='0, 

I F = u 2 , .-y(0) = 0, y ( l )= .0 . 
db2 ~ dbi db2 dbi 

С учетом - г — = = — 
ox ay oy 

= 0 вводим функцию Кротова (p(x,y,t) = 
С/ ж 

= «(t)(x + у) + t(x - у) и Р(а>, у, *) = ^(х + у)3 - 1(» - у) 2 - д2(*)(х + у) + (х - у). 
Легко проверить, что функция Р(х, у, t) имеет один локальный максимум в точке 

<*i(t) = ~q(t) + 1 , 

«a(<) = -q(t) - 1 , 

так как Р««М*). «а(*).0 = - («(*) + 5 ) < °-

Р * * Ы * ) , аа(*). (*). « 2 ( 0 , *) - ^ М * ) . <*з(*). *) = 2«(*) > 0. 
Очевидно, что существует точка 71(f) = 2g(i) + 1, 72(f) — 2g(i) — 1, где P(ji(t), 

78(0,.*) = PMO.aaW,*) = | e

8 ( t ) + 1, Px(7l(t),l2(t),t) = 3 ?

3 (* )#0 , P 8M*). 
7 2 W , f ) = 3<? 2(*)#0. 

Построим асимптотику в виде 

е) = + П0х(т0) + g 0 » ( r ) + R0x(n) + О (e), 
y(t, e) = ct2 (t) + n 0 y ( r 0 ) + Qoy(r) + Яру(п) + О -(e), 

ui(t, e) = di(t) + ~ ( n 0 u i ( r 0 ) + QOUI(T) + /Jo^i(ri)) + n i t i i ( r 0 ) + 

+Qit i i ( r ) + fliui(ri) + 0 ( e ) , 

M 2 ( * i e) = <*2(*) + ^(ПогА2(г0) + <9о^2(т) + ROU2(TI)) + П 1 1 1 2 ( 7 * 0 ) + 

+Qiw 2 ( r ) + fiiw2(ri) + 0 ( e ) . 

Для функционала в нулевом приближении получаем 

1 

П = ~1 ( | « 3 (* ) + l ) dt. 
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Для членов погранслойных рядов имеем 

QXJ = 2 f rP ( a i ( to ) ) a2 ( to ) , to ) -P (a i ( to ) + O o ^ ( r ) , a 2 ( ^ 
о 

+ Qoy(r ) , t 0 ) + \ (Qot*?('r) + QOU2

2(T)) ) dr —+ . min 

Qoi(r) = Qoui(r), 

СоУ(т) = QO^2(T) , 

Q o s(0) = 3«(to), lim Q 0 z ( r ) = 0, 

Qoy(0) = 3«(*e), lim Q o y ( r ) = 0 . 

Для последней задачи оптимальной стабилизации получаем уравнение Риккати 

2g(t 0) + l, 2 ^ о ) - 1 V 
М'М = 

Отсюда имеем 

у 
м = 

2 в ( * 0 ) - 1 , 2 9(*о) + 1 

2 
л/2 

и минимальное значение функционала принимает вид 

QiJ*(h, t0) = |(3g(*o), 3 9(<o)) 'M(3 9(f 0), 3«(t0)) + p(h), 

p(h) есть функция, содержащая степени Л 3 и выше, где h=(3q(to), 3q(to))' и <о удовле-

творяет следующему уравнению ———(ft,£0) = 0, т.е. [45^2(t 0)-f-3—(ft) )х 
* о V oh h = 3 q ( t o ) J 

xg(to) = 0 или q(to) = 0. Эта формула для точки всплеска, полученная нами из ва­
риационных задач, совпадает с формулой из [1]. Далее нетрудно видеть, что 

^ Q i J * K , * o ) = ( 4 5 e i ( t o ) + 3^(fc) 
h=Sq(t0)j 

q(h)>0 

при условии q(to) > 0. 

5. Заключение 

Взгляд на сингулярно возмущенные задачи (1.3), (1.4) в скалярном и векторном 
случаях с помощью техники достаточных условий оптимальности Кротова В. Ф. 
оказывается весьма плодотворным и приводит к интересным выводам о том, что 
контрастная структура типа "всплеска" связана с точками локального максимума 
некоторого характеристического функционала Р(ж, £), порожденного интегралом от 
правых частей в уравнениях Эйлера, а структура типа "ступеньки" - с точками 
глобального максимума того же функционала. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Доказательство леммы 1. Jo имеет такой вид 

т 

J 0 = j (a(x0{t),t) + b #(»oW,t)uo(t))cft+ 
о 

+ J Ъ'(хо(0) + Пох(то),0)Пои(то)(1то+ 
о 

+ J b'(xo(to) + Qox{r)Jto)Qou(T)dT+ 

- о о 

О 

J b'(x0{T) + i J o »( r i ) , r ) / 2o t i ( r i )d r i . 

о 

+ 
— оо 

1 о о 
С учетом - J ^ s o , *) = - ^ ( ^ о , *) + ^ ( * ° ' ' 

<Л1 0ж(г 0) „ , v dQ0x[r) dKxotn) 
_ ^ = П 0 и ( г 0 ) , - _ _ = Q 0 u ( r ) , . _ 5 _ = Д о и ( г 1 ) 

имеем 
т 

Jo = j(a(x0(t)} t) - <^(ж, *) + (Ь(я?о(*), *) - Vir(»i 0)#t*o-
0 

+oo 

+ ^(M)(*o(0>*))* + / ^ ( « о ( 0 ) + По«(7ъ),0)йтъ+ • 
о 

о 

+ y ^ ( » o ( T ) + /2oa?(r i ) , r )dr i = 
— оо 

= р ( * о ( Т ) + Яоя?(0), Т ) - р ( 5 0 ( 0 ) + Поя?(0), 0)+"' 
т 

+J{a{x0(t))t)-<pi(xit))dt = 

о 
т 

= - v ( 0 l 0 ) + ^ ( 0 l T ) - y P ( ^ o ( t ) , t ) * . 
о 

Из последнего выражения получим равенство Jo* = J * . Таким образом лемма 
доказана. 

Доказательство теоремы 1. Введем следующий расширенный функцио­
нал 

... т т 

1 в(х,и) = J ^a(x,t) + b\x,t)u+^e2d 
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где (рп = 52 ^ (^iW + Пг-^(го) + i ?^ ( r i ) ) . Интегрируя второе слагаемое Ie по час-

тям, можно переписать 1£ в виде 

т т 
/ в ( * , и ) = - ^ Я ( я , и , £ п , * ) Л - ^ 

о о 

где H(x,u,Ipn,t) = (fnu - (^a(x,t) ^b'(x,t)u+ ^е2и'у^, а члены ^ ( t ) , П г ^(г 0 ) , 

Ri<p{Ti) ~ соответствующие сопряженные переменные в задачах Р,-, П,-Р, Дг'Р) соот­
ветственно. 

Подставляя £„(£,£), й п(£,£) в / е (ж,и), получаем 

(П.1) 7 e ( x n i « n ) = 7 n + 0 ( £

2 ' l + 2 ) . 

В то же время имеем 

(П.2) fin = -Нх (хп, u n , £ n , t) + 

(П.З) 0 = -Hu(xn,un)$n)t) + O(en+1). 

Поскольку функционал / е , в силу условия A3, является сильно выпуклым, тогда 1е 

имеет минимум в точке (а?*,й*). Как известно [12], имеет место следующее нера­
венство при 55* = wn = (ж„,й п) Е У 

(П.4) Ге (х\и*) - Ie (хп,ип) + (^k {wn) ,w* - wn^ > C\\w* - «5„||2 

где С > 0. 
Учитывая I* (х*,«*) - Ie (хп,ип) < 0 и 

/81. „ — „ \ Ш , , 
\w - wn 

имеем Цй;* — wn\\ ^ 

Так как 

dh 
dw 

Л , 

ди 

1 

{хП)ип) - - j#u(sn,un,£n,*)cft, 

получаем, в силу (П.2), (П.З), 

(П.5) 
д1е 

^ Сеп+\ 
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следовательно 

(П.6) \w*-wn\\^ce .n+l 

т.е. \\x* - xn\\ ^ Cen+1, \\u* - un\\ ^ Csn+1. 
С другой стороны из неравенства (П.4) получаем оценку 

\1е(хп,йп) -1*\ ^ 
dw ( ™ n ) \WN - W 

и в силу (П.1), (П.5), (П.6) получаем 

(П.7) т — т* <Се 2п+2 

Если точное решение (ж*, и*) исходной задачи (.1.1), (1.2) существует, то подста­
вляя (ж*, и*) в функционал 1е(ж,м), получаем Ie(x*,u*) = J*. Аналогичные оцен­
ки (П.6), (П.7) имеют место для (ж*, г**) вместо (хп,ип) 

\w *-w*e\\^Cen+1, \ J : - r e \ ^ C e 2 n + 2 . 

Используя неравенство треугольника и отношения (П.6), (П.7), сразу получаем оцен­
ки теоремы. Итак теорема доказана. 

Доказательство остальных утверждений проходит по схеме из [7]. 
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