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УДК 517.977 
СИНГУЛЯРНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ 

В ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
А. Б. Васильева, М. Г. Дмитриев 

ВВЕДЕНИЕ 

В последние десятилетия интенсивно развивалась математи­
ческая теория оптимальных процессов. Большое внимание при 
этом уделялось задачам с малыми возмущениями. Использова­
ние методов теории возмущений (асимптотических методов) в 
задачах оптимального управления оказывается полезным по 
следующим причинам. 

1. При математическом моделировании зачастую пренебре­
гают различными малыми величинами и в итоге оперируют с 
идеализированными моделями. Теория возмущений позволяет 
установить соответствие между точной (возмущенной) и упро­
щенной (невозмущенной, вырожденной) моделями. Это соот­
ветствие устанавливается изучением предельного перехода от 
решения возмущенной задачи к решению невозмущенной. Тео­
рия возмущений позволяет получить поправки к решению упро­
щенной задачи (асимптотическое разложение) и позволяет изу­
чить чувствительность решения точной задачи к малым возму­
щениям. 

2. Асимптотическая теория дает возможность получить ка­
чественную картину решения. 

3. Знание асимптотики позволяет предложить экономичные 
вычислительные процедуры для приближенного решения исход­
ных задач оптимального управления, решение которых затруд­
нено, либо практически невозможно из-за нелинейности, вы­
числительной неустойчивости (вследствие «жесткости»), высо­
кой размерности и т. д. 

4. Малые возмущения в задачах оптимального управления 
могут быть введены искусственно, и тогда теория возмущений 
выступает как метод исследования исходной, в некотором 
смысле, «плохой» (например, некорректной) задачи. 

Исследование задач оптимального управления методами тео­
рии возмущений представляет также интерес и для самой тео­
рии возмущений, так как появляющиеся при этом разнообраз­
ные новые задачи стимулируют ее развитие. Различным ас­
пектам регулярных возмущений и метода осреднения в задачах 
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оптимального управления посвящен обзор Ф. Л. Черноусько, 
В. Б. Колмановского [136] (см. также монографии Н. Н. Мои­
сеева [107, 108], А. А. Первозванского, В. Г. Гайцгори [112], 
В. А. Плотникова [113], Ф. Л. Черноусько, Л. Д. Акуленко, 
Б. Н. Соколова [135]). В данной статье авторы делают попыт­
ку обзора работ, связанных с изучением задач управления ме­
тодами теории сингулярных возмущений. Отметим, что в этом 
направлении имеются более ранние обзоры Кокотовича, 
О'Молли, Сзннути [200], О'Молли [217], А. Б. Васильевой, 
М. Г. Дмитриева [25, 243]. 

Настоящий обзор посвящен детерминированным объектам, 
описываемым системами обыкновенных дифференциальных или 
разностных уравнений. Стохастические объекты и объекты, опи­
сываемые уравнениями в частных производных, фактически в 
обзоре не рассматриваются. Библиография, приведенная в дан-
ном обзоре, не претендует на абсолютную полноту. Дополни­
тельную библиографию можно найти в работах, цитируемых в 
обзоре. Укажем некоторые определения и обозначения, которые 
используются в данной работе. Символом РЕ будем обозначать 
возмущенную задачу оптимального управления, а Р0 — невоз­
мущенную задачу оптимального управления, и при этом Д*, 7* 
или (/о*— минимальное значение критерия оптимальности в за­
дачах Ре и P0> соответственно. Если оптимальное управление в 
этих задачах не существует, тогда под этими символами пони­
маем соответствующие точные нижние грани. Оптимальное 
управление и оптимальная траектория в задаче Рл также обо­
значается звездочкой вверху и е внизу, а соответствующие ве­
личины в задаче Р- — черточкой сверху (или нулем внизу) и 
звездочкой вверху. Штрих обозначает транспонирование. 

Для положительно определенной (положительно полуопре­
деленной) матрицы А будем употреблять обозначение Л>0 
(>0). 

Для линейной системы 
x=A(t)x+B{t)u, xeRn, ueRr, te[o,r], (i) 

y = C(t)x (2) 
будем говорить, что: а) система (1) управляема (вполне управ­
ляема) или пара iA(t), B(t)} управляема (вполне управляема), 
если из любого состояния х(0) система (1) с помощью кусочно-
непрерывных управлений может быть переведена в любое дру­
гое состояние х(Т); б) система (1) или пара (А(0» - (-0-" ста­
билизируема, если существует обратная связь и=М(()х такая, 
что замкнутая система x={A{t)\-B(i)M(t))x асимптотически 
устойчива; в) система (1) наблюдаема по выходу (2) или пара 
матриц {C(t), A(t)} наблюдаема, если система 

z = A'(t)z-\-C/(t)'v, 
или пара {Ar (t), С (t)} управляема; г) система (1) или пара 
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матриц {С, А} детектируема, если система 
z=Af(t)z + C'{t)v 

или пара iA'(t), Cr{t)} стабилизируема. 
Сущность этих определений раскрывается в [35, 75, 85, 

1281. 
Управление v в задаче Рв будем называть субоптимальным, 

если Ie(v)—/е*-»-0, при е->0. Если Ie(v)— /e*{le}Cea, где а — не­
которое положительное число, то а будем называть степенью 
или порядком субоптимальности управления v в задаче Рг. 

Нумерация формул в каждом параграфе независимая. При 
ссылке на формулу из другого параграфа к ее номеру добав­
ляется номер параграфа. 

§ 1. СИНГУЛЯРНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ 

1. Введение. Цель этого параграфа дать представление о 
математической теории сингулярных возмущений. 

Пусть имеется возмущенная задача RR, разрешимая на мно­
жестве 2Я. 

Определение 1 [11, 101]. Задачу Rs будем называть 
сингулярно возмущенной по отношению к задаче R0 и возму­
щения сингулярными, если задача R0 не разрешима на WI. 

Примерами сингулярно возмущенных задач могут служить 
следующие. 

1. RB:BX=~-X+1, JC(0) = 2 , Ш={Х(t)еС1о,т\:х(0)==2}; 
/?0:0=- — jc-J-1, .х—1 — ее решение, но JC{in}_J, так как х(0) — 

2. Re:x(t + e) = 2~1x(t) + \, х(0) = 5, ^/8=-{0,е, . . . ,(N-l)e}, 
N = 1. 

е 
WI—множество кусочно-постоянных функций с возможными 

точками разрыва из h и х(0)=5. Очевидно, что решение 
задачи Р0 не принадлежит Ж, так как x(t)=—\ и х(0) = 
= - 1 ^ - 5 , 

В этих примерах при вырождении (при е = 0) теряется 
часть дополнительных (начальных, краевых) условий, необхо­
димых для однозначного определения решения. 

Основная черта сингулярных возмущений — решение невоз­
мущенной задачи (которая часто называется вырожденной, так 
как в задаче R0 тцп уравнений может измениться, по сравнению 
с возмущенной задачей) — не удовлетворяет всем условиям для 
возмущенной, вследствие этого в решениях задачи Re наблю­
дается явление пограничного слоя — быстрое изменение вбли­
зи тех точек, где заданы дополнительные условия, исчезающие 
при вырождении. 

К сингулярно возмущенным системам относят начальные и 
краевые задачи для систем уравнений с малым параметром при 
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производных, дифференциально-разностных уравнений с ма­
лым запаздыванием, в частности, дискретных систем с малым 
шагом, интегро-дифференциальных уравнений с малым парамет­
ром при производных и др. 

Теория сингулярных возмущений интенсивно развивается 
многими исследователями. В настоящее время имеется ряд мо­
нографий и обзоров А. Б. Васильевой [16, 19], А. Б. Василье­
вой, В. М. Волосова [24], А. Б. Васильевой, В. Ф. Бутузова 
[22, 23], С. А. Ломова [101], Е. Ф. Мищенко, Н. X. Розова 
[106], В. А. Треногина [125], В. Вазова [15], О'Молли [213] 
и др. 

2. Теорема Тихонова. Основополагающими в теории сингу­
лярных возмущений явились работы А. Н. Тихонова [121—123]. 
Им была рассмотрена начальная задача для системы диффе­
ренциальных уравнений с малым параметром е>0 при части 
производных 

y = f{y,z,t), yQRn, 
ez=g{y,z,t), zeRm, 

y\M=*y\ z\t-0 = z°. (2) 
При е = 0 получается невозмущенная (вырожденная) система 
уравнений 

% = f(y,z,t), ( 3 ) 

0=g(y, z, t). 
А. Н. Тихоновым был дан ответ на вопрос о том, к какому 

из решений x(t) системы (3) стремится при е->0 решение 
x(t, е) задачи (1), (2) (х означает у и z в совокупности). 

Перечислим основные условия А. Н. Тихонова. 
1. Уравнение g(y,z,t)=0 имеет изолированный корень от­

носительно z: z—^{y, t). 
2. Корень z—<p(y,t) является устойчивым: точка покоя 5= 

= ф(г/, t) так называемой присоединенной системы 
~ft=g&y,t), т > 0 , (4) 

является асимптотически устойчивой по Ляпунову равномерно 
относительно (у, t) в некоторой области. 

Достаточным условием для выполнения 2 является условие 
ReX(gz)<Ot (5) 

где под символом X(gz) будем понимать спектр матрицы gz= 
=ёг(у(У, t), У, t) (эту матрицу будем в дальнейшем называть 
основной функциональной матрицей). Заметим также, что тре­
бование (5) можно ослабить, вычисляя спектр вдоль вырожден­
ного решения, т, е. на множестве q>{y, t), у, t, 0{le}£{le}T, где у 
определяется ниже (см. (6)). 
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3. Начальное значение z° принадлежит области влияния точ­
ки покоя 2=|ф(г/°, 0) системы (4) при у = у°, t = 0, т. е. решение 
системы (4), удовлетворяющее начальному условию .гт==0=^°* 
стремится к ц>(у°, 0) при --*-оо. При этих условиях справедлив 
предельный переход x(t, e)-+x(t), причем y(t) определяется 
как решение начальной задачи 

% = f{y^(y,t),t), y(0) = yo, (6) 

z A 

z(t) = <?(y{t),t). 
Предельный переход для у 

является равномерным по t на 
[О, Г], а_для z — неравномерным, 
так как .г(0) = Ф (t/°, 0), вообще 
говоря, не равно z°. Проиллюст­
рируем этот факт на примере 

dz скалярного уравнения Е --—- = 

На рис. 1 изображен устой­
чивый корень Ф(-0(£2=4§-Ф(-0-
•<)<(.)]. Знаки «-J-» и « — » указы­
вают знак функции g(z,t). 
Стрелками отмечено поле на­
правлений. При малых е стрел- "* ' p,fti 
ки направлены почти вертикаль­
но. Геометрически ясно, что ин- Рис. -• 
тегральная кривая, начинающаяся в точке (z°, 0), вначале 
идет почти вертикально, пока не попадает в достаточно малую 
окрестность корня <р(.0, после чего остается вблизи этого 
корня. Так будет вести себя любая интегральная кривая, у 
которой ф1(0)<2о<ф2(О). Интервал (ф1(0), фг(0)) является в 
данном случае областью влияния точки покоя 5=ф(0). На ри­
сунке наглядно видно, что предельный переход для z не яв­
ляется равномерным по t на [0, Т]. В малой окрестности точ­
ки t=0 решение z(t, &) сильно отличается от z(t). Эта окрест­
ность называется пограничным слоем. 

Решение вырожденной системы (6), (7) аппроксимирует ре­
шение задачи (1), (2) с точностью О(е), причем для z это спра­
ведливо вне пограничного слоя. Возникает задача построения 
приближения для z(t, e) в пограничном слое. Следующая за­
дача заключается в построении равномерного на [0, Т] при­
ближения для решения с произвольной точностью по е. 

Эти вопросы, а также аналогичные вопросы для многих дру­
гих сингулярно возмущенных задач: краевые задачи, интегро-

7 



дифференциальные уравнения, дифференциально-разностные 
уравнения с малым запаздыванием, уравнения с част­
ными производными и др. рассматривались в работах как 
учеников А; Н. Тихонова, так и других авторов. Подробно озна­
комиться с этими задачами и методами их решения можно по 
указанным выше обзорам и монографиям. 

3. Метод пограничных функций. Эффективным методом ре­
шения широкого класса сингулярно возмущенных задач являет­
ся метод пограничных функций. Он заключается в том, что 
асимптотическое разложение решения задачи (1), (2) разыски­
вается в виде 

x(t, e) = x(t, е)-)-Щ;(т, е), (8) 
где 

*(*, s)==xo(*)+e*10O+ . . . (9) 
есть так называемый регулярный ряд — степенной ряд по. е 
с коэффициентами, зависящими от t, a 

Юе(т, s)=n0.x(-;)-f 8П1д;(т)+ . . , (10) 
есть так называемый пограничный ряд — тоже степенной ряд 
по в, но коэффициенты его зависят не от t, а от т-=*7ё. Коэф­
фициенты этого ряда называются пограничными функциями. 
.Пограничные функции вместе с членами регулярного ряда опи­
сывают поведение решения в пограничном слое, а вне погранич­
ного слоя они быстро убывают, что выражается оценкой 

||П.*(г)||<Сехр(—х*)» *>0 , (И.) 
где С>0, %>0 — некоторые постоянные, 11.11 — евклидова нор­
ма вектора. В [22] подробно изложен алгоритм получения про­
извольного члена разложения (8). 

Выпишем нулевое приближение. Главный член регулярного 
ряда xQ(t) является решением вырожденной задачи (6), (7), т. е-

yo=y(t), z0=z(t) = q>(y(t),t). (12). 
Далее имеем 1%(т)=0, а П0г(т) удовлетворяет системе 

£-KoZ==g(y*, zQ(0)+nQz,p)t 

noz|t^o=-2:0-2:o(0) 

замена переменных z = zQ(Q)+XL0z приводит к присоединенной 
системе отнесенной к точке у=у°, t = 0). Требование (5) обес­
печивает оценку (11) для .П0;г. 

Итак, в нулевом приближении разложение (8) дает 
y(t,e).&y0(t)*=y(t)., 

г;(^е)^2о(0+П02:==Фб(0,0 + -ог. 
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Выше говорилось о том, что y(t) является равномерным при­
ближением для y(t,e), a z (t) не является таковым. Добавление 
слагаемого TL0z осуществляет для z приближение, которое уже 
является равномерным. Имеют место оценки 

max \\y(t,8)—~y0{t)\\<Ce, 
'<-10,п _ (13) 

max j| z (t, e) — zQ (t) — UQz \\ < C&, 

где С — постоянная, не зависящая от Е при достаточно малых е. 
Частичная сумма £-го порядка Xk(t,e) разложения (8) обес­

печивает равномерное приближение с точностью 0(efe+1), т. е. при 
достаточно малых е справедливо неравенство 

max || х {t, 8)—Xk (t, в) |( < Cek+1 

[0,T] 
4. Задачи с начальным скачком. В задачах управления не­

редко встречаются случаи, когда краевое условие зависит от е 
и притом сингулярным образом. В случае сингулярных началь­
ных условий метод пограничных функций не всегда применим. 
Рассмотрим тип уравнения, для которого можно пользоваться 
методом пограничных функций, а именно, рассмотрим систему.. 
линейную по переменной z 

JL.==A1(y,t)z + Bl(y,t), dt (14) 
*-§- = A2{y,t)z + B2(y,t). 

Зададим начальные условия 
y(0,s)=yo, z (О, 8) = -^-, (15) 

При выполнении условия устойчивости (5) и в этом случае 
может иметь место предельный переход при Е->0, где z(t) = 
= — AJl(y,t)B2(y,t), &~y{t) удовлетворяет вырожденной си­
стеме (3), имеющей в данном случае вид 

§ = — Л 1 Л ^ 2 + Л1, (16> 

но решение ее y{t) определяется уже не начальным условием 
у{0)=у°, а видоизмененным начальным условием */(0) =£/° + 
+Дг/°, где Ау° определяется коэфициентами системы (14) при 
/-О и значением z~l. Таким образом, y(t, e) в пределе испы­
тывает скачок в начальной точке, и поведение этой компоненты 
напоминает поведение z(f, г), в задаче (1), (2), т. е. у у-компо-
ненты появляется пограничный слой в окрестности £=0. Это 
вызвано наличием бесконечно больших значений z в окрестно­
сти /==0. В случае, если у и z — скалярные величины, можно 
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.дать простую формулу для определения Ау°: 
у0-\-Ауа 

Подробное исследование задачи (14), (15) можно найти в [18] и 
[22]. Заметим при этом, что пограничный ряд для z начинается 
•с члена порядка —, т. е. с члена — ll^z. 

8 S 
В условиях работы [18] можно получить дифференциальные 

соотношения для скачка. А именно, имеет место следующее 
утверждение: начальное условие у(0) для вырожденной систе­
мы (16) определяется как значение одного из решений началь­
ной задачи 

д® Л2(Ф, 0)А2 = Л1(Ф,0)А2, (18) 
<?Д2 

Ф(г-*) = </> (19) 

при Д2==0, т. е. г/(0)=Ф(0). Здесь Ф —/г-мерная вектор функ-
дф 

дия от-мерного аргумента и поэтому —-—прямоугольная матри­
ца. 

Разрешимость задачи (18), (19) очевидно следует из разре­
шимости следующей системы Пфаффа 

^ - = А1(Ф,0)ЛГ1(Ф,0), (18') 

ф(2-1) = 1/0. (19') 

Вводя «обратное время» s — z~l —A2, имеем 

^=;~~А1(а,0)А21(а,0), (20) 

а(О)=0О (21) 
••и при этом 'y(Q) = a(z~1). В скалярном случае (т = \), полагая 
5 = = 1 .£_. вместо (20), (21) получаем 

-g- = - Аг (а, 0) ЛГ1 (а, 0) z'\ s{in} [0, 1], (24) 

c-(0)—=y°, (25) 
и 1/(0)--а (1). 

Пример 1. Пусть у — скалярная переменная, a z — вектор­
ная, zeRm и Л {у, t) = (a,i (у), . . . , аш (г/)), А2 =-Л2 (t/), а^у) — 
•скалярные функции, i = l,m. 
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Вместо (18') здесь имеем 
т 

йЪ = Аг (ф) А71 (Ф)АГА2 = 2 а - (Ф) ^А2г 

г-1 
я условия разрешимости этой пфаффовой системы 

dak d.csj 

.дают 

ai(t/) = a(i/)§i, pi = const, г = 1,/?г. 

Таким образом, ——- = ТлР^Аг' и соотношения для началь* а(Ф) -ff. 
ЛФ 

х(Ф 
ного скачка принимают вид 

У(.0) о 

Подчеркнем, что условия разрешимости накладывают огра­
ничения на элементы матриц Аи А2. 

Пример 2. Пусть y£R\ z£R2, 

Д=(У,1) , A-=diag(an,a2 2) , a n = const < 0 , 
а22 == const < 0, ап=£а22. 

Можно показать, что начальный скачок здесь не определяется 
из задачи (18'), (19х). Однако соотношения (18), (19) имеют 
место. 

5. Краевые задачи. В теории оптимального управления ча­
сто встречается так называемый условно устойчивый случай. 
Пусть спектр основной функциональной матрицы gz не удов­
летворяет условию II, а таков, что часть собственных значе­
ний находится в левой полуплоскости, т. е. ReA,i<0, /= 1, . , . 
. . . , k, а часть в правой — Re.\i>0, i=k-j-l,..., т. Тогда 
при е->0 решение начальной задачи (1), (2), вообще говоря, 
стремится к бесконечности. Однако если задать не начальные 
условия, а определенные краевые условия, то решение такой 
краевой задачи при выполнении ряда дополнительных требо­
ваний будет существовать и для него будет иметь место 
.асимптотическое разложение типа (8) 

х (t, е) = х (it е) -|- Пх (т0, е) + Qx (тг, в), 
т0==*/е, %x = (t-T)iz, ( 6 ) 

т. е. здесь появляется и правый пограничный ряд. Остановим­
ся на краевой задаче более подробно. 
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Зададим для (1) краевые условия 
0(0, в) = 00, 

яг (0, е) + bz (7\ е) =-.го, (27* 
где а и # — /л. X /я-матрицы и 

£& (Л ... /О 0 
Л"1о oJ' &~\оя т_, 

(Ek, Ят_А единичные матрицы соответствующей размерности). 
.Пусть 

I. Система g(y, z, t)=0 имеет корень z = q>(y, t) изолиро­
ванный в некоторой ограниченной замкнутой области D прост­
ранства переменных (y,t). 

II. Задача (6), (7) имеет на [О, Т] единственное решение для 
каждого г/0 из некоторого множества £>0, причем (у (t), t) {in}/) при 

III. Собственные значения Kt (t) матрицы gz (t)=g2 (у (t), z{t)> 
t) удовлетворяют на [0, T] неравенствам 

ReMO<0, *=-1,...,/г; R e l , ( 0 > 0 , i = £ + 1 , . . .,m. 
IV. a) det5n(0)=^0. Здесь Bn(t) — левый верхний (JfeXfc). 

блок (тX/гс)-матрицы 5 (*)=( -1 1 ; , : J2,1), приводящий матри-
Ц.У gt(t) к блочно-диагональному виду: В'1 (t)gz(t)В(*)=-= 
=-='L i>+/,Ji где Ф X£)-матрица С"(/) имеет собственные зна­
чения A,i(tf), (*= !,,..,&), а (/я.-А)Х(/»-£)-матрица С+(£) имеет 
собственные значения Xt(t) (i = k-\-\,.. .,т); б) det.522(l)--£0. 

V. Система 
§;-ё(У(0), |+Ф(0(О),О),О) (28) 

имеет интегральное многообразие 5+ (оно состоит из траекто­
рий системы (28) стремящихся к началу координат при т0-> оо), 
представимое в некоторой области Сг+ изменения | х в виде 

С2 = Ф2(Ы. Здесь Ш?*, i£Rm~k и Е = ( ~ 
Система 

||-=£(у<Т). 1 + Ф 5 ( П . П. Л (29> 
имеет интегральное многообразие S~ (оно состоит из траекто­
рий системы (29), стремящихся к началу координат при т ^ 
->— се), представимое в некоторой области G' изменения f $. 
Ьиде 1г-=Фг (|2). 
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VI. а (^-ф(( / (0) , 0)){in}G+, Ь{г*-Ч{у{Т), T))eG~. 
При выполнении указанных условий и достаточной гладкости 
правых частей в окрестности главного члена асимптотики (26) 
существует единственное решение задачи (1), (27) и частич­
ная сумма Xh разложения (26) порядка k является для него 
асимптотическим приближением порядка 0(еА+1). 

Выпишем те члены разложения (26), которые дают асимп­
тотическую точность 0(e). Главный член x0(t) регулярного 
ряда является решением вырожденной задачи (6), (7), По*/ — 
= Qoi/-0. 

Для UQZ имеем 
~ = g(y(0),ny(0),0) + IlQz,0), (30) 

аП02(0) = а(2:о — Ф(^(0),0)), (31) 
Система (30) с точностью до обозначений совпадает с (28). 
Дополнительное условие (31) означает, что при то-0 задано k 
компонент вектора П02(0), т. е. блок (n02(0))i. Остальные 
m—k компоненты определяются из требования, чтобы 
U0z(0)eS+ (аналитически (П0г(0))2 = Ф2((По-(0)))). 

В итоге, имеем H0z-+-0 при to-*00 и По2 удовлетворяет 
оценке типа (11). QQz удовлетворяет аналогичному уравнению 
и аналогичному условию 

^-Qo2 = g&(r) , Фб(7), T) + QQz, Т), 
bQQz(0) = b(z*-<p(jj(r),T)). 

Условия V и VI обеспечивают экспоненциальное убывание Q0z 
при тг*—оо. Подробное исследование задачи (1), (27) дано 
в [3, 22, 27, 28] . 

Условия (27) специального вида. Пусть заданы двухточеч­
ные условия общего вида 

Я(х(0),х(Т)) = 0. (32) 
Тогда нужно поступать следующим образом. Построим сначала 
решение задачи (1), (27), где у0, 2° теперь уже зависят от е и 
имеют асимптотические представления 

г/о(е)=---^0о._1_ег/1о_}_..., 2:о(е)=--2о0 + 82:1о+.... 
Для этого случая остается справедливым высказанное утверж­
дение, только у0 надо заменить на уо°, а 2° на z0°. Следующие 
коэффициенты разложений у°{е) и 2°(е) войдут в следующие 
члены разложения (26). Далее нужно подставить в (32) вме­
сто точного решения построенную таким образом асимптоти­
ку, где у?, Zi° являются неизвестными параметрами, после 
чего представить (32) в виде 

#o + e/?i-f ... +ввЯ„ + ... =0. 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях е, по­
лучаем серию уравнений, из которой последовательно опреде­
ляем г/Д Zi°, если уравнение j?0—О разрешимо относительно-
#о°» zQ° (или XQ°) И соответствующий функциональный опреде­
литель на этом решении отличен от нуля, т. е. 

A0o=det(- |^-)^O, (zQo)&G+, (2o0)2e--, у^Р* (33> 
Задачи (1), (32) исследовались в [3, 22, 68]. Отметим, что в. 
задачах вида (1), (32) в качестве основной может выступать. 
•не только задача (1), (27). Вместо начальных условий в (27) 
для у могут задаваться краевые, а краевые условия для z мо­
гут быть иными. При этом число заданных слева компонент z 
должно равняться числу тех собственных значений основной 
функциональной -матрицы, для которых ReA,<0, а число задан­
ных справа компонент z должно (равняться числу тех X, для ко­
торых ReX>0. В последнее время метод пограничных функций 
удалось распространить также на 'случаи, когда среди %i(t) 
имеются тождественно равные нулю [23, 129, 217]. Закономер­
ности и утверждения, аналогичные вышеизложенным, имеют ме­
сто для интегро-дифференциальных уравнений, а также для. 
разностных или дифференциально-разностных уравнений с ма­
лым шагом [22, 23, 119, 134], 

§ 2. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ БЕЗ ОГРАНИЧЕНИЙ НА ЗНАЧЕНИЯ 

УПРАВЛЯЮЩИХ ВОЗДЕЙСТВИИ 

1. Асимптотика экстремали. Пусть требуется минимизиро­
вать функционал 

т 
1г(и) = <9(х(Г)) + §Р(х,и,^)сН (1> 

о 
вдоль траекторий системы 

y=f{y,z,u,t,s),y(0,z)^yo, y£Rn, 

ez=g(y,z,tcitie),z{0,e) = z^ z£Rm, 
иШ, где M — множество г-мерных достаточно гладких вектор-
функций. Все функции в (1), (2) предполагаются достаточно 
гладкими, T может быть как фиксированным, так и нефиксиро­
ванным. Здесь возможны другие краевые условия и соответст­
венно другие функционалы. 

Пусть Т фиксировано. Предположим, что оптимальное 
управление we* в возмущенной задаче .Ре существует (Теоремы 
существования для задач вида (1), (2) для каждого фиксиро­
ванного 8 можно найти, например, в [133]). Поставим задачу о 
построении асимптотического приближения к решению задачи 
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(1), (2). Под решением понимаем оптимальные траектории уе*т 
2-Д управление иг* и минимальное значение функционала /,*., 
Интерес представляет и следующий вопрос. Будет ли предел 
этого решения у0*, V» "о*, 1о* (если он существует в каком-то 
смысле) являться решением некоторой задачи управления мень­
шей размерности, которую будем ^называть предельной или вы­
рожденной задачей FV Под размерностью задач оптимального' 
управления понимаем размерность пространства состояний (фа­
зового пространства). Так как оптимальное управление удов­
летворяет принципу максимума, то вдоль оптимального управ­
ления имеют место соотношения: 

* ! - = -

ibn — 
4-2 — 

дН 
ду ~ 
дН 
дг 

- / y ^ i - g / • * - - < - % 

-/Л-Я/*— F„ 
1-(П-

ф2(Г) = 

- |?<*(Г». 
-&1*СП). 

(3) 

(4> 

где Я = -ф1
//-(-"|2/^/8~--г7' чф!, oj)2 — сопряженные переменные. 

Здесь предполагаем, что оптимальное управление неособое 
в смысле принципа максимума [36, 116]. Из (4) находим 
u=*U (у, z, %, .V8- *» Е)> подставляем и в (2), (3) и приходим 
к краевой задаче принципа максимума. Видно, что параметр е 
в эту краевую задачу входит достаточно сложным образом,, 
если ftgmF нелинейны по и. 

Здесь представляется удобным введение функции 
^2 = е-ф2. (5) 

После замены (5) приходим к задаче 

1/(0, е ) = ^ , -МГ, в)== —^{У {Т, в), г (Г, 8)), 

г(0, в)^-.г0, е^2(Г, е )= - | f - 0 / ( 7 \ в), г(7\е)), 

(6), 

(7)' 

где / , = (_ял 0 ]• 
Как показано в [217], основная функциональная матрица 

задачи (6), (7) имеет вид 
G=Nz -— / « (//z.z—HuzHuuHuz) 

и каждому собственному значению X матрицы G отвечает |л= 
——% — также собственное значение G. Поэтому условие III из 
п. 5 § 1 (условие условной устойчивости) удовлетворяется, если 
положить, как в [217], что матрица G вдоль решения вырож­
денной задачи не имеет чисто мнимых собственных значений. 
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В частных случаях удается показать, что условная устойчи­
вость есть следствие достаточных условий оптимальности в со­
ответствующей задачи Р0 [189, 233, 234] (см. также [26, 64]). 
Исследование предельного перехода и .построение асимптотики 
для общего случая задачи (6), (7) можно'провести -по схеме 
изложенной в § 1 (см. также по этому поводу работы [160, 169, 
170]). Опишем здесь построение нулевого приближения. Для 
членов регулярного ряда Y0,Z0 имеем (опускаем индекс «0», 
чтобы не загромождать запись) 

r = _ ( F , 2,*,0), 
0-=»ЛГ(К,2,*,0), 

у(0)=уо, ^(Т) = Ч>1 (9) 
Решение задачи (8), (9) определяется как функция t, у° и пока 
еще неизвестного параметра a|)f. 

Условия (7) дают на правом конце 

оу_ (10) 

Система (10) является системой (п-\-т) уравнений для опре­
деления п+т неизвестных — компонент .векторов ty\T и zT. 
Подчеркнем, что в 'Правую часть (7) вместо у подставляется 
у, а вместо z 'нельзя подставить 2, так как z имеет 'правый по-
гранслой и z(T,&) является пока неизвестным параметром zT. 
Предположим, что система (10) разрешима (хотя здесь воз­
можны особые случаи) относительно ^ i r и zT. Тогда можно счи­
тать, что нулевые члены регулярного ряда полностью опреде­
лены. 

Теперь нужно построить Q0Z(Q0F--0) «0» опять опускаем). 
Имеем 

_(zT\ (г (Г, у, у!)) 

и соответствующие уравнения, определяемые, как обычно, в ме­
тоде пограничных функций. В QZ входит неизвестный т-мер-
ный параметр ф2

т- Уравнения для -ф2т получаются из т усло­
вий, обеспечивающих принадлежность QZ устойчивому много­
образию 5", т. е. условий, при которых QZ-Я), т--»-—оо. 
Соотношения для T1Z строятся, как описано на стр. 13. 

В связи с вышесказанным, можно ожидать, что предельная 
задача оптимального управления Р0 строится следующим об­
разом. Под интеграл вместо z подставляем выражение 2= 
%(#, й, t), найденное из системы 0 = g{t/, £, й, t, 0), а внеин-
тегральный член в задаче Р0 получается в результате подста-
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новки вместо z(T)=zT выражения zT{t)), которое находится из 
второго уравнения системы (10). 

Таким образом, имеем 
т 

Р0: ?(а)==Ф(£(Г), zT(y{T)))-\-\F{y, %(y, а, 0, u,t)dt-+ 
о 

( П ) 

->min, y = f(y, %(г/, и, t),u, t, 0), y(0) = y°. 
Доказательство того, что (11). действительно является за­

дачей Р0, сводится к доказательству того, что краевая задача 
принципа максимума, записанная для (11), совпадает с вы­
рожденной задачей (8), (9), В случае линейного внеинтеграль-
ного члена, появляются некоторые особенности [62]. 

Остановимся на 'некоторых частных случаях задачи (1), 
(2). В работе [21] построена асимптотика вида (1.26) решения 
краевой задачи (6) при частных предположениях на зада­
чу (1), (2): gu—0, ф линейна по х(Т) и F квадратична. 

В работах [55, 169, 201, 212, 217, 233, 234], также посвя­
щенных асимптотике вида (1.26) задачи (1), (2), в частности, 
предполагалось, что 

•£=вЪ{х(Г)). (12) 
Это условие упрощает процесс построения асимптотики. 

2. Вариационная природа нулевого приближения. Из 
асимптотики экстремали следует, что асимптотическое 
приближение нулевого порядка и0 (t,e) к и*е имеет вид 

uo(t,e)='u0(t)-{-IIou(xo)-\~QQa(%1), (13) 
причем 

\\u*B-uQ(t,s)\\<Cs, te[0,T], 0<e<e0. (14) 
Зададимся вопросом: можно ли слагаемые, входящие в (15), 
связать с решениями более простых, в некотором смысле, ва­
риационных задач? Оказывается ответ на этот вопрос в неко­
торых случаях положительный и при этом uo(t) совпадает с 
оптимальной программой u0*(t) в Р0 (см., например, (И)). 
В некоторых других случаях задача Р0 может оказаться зада­
чей нелинейного программирования, а пограничные функции 
По-̂ (то) и Qo"(ti)—оптимальными управлениями в некоторых 
задачах оптимальной стабилизации [2, 71, 84, 209] для соот­
ветствующих присоединенных систем. 

Проиллюстрируем это на одной нелинейной задаче. Пусть 
1 

Ре: / в («)=..-J .F(z, u,t)dt^min, (15) 
о 

BZ = g(Z, Й, t), 2 ( 0 , б) = 2.°, 2 (1,8) .----2-, (16) 
zeZg^"1, u§U^Rr, Z и U — открытые множества. 
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В этом случае при некоторых условиях имеет место пред­
ставление (13), где слагаемые являются оптимальными реше­
ниями, соответственно, трех вариационных задач: 

Р0 : F(z, й, t)-+min, g(z,It, t) = 0, Щ0, T]. (Щ 
со 

П0Р: IQ(RQu)^[F(г(0)+П0г,й(0) + Пйи,0)- (18) 
о 

—.F(i(0), а (0), 0)] dx0->mm, 
rfn--=g(2(0)-fII0^, й(0)+П0а, 0), tt0z(0) =— J(0). d t . 

— oo 

Q0P: / i ( Q 0 a ) - - $ [F(J(1)H-Q0«, a~(l) + Q0B, 1) — 
о 

- F (z(l), и (l),l)],iT1->min, 
- - ^ f = ^ ( l ) + Qo^«(l) + Qo«>-)5 QQ2(0) = Z 1 - 2 ( 1 ) . ( 19> 

Задача P0 является задачей нелинейного программирова­
ния, а. задачи И0Р и QQP являются задачами оптимальной ста­
билизации, так как HQz и QGz должны экспоненциально убы­
вать к нулю при |т*|-*-ех>, i=0, 1. Нетрудно убедиться при при­
менении метода пограничных функций к краевой задаче прин­
ципа максимума для РЕ: 

BZ=g(z, u(z,ty, t),t), z(Q, e) = z°, z (1, e) = z--
dH (20) 

что гамилътоновы системы для задач (18), (19) связаны с соот­
ветствующими системами для П- и" Q-функций в нулевом при­
ближении. 

При некоторых предположениях аналитичности, типичных для 
задач оптимальной стабилизации, условия HI —V из п. 5 § 1 
в задаче (20) следуют при выполнении вдоль z, и необходимых 
условий первого порядка, достаточных условий локального ми-
нимума в задаче PQ, и условия полной управляемости пары 
(А, В), где 

А=4£ | , £ = - -
dz — - ' dz 

lz=z z=z 

Таким образом, применяя результаты по условно устой­
чивому случаю, описанные в § 1, можно получить утверждение 
о том, что в некоторой окрестности локального минимума за­
дачи Po при достаточно малых в>0 достигается локальный. 
минимум в задаче Рг и при этом 

| |г*(^Е)-^0(*,е) | |<Се, ||а* (*, s)~-u0(t, е) ||<Се, *6[0, Т]. 
Здесь Z0 = Z-\-H.0Z-\-QQ,Z, а щ определяется (13). 
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Вследствие, вообще говоря, неединственности локального 
минимума с требуемыми свойствами в задаче PQ, В нелиней­
ных задачах следует говорить о локальной субоптимальности 
uQ(t, е), т. ie. субоптимальности uQ(t, в) в некоторой окрестно­
сти u*(t, в). Следует также отметить, что Uo(t, е) может уже 
не быть допустимым управлением в исходной терминальной 
задаче (14), (15), так как вдоль этого управления конечное 
условие удовлетворяется, вообще говоря, в асимптотическом 
смысле. 

З а м е ч а н и е 1. Сделав в (15), (16) замену г*=те, мож­
но прийти к задаче с медленно изменяющимися коэффициен­
тами на большом интервале времени, которая рассматрива­
лась в литературе [107, 108, 111, 139]. 

З а м е ч а н и е 2. Термин «магистраль», употребляемый в 
математической экономике [66, 137], как видно из вышеизло­
женного, может служить синонимом нулевого члена регуляр­
ного ряда для быстрой переменной z. Таким образом, задача 
Ро формирует магистраль, а задачи UQP И QQP аппроксимиру­
ют переход от начального состояния на магистраль и переход 
с магистрали в конечное состояние. 

З а м е ч а н и е 3. Асимптотика экстремали для скалярной 
задачи (15), (16) была построена в [6]. 

Аналогичная приближенная декомпозиция Рг на три задачи 
меньшей размерности, с целью построения u0(t,&), на примере 
задач, где системы линейные по z й и, а функция F квадратична 
по z и и рассматривалась в [153, 233, 234]. При этом задачи, 
оптимальной стабилизации (18), (19) превращаются в задачи 
аналитического конструирования регуляторов. Хотя асимптоти­
ческая точность приближения Uo(t,<e) к we* невелика, по функ­
ционалу можно ожидать точность приближения более высокого 
порядка. Дейст-в'ительно, пусть имеет место оценка (14) и пред­
положим, в частности, что, вдоль решения задачи Р0, "ReX(gz)< 
.<0, тогда, следуя работе Хадлока [180], можно для ряда за­
дач 'вида (1), (2) установить, что порядок субоптимальности 
управления ua(t,e) равен двум, т. е. 

/е(«о)— /е*<Се2 . 

Если при этом, используя высшие приближения, удается по­
строить uh(t,e) такое, что \\ua*—uh(t,s)\\<С&***-, £б[0, Т], 
0<e{le}so, то порядок субоптимальности uk(t,&) будет равен 
2(/Ч-1). 

3. Некоторые замечания. В случае задачи (1), (2) с нефик­
сированным временем, рассуждения, в принципе, те же. Новым 
моментом является то, что Т теперь -неизвестная, зависящая от 
е, величина, которая ищется в 'виде Г=Г0*-т-е7,1*+• •. [229]. 

Для определения коэффициентов разложения Т в ряд по сте­
пеням е используется дополнительное условие Н|.--«--= 0. Стро-
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roe обоснование асимптотики решения задачи с нефиксирован­
ным временем можно 'провести по 'схеме, указанной .в [16, 22]. 

В заключение этого параграфа отметим, что мы описали 
построение /?о с помощью асимптотического анализа краевой 
задачи принципа максимума для задачи Ре. Возникает вопрос, 
можно ли PQ получить прямо из исходной задачи Рв, полагая в 
ней -формально 8=0. Из 'вышеизложенного ясно, что такое по­
строение возможно не всегда; формулировка алгоритма по­
строения задачи Ро из исходной задачи Ре представляет собой 
самостоятельную задачу. Здесь, в случаях, когда внеинтеграль-
ный член не зависит от быстрых переменных или имеет зави­
симость от них порядка е, построение Р0 возможно из Рг пря­
мым путем, полагая в РЕ формально 8 = 0 [57, 153, 178]. 

§ 3. ЛИНЕЙНО КВАДРАТИЧНЫЕ ЗАДАЧИ. 
УРАВНЕНИЕ РИККАТИ 

1. Введение. Рассмотрим частный класс задач вида (2.1), 
(2.2) —задачи оптимального управления линейными системами 
с квадратичным критерием качества. Учитывая специфику за­
дач, удается продвинуться дальше и довести решение до полу­
чения синтеза. Линейно квадратичные постановки возникают в 
задачах стабилизации программных движений, при анализе 
достаточных условий оптимальности и др. Итак, рассмотрим за­
дачу минимизации функционала 

г 
h(tt) = jX>(T)Fx(T) + ^x>(t)Q(t)x(t) + 

о 
+ uf{t)R{t)u{t)dt (1) 

при ограничениях 

y = Ai(t)y + A2(t)z + B1(t)u, у(0)=у\ yeR*, 
EZ = A3(t)y + A4(t)z + B2(t)U, 2(0) = 2 0 , Z£Rm, 

где u£JRr, Ту О — фиксированный момент времени, 

«<->-(& а>°- '«-тая©-* 0-
R(t)>0, Щ0,Т). 

Асимптотическое решение задачи (1), (2) может быть полу­
чено двумя подходами. Первый подход основан на рассмотре­
нии краевой задачи, вытекающей из необходимых условий оп­
тимальности. Второй подход основан на рассмотрении матрич­
ного дифференциального уравнения Риккати, соответствующего 
задаче (1), (-2), согласно результатам А. М. Летова [99] и Кал-
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мана [188] по задаче аналитического конструирования регуля­
торов. Здесь мы подробно рассмотрим каждый из этих подхо­
дов. Вначале остановимся на первом. 

2. Асимптотика экстремали. Краевая задача принципа мак­
симума для задачи (1), (2) имеет вид 

y^Al(t)y + A2(t)z + S1(t)b-\-S2(t)^2y 

•Фх = Qi V) У - -V (t) Ь + Q2 (*) z - Аз' (t) ^ , 
8i = A3.(0^4-52'W^i + ^4 (0« + -58(0^а. 

• У(0)=^,- ^ 1 ( Л = " ^ ( П - - ^ ( - " ) ) 
z(0) = *o, B^2{T)=-F2'y{T)-F,z{T), U 

где S^B^BS, S2=BlR~lB2', S3 = B2R~lB2'. 
Оптимальное управление в задаче (1), (2) имеет вид 

Принцип максимума Понтрягина в задаче (1), (2) яв­
ляется не только необходимым, но и достаточным условием 
оптимальности. Поэтому асимптотика решения задачи (3), (4) 
приводит к асимптотике решения задачи (1), (2). 

Рассмотрим основную функциональную матрицу сингуляр­
но возмущенной краевой задачи (3),. (4) 

Оказывается, что свойство условной устойчивости тесно связа­
но со свойствами управляемости и наблюдаемости матриц, 
определяющих G. 

I. Пусть для каждого {̂in}[0, T] пара {A4(t), B2(t)} обладает 
свойством полной управляемости, а пара {C(t), -44(0}—пол­
ной наблюдаемости, где С'(.0С(г.) -= Qs(0-

II. det.4*(0^0, *6[0, Л. 
Условие I впервые введено Кокотовичем и Джэкелом [199} и 
названо ими условием управляемости и наблюдаемости в 
пограничном слое. Из условия I следует, что если X(t) —соб­
ственное значение матрицы G(t), то \x.(t)——X(t) также соб­
ственное значение матрицы G(t) и ReA,(0 -т-=0, {̂in}[0, T]. Заме­
тим, что это свойство имеет место и при более общем условии, 
чем I [204]. Введем в рассмотрение матричное алгебраическое 
уравнение Риккати 

~KA4(t)-AA'(t)K+KS3(t)K-Q3(t)=0. (7) 
Уравнение (7) зависит от t£[0, T], как от параметра. Из 
результатов работы [246] непосредственно следует, что при 
выполнении условия I существуют при каждом {̂in}[0, T] един-
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ственное положительное определенное решение M(t) и един­
ственное отрицательное определенное решение N(t) уравне­
ния (7) такие, что спектр матрицы a{t) =A4(t)~Ss{t)M(t) 
находится в левой полуплоскости, а спектр матрицы $(t) = 
—^4(0— Ss(t)N(t) находится в правой полуплоскости при 
всех te[0, Т]. В [246] также доказано, что если выполняется 
условие I, то существует матрица 

В {t> ~ U i (*) B22 (t)) - \M (t) N (t)! w 

такая, что 
a(t) 0 / « О , , B-Ht)G(t)B(t)={ 0 p ( 0 J . W 

причем de t5n (0 )^0 , det£ 2 2(r)^-0. 
Здесь же приводится другое преобразование подобия матри­

цы G(t) с матрицей 
( Em ±(M(t)-N(t)y> \ 

Я(*)—- 1 , (Ю) 

которое приводит матрицу G(t) к виду 
(ait) 0 \ 

^ W O W B W - ( 0
U _ a , w ) . (И) 

Перейдем теперь к построению асимптотического разложе­
ния решения краевой задачи (3), (4). Сначала рассмотрим 
случай, когда F3X). Асимптотическое разложение ищем в ви­
де (1.26), где под х понимаем совокупный вектор, состоящий 
из векторов #, * ь z, ф2. 

В нулевом приближении для членов регулярного ряда по­
лучим систему 

Ш = А. (t)yQ + 5i(*)*io + А2(*)г0 + S2(0*20. 

t lO--Ql(- :)^0-Al40%0 + Q 2 ( O i o - A 3 4 ^ 2 0 I (12) 

0 = А з (tfyQ+S2' (*)4>io + -44 (i) zQ +- S3 (0*20, 

0 = Q24%0--4240%OH-Q3(- :)~0--A4 ,(0*20 
с краевыми условиями 

Ho(0) = y*, .^(r)s=ij)i=--'i?o(7,)--W 
или так как г7—- — .F.i"1.F2/t/0(r), 

ô(0)-=t/°, ̂ '(^--(Л-^^Г^Уо^-^^^оЮ. (13) 
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Далее имеем 
Q0z(0) = zT-z0(T)= -F^F2%(T)-z0(T), 

Нетрудно показать, что условно устойчивые многообразия 5+ и 
5" имеют здесь аналитические представления 
^ + :—о^Ы-- -М(0)Пог(т0), S':QQb W = -N(T)Q0z{xQ), (14) 
где M(t) и iV(0-указанные выше корни уравнения (7). 

Далее, используя (14), получаем окончательно (ЗслЫО). 
Сделаем анализ нулевого приближения. Исключая из (12) 
Уа и -ф2о, приходим к системе 

U J LIQI(^) - A - ' W . 

Предельная задача Р0 (см. (2.11)) имеет здесь вид 
т 

/(«) = ! у' (Т) Fy (Г) + 1 $ (£'Q, (0 5 -2^Q2 (О С (0 « + 
о 

+ a'_-?(0tt)^-»-min, (16) 
y = A(t)$+B(t)a, y(0)=y°, (17) 

где 
А = А1 — А2А^1Аг, B*=BX — A2AZXB2, С = АХ1В2, 
Q^Qi-Q.AZ'A.-iQ.A^A^ + iAT'A.YQ^AT'A,, 

Q2-=Q2-(ArVL3)'Q3, R=R-tC'QsC. 
Задача (16), (17) получается из Рг, если положить в ней 

•формально е=0 , при специальном изменении в ней интегрально­
го члена. 

Нетрудно показать, что краевая задача принципа максимума 
для задачи (16), (17) имеет вид 

у = (Л + BR~i(Q2CY) у + В R^B'b, 

% = (Qi - Q2CR-1 (Q2C)0 у- {A' + Q2CR-'B )'%, (18) 
5(0) = */°, ^(T)=~.Fy(Ty (19) 

где %-сопряженная переменная. Оказывается, что при усло­
виях I, II имеет место утверждение: решение краевой задачи 
{13), (15) совпадает с решением краевой задачи (18), (19), т. е. 
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y(t)=y0(t), $1(0 = i.MO» 6̂[О, Г]. Это утверждение доказы­
вается, как и в работах [57, 153, 178]. Отметим при этом, что 
матрица Oi— Ог^'ЧОгС)' является положительно полуопреде­
ленной [199]. 

Накладывая теперь требование достаточной гладкости 
коэффициентов, можно построить отрезки разложений ви­
да (1.26) любой длины. 

Введем и0(̂ < е) п 0 формуле (2.13), где 

—ой W --Я"1 (0) _ 2' (0)П0 <ф2 ( r 0 ) s - Я " 1 (0) В2' (0) ЛГ (0) П0г (t0), 
Qo« ( т , ) « ^ (Г) В2' (Г) Q0% (т-)э - ^ (Т) В2' (Т) N (Г) Q0z (тх). 
Нетрудно показать, что й0 (*) == а* (О (оптимальное управление 
в задаче (16), (17)). 

Далее оказывается, что Л0#(т0)-оптимальное управление 
в задаче аналитического конструирования регулятора 

со 

U {Щи) = - $ [(Щ* (T0))'Q3 (0) ttQz (т0) -f 
о 

+ (П0й (to))7/? (0) П0и (t0)] dt0 -> min, 

^ - Л 4 ( 0 ) П О 2 + 5 2 ( 0 ) П 0 Й , 'Пов(0)--.г0-5о(0), 
•a Q0tt(t-)—оптимальное управление в задаче 

о 
IR (QO«) = ^ J [Wo* (t,))'Q8 CO Qo2 (tx) + 

— CO 

+ (Qo« М ) ' Я (Г) QQtt (ta)l tfc, •-> min, (20) 

^=A4(T)QQz-}-B2(TyQ0u, Q o ^ ^ ^ — i o ^ ) - ^ 1 ^ ^ ^ ) ^ 

При этом имеет место оценка вида (2.14). 
Таким образом, равномерное нулевое приближение к опти­

мальному управлению ае* может быть получено в результате 
декомпозиции исходной задачи на три задачи оптимального 
управления меньшей размерности. Эта схема приближенной 
декомпозиции впервые была продемонстрирована в [247]. 

Теперь остановимся на некоторых моментах построения 
асимптотики решения краевой задачи (3), (4) при условии 

F 2 = E F 2 , F 3 = e.F~3, (21) 
где F2 и JP3 ограничены по е при е-з-О (в частности, не зависят 
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от е). Краевые условия (4), с учетом (21), примут вид 
</(0) = */°, <h(T)=*-Fiy(T)-sF2z(T), z{Q) = z\ 

q2(T)=-F2
ry(T)-Fsz(T). (22} 

Вместо (13), очевидно, имеем 
УоФ) = У°, % 0 (Г) -=-^ 1 у 0 (Г) , (23) 

a zT и -ф£ однозначно определяются уже с помощью соотношений: 

Из (23) следует, что предельная задача Р0 получается не­
посредственно из Ре и совпадает с задачей (16), (17) при 
F—Fi. Здесь возможна та же декомпозиция, что и выше, толь­
ко начальные условия для Qo2(0) в задаче (20), соответствен­
но, изменяются. 

Отметим, что асимптотику краевых задач вида (3), (22) 
при несколько иных предположениях строили в работах [21&, 
214, 217]. При дополнительном условии: ReA(A4(20)<O.,, 
/б[0, Т] оказывается, что ti0(tt e) является субоптимальным 
управлением порядка 2 как в задаче (1), (2) (при F3>0),, 
так и в задаче (1), (2), (21). 

Подчеркнем, что в этом пункте мы получаем аппроксима­
ции программного управления u*(t, e). 

3. Синтез. Перейдем теперь к изложению второго подхода 
к построению асимптотики решения задали (1), (2). 

Согласно результатам Летова и Калмана, оптимальное 
управление в задаче (1), (2) имеет вид 

и = —Я'1 (i) В' (t) К(t) х, (24)> 
где матрица K(t)—-решение задачи Коши для матричного диф­
ференциального уравнения Риккати 

§^-KA{t)-A'{t)K+KB{t)R^{t)B'{t)K-~Q(t), 
K(T)=F, (25) 

/ Вг \ ( Ах А2 \ в-(т4 *-U*w 
Решение K(t, е) задачи (25) при каждом е > 0 существует на 
[0, Т] Я единственно [ 188]. 

Матрицу К разобъем на блоки 

(Кг вКЛ 

2& 



Задачу (25) распишем подробно. Имеем 
Кг = — КхАх - Аг<Кг - К2Аг - Л 3'/С2' + KiStKi + KiS2K2' + 

+ KiSi'K1 + K3SbK2'-Qu 

вК2 ==-KiA2-K2A4~ вА^К2 - АЪ'КЪ +- еК&К* + KiS2Kz + 
+*K2S2

fK2+K2S3K3-Q2, (26) 

+SK2'S2K3+в#зздъ+*г3ад3 - Q8. 
Ki{T)=Fu K2(T) = ±F2, K3(T) = jF3. (27) 

Таким образом, (26), (27) представляет собой задачу Коши, 
с бесконечно большими при е-^0 начальными условиями для 
быстрых переменных, для 'нелинейной сингулярно возмущенной 
системы дифференциальных уравнений (см. п. 4 § 1). 

Асимптотику решения нелинейных сингулярно возмущенных 
систем дифференциальных уравнений с сингулярными условия­
ми для быстрых переменных строили в работах [22, 33, 74]. 
Однако результаты этих работ ее применимы для построения 
асимптотики решения задачи (26), (27), так как здесь быстрая 
переменная входит в систему (26) нелинейно, и .размерность 
быстрой переменной -не меньше двух. В работах [43, 47] была 
построена асимптотика решения задачи (26), (27) и исследо­
ван предельный переход с начальным скачком по малому па­
раметру в решении этой задачи. Приведем более подробно эти 
результаты. 

Сначала вводится задача 

^=-PA(t)-A'(t)P+PB(t)R-4t)B'(t)P-Q(t), 

Р{Т)=Н, (28) 

тде 

-Г1 PI еР2\ н [ _° *Pt<?) 
*РъГ \вР2'(Т) гР3{Т)^ 

P2(t) и P3(t) — блоки решения вырожденной задачи, которое 
при выполнении условия I существует и единственно на [0, Т] 
1199]. 

III. Пусть матрица F — постоянная, положительно определен­
ная. Решение задачи (26), (27) ищется в виде 

K{t, e)=-P(*, B) + W(ti z)M~l{U e)W{i, e), . (29) 

где матрица P(t, e)-решение задачи (28), а матрицы W(t, e) 
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•и M(t, e) — решения следующих задач 
dw 
dt 
dA 
dt 

ш где 

dJ=-W(A-BR-WP), W(T) = EUm, 

^=-WBR'lB'W\ M(T) = (F-H)~l 

\W3 eWj' \M2' M3 
Асимптотические разложения блоков Pi(t, e) (i = l, 2, 3), 
Wi(t,B) (i = l , , . . , 4), Mi(t,e) (i = \, 2, 3) ищутся в виде(1.8) 
только с правым пограничным слоем. При этом заметим также, 
что ряды QW4 и QMb начинаются с членов порядка е*"1. С по­
мощью частичных сумм этих разложений образуем 

v i - (Pi* eP 

где, например, ^ - - « ^ ( ^ / W + Q ^ W ) ^ ЯА=И Ер- 8 р y—o v » «^a* 
При достаточной гладкости коэффициентов задачи (1), (2) и 

условиях I —III имеет место утверждение: существуют е 0>0, 
С > 0 такие, что 

max||*:-(*, e)-Kik(t, e)||<Ce*+1, 

max\\Kt(t, B)-Kik(t, e)||<Ce*f i = 2, 3, 
t£[0,T\ 

при 0<е<е 0 , где Ki(t, e) (/ = 1, 2, 3) —решение задачи (26), 
(27), и при 8->0 решение Ki\t, e) (i = \, 2, 3) задачи (26), (27) 
сходится к решению задачи 

Кг^ -КгА,- А^К1~К2Л3- А^К2
Г + KlSlKl^KlS2K2, Л-

-jr K2S2'Ki + K2S3K2
f - Q-, (30) 

0 = — К \ А 2 — K 2 A $ — A-3"-^З-Ь -^1.-*2-^3 4 " А 2 ^ 3 - \ 3 — V2' 

0 = - ^ 3 - 4 4 - Л4
/^8+К"аЗДРз-Са. 

^(^^F.-F^F.^F (31) 
равномерно по г. на каждом отрезке [0, 7\]с:[0, Г]. 

Таким образом, начальное условие для медленной перемен­
ной в задаче (26), (27) изменяется скачком ттри 'вырождении. 
Этим скачком обусловлено, в сваю очередь, изменение внеин-
тегрального члена функционала в задаче (1), (2) при .вырож­
дении. 

Из (31) видно, что мы получаем здесь то же самое измене­
ние внеинтегрального члена в соответствующей задаче Р0, ко-
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торое было получено и в in. 2. Форма скачка (31) была посту­
лирована также в [223]. В частном случае скалярной перемен­
ной (т=Л) утверждение о предельном переходе было получе­
но другим образом в [248]. 

Асимптотическому представлению решения задачи (26), (27) 
и предельному переходу посвящены также работы румынских 
математиков Драгана, Халаная [162, 164—166], при этом 
они использовали интегральные свойства фундаментальных 
матриц -и поэтому снизили требования к гладкости данных. 
В [162] доказаны следующие свойства: пусть A4(t) и F(t) — 
непрерывные (тХт)-матрицы, ReX(A4(t)) <0, tB[0, 71. 

Тогда при 8->0: 
г 

а) 7 $ ф ' ( 5 » *• 8)^(5)Ф(5, t, s)ds-+L(t); 
t 
т 

б) - [ j j ° ( 5 ' T, e)F(s)0(T, s, s)ds-*L(T); 
t 

т 
в) | $ Ф ( * , U e)F(s)ds-+-A-i(t)F(t); 

t 
т 

г) \\®(Т, s, s)F(s)ds-+-A?(T)F{T); 
t 

равномерно по /б [0, TQ]cz[0, Т], где — A4'{x)L-^LA4(x) = F{x) 
и B~=A4{t)(b(t, s, в), Ф=(5, s, e ) = _ V 

Используя эти свойства, доказан [165], при более слабых 
условиях, предельный переход для частной задачи (26), (27), 
отвечающей случаю, когда в (2) имеются только быстрые дви­
жения (Аг — A2 — Bi = y°=0). Задача (25) принимает здесь вид 

K(T)^F3. (32) 

Задача (32) рассматривается также в работе [41]. Задача (1), 
(2) при В2=0, т. е. при неуправляемых быстрых движениях рас­
сматривалась в [42, 162]. Получающаяся при этом задача типа 
(25) (ее отличие от (25) ов том, что .присоединенные системы 
для блоков К%, Дз уже линейные) в [42] изучается методом по­
граничных функций с позиции задачи о начальном скачке 
{QKz и Q-Кз начинаются с членов порядка - ) , а в [162] снача­
ла делается переход от этой задачи о начальном скачке к сингу­
лярно возмущенной начальной задаче с неопределенностью при 
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выражении (часть собственных значений основной функцио­
нальной матрицы тождественно равна нулю [17, 20, 23]). 

При этом оказывается, что отвечающее скачку в Ki{T) из­
менение •виеинтегрального члена в функционале в задаче Р0 
совпадает с результатом подстановки корня z——А4~1АзУ « 
функционал [42, 47, 162]. Здесь (-52—0) оказывается возмож­
ным на основе асимптотики для K(t, e) .построить асимптотику 
оптимальной траектории, оптимального управления и мини­
мального значения функционала [40] и на основе этой асимп­
тотики можно предложить субопти.малшые обратные связи, 

Так, в нулевом приближении имеем 
uQ(t, 8)=-tt*(0 + Q0«(T1)= -Я'ЧЦВ^УУКЮУУУ (t) 

-R-'CnBi'CnQoKiMyin т- =-—=--
и Iг(а0) — il<Се2 при достаточно малых в > 0 , т. е. tiQ(t, e) 
является субоптимальным управлением порядка 2 в задаче 
•0). (2). 

Рассмотрим частный случай (Q2 = QQ=0) задачи (1), (2) [46]. 
Хотя вместо I, как и в случае 5 2 s 0 , предполагаем 
ReX(-A4(zO)<0, *6[0, Г], но из-за III здесь необходимо также 
считать, что 

rank [В2 (Г), Д4 (Т) В2(Т),..., AT'1 (T) В2 (Г)]=т, (33) 
т. е. накладывать условие полной управляемости пары (Л4, В2) 
в момент t=T. 

В заключение этого пункта укажем, что в работах [184, 199, 
214, 217, 222] рассмотрена задача (1)', (2), (21). При этом в 
[199] установлен 'предельный переход при в-*-0 решения задачи 
(26), (27), (21) к решению системы (30) с условием Ki{T)=Fi 
при выполнении условия I и непрерывности коэффициентов за­
дачи (26), (27), (21), а в [184, 214] построена асимптотика 
методом пограничных функций решения задачи (21), (26-), (27) 
при выполнении условия I и достаточной гладкости коэффици­
ентов. Субоптимальности управления й0* в задаче (1), (2) в 
рамках второго подхода посвящены также работы [162, 163, 
172]. 

4. Периодический случай. Периодический вариант, задачи 
(1), (2) ( F - 0 , все матрицы Т периодичны, имеются внешние 
периодические возмущения в (2)) рассматривался в [61, 63]. 
Здесь при выполнении подобных условий управляемости и на­
блюдаемости пограничные слои у К(t, е) отсутствуют. Для по­
строения асимптотики получающихся здесь периодических син­
гулярно возмущенных задач удобным является применение из­
вестных результатов [16, 22]. 

5. Задачи аналитического конструирования регуляторов. Ряд 
работ [154, 163, 199, 202, 206, 211] посвящен асимптотике ре-
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шения задачи аналитического конструирования регулятора 
(в (1), (2) Т.—оо, все матрицы постоянные, F — 0). Наряду с 
условиями управляемости и наблюдаемости I в погранслое, 
здесь накладываются „условия управляемости и (наблюдаемости: 
на соответствующие «матрицы в вырожденной задаче. Это обес­
печивает разрешимость в нужном смысле соответствующего' 
матричного алгебраического уравнения Риккати, и асимптоти­
ка положительно определенного решения этого уравнения опре­
деляется в виде сходящегося ряда по целым степеням в.. 
Эта асимптотика позволяет строить субоптимальные управ­
ления высокой точности по функционалу для задачи большой 
размерности путем решения задач меньшей размерности [154, 
163]. 

.При этом оказывается возможным при построении субопти­
мального синтеза порядка 2 ограничиться решением двух за­
дач 'аналитического конструирования регулятора для «быст­
рой» и «медленной» подсистем [154]. Интересно, что «медлен­
ный» регулятор имеет порядок субоптимальности, равный 1, и. 
добавление «быстрого» регулятора изменяет этот порядок до 2. 

Быстрые и медленные движения в задаче аналитического 
конструирования могут появиться также в случае гладких воз­
мущений уравнений состояния и коэффициентов критерия (регу­
лярные возмущения), если при е-0 теряется свойство 
управляемости [112]. 

6. Выпуклый критерий. В заключение этого параграфа ука­
жем на работы болгарских математиков Т. Р. Гичева и 
А. Л. Дончева [160, 161, 173, 174], посвященные, в частности, 
установлению предельного перехода при е-*-0 в решениях задач 
оптимального управления с интегральным выпуклым критери­
ем при дифференциальных связях вида (2). Отметим, что усло­
вия гладкости, накладываемые при этом, достаточно слабые, а 
условия, обеспечивающие необходимую устойчивость, близкие 
•к тем, которые употребляются в этом параграфе. 

И, наконец, укажем на работу [159], где рассматривается 
бесконечномерный вариант задачи (1), (2), (21)—все матрицы 
являются ограниченными операторами. 

§ 4. УПРАВЛЯЕМОСТЬ, НАБЛЮДАЕМОСТЬ И СТАВИЛИЗИРУЕМОСТЬ 

Как следует из предыдущих параграфов, понятия управ­
ляемости, наблюдаемости и стабилизируемости играют боль­
шую роль при исследовании сингулярных возмущений в зада­
чах оптимального управления, определяя те или иные условия 
устойчивости. 

С другой стороны, сами эти свойства имеют большое зна­
чение в теории управления и выявление этих свойств для си­
стем большой размерности может представлять собой слож­
ную задачу. 
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Поэтому наряду с определением «свойств» (управляемости,. 
наблюдаемости и стабилизируемости), для сингулярно возму­
щенных систем представляют интерес условия, при которых 
эти свойства обладают декомпозицией, которая позволила бы 
получать утверждения о наличии «свойств» для исходных си­
стем высокого порядка по факту наличия «свойств» для неко­
торых систем меньшего порядка. 

1. Управляемость. Пусть имеем управляемую систему 

8z = A3y+A4z + B2ti, z{0) = z°, z£Rm, 
w = C1y4- C2z, (2) 

где w — ̂ -мерный вектор наблюдения. 
В стационарном случае Кокотович и Хаддад установили. 

следующее утверждение [197]: пусть 
а) rank[£2, А4В2,..., Af~AВ'2]== т\ (3> 
б) существует матрица К такая, что 

йеЦА4 + В2К)=£0, (4> 
rank[£0, Л 0 5 0 , . . . ,ЛГ 1 5 0 ]=/1 1 (5), 

где 
А0^А1-(А2 + В1К)(А4+В2КГ1А3, 

тогда существует такое .е0>0, что для всех 8{in}(0, eo] система 
(1) вполне управляема. Таким образом, управляемость полной 
системы есть следствие управляемости двух систем меньшей 
размерности. Отметим, что здесь условие detA4=7-0, необходи­
мое ранее для определения корня z, сейчас заменяется усло­
вием (4). 

Таким образом, в задачах, где detA4 —О, полезным ока­
зывается введение нового управления 

u = Kz+v, (7) 
где уже выполняется (4). 

В нестационарном случае в [65] доказано следующее: если 
система y=A0(t)y-\-B0(t)u вполне управляема и ]ReA,(A4(0)< 
<0, то существует такое ео>0, что при е6(0, 8о] (1) вполне 
управляема по у. Если же здесь дополнительно предположить 
выполнение (3.33), то при достаточно малых е>0 и вся систе­
ма (1) вполне управляема [174]. 

Управляемость квазилинейных сингулярно возмущенных 
систем размерности (п+т) рассматривалась Сэннути [235, 
236]. Наряду с условиями управляемости в вырожденной за­
даче размерности п и условиями «управляемости в погранич­
ном слое» для присоединенной системы размерности т, здесь 
предполагается также управляемость линейного приближения 
в вырожденной задаче вдоль любой допустимой пары. 
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2. Наблюдатель (идентификатор) состояния. Рассмотрим 
декомпозицию в задаче о построении наблюдателя полного 
порядка, следуя работе Портера [227]. 

Согласно определению наблюдателя полного -порядка [75], 
получаем, что для системы (1), (2) таковым является система 

~y==A1y+A2z-)rBlu-\-L1(w---C1y--C2z), g 

BZ — А3у 4- AAz •+ B2ti -f _2 (w — С{у — C2zt), 
так как если */(0) = у (0), z(0) = 2(0), то будем иметь #(*) == 
=y(t), *z(t) = z(t), t>0 при^всех u(t), t>0. Действительно, 
для ошибки 7/=>у — у, z = z—'zi восстановления состояния у, z 
на основе информации о наблюдаемых величинах, получаем 
однородную систему 

£ = ( A i - _ А ) й + ( A , - LiC2)z = A1y.+ A2z, ,~ 

ЁЪ = (Ад - L2 - l) # + (А4 — ---2-2) 5 = -АзУ + Л42 
и при #(0) = z(0)--0 имеем #(*) = £(*)•—-0, t>0 при всех #(/), 
i > 0 . 

Если матрицы Z,l5 £2 могут быть выбраны так, что положе­
ние равновесия г/=-0, £ = 0 системы (9) является асимптотиче­
ски устойчивым, то ошибка восстановления обладает свойс-
вом y(t)-+0,z(t)-+0, £-> 00 для любых у(0) и z(0). 

Декомпозиция при построении наблюдателя фактически 
сводится к декомпозиции свойства асимптотической устойчи­
вости в системе вида (9) и возможности выбора матриц L\ и 
_2, обеспечивающих декомпозицию свойства асимптотической 
устойчивости. 

Декомпозиция свойства асимптотической устойчивости для 
стационарных систем была установлена А. И. Климушевым 
и Н. Н. Красовским [83]: пусть в системе (9) 

a) ReM-A4)<0; б) Re МЛ — ДАГ %)<(). 
Тогда существует 80>0 такое, что при каждом 8{in}(0, 80] поло­
жение равновесия у=2=0 системы (9) является асимптотиче­
ски устойчивым. Введем в рассмотрение матрицы 

^ 0 = Л — А2(А4-РС2)-1(Л3—РС1) , 
Н0^С1-С2(АА~-РС2)-ЦА3-РС1). 

На основе предыдущего утверждения устанавливается [227] 
декомпозиция наблюдателя. 

Пусть пара (С2, А4) детектируема и существует матрица Р 
такая, что матрица (Ai—PC2) невырождена,' а пара (#0, F0) 
детектируема. Тогда существуют матрицы Pi и Р2 и положи­
тельное число 8о такие, что для всех s{in}(0, во] положение рав-
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новесия системы (9) асимптотически устойчиво, причем _i = 
= Л, 12 — -Р + -°2, •Pi—Pol-e*-Са(Л4-РСа)--/>2] +А 4 (А 4 -
—РС2)~1Р2, и Р0, j°2 - некоторые матрицы, для которых все 
собственные значения матриц (F0—Р0#о) и (А4—РС2—Р2С2) 
имеют отрицательные действительные части. 

Отметим частные случаи. Пусть КеЯ(Л4)<0, тогда можно 
взять Р = Р2 = 0 и уравнения наблюдателя имеют вид: 

ez~A3y-\-A4z-\-B2tl. 
Если же только det44-7--0, тогда можно положить Р = 0 и урав­
нения наблюдателя также несколько упростятся по сравнению 
с (8). 

В нестационарном случае декомпозиция наблюдателя пол­
ного порядка устанавливается в работе [224]. 

3. Стабилизируемость. Общий результат для стационарных 
линейных систем вида (1) также принадлежит Портеру. Под­
ставляя (7) в (1), придем к системе 

y = Aly + (A2 + B1K)z + Bl<ot 

ez=*A& + (A4 + B2K)z + Bi'o, 
где К удовлетворяет (4). Полагая в (10) е = 0 и исключая z, 
получаем y=AQy-\-BQv с Л0 и В0 из (6). Имеет место следую­
щее утверждение [228]. 

Пусть: а) пара (Л4, Bz) стабилизируема; б) существует мат­
рица К такая, что det(-44 + B2K')=7-=0, и пара (Л0, - 0 ) —стаби­
лизируема. Тогда существуют матрицы /Сь /С2 и so>0 такие, что 
для всех 8{in}(0, 80] положение равновесия y = z = 0 замкнутой 
системы, полученной из (1) с помощью управления 

u = Kiy + (K + K2)z, (11) 

асимптотически устойчиво. (Здесь К\ = [Ег +• К2 (-44 + 
-\-B2K)-"B2}KQ + K2(AA + B2K)-lAz, Ко и Кч определяют ста­
билизирующие управления, т. е. ReA,(A0 + 2?0/Co)<0, Rei[A4+-
+ В2(К-\-К2)]<0). 

Частные случаи: a) ReA.(.A4)<0, тогда можно положить 
K—K2 = Q и стабилизирующее управление (11) примет вид 
U = KQX; б) det Л4-т--0, тогда ЛГ==0 и стабилизирующее управ­
ление имеет вид tt = \(Er-\-K2Ai'lB2)K0-{-K2A^1A3]y-\-K2z; 
в) deti^-^O- В\ — А-3= А4==0, тогда можно положить К = Е, 
К2= — В2'1 {2Е-YВ2) и условие б) последнего утверждения 
сводится к условию стабилизируемости пары (Аи А2). 

В заключении отметим, что стабилизируемость в сингулярно 
возмущенных линейных и нелинейных системах изучается так­
же в работах [152, 155, 156, 182, 226, 231, 238, 239]. ' 
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§ 5. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-
РАЗНОСТНЫМИ СИСТЕМАМИ С МАЛЫМ ШАГОМ 

B этом параграфе мы рассмотрим работы, в которых иссле­
дуются задачи оптимального управления другими типами син­
гулярно возмущенных систем — разностными и дифференциаль­
но-разностными уравнениями с малым шагом. 

1. Дискретные задачи с малым шагом. Рассмотрим задачу 
минимизации функционала 

N-1 

7(tt) = c/Jc(l) + 4- ]£[xf(k&)Q(ke)x{k&)-\-ii'(k&)I?(kE)u(k&)\ (l) 
k=-0 

на траекториях сингулярно возмущенной системы уравнений 
x(t + B) = A{t)x(t)-{-B(t)ti(t), X(0)=JCO, (2) 

где хеЕп, u&Er, teh={t:t=Ks, M , l . V - l } c / = 
={2.:0<2-<1}, ЛГ ==-—-- 8>О—малый шаг, R(t)>0, Q{t)>Q> 
^6[0, 1]. Необходимые условия оптимальности [107] для зада­
чи (1), (2), имеют вид: 

где # = -ф'(* + е)(А(0-к + -9(*)и)—^{x'Q{t)x + tL'R{t)ii) и век­
тор-функция ty[t) удовлетворяет следующей разностной системе 

^W=g7' ФО-Н-* - (4> 
Определяя из (3) 

'tt{t)~R-l(f)B'{t)y(t + *) (5> 
и подставляя выражение для ti(t) из (5) в систему (-2), при­
ходим к краевой задаче 

x(t + e)=:A(t)x(t) + S{t)ty{t-\~z), А"(0) = Л'0, 

*=0 , в, . . . , 1—е; S = BR-lB'. 
I.det A(t)=£0, Щ0, 1]. 
Преобразуем (6) к виду 

x(t^e) = A1(t)x(t) + A2(t)^{t), х{0)=х», 
•ф(*,+8)—-.А3 (*)*(*) +--4 0?Ж*). t ( l ) - - c , 

(6> 

(7> 

где A,(t) = А(0+5(0(А'(0)-^(0. А2(<) = 5(0(А'(0ГЧ 
A8(0---(-A/(0r1Q(if). A4(0 = (A'(0)-1. 
Краевая задача (7) сингулярно возмущенная. 

Пусть выполнено условие I. Тогда основная функциональная 
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матрица сингулярно возмущенной задачи (7) 

невырожденная на [0, 1], и если Я, (t) — собственное значение 
матрицы G(t), то ——- тоже есть собственное значение матрицы 
о О- *elo, 1] [205]. 

II. Пусть для всех *g[0, 1J пара матриц (А, В) стабилизи­
руема (существует Ki:\k{A-\-BKi)\<l), а пара (С, А) детек­
тируема (существует /С 2 . |Ч -4 '+ - ' #2 | < -)• Здесь C'C = Q. 
Введем дискретное алгебраическое уравнение Риккати 

P{t)^Q{t) + A'(t)P{t)A(t)-A'{t)P{t)B{t)[R{t) + 
+ B'(t)P(t)B(t)]^B'(t)P(t)A(t). (8) 

При условиях I —II существует [205] для каждого *б[0_1] 
единственное положительно полуопределенное решение P{t) 
уравнения (8), для которого при каждом t£[0, 1] спектр матри­
цы a==_A(t)-S(t)(Ar(t))-l(P(t)-Q(t)) = A(t)~B(t)(R(t) + 
-\-Br (t) P (t) В (t))~lBr (t) P (t) A (t) лежит строго внутри единич­
ного круга, а спектр матрицы (a' (t))~l лежит вне единичной 
окружности. Учитывая это, приходим к тому, что в условиях I, 
II п собственных значений матрицы G(t) лежат строго внутри 
единичного круга, а остальные п собственных значений матри­
цы G(t) —вне единичного круга. 

Таким образом, условия I, II обеспечивают выполнение 
условия условной устойчивости в сингулярно возмущенной крае­
вой задаче (7).. Необходимое для применения метода погранич­
ных функций преобразование подобия существует при более 
жестком требовании. 

III. Для всех 2.6 [0, 1] пара (А, В) управляема, а пара 
(С, А) наблюдаема [75]. 

В условиях I—III существует матрица M(t) такая, что 

.M-40O(0.M(0-(°i0
(a4V)-

причем det Mn (0) Ф 0, 

м С) - [м21 (*) м22 (t)j = [Р (О Р (о г (t) + Епу 
где Y(t) есть решение уравнения a{t)Y — Г (а' (t))-l~=L(t) -
L (t)^P-1 (Ar)~l [ArPS(Ar)-lP — Q] P~\ a P{t) — единственное 
положительно определенное решение уравнения (8), стабилизи­
рующее замкнутую систему. Асимптотическое разложение 
решения x(t, s), ty(t,e) задачи (7) ищем в виде (1.26). 
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Предположим, что выполнено условие 
IV. 6вЦР(1)Т{1) + Ея)фО. 

Устойчивые многообразия 5+ и S~ имеют здесь следующие 
аналитические представления 

5+:П0а|;(т0) = Р(0)П0х(т0) , 

5 - .Q 0 x( t 0 ) -= ( r ( l )—.P- I ( l ) ) ( ? ( l ) r ( - )+^) - 1 Qo^(^ i ) . 
При достаточной гладкости данных имеет место следующее 
утверждение, которое при несколько иных предположениях до­
казано в [44, 48]. 

Пусть выполнены условия I—IV. Тогда найдутся е0>0, 
С>0 такие, что при 0 < e < s 0 существует единственное решение 
x(t, е)у ф(г., е) краевой задачи (7), и 

\\x(t,e)-xm(t,e)\\<CEm+\ | | ф ( М ) - - ф и ( ^ в ) | | < С в Л + 1 , 
* = 0,в, . . . , 1 . 

Здесь (*т, -фт) — частичная сумма порядка от ряда (1.26). 
На основе асимптотики можно, как и в непрерывном случае, 

строить субоптимальные управления. 
Введем um(t, в) =R~1(t)B/(t)^m(t-{-&,&) и дополнительно 

предположим, что спектр матрицы A(t) лежит строго внутри 
единичного круга при всех t6[0, T]. Тогда существует &о>0 и 
С>0 такие, что 

1(ит)—1в*<Сг2т+\ 0<8<ео, 
т. е..ыт — субоптимальное управление порядка 2 т + 1 . 

Дискретная задача оптимального управления с закреплен­
ным правым концом и с малым шагом рассмотрена в [40]. 
Дискретная задача о регуляторе состояния с малым шагом рас­
смотрена в [44, 48] путем построения асимптотики по малому 
шагу решения начальной задачи для соответствующего дискрет-
лого уравнения Риккати. 

2. Задачи с запаздыванием. Рассмотрим задачу 
г 

In (а)—- j F(y, и, t)dt-^ mm, (9) 

6' 

y=*f(y, z, к, 0 = /i(w» u,t) + f2(y,t)z, (10) 

y(i)^<p(t), — | л < * < 0 , (11) 
где y£Rn, u£Rr, z(t) = y(t — \i), [x> О — малое запаздывание. 
В [232] задача ( 9 ) - (11) рассматривалась с помощью аппрокси­
мации малого запаздывания последовательной "цепью дифферен­
цируемых звеньев по схеме Ю. М. Репина [118]. Вместо (10), 
36 



(12) 

(11) вводится 

y = fi{y> »» t) + f2{y, t)zm, 
zz = '.At)-\-Bz 

с начальными условиями 

#(0) = Ф(0), 2 i (0)=-<p(- ie) , /-=1 .1», (13) 
где 8 = 1.1//га, z/ = (z1\ z2', •. . , 2 Д 2*6/?*> i-=--l, . . . , /»» 
А'=*(£„, О,'....О), 

- £ „ О О . . . О О 
Еп -Ея О 

£ = 

О О 

О О О...Еп-ЕП1 

Вместо (9) рассматривается функционал 

/ 8 (a)==j F (у, и, t) dt -г- min. (14) 

Задача (12) —(14) типа (2,1), (2.2). Заметим, что уравне­
ния быстрых движений не содержат явно управлений, и это 
обстоятельство облегчает дальнейшее исследование. Развитие 
этой схемы, в случае наличия ограничений на область значений 
u(t), >дано в [57]. Асимптотику по \i экстремали для задачи 
вида (9) — (11) строили в работе [230]. Задачи оптимального 
управления с сингулярно возмущенными дифференциально-раз­
ностными уравнениями состояния рассматривались в [ПО, 230, 
237]. 

§ б. ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
С ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА ЗНАЧЕНИЯ УПРАВЛЯЮЩИХ 

ВОЗДЕЙСТВИЙ 
Пусть в задаче (2.1), (2,2) на значения управляющих функ­

ций наложены ограничения 

| « ' ( * ) l < i . i=- i - /*, п. в. *е[0, г], 0) 
т. е. множество допустимых управлений М состоит из измери­
мых почти всюду ограниченных r-мерных вектор-функций. Огра­
ничения (1) приводят к .появлению негладких решений и асимп­
тотическое решение таких задач, вообще говоря, нельзя прово­
дить по схеме изложенной выше в §§ 2, 3. 

1. Некоторые примеры. Ограничения (1) приводят к появ­
лению различных особенностей, которые проиллюстрируем на 
примерах. 
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Пример 1. [148]. 
Рв' /e(tt)-=i/i(l)->min, 

iji = tizu i/i(0)-=0, 
8«i = 22» 2i(0) = 0, 

6Z2-= - 2 Z l - 2 z 2 , Z2(0)==1, | t t | < l , *6[0, 1]. 
ел 

Имеем гх*у,г) = е-«*sin(*/e), a*(0= - s i g n ^ ! ^ , e)), wj-vfj, 

||<||£,-—1, при E = 0: Z l - = 0 , 1 = 0 , 7* = 0. 
В 'этом примере две особенности. Первая—потеря управле­

ния при вырождении - аналог слабоуправляемой системы [136], 
вторая—последовательность а*е не является сильно сходящей­
ся, а сходится всего лишь слабо в смысле L2 к 0, но при этом 
/;«!/ i*(i ,e)^o-_/0*. 

Е е-э-0 
Определение [57]. Вырожденная задача оптимального 

управления устойчива по функционалу (по минимальному значе­
нию функционала) при сингулярных возмущениях, если /€->/0* 
при е-*-0. 

Т. е. в примере 1 имеет место устойчивость по функционалу 
при сингулярных возмущениях. 

Пример 2. 
Ре: /е(и) = i/2(-)-*• min, 

i/i-=2.ь t/i(0)—0, 
yl^yr-Zx2, t/2(0)=0, 

ьг i = — zx -j- u, zi(0)-=0, | t t | < l . 
Оптимальное управление "из AT в этой задаче сущест­

вует [131] при каждом е>0. Задача Р0 имеет вид: 
7(й) = г/2(1)-->т1п, 

i i = « . ?i(0)--o, 
•J2=Ji2-~й2. У2(0)-=0, | й | < 1 . 

Очевидно, что inF/"(»)== — 1, но ЭТОТ infinum на М не ДОСТИ-
гается. 

Можно привести пример, когда, наоборот, оптимальное 
управление в задаче Ре не существует, а в PQ — существует, 
Очевидно, что для изучения таких ситуаций нулшо привлекать 
понятие скользящих режимов. 
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Пример 3. 
Яе: /8(й) = ад(1) + л2г(1)-»-т-п, 

y = y-\-z, y(0)=yG, 
82= —y — z-\-u, z(0) = z°, | а | < 1 , ai¥*a2-

Решение задачи Р& существует и единственно при каж­
дом е>0. Непосредственными вычислениями можно убедиться, 
что при е->0 у* (i, е)-> у (t) равномерно по ЩО, 1], z*(t, e)-*z(t) 
и #*->Й в норме Ьъ где y(t), z(t), ti(t)~решение следующей 
задачи Р0: 

I (и) = (а- — л2) у (1) -> min, 
г/ = и, у(0)=-г/0, z= —у-\-и, | и | < 1 , 

т. е. при вырождении происходит изменение функционала и это 
изменение получается в результате подстановки части корня 
~——у+й в функционал. С таким изменением функционала мы 
встречались выше в задачах без ограничений (1), где это изме-' 
нение являлось следствием наличия у управления члена порядка 
е-1 в окрестности t = T. Здесь же в этом примере управление рав­
номерно по е ограничено и тем не менее наблюдается тот же 
эффект. 

2. Линейная задача быстродействия. Рассмотрим линейную 
задачу быстродействия, т. е. на траекториях линейной системы 
(4.1), с помощью измеримых вектор-функций со значениями из 
(1), требуется минимизировать время перехода Т из начально­
го состояния 

у(0)=уо, 2(0) = ;г.о (2) 
в начало координат 

у{Т)=0, 2(Г)=0. (3) 
Все коэффициенты ъ (4.1) будем считать постоянными. 

Предположим, что в соответствующей вырожденной задаче 
PQ{6.etA4¥=0) пара матриц (А0,В0) управляема. Пусть управ­
ляема также пара (Л4, Въ): При этих условиях Коллинз [157] 
провел анализ точек переключения оптимального управления 
UE*{r=\). Он установил, что: 

1) Т*е-+Т0*, е-»-0, где Г* и Г0* —время быстродействия в 
задачах РЁ и PQ соответственно; 2) точки переключения «.* де­
лятся на три группы. Первая группа состоит из ix (в),..., tNt (e), 
ti(e) — 0(e), где Ni может быть нулем, т. е. группа состоит из 
точек переключения а*е вблизи начально£#точки. Вторая группа 
содержит точки переключения ^v-I+i(e),. •., t^t+jvQ(e), близкие к 
соответствующим точкам переключения в задаче -Р0- И, нако­
нец, третья группа состоит из точек переключения 
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U^+JV-.+I (е),.. .jt^+No+Mtfc) управления и* вблизи начала коор­
динат, т. е. они отстоят от Т*& на величины порядка е, N2>0. 
Таким образом, точки переключения первой и третьей группы 
сосредоточены в погранслоях вблизи границы. Исследование 
Коллинза продолжено Кокотовичем и Хаддадом в [197] уже 
для г > 1 . Сначала в (4.1) проводится разделение движений с 
помощью неособого преобразования 

где Н = А2АТ1-\-гМу М = А0А2А^2 — А2АТ2А3А2АТ1 + 0 (&), 
L=A71AZ-\-BG, О==АТ2А3А0-\-О(г). При этом вместо (4.1) по­
лучаем 

i=AQl+BQa, 
er) = A2r\-{~B2a, 

где AQ = AQ — sA2G, BQ=B0 — &(HLB1-{-MB2), A2 = A4 — eLA2r 
B2 = B2-}-BLBI. Теперь оптимальное управление иг выглядит как 

ttJ-sign-l-V t i + -5/exp[A~/(-r--0/e]^2}-= 
-— sign [m (T-t) + b ( - — ) } , (4) 

где -фх — — Ao'%, ег])2 = — A2'^2. 
Пусть: 1) ИеЯ(Л4)<0 и начало координат достижимо из 

(Уо, zQ); 2) нули m(T — t) так же, как и нули /и(0) + 6( — т-), 
различны. Тогда [197] существуют е > 0 и 6 > 0 такие, что для 
всех e{in}(0, е0] оптимальное управление (4) в задаче быстродей­
ствия (4.1), (1) — (3) пред ставимо в виде 

%(un{t), 0<t<T-eQ, 
^~Uft(r), о<-т<е, 

где +t-=-6+'Ci и точки переключения um(t) находятся в «-окрест­
ности нулей функции m(T—t), а точки переключения иъ(х) — 
в s-окрестности нулей функции т(0) +6(9—т). 

Далее в [197] показывается, что um(t) аппроксимирует 
управление и0* ъ соответствующей задаче PQ, а затем строится 
приближенное представление um(t) в. ©иде и0* (t)-\-6u(t), где 
поправка 6и строится с учетом поправок 'первого порядка ма­
лости к точкам переключения управления щ* [198]. .Некоторое 
обобщение результатов, работы [197] содержится в [186]. 
Утверждение о сходимости Тг* к .Г0*, .(#«*, ze*) к (у0*, z0*) и 
и* к щ* лолучено в [38]. Асимптотическое приближение к ре­
шению простейшей линейной задачи быстродействия (n.=m= 
—7= 1) построено В. А. Есиповой в [67]. Используя специфику 
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задачи, здесь удалось применить метод пограничных функций. 
Стабилизирующие свойства и0* в задаче Ре изучались в [181]. 

3. Задача Майера. Предельный переход по малому парамет­
ру, повышающему порядок дифференциальных связей -в реше­
ниях задачи минимизации функции конечного состояния, рас­
сматривался в работах [3, 39, 40, 56—59, 87, 91, 94, 148]. 

В [56—58] рассматривалась следующая задача: 
/B(a) = c'y(T) + d,z(T)-+mln 

y^A^y + A^z + B^t^) УФ) = У°> (5) 
BZ = A3(t)y + A4(t)z^-B2(t, и), 2(0) = 2°, 

где ReX(^4)<0, te[0,T]. 
Сопряженная система принципа максимума, вследствие ли­

нейности задачи по фазовым переменным, отделяется и преоб­
разуется к виду 

е г [ . 2 = = - Л / ( 0 ^ 1 - Л / ( 0 ^ 2 , -ф2(Г)=—^/е, (6) 
т. е. (6)-линейная задача о начальном скачке (§ 1). 

_Нетрудно убедиться, что при е-^0, tyi(t, в)->• i|)i (•#)• .^(^jO-*-
->ij)2(0 равномерно по *6[0, Г-], 0<Тг<Т, где tyi(t), Mp2(t) 
есть решение вырожденной задачи со скачком в начальном условии 

Ъ ^ А ^ - А ^ , Ы Г ) = - с + А8'(T)(A-i(T)Yd= -с-А, 
^2=—№V-V.v (7) 

Нетрудно видеть, что (7) есть сопряженная система принци­
па максимума для задачи 

7 (и) --=(<- + Ь)'у{Т) -> min, 

У^Агфу + А^й + Вг^й), У(0) = у°, (8) 
z=-A-i(t)[A3(t)lj + B2(t, Ъ)}. 

Поэтому при некоторых дополнительных предположениях, обеспе­
чивающих, в частности, существование и единственность опти­
мальных управлений в обеих задачах, имеет место утверждение 
[56-58]: при 8->0, J | ^ _ y * ||С[0,г11-*0, \\z;-z*\\£l-+0, 
II и*-a*||z,->-0- где у*, z*, и* — решение задачи (8). Таким 
образом, для задачи (5) вырожденной является задача (8) с 
измененным функционалом. Это изменение получается в ре­
зультате подстановки части корня z=— А.-"1^) lA^(t)y + 
+.£2(-

?,и)], содержащей у, в функционал. Впервые явление 
скачка в функционале отмечено было в работе M. Г. Дмитрие-
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ва [56]. Анализ точек переключения в задаче (5) выполнен в 
[3]. Этот анализ позволяет получать утверждения о сходимости 
•и.в*-*-#о* при 8-Ю. Линейному случаю задачи (5) посвящена 
также работа [115]. 

В [39, 40] (рассмотрена задача (5) при условиях d = sdu 
ReA,(A4){le}0, Аг(Л4)-7̂ 0, т. е. быстрые переменные могут быть 
быстро осциллирующими функциям-!. Получен аналог послед­
него утверждения. 

Рассмотрим следующую задачу Рг: 
/в(и) = Ф(г/(-г))->т1п, (9) 

uQM 

y==f(y, z, a, t) = Ax{y, t) + A2(y, t)z+Bx{y, t)u, t/(0)=#°, 
s2-—£•(#, z, u, t)=*A3(y, 0 + -M#« t)z-\-B2{y, t)a, 

z(0)=*z°. (10) 
Этой задаче отвечает задача меньшей размерности Р0: 

7(а)-Ф(у(7))->т1п, 
-QM ( И ) 

y = f(y, h(y, ~й, t), и, t), i/"(0)—-r/°, 
где z = h(y, к, t)— корень уравнения g(y, z, и, t)=0, 

Пусть обе задачи разрешимы и М* = {ий*}, М0* == {£*} — мно 
жества их оптимальных управлений. Далее предположим, что 
выполнены условия: 

I. Функции f, g непрерывны по у, z, и, I на прямом произве­
дении D = QvxQzXUx[0, Т], где Qy^Rn, Q Z -# T O - некоторые 
замкнутые ограниченные области. В области D функции /, g 
удовлетворяют условию Липшица по у, z равномерно по (и, t) б 
{in}t/X [0, Т]. Аналогичное условие накладываем на h и ф. 

II. Все функции-f, g> К ф непрерывно дифференцируемы по 
yZQy. 

III. Ке^(Л4(^, ^)<0, ^[0-, Г], 
IV. Размерность вектора управления не уменьшается при 

вырождении. 
Следуя .[57], используя слабую компактность шара в L2-

можно доказать, что в условиях I—IV для задачи (9), 
(10) 'имеют место утверждения: 

1) вырожденная задача (II) устойчива по функционалу при 
сингулярных возмущениях, т. е. /•!->/*; 

2) Г(г4)->7*; 
E-vO 

3) из любой последовательности {&*} можно извлечь слабо 
(в L2) сходящуюся к одному из оптимальных управлений й*вМ0* 
подпоследовательность {-йей}; 
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ел 
4) «*->«*, е->0, в случае единственности и*; 
5) из любой последовательности {#*} можно извлечь подпо­

следовательность {#!} , что \\ut, — и*\\, ->0, eft->0, если опти-
мальные управления к* и и* не особые в смысле принципа мак-
симума_(при этом \\и*г—~й* Цх.-^О, ek-s-O, в случае единствен­
ности и*). 

Условие IV используется при доказательстве сильной сходи­
мости ив*. Первые четыре утверждения доказываются без IV. 
При этом надо иметь в виду, что исчезающие при е-—0 компо­
ненты й можно положить равными нулю. Аналогичные утверж­
дения получены также в [148] для более общей задачи Майера 
с нефиксированным временем. Схема доказательства предель­
ного перехода, предложенная в [57], использовалась также для 
тех же целей в [91] и [54] в более общих задачах с диффе­
ренциальными связями неразрешенными при е = 0 относительно 
производных и сингулярно возмущенными интегро-дифферен-
циальными связями. 

4. Регулярные возмущения. Как видно из предыдущего, 
проблема построения асимптотического приближения к реше­
нию задачи Ре с ограничениями вида (1) и сингулярно возму­
щенными связями полностью не решена. В случае регулярных 
возмущений (непрерывные возмущения условий некоторой за­
дачи Ра) естественно удается продвинуться дальше. Поэтому 
для сравнения результатов и постановки новых задач в русле 
основной проблематики обзора приведем здесь некоторые ре­
зультаты по регулярным возмущениям. Эти возмущения изу­
чались достаточно широко в двух направлениях. Первое свя­
зано с построением асимптотики решения, в частности, вопросы 
предельного перехода и чувствительности решения (первый 
член маклореновского разложения решения в ряд по малому 
параметру) в случае открытой области управления. Второе на­
правление — исследование тех же вопросов для тех задач опти­
мального управления, в которых область значений управляю­
щих функций есть замкнутое, ограниченное множество и управ­
лениями могут быть разрывные по t функции. В первом случае 
есть возможность использовать классическую технику Пуанкаре 
для построения асимптотики решения краевой задачи прин­
ципа максимума Понтрягина. Работы, где оптимальное управ­
ление— достаточно гладкие функции параметра 8, мы рас­
сматривать здесь не будем (см. [107, 108, 112, 136]) и поэтому 
перейдем к изложению некоторых результатов для задач, где 
такой гладкости нет. Первые результаты по исследованию ре­
гулярных возмущений (предельный переход) в задачах опти­
мального управления с ограничениями на область значений 
управляющих функций в виде замкнутых неравенств были 
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получены Ф М. Кирилловой [81, 82]. Она установила условия, 
при которых для оптимального управления иг* в возмущенной 
задаче быстродействия Ре имеет место непрерывная зависи­
мость от параметра возмущения в смысле сходимости по мере. 
При этом, наряду с линейными, рассматривались и нелинейные 
задачи. Доказательство утверждений проводится с помощью 
сведений рассматриваемых задач к „-проблеме моментов. Обоб­
щению результатов Ф. М. Кирилловой посвящена работа Кал-
лум [158], результаты которой и форма их представления в не­
котором смысле типичны для работ, где для доказательства ис­
пользовалась слабая компактность множества допустимых' 
управлений. Предельному переходу и связанной с ним устой­
чивости по отношению к возмущениям посвящены также рабо­
ты [57, 96, 97, 203]. Построение и обоснование асимптотики — 
задача значительно более сложная, чем изучение предельного 
перехода, но качественная и количественная информация при 
этом о исходной возмущенной задаче Рг становится значитель­
но богаче. Ю. Н. Киселев [76—78] рассмотрел первым задачу 
построения асимптотического решения задачи оптимального 
управления при ограничениях на и вида (1). Рассмотрения он 
проводил для квазилинейной задачи быстродействия 

/(tt) = r-->min, 
x = A(t)x + B(t)u-{-&C{t, x), (12) 

Jt(0,e) = je° + e.x:-+-o(e), х(Т, e )=0 , 
где управление удовлетворяет (1). 

С точностью до о(е) он построил асимптотические прибли­
жения к оптимальному решению и экстремали Понтрягина. 
Построена система линейных алгебраических уравнений для 
определения ф21 и Ти где ^(0, е) — я|)°-4-ва|)1

1-|-0(в).- Г(е) = 
= -Г8=-го* + в-г1 + о(е) (-]) (t, в) — сопряженная переменная прин­
ципа максимума). Приведем часть результатов Ю. Н. Киселева. 
Пусть: а) матрица A(t) непрерывна, a B(t) — непрерывно диф­
ференцируема на [О, Г], Г*<Г; б) каждая из функций а р (* )= . 
=--р(~0^о*(-0. Р — - , . . . , г , где 6Р(*) —р-тый столбец матри­
цы B(t), имеет на отрезке [О, Г] конечное число нулей т , 
5 = 1 , ...,sp, причем эти нули простые; в) C(t, x) и -|—непре­
рывны на прямом произведении [0,T]xRn- Здесь an*'(t) = 
= sign[.9'(0V40]. -

При выполнении условий а ) - в ) [76-78] существует е0>О 
такое что при 0 < е < 8 0 задача (12) имеет решение x*(t,e), 
ty (rve), и (t,&), где кусочно-постоянная функция u*(t,e) при­
нимает значения в вершинах куба U и может быть получена 
из и0 it) смещением точек переключения т s в точки т -]-
+-E.ipj-(e), где dQS(s) ограничены. 
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Далее строятся поправки 6.x:, 6-ф и бгг, где 

O B ^ 8 i - \ 0 , ^ [ 0 , Г ] \ / Р ( 8 ) , р==1 г, 

б1-=-(Л(0 + .5(ОИо*(- :))^ + С(^л:0*(^)) + —.б(^)бм, 

6 А : ( 0 , e) = JCi, б'ф(0) = 'ф1, 

и 
&D (T) бф 

/р(е)= U / Р , ( е ) ' - r p - ( 8 ) - = [ V V + 8dP*]' 

^*ps — 
ир.? 

« р ( т ) 

Оказывается [76—78], что при достаточно малых е функции 
x(t, s)-=x0* (t)-\-sdx(t, е), -jj(*f, б)==г|>0* (£)-}- еб-ф (zf), 

и(^, 8) = tt0* (t)-\-6a(t, e), 
есть асимптотические приближения к решению -задачи (12), т. е 

Хе-Х\\ = 0 ( 8 ) , | | ф 8 —Я|)|| = 0 ( 8 ) , 
[0,Г] 10,71 

\\К — а\\ = о ( 8 ) . 
110, .Г] 

(13) 

Ответим, что х не есть асимптотическое разложение х по сте­
пеням малого параметра е, так как поправка 6х сама зависит 
от е. Далее в [79] Киселевым Ю. Н. доказана теорема о диф-
ференцируемости по начальным условиям решения краевой за­
дачи принципа максимума, а в [80] указаны условия, при ко­
торых в линейной задаче быстродействия имеет место аналити­
ческая зависимость минимального значения критерия и точек 
переключения оптимального управления от начальных условий 
и при этом получены разложения по малому параметру мини­
мального значения функционала г|)(0, е) и точек переключения 
оптимального управления. А. А. Белолипецкий [8] изучал не­
которые линейные задачи оптимального управления с фазовыми 
ограничениями. Получены асимптотические формулы того же 
типа как у Ю. Н, Киселева, но при этом и техника доказатель­
ства и форма представления результатов, естественно, претер­
пели изменения. Результаты имеют приложения в области ма­
тематической экономики. Обобщению результатов Ю. Н. Кисе­
лева была посвящена работа В. А. Плотникова, А. И. Третьяка 
[114], где рассмотрена существенно нелинейная задача быст­
родействия. Оценки типа (13) по функционалу получены также 

45 



А. А. Первозванским, В. Г. Гайцгори [112] в следующей зада­
че: требуется на множестве измеримых r-мерных вектор-функ­
ций u(t)£U, te[0, Т], минимизировать функционал 

/8(и) = Ф(л:(7\в)) (14) 
при ограничениях 

Jc=--/0(JC, и, 0+e/i(JC, и, t), JC(0, е)==хо, хвЯп, (Щ 
ti(-W, (16) 

где U — ограниченное замкнутое подмножество Rr, /{in} [0, 7], 
Т фиксировано. 

Пусть М0*={и0*} — множество оптимальных управлений в 
невозмущенной задаче (14) — (16). Каждому элементу Wo* от­
вечает оптимальная траектория xQ*(t) 

*o*-=/o(*o*-«o*.0» V ( 0 ) = ^°. 
и сопряженная переменная принципа максимума Понтрягина 

На множестве М0* рассматривается вспомогательная задача: 

max \oW)=\fi'{xQ*{t),fy*{t),t)yQ*(t)dt\~<!>*. (17) 
na*QM0*{ tf j 

Пусть решение задачи (17) есть uQ*(t), которая является 
вектор-функцией ограниченной вариации 

V м0* ( 0 < & — const. 
о 

Решение возмущенной задачи естественно искать на множестве 
вектор-функций, полная вариация которых также ограничена 
числом ki>k: ' 

г 
Va(*, еХЙ!. (18) 
и 

Пусть / о , -g—, / i и Ф—непрерывно дифференцируемы на 
прямом произведении /? п X -* X [О, Т]. Тогда на классе допу­
стимых управлений, удовлетворяющих (18), в задаче (14) —(16) 
при достаточно малых е имеют место утверждения [112]: 

а) /:==/*0 — 8Ф* + о(в); 
б) I&(itQ*) — [l-\-o(e), т . е . управление щ* является субоп-

тимальным; 
в) если решение задачи (17) единственно, то и*е (t)-+ uQ* (/) 

по мере, а || х[—xQ* \\cn ~=>0 при в-^0. 
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Для слабо управляемых систем 

x = fo{x,t)-\-ef1(x,u,t), _.*(0, е)==л:-- (19> 
вспомогательная задача (17) принимает вид 

max fx'(х0*(t), tt, t)^0* = ma.xOt(a) = Q>*. 

Пусть щ* (t) — argmax<£>t(u). Для задачи (14), (16), (19) 
"(-)б-7 

имеет место следующее [112]: 
а) /J-=/e(#0*)+-O(e2), т.е. порядок субоптимальности и0* 

здесь выше и равен двум; 
г 

б) / : = Ф(х0*(Г)) — 8 | ф ^ + О(е2); 
о 

в) ttj->tt0* по мере при е-*0, х1 = х0*(£)-\-вХ1(£)-\-о(ъ),гд,е 
x\=-fox{x0*it)x1 + f1(xQ*1uQ*1t)1 л;1(0) = 0; 

г) Ф( (й* (f, в)) - Ф, («о* (̂ )) = о (в) в точках единственности 
Щ* (t). 

При несколько иных предположениях подобные утверждения 
для слабо управляемой задачи быстродействия получил 
А. А. Любушин [102]. Отметим здесь вариационную природу 
коэффициентов при е1. Это и приводит к более высокому по­
рядку субоптимальности. В [147, 171] предлагается другой 
путь построения асимптотики решения задачи управления с 
ограничениями, идея которого сводится к нелинейной замене 
независимой переменной t «замораживающей» точки переклю­
чения управления в невозмущенной задаче, используя интерпо­
ляционные полиномы Лагранжа. С работами, указанными в 
этом пункте, тесно связаны работы по устойчивости и марги­
нальным значениям в задачах математического программиро­
вания Е. Г. Голыптейна [50], В. Г. Карманова [73], Е. С. Ле­
витина [96—98], Голлэн [175], В заключение отметим также 
работы Золеззи [250], Беинати [145], где изучаются регуляр­
ные возмущения в задачах оптимального управления. 

§ 7. РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ И ШТРАФ 
Сингулярно возмущенные задачи появляются при регуляри­

зации вырожденных задач оптимального управления, а также 
при решении задач оптимального управления с ограничениями 
методом штрафных функций. Появляющиеся здесь сингулярно 
возмущенные задачи зачастую обладают рядом особенностей и 
требуют обобщения и развития известных результатов теории 
сингулярных возмущений, с одной стороны, а с другой стороны, 
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построение асимптотики на основе известных результатов поз­
воляет установить структуру решения исходной задачи (им­
пульсный характер оптимального управления, свойства терми­
нального управления и т. д.). 

1. Регуляризация простейшей вариационной задачи. Рас­
смотрим задачу FV 

т 
I(u) = §[g(t, x) + h'(t, x)u]dt-+lnt, (l) 

о 
х = и, х(0) = хъ, x{T)^x\ xQRn, aeR". (2) 

На классе непрерывных управлений inf/(a) может не дости­
гаться, т. е. на этом классе задача (1), (2) может быть некор­
ректно поставленной задачей минимизации в смысле А. Н. Ти­
хонова [124] и решением ее может являться разрывная ми-
нималь [88]. Введем регуляризованную задачу Pt: при 
ограничениях (2), на том же множестве управлений, миними­
зировать функционал 

г 
h(u)=Ug{t,x) + h'(t, x)u-\-~uru\dt, 8>0. (3) 

о -• 

Уравнения Эйлера для задачи (2), (3) имеют вид 
8 2 ^ = — % + - Ж > х(0)-*°' х(Г) = х\ (4) 

т. е. введенную регуляризацию можно назвать регуляризацией 
уравнений Эйлера, т.к. при е—-О из (4) получаем «вырожден­
ные» уравнения Эйлера (отвечающие задаче (1), (2)) 

dg • dh _ п 
дх^ dt 

Во многих работах задача Ре выступает в качестве исход­
ной и является задачей с «дешевой» платой за управление. 
В этом случае мы имеем дело с обычной проблематикой тео­
рии возмущений: определение факта существования решения 
задачи Ре в окрестности решения задачи Р0 и приближенное 
определение решения задачи РЕ на основе информации о за­
даче Р0. Для удобства и в этих случаях будем задачу Ре назы­
вать регуляризованной по отношению к Ро. Используя условия 
оптимальности В. Ф. Кротова [89], устанавливается следую­
щее утверждение о близости траектории x*(t, e) задачи (2), 
(3) к некоторой, вообще говоря, разрывной минимали в (1), 
(2). 

Пусть: 
1 ч dhi dh$ . . 5 

' dxj dxt J 

2) существует единственная, кусочнонепрерывная вектор-
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функция x(t) такая, что 

max \Р (х, t) =-в(х^) + ^^~(0,...,0,х,,... 

...,xnJ)dx] = P(х(*), t), Щ0, T)Pxx<0. (5) 

Тогда x{t)—минималь в задаче (1), (2) и (x*(t,s)) схо­
дится к x(t) при е-Ю по мере на [О, Л . Условие мак­
симума (5) в скалярном случае совпадает с условием 
максимума Ю. П. Боглаева [10], позволяющего формировать 
предельный остов для сингулярно возмущенной краевой зада­
чи вида (4). Накладывая дополнительные условия на глад­
кость данных, характер x(t) и краевых условий х°, х1 можно, 
используя известные результаты [22, 140, 183, 213], строить 
асимптотику решения задачи (4) методом пограничных функ­
ций, применяя, в случае наличия внутренних точек разрыва, 
теорию внутреннего пограничного слоя. Эта асимптотика экст­
ремали позволяет провести полный асимптотический анализ 
задачи (2), (3). Такой подход по асимптотике вырождающихся 
в пределе простейших вариационных задач на базе ранних 
результатов В. А. Тупчиева [126] по условно-устойчивому слу­
чаю был реализован в [5] (см. также [6]). 

2. Линейно-квадратичные задачи. Рассмотрим задачу 

Is(u) = ±x'(T)Fx(T) + 

т 
-{•-^[(x'Q(t)x + B4fR(t)ti)dt^m\n, (6) 

x = A(t)x + B{t)u, x(0)=. .« , x£Rn, ti£Rr. (7) 

Здесь Q > 0 , / ? > 0 , *б[0, Г], F>0. 
Краевая задача принципа максимума имеет вид 

^x = ^A(t)xi-S(t)q, x(0)=x°, 
q = Qx — A'(t)y, y(T)=-Fx(T), 

где S = BR-lB'>Q. Сингулярно возмущенная задача (8) имеет 
чисто нулевой спектр. Для построения асимптотики необходимо 
преобразование задачи. Интересно, что характер преобразова­
ний связан с порядком сингулярности L оптимального особого 
управления в задаче PQ, соответствующей (6), (7), При /'—О 
формальное асимптотическое разложение хй* и we* в ряды ви­
да (1.26) получено О'Молли и Джеймсоном [216, 217, 220, 221]. 

Опишем, следуя [221], один результат, полученный ими. 
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Пусть 
(B/QBj=0, / - 0 , l , . . . , I - 2 , 
I . 5 I _ I Q 5 Z - I > 0 

всюду на [О, Г[, где 
Bj = ABH-BH, J>\, BQ = B. 

Тогда в случае бесконечной дифференцируемое™ коэффициен­
тов, имеют место формальные разложения 

и'М, e.) = u{t, |л) + —--ttu(r0, [i)-+QM (-.-., \х), 
{mu} 

^ ( t , 8 ) = x(f, ц-Н—z~ --*(т0, [x)+fxQ^(-c1, ji), 
P-

где 0 < ^ « 7 \ ^ = i / r>0 , т0—-2̂ /ji, -.-==(£ — T)/\i и пограничные 
ряды начинаются с членов при |х°. Для построения разложений 
в задаче (6), (7) сначала проводится преобразование в новук> 
задачу размерности n-\-Lr с вектором состояния 

L 

где 
/. 

ttj = \ tty_i {s)ds, /==1, .. .,£, щ = и. 
о 

Главные члены регулярных рядов, являющиеся пределом и* 
и^^е внутри (О, Г), образуют обратную связь UQ=~PQ'XQ, где 
JC0 удовлетворяет условиям ортогональности 

Р /^о -О, / = 1, . . .Д, 
и является проекцией x0=aLxL решения xL начальной задачи 
~xL^{A+BLP'L)xLa, ^о(0) = л:о. Здесь 

<т, = ё Д . . . EL, PL= -(QB^ + KLBL) {B'L-xQBL^Y\ 

EL^J^E+BL-J-IP'L-JJPL-J.I^A'PZ.-JYP^JJ^Q, 1, . . . , 1 - 1 , . 
а ЛГг есть положительно полуопределенное решение соответст­
вующего уравнения Риккати для преобразованной задачи, 
причем 

Ит/;=/о*-=4-(л ; 0) ,^(0)ло. 
Таким образом, асимптотический анализ по параметру 
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регуляризации в (6), (7) приводит к выводу, что в случае чисто ну­
левого спектра основной функциональной матрицы также видимо 
возможно после ряда преобразованинений применение метода по­
граничных функций. Оказывается, что левые пограничные функции 
ведут себя подобно матричной дельта последовательности. Поэто-

.£-1 

му сумма —г- 2 И;-й (х0) [ij представляет собой комбинацию после-
V- 7 = 1 

довательностеи, являющихся односторонними аппроксимациями 
б-функций и ее производных до порядка ( £ - 1 ) включительно. 
Так как при е-->0 мы приходим к особому решению вырожден­
ной задачи Р0 , то целью импульсных составляющих асимптоти­
ческой конструкции и* является перевод системы (6) из х° 
на особую траекторию x0(t), которая лежит в нуль-пространст­
вах матриц / Y , P2

/,-..-,PL- Появляющиеся при регуляриза­
ции односторонние аппроксимации б-функции и ее производных 
можно пытаться трактовать в рамках секвенциального подхода 
в теории обобщенных функций в качестве представителей не­
которых классов эквивалентности и, таким образом, определять 
обобщенное решение вырожденной задачи оптимального управ­
ления Р0. Для некоторых нелинейных задач такой подход был 
реализован в [224]. Заметим здесь, что прямое определение 
обобщенного решения в несколько иных вырожденных задачах 
приводится в (69, 70). Различным аспектам, возникающим 
в задаче вида (6, 7), посвящены также работы [60, 105, 120, 
168, 210]. Регуляризация частично вырожденных задач Р0, т. е. 

т 
тех, в которых функционал имеет вид -—- \ [(xrQx) + (u'Rti)] dt 

о 
и R>0, рассматривалась Г. А. Куриной [92], О'Молли [216], 
Драганом и Халанаем [166]. В последней работе, в частности, 
изучается предельный переход по параметру регуляризации в 
решения соответствующей начальной задачи для некоторого 
уравнения Риккати. Эта начальная задача близка по форме к 
задаче (3.26), (3.27), и здесь также имеет место скачок (3.31). 

3. Нелинейные задачи. Продемонстрируем здесь возмож­
ность исследования импульсов и особых, в смысле принципа 
максимума, участков оптимального управления с помощью ре­
гуляризации и последующего асимптотического анализа (мето­
дом пограничных функций) и в нелинейном случае задачи 
управления. 

Пусть имеем следующую задачу с фиксированным временем: 

/о(а)-=ФСМ-0)-»-т-п- (9) 

xi=*fi{xu x2,t), x1(Q) = x1^, x&Rn, (10) 
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- 2 - / 2 (-Кь *2> 0 + /з(*2> 0 и. л:2(О)==^20. x2GRK йб/?1, 
где на множестве непрерывных управлений inf / 0 (и) > — оо. 
Из-за возможной неразрешимости задача (9), (10) может являть­
ся некорректно поставленной. Сделаем регуляризацию: вдоль 
траекторий (10) будем минимизировать функционал 

т 
/BW = 9 ( A : I ( 7 , ) ) + J S « 2 W ^ (11) 

о 
I. Пусть функции <р, fi, i = l , 2, 3 четыре раза непрерывно 

дифференцируемы по своим аргументам. 
II. Предположим, что %{Х2, t)¥=Q для любых х2, t. 

Применяя принцип максимума к задаче (10), (11), приходим к 
сингулярно возмущенной краевой задаче с неопределенностью 
при вырождении, причем нулевому собственному значению 
кратности два основной функциональной матрицы здесь отве­
чает неполное число собственных векторов. После несложных 
преобразований, исключающих нулевые собственные значения, 
приходим к краевой задаче 

•*i = /i(-*i» -*2» О» ,№=/:U'-|>i — e/2.*fa//3, e i 2 .= e / 2 4 - a . / 3 , 
еа == е (/2 / / 3 ) /зх- • а — / 1 ^ % / 3 — еД*. • а.+ е/3.*, • a -J- e/3i • а / / 3 , 

JCi(0) = V . ' Ы ^ - Я ^ С М Н ) . *2(0)«=л:ао, а ( Г ) = 0 . (12) 
Здесь а (Л е )=а(^ , е)/е, а==(г|)2/3)/е, а -фх, г])2 — сопряженные 
переменные принципа максимума. Асимптотическое разложение 
решения (12) ищем в виде (1.26), Введем вспомогательную за­
дачу меньшей размерности (производную задачу в терминологии 
В. И. Гурмана [52]) 

I(v) = <V(y(T))^mm, у =*Му, v, t), y(0) = x^, (13) 
III. Пусть оптимальное управление v* (t) существует, един 

ственно и является непрерывным изолированным решением урав 
нения —-==0, где И = р,/1— гамильтониан в задаче (12). 

Оказывается, что экстремаль Понтрягина в задаче (12) связана 
с главным членом регулярного ряда, а именно у* = х10, •o*==jc20. 

. I V . Пусть Я т о < 0 вдоль v* (t). 
Это условие Лежандра — Клебша в задаче (13) обеспе­

чивает условную устойчивость в (12) и вместе с II приводит 
к существованию преобразования .подобия, диагонализирующего 
основную функциональную матрицу. 

V. Пусть матрицы Я у Д , 1 Я , у - Я у у > 0 , Ф > 0 вдоль v*(t). 
Последнее условие приводит к отличию от нуля соответствую­
щего определителя А0° (§ 1). Следствием принципа максимума 
для задачи (13) является аналитичность представления услов-
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но устойчивых интегральных многообразий 5 + 'И-5~, причем об­
ласти G+ и G~ совпадают с R1. Таким образом, на основе ре­
зультатов [22, 27, 68] имеет место следующее утвержде­
ние [26]. 

Пр'и 'выполнении условий I—V существуют е,о>0, С > 0 , та­
кие, что при 0<e{le}8o: 

1) решение краевой задачи (12) существует и единственно; 
2) оптимальное управление иЕ* в задаче (10), (11) сущест­

вует и единственно; 
3) | ^ — _ ^ ) _ - a 1 ( O - - n i a ( T 0 ) — Q1a(T1)j<Ce, 

II •*-•(*, e) — */*(*)j|<Ce, |JC2*(^, 8) — ^*(/) — П0х2(т0) |<Се, 
*€[0, Т]; 
4) / * - / 0 * < С е , / 0 ( и р - - / 0 * < С е , ' т . е. Й* является субоп-

тимальным управлением порядка I в исходной вырожденной 
задаче. 

Из оценок 3), учитывая экспоненциальную оценку для 
Поа(то) вида (1.11), заключаем, что ие* аппроксимирует 6-функ-
цию с носителем в .нуле. Этот начальный импульс естественно 
связать с решением задачи Р0 -и юн 'необходим для 'перевода 
системы (10) 'из х2° на магистральный участок оптимальной 
траектории, который отвечает особому участку управления,, 
совпадающему с сп(/). При этом ые* для 0<.t^T аппроксими­
рует ai(t). Отметим, что метод Гурмана—Келли [36] определе­
ния особого участка управления дает ту же 'величину. Рассмот­
ренная регуляризация служит основой для ©ведения обобщен­
ного решения задачи (9), (10) [244]. Периодический вариант 
задачи (9), (10) рассматривался в работе [64]. Задача (9)„ 
(10) с векторным управлением рассматривалась в [29]. Схема 
рассуждений ъ 'принципе та же, что и в скалярном случае. 
Основное отличие—необходимость согласования ф с матрицей 
при и и введения некоторых условий на коэффициенты при и, 
что позволяет сделать преобразование Гурмана—Келли. В за­
ключение отметим, что 'регуляризация и последующий предель­
ный переход рассматривались также в [34] и могут использо­
ваться для получения условий оптимальности особых управле­
ний в вырожденных задачах J185] . 

4. Метод штрафа и сингулярные возмущения. Рассмотрим 
задачу: минимиз'Ировать функционал 

г 
10(и) = ^(х'С}У)х + и'11у)и)<И (14) 

о 
вдоль траекторий системы (7) с ограничением 

х(Т) = 0. (15) 
Здесь Q{t)>0, / ? (* )>0 , *6[0,Г|-
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Предположим, что система (7) вполне управляема на любом 
отрезке [̂ 0, Т]с[0, Т]. Освободимся от ограничения (15) с по­
мощью введения штрафа, т. е. введем задачу Ре: минимизи­
ровать функционал 

т 
h{u)==-~x'{T)Fx{T) + ^{x>Q{t)x + u'R{t)u)dt (16) 

о 
вдоль траекторий системы (7). Здесь F>0. В задаче (7), (16) 
управление имеет вид и = —Я'1 (t) В' (t) К (t, e) х, где 

'K~-KA(t)-A>(t)K+KS(t)K-Q(t), -fT(-r,8)-=-f. (17) 
Используя частное положительно определенное решение Ф(£) 
уравнения в (17) и сделав замену К= - N + Ф, приходим 

к задаче 
s-^!- = -eN(A-S<$)-s(A'-<bS)N+NSN, 

at (1") 
N(T,e)=F-8<3)(T). 

Спектр основной функциональной матрицы в этой сингуляр 
но возмущенной задаче чисто нулевой и асимптотика решения 
задачи (18) уже не строится по методу пограничных функций, 
а имеет «дробный» характер [45, 49]. Используя асимптотику 
N(t,e), получаем, что K(t, z)-+K(t) равномерно по £{in}[0, Tx]cz 

е->0 
с_[0, Г], где ~K{t)—решение уравнения в (17) с условием 

,К'1{Т)—-0. Далее оказывается, что этот предел K(t) форми­
рует оптимальный синтез в исходной задаче (7), (14), (15), т. е. 

uQ* (t)= -R-1 (t)B' (t)K(t)x. 
Аналогичное утверждение можно получить и для более об­

щих терминальных ограничений типа равенства. Таким обра­
зом, введение штрафа приводит к появлению сингулярно воз­
мущенных задач, исследование которых позволяет получать 
утверждения для исходных задач с ограничениями. Отметим 
также, что здесь изменяется характер 'пограничного слоя — он 
здесь является не «экспоненциальным», а «степенным». Сингу­
лярно возмущенные задачи такого рода изучались С. А. Ло­
мовым [100]. 

§ 8. ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ С БОЛЬШИМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 
УСИЛЕНИЯ. СКОЛЬЗЯЩИЕ РЕЖИМЫ 

1. Большой коэффициент усиления. Математические модели 
многих прикладных задач управления содержат в исходной по­
становке или после некоторых преобразований большие коэф-
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-фициенты при управляющих воздействиях. Впервые такие за­
дачи изучал М. В. Мееров [104], затем Е. И. Геращенко [37] и 
В. И. Уткин [128]. Задачи такого рода также могут исследо­
ваться методами теории сингулярных возмущений. Пусть тре­
буется найти г-мерное управление, переводящее систему 

y = f(y,t) + B(y,t)u, yGR», te[0,T] (1) 
из начального состояния 

У(0)=У° (2) 
за достаточно короткое время в некоторую окрестность задан­
ного многообразия 

S(y)=0, SZR™. (3) 
В работах [128, 241, 242] использовалось следующее управ­

ление для решения подобной задачи 
u(y,e)=e-iKS{y), (4) 

где К — некоторая постоянная rx/w-матрица, е > 0 — малый 
параметр. 

Подобное управление может применяться для отслеживания 
и заданной динамики [242]. Подставляя (4) в (1) и ©водя пе­
ременную z=S(y)/e, получаем сингулярно возмущенную задачу 
вида (1.14), (1.15) 

y = f(y,t) + B(y,t)Kz, 0(0) = JA 
*-- (5) sz = G(y)f(y,t) + G(y)B(y,t)Kz, z ( 0 ) = - — , 

Ъ 

где z~1 = S(y°), G-==gradS. Так как начальная точка z/°, вооб­
ще говоря, не лежит на многообразии S(y), то в задаче (5) 
при е->0 имеет место начальный скачок у ^-компоненты. 

Пусть мы находимся _в условиях п. 4 __§ 1. Тогда для лю­
бого "jl>0 существуют е 0 >0 , tQ£(Q,T), tQ = 0(e\\ne\) такие, 
что при 0 < е < е 0 

| | 0 ( ^ 8 ) - у ( ^ ] | < 1 1 , \\z(t,s)-z(t)\\<p, ^ Й , Л . (6) 
где у, z — решение вырожденной задачи со скачком в началь­
ных условиях 

y = f&t) + B{jj,t)Kz, 

z= -[QQ)Bф, ЪК]-Ю(у)/& *), (7) 

где Ф(Д2)-решение задачи вида (1,18), (1.19). При т = \ 
#(0)—а(1), ' где а(з) — решение задачи вида (1.20), (1.21) 
(АХ=ВК, Вг = /, A2 = GBK, B2 = Gf). 

Из неравенств (6), учитывая, что S{y(t, e)) = ez(t, e), сле-
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дует существование е0>0 и t£(0,T) таких, что для заданно­
го \х \\S(y(t, e))||<fx, 0<8<8 0 , tQ<t<T, zf0==O(eJlne(), т. е. 
для любой ^-окрестности найдется такой коэффициент усиле­
ния k0~— и такой момент времени 2f0>0, что управления 

{epsilon}o 
вида (4) будут решать задачу (1) — (3), начиная с момента 
времени t0. Заметим при этом, что решение y(t) задачи (7) точ­
но принадлежит заданному многообразию (3), начиная с момен­
та £=0, и управление (4) подобно некоторому импульсному 
управлению. Знание у{1) помогает строить асимптотическое 
приближение к решению- задачи (5), приближенно определять 
поведение системы управления с большим коэффициентом уси­
ления как вблизи начальной точки, так и вне ее. Укажем одно 
приложение описанного подхода. Пусть требуется найти ста­
ционарные точки достаточно гладкой функции F(y), y£Rn. Не­
обходимое условие стационарности приводит нас к системе 

gradF(y) = S(y)=0. 
Для движения к стационарной точке вблизи у° используем 
систему вида (1), (2) с управлением (4) (К=Е, так как 
ri.= m = г) и приходим к задаче вида (5). Начальное условие 
y\i=sQ== Ф(0) как раз и определяет одну из стационарных точек 
у* функции F(у), т. е. г/*==ф(0). Системы, вида (1.18'). здесь 
упрощаются и представляют собой следующие 

I r ^ - ^ ^ ) ' p ( 0 ) = - j 0 ' seR4y* = P(z-4). 
В скалярном случае (п=\) имеем r/*==Q(1), где 

| ~ - -Fvi(Q)*°= -FV}(Q)Fy(y°)> Q(°)=-*/0-

т. е. придем к модификации непрерывного варианта метода 
Ньютона. Таким образом, для определения стационарных точек 
можно в окрестности начального приближения интегрировать 
по конечному объему «фазового пространства» некоторые диф­
ференциальные уравнения. Заканчивая этот пункт, заметим, 
что линейным системам управления с большим коэффициентом 
усиления посвящены также работы [60, 215, 249]. При решении 
задач о регуляторе состояния для таких систем, после замены 

— —V, где v — новое управление, приходим к задачам с 
«дешевой» платой вида (7.6), (7.7). 

2. Скользящие режимы. Некоторые задачи управления свя­
заны с так называемыми системами переменной структуры. По­
ясним это понятие на следующем примере. 
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Пусть задана система 

У2=У\ + и, 
где управление и задается следующим образом 

„ _ / — 2#i ПРИ #is>°> и ~ 1 О npHf/!S<0, 
1 где s = ---•yi+ у2-

Если рассмотреть фазовую плоскость (г/-, у2), To такой 
закон управления означает, что сверху от прямой s=0[ 

[У2= ~~~оУч и с п Р а в а о т °'си Уч (а также снизу от s==0 и 
слева от оси у2) система (8) имеет вид: 

(8) 

(9) 

У\= У2> 
у2=—уи 

а сверху от s = 0 и слева от оси у2 (снизу от 5 = 0 и справа 
от оси у2) имеет вид: 

# . . — </2> 

У2=У1-
Начало координат для системы (10) является центром, а 

для (11) седлом. 
На рис. 2 изображены фазовые траектории систем (10) и 

(11) в указанных выше областях, а также прямая s — О, обозна­
ченная через /. Стрелка указывает направление возрастания /. 

(10) 

(11) 

Рис. 2 
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Будем рассматривать системы (10) и (11) как одну систему с 
•разрывным.коэффициентом при у\, при этом линия разрыва са-
, ма зависит от у\ и у2. Система такого типа называется системой 
переменной структуры. Допустим, что точка А является нача­
лом траектории, которая до точки В является траекторией ти­
па гиперболы. Когда система попадает в точку В происходит 
.изменение структуры и далее состояние описывается траекто­
рией ВС типа окружности. В точке С снова происходит смена 
структуры, но здесь картина отличается от того, что наблю­
далось в точке УЗ, так как траектория примыкающая к точке В 
снизу от s = 0 имеет стрелку, направленную в сторону s = 0. 
"Таким образом, траектория оказывается непродолжаемой в 
точке С и для описания дальнейшего хода процесса нужно 
привлекать другие соображения. По сути дела мы поставлены 
перед проблемой построения обобщенного решения. 

Допустим, что движение по окружности продолжается еще 
некоторое время после пересечения s==0 до точки 1 на пря­
мой / (рис. 3) и там уже начинается движение по гиперболе 

У2А 

Рис. 3 Рис. 4 

•опять же еще некоторое время после пересечения s=0 до точ­
ки 2, далее следует опять по окружности до точки 3 и т. д. 
В результате получается некоторый колебательный процесс, 
при котором точка явно приближается к началу координат. 
В пределе мы получаем некоторое движение вдоль прямой s — 0, 
которое получило название скользящего режима. 

Скользящие режимы появляются в технике и ими пользу­
ются, в частности, в теории управления, чтобы получать систе­
мы с некоторыми желаемыми свойствами. Например, в данном 
случае, комбинируя две структуры (седло — неустойчивая точка 
покоя и центр — устойчивая, но не асимптотически устойчивая), 
получаем в результате систему, траектории в которой стремят­
ся к началу координат! 

В настоящее время теория систем переменной структуры и 
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характерных для них скользящих режимов успешно развивает­
ся. С состоянием вопроса можно детально ознакомиться по 
работе В. И. Уткина [128]. 

Теория скользящих режимов — это, прежде всего, формули­
ровка правила движения по прямой s==0 (в общем случае раз­
рывы могут происходить на некоторых поверхностях). Широко 
используется определение А. Д. Филиппова [132]. Его форму­
лировка особенно проста в случае задачи со скалярным управ­
лением 

i r -=/ (M, t t ) , yeRn, (Щ 
„_/ t t+(-j '*) ПРИ 5 Ы > 0 ' 

l a - ( M ) npH.s(z/)<0. 
Пусть s-=0 уравнение поверхности разрыва, f+=f{y, t, u+) 

и f~ = f(y, t, и~) предельные значения скорости у вдоль траек­
тории при приближении к s = 0 соответственно со стороны s > 
> 0 и s<0 . 

Согласно Филиппову, чтобы определить скорость движения 
у в скользящем режиме, т. е. по поверхности s = 0, нужно про­
вести через точку С касательную плоскость к поверхности 
s = 0 (на рис. 4 это касательная прямая) и найти точку пере­
сечения этой плоскости с прямой, соединяющей концы векторов 
f+ и f- (на рис. 4 точка С\). Искомым вектором скорости бу-—> 
дет вектор CCi = f, и уравнение движения в скользящем режиме 
будет иметь вид 

* -=? , (13) 
гд'е, как нетрудно получить из простых геометрических сообра­
жений, 

-------- (grads,/-) / + (grads, /*) - (Ы, 
J (grads, / . - / ^ - j (grads, f = DJ ' к ' 

Точка С, лежащая на поверхности разрыва, служит началь­
ной точкой для (13). Чтобы оправдать использование этого 
закона в реальных процессах можно поступить следующим об­
разом. Введем в систему некоторые малые величины — малые 
неидеальности (гистерезис, запаздывание и др.), которые в 
реальной системе так или иначе присутствуют. Пусть такая 
система имеет.обычное (классическое) решение, которое опре­
деляется, после чего малые параметры устремляются к нулю. 
Это традиционный способ построения обобщенного решения 
(также поступают например в газовой динамике см. [127]). Для 
получения закона движения в скользящем режиме можно ис­
пользовать также теорию сингулярных возмущений, заменяя 
систему с переменной структурой системой, в которой отсут­
ствуют разрывы, но содержится малый параметр е. 

Пусть поведение объекта описывается системой (1), и для 
простоты изложения и и s являются скалярными величинами, 
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т. е. 
„+ при s(y)>0, n--v 
иг при s(y)<Q. ^ ° ' 

Заменим в (1) разрывный закон (15) непрерывной конструкцией 
вида 

и^ + и-е 8 [#+, S>0, /1fi4 и=—ж-4, ~<о. (,6> 
l + е е 

Пусть s(i/0)>0. Пока s(y)>0, система (I) может рассмат­
риваться как регулярно возмущенная. Согласно теории регу­
лярных возмущений, при s(y)h>x (а достаточно велико, но 
фиксировано при е->0), фазовая точка подходит как угодно 
близко к поверхности s=0 (соответствующее значение у обо­
значим у*, s(z/*)=as-=E0). Здесь и начинается скользящий ре­
жим. На этом этапе введем s/e—z, в качестве новой неизвестной 
функции, наряду с у. Получим сингулярно возмущенную си­
стему 

У=/(У, t)+£(y, t)O(z), 
sz = Gf+GB<S(z), (17) 

где Ф(z) — и .,* " I с начальным условием z\i=io = x. 
Пусть для определенности # _ < 0 < * Л Вырожденное урав­

нение, отвечающее (17), определяет Ф(£)=- — (GB)~lGf, про­
изводная _г-= (1 Tg-ii >0» в СИЛУ условия и~<0<м+ , и 
поэтому z однозначно определяется. Если к тому же С?В<0, 
то условие устойчивости выполнено. Предельный закон движе­
ния у (движение в скользящем режиме) определяется системой 

y=f(y,t)-~B(y,t)(GB)-lGf, (18) 
yh-t0=y*. 

Нетрудно видеть, что здесь уравнения движения совпадают 
с (13), (14). В. И. Уткин [128] обратил также внимание на 
то, что уравнение (18) совпадает с (7), т. е. движение в сколь­
зящем режиме такое же, как в случае большого коэффициента 
усиления. В заключение заметим, что в нелинейном по и слу­
чае регуляризация (16) не приводит к закону (14). Проиллюст­
рируем это на простейшем примере. 

yx=0,3y2 + yiu, 
t,-2=— 0,7yl~\-4yl и3, 

I 1, s < 0 
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Нетрудно видеть, что определение Филиппова (14) приводит 
к следующему закону движения в скользящем режиме 

Уг^-ОЛУг. (19) 
Метод большего коэффициента усиления (метод эквивалентного 
управления [128]) дает 

z/i—-0,3z/2-|-t/i2:, 

y2=—0jy1+4:ylz3, 
sz = 0,3y2 + y1z — 0Jyl-\-4y1z3, 

S=EZ, 

""•=0, ~yx=—~y2, 0 - - - - г / ! + ^ + 4 ^ 3 , 
и, следовательно, г-——- (заметим, что этот корень устойчив 
лишь при #i<0). Таким образом, 

#-=0,2*/"-, 
т. е. получается закон совершенно отличный от (19). В этом же 
случае управление погранслойного типа (16) дает и = 

— и е
 1— = ~~ г—, чТо приводит к еще одному уравнению 

1 + й 2 l + e 2 

вида £/.—-YSH где Y отлично как от 0,2, так и от —0,1. 
Мы видим, что в построении обобщенного решения содер­

жится определенный произвол и какой именно непрерывной 
конструкцией следует заменить разрыв, вероятно, должно дик­
товаться конкретными свойствами переключающего устройства. 
Т. е., как указывается в [128], необходимы сведения о кон­
кретном способе реализации управления в пограничном слое. 
С другой стороны, тот факт, что в зависимости от способа реа­
лизации, можно получать разные законы движения в сколь­
зящем режиме, можно использовать для достижения желаемых 
свойств закона движения. 

§ 9. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ, РАЗЛИЧНЫЕ 
ЗАДАЧИ И ПРИЛОЖЕНИЯ 

\. Численные расчеты. Остановимся на 'некоторых возможно­
стях для численного решения, которые появляются после ана­
лиза задач оптимизации методами теории сингулярных возму­
щений. 

Прежде всего отметим, что численные методы не следует 
противопоставлять асимптотическим, так как последние явля­
ются инструментам -качественного анализа и предварительное 
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качественное исследование упрощает последующее численное 
решение, причем это упрощение появляется и на этапе выбора 
алгоритма и на этапе вычислений ('сокращение 'времени счета, 
уменьшение требований к оперативной памяти и быстродейст­
вию ЭВМ), что приводит к возможности решать прикладные 
задачи в режиме реального времени. Как известно, самым боль­
шим препятствием на пути численного решения прикладных за­
дач управления является, так называемое «проклятие размер­
ности». На основе теории сингулярных возмущений как раз и 
строятся схемы приближенной декомпозиции определенного' 
класса задач оптимального управления, где априорным допуще­
нием является наличие «быстрых» и «медленных» движений. 
Далее известно, что численное решение задач оптимального 
управления часто сопровождается вычислительной неустойчи­
востью, вследствие «жесткости», наличия больших и малых па­
раметров и т. д. Асимптотический анализ методами теории син­
гулярных возмущений позволяет выделять особенности в реше­
нии таких задач и предложить алгоритмы, преодолевающие 
вычислительную неустойчивость. Пусть имеется некоторая воз­
мущенная задача оптимального управления РЕ и целью являет-' 
ся ее приближенное решение. Расчеты с использованием асимп­
тотики представляют собой компромисс между простотой на­
хождения и грубостью приближения решения задачи Р0 с одной 
стороны и вычислительными трудностями и оптимальностью' 
решения задачи Ре с другой стороны. 

В литературе [141, 151, 184, 187, 199, 201, 202, 230, 247] 
имеются примеры успешного решения конкретных задач опти­
мального управления, типа рассмотренных в §§ 2, 3, 5, 6, с по­
мощью численного построения асимптотики. При этом оказы­
вается, что нулевое приближение к решению задачи Ре, осно­
ванное на решении вырожденной задачи, достаточно грубо 
описывает точное решение. Построение первого приближения во 
многих примерах значительно улучшает нулевое приближение и 
оказывается достаточным для получения оптимального решения 
в пределах заданной точности [141, 201, 202]. Отметим здесь 
расчеты Ардэмы [141] при решении задачи определения наи­
меньшего времени набора 'высоты. Популярный метод наиско­
рейшего спуска при решении этой задачи требует примерно в 
40 раз больше времени счета, чем требуется при численном 
определении асимптотического приближения первого порядка. 
При этом разница между значениями Ттщ при обоих подходах 
составляет примерно 0,5%. Надо отметить, что при численном 
решении многих прикладных задач асимптотические методы ис­
пользуются на основе эвристических рассуждений, так как за­
частую строгое математическое обоснование 'Применимости тех 
или иных асимптотических разложений отсутствует. Далее, от­
метим то, что используемые при этом разложения представля­
ют собой асимптотические ряды, которые либо чвообще расхо-
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дятся, либо сходятся при достаточно малых значениях е. Ис­
пользование этих разложений гари значениях параметра е 
порядка единицы часто приводит к удовлетворительной аппрок­
симации решения точной задачи. Здесь также нужно отметить 
возможности предоставляемые методом продолжения по пара­
метру [245]. 

Большинство указанных здесь работ оперируют с асимптоти­
ческим приближением 'К решению краевой задачи принципа' 
максимума, которая, как указывалось выше, при естественных 
предположениях является сингулярно 'возмущенной краевой за­
дачей условно устойчивого типа. Основным является здесь по­
строение равномерного 'нулевого приближения, магистральная 
часть которого (решение вырожденной задачи Р0) находится 
достаточно просто, а пограничные функции связаны с решения­
ми задач об оптимальной стабилизации в погранслоях и в ряде 
случаев 'находятся явно. Далее на основе построенного нулево­
го приближения можно применять эффективный итерационный 
метод решения таких краевых задач, предложенный Ю. П. Бог-
лаевым [12]. Надо отметить, что собственно работ по специаль­
ным разностным схемам или работ содержащих доказательство. 
сходимости различных итерационных методов, связанных с тео­
рией сингулярных возмущений для задач управления рассмат­
риваемых в обзоре, в литературе практически нет (отме­
тим лишь работы [149, 196]), хотя теоретическая база 
для этого имеется (см., например, работы [1, 4, 7, 9, 12, 72, 
1381 и др.). 

З а м е ч а н и е 1. При построении асимптотики решения крае­
вых задач иногда удается построить условно устойчивые интег­
ральные многообразия, знание которых помогает преодолевать 
известную [130] вычислительную неустойчивость метода при­
стрелки решения краевых задач принципа максимума, так как 
сужает область 'поиска недостающих начальных условий. 

З а м е ч а н и е 2. На основе теории сингулярных возмущений 
можно предложить экстраполяциоеные процедуры типа Ри­
чардсона [ЮЗ] в непрерывных методах спуска, в методах 
штрафных функций и регуляризации, где вычислительные труд­
ности при уменьшении или увеличении соответствующего пара­
метра возрастают. 

З а м е ч а н и е 3. При интегрировании линейных систем с 
плохо О'бусловленной матрицей (спектр состоит из больших и 
малых но абсолютной величине собственных значений) есть 
возможность провести декомпозицию [117, 218, 219] с целью 
преодоления «жесткости» при интегрировании. Эта декомпози­
ция основана на выделении быстрых и медленных движений. 
В [117] подобные приемы предлагаются и для нелинейных 
систем. 

Градиентные системы при плохой обусловленности матрицы 
Гессе также являются «жесткими» — эффект оврагов. Для из-
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менения топографии линий уровня используются преобразова­
ния растяжения [109]. Оставаясь в рамках овражной структу­
ры, можно предложить процесс спуска, основанный на разде­
лении движений в градиентной системе. Этот процесс состоит из 
быстрого спуска «а «дно оврага» и посл»едующего движения по 
«дну» к точке минимума [109]. 

В заключение обзора, не останавливаясь 'подробно на су­
ществе дела, перечислим некоторые другие классы задач управ­
ления, в которых исследование также может •проводиться мето­
дами теории сингулярных возмущений. 

2. Интегро-дифференциальные связи. Пусть поведение объ­
екта описывается сингулярно возмущенными интегро-дифферен-
циальными уравнениями [22]. Исследование задач оптималь­
ного управления для таких систем проводится в принципе по 
той же схеме, что и выше (§§ 2, 3, 5, 6). В этом направлении 
представляют интерес задачи, где присутствие интегрального 
члена изменяет качественную картину (для интегро-дифферен-
циальыых уравнений это явление впервые описано В. Ф. Буту-
зовым [14]). Задачи оптимального управления такого рода изу­
чались в [53, 54]. 

3. Связи вида (A + &B)x = Cx-\-Du. В работах C. Г. Крейна и 
Г. А. Куриной [87, 90—94] изучаются задачи оптимального 
управления, где дифференциальные связи содержат, при произ­
водных оператор, близкий к вырожденному. Здесь также имеет 
место пограничный слой, но асимптотический анализ услож­
няется. Исследованы как задачи с ограничениями на и, так и 
задачи без ограничений. Используемая здесь техника ' может 
применяться и к анализу особых управлений. 

4. Игровые задачи. Н. Н. Красовский и В. М. Решето© [86] 
впервые рассмотрели дифференциальную игру сближения-укло­
нения, описываемую линейной сингулярно возмущенной систе­
мой при наличии ограничений на значения управляющих воз­
действий. 

Линейно квадратичным играм с сингулярно- возмущенными 
связями и построению в них субоптимальных стратегий посвя­
щены работы [192—195]. Нелинейная игра сближения-уклоне­
ния рассмотрена в [167]. Применение идеологии сингулярных 
возмущений к итерационному решению минимаксных задач 
предложено Н. И. Грачевым и Ю. Г. Евтушенко [51]. 

5. Задачи для распределенных систем. Здесь, в первую оче­
редь, упомянем монографию и обзор Лионса [207, 208]. Задачи 
оптимального управления с сингулярно возмущенными уравне­
ниями в частных производных, 'встречающиеся -в некоторых за­
дачах математической биологии, рассматривались также в 
[150]. Распределенные сингулярно возмущенные системы появ­
ляются при решении задач управления для ядерных реакторов 
[143, 144]. 

6. Стохастические возмущения. Линейно квадратичные за-
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дачи оптимального управления для сингулярно возмущенных 
систем со случайными возмущениями также рассматривались в 
[177, 179, 191, 240]. Отметим здесь работу Хаддада и Кокото-
вича [179], посвященную построению субоптимального регу­
лятора. 

Малые возмущения в задачах управления стохастическими 
системами могут привести к появлению соответствующего син­
гулярного возмущенного уравнения- Беллмана. По этому пово­
ду см. обзор [136]. В этом пункте следует также упомянуть 
работы [146, 225, 240]. 

7. Приложения. Разделение движений и численное построе­
ние асимптотики использовалось многими авторами при реше­
нии прикладных задач. Большая группа работ посвящена за­
дачам динамики полета. Отметим здесь работы [13, 30, 141, 
142, 151, 189, 190]. В работах Кокотовича и его соавторов [156, 
199, 201, 202] имеются примеры- использования теории сингу­
лярных возмущений к решению задач оптимального, управления 
электродвигателями постоянного тока, 

Как упоминалось выше, сингулярные возмущения появляют­
ся в задачах управления ядерными реакторами [144, 230]. Как 
показали В. Б. Ларин и К. И. Науменко [95], сингулярно воз­
мущенные системы появляются и при формализации задач 
управления движением шагающим аппаратом, с почти невесо­
мыми ногами. Стабилизации билинейной сингулярно возмущен­
ной системы с приложением к регулированию паровой турби­
ны посвящена работа Халаная и Развана [182]. Метод 
интегральных многообразий для исследования систем автома­
тического управления с быстрыми и медленными движениями 
применялся в [31, 32]. 
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