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В. В, Анисович, М. Г. Дмитриев, Б. И. Крюков 

О ЧИСЛЕ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЙ В ОДНОЙ ЗАДАЧЕ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Пусть движение управляемого объекта описывается векторным 
дифференциальным уравнением вида 

х = А (х) + хиВ (х), (1) 
где х= [хх,..., хп), А(х) = [Ах,..., Ап}, и и В{х) — скалярные функ­
ции. Область управления задана неравенством 

| и | < 1 . (2) 
Каждая кусочно-непрерывная функция и (t) со значениями в области (2), 
заданная на некотором отрезке 0 < t < Т, называется допустимым 
управлением. В фазовом пространстве X переменных xt,..., хп за­
даны некоторые замкнутые множества М0 и Мг. Требуется найти 
такое допустимое управление u(t), чтобы на соответствующей этому 
управлению траектории функционал 

т 
/= |Ф(д;(т))Л (3) 

о 
принимал наименьшее возможное значение и выполнялись граничные 
условия 

х(0)£М0., х(Т)£Мх. • (4) 
Найденное таким образом управление и (t), 0 < t < Т, будем назы­
вать оптимальным. 

Пусть функции Ai(x) ( г=1 , . . . , и), В(х) и Ф(х) определены 
в некоторой открытой области фазового пространства X, непре­
рывны и обладают непрерывными первыми производными по хх,... ,хп. 
Будем предполагать, что оптимальное управление рассматриваемой 
задачи существует и может быть определено из принципа максимума 
(см. [1], с. 25). 

Известно (см. [2], с. 401), что имеющая непрерывные первые 
производные функция ср (х) называется однородной степени р, если 
в области ее определения она удовлетворяет равенству Эйлера 

п 

1=1 

Пусть А[(х) {1=1,..., п) и В(х) являются однородными функциями 
по Хх,...,хп степени р и р — 1 соответственно. Тогда справедлива 
следующая 
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Т е о р е м а . Если функции В{х), Ф(х) являются знакоопреде-
ленными, то оптимальное управление непрерывно при р = 1 и имеет 
не более одной точки разрыва непрерывности при р~>\. ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оптимальное управление рассматриваемой 
задачи 

п 
и {t) = sign В (х) £ ф, (t) xt (t) = sign В (x) (x (t), ф (*)), 0 < t < T, (5) 

и определяется из условия максимума функции 
Н (х, ф, и) = (А (х), ф) + 5 (х)«(*, ф) + ф0Ф (х) (6) 

по всем и из (2) и фиксированных х и ф (см. [1], с. 25), где вспо­
могательная вектор-функция Ф(̂ ) = {<1>1,..., Ф„}, соответствующая 
оптимальному управлению и (/), является нетривиальным решением 
векторного дифференциального уравнения 

$(t)=*-gmdxH(xW,$(t),u(t)), 0<t<T. (7) 
На траекториях уравнений (1), (7) выполняется тождество 

(см. [3], с. 210) 
п 

ft S * А = £ ( Л Г ' *}=(1 ~р) я*{х* *.»). ° < ̂  < г> ^ 
( = 1 

где Н*(х, 4>, и) = (А(л:), 4*) + В (х) а (х, 4»). Интегрируя тождество (8) 
по t от 0 до t, получаем 

t 
(х, ф) = С + ( 1 - / > ) | # * ( * , 4-, и) Л, 0 < ^ < Г , (9) 

о 
где С — постоянная интегрирования. 

На оптимальном управлении и (t) и соответствующих ему траек­
ториях x(t) и ty(t) уравнений (1), (7), справедливо тождество ([1], с. 25) 

Н (х '(f), 4» (f), и (£)) = Н* (х {t), 4- {t), и (£)) + ф0 Ф (х (/)).= О, 
<!>„ == const < 0, 0 < / < Г.. (10) 

Используя (10), запишем (9) в виде 

(x(t),$(f)) = C-(l.-p)%Ji<S(x(x))dx, 0<t<T. (11) 
о 

Подставляя соотношение (11) в (5), получаем формулу для опти­
мального управления рассматриваемой задачи: 

t 
и (0 = sign В (х it)) [С - (1 —р) ф0| Ф (х (т)) Л] , 0 < * < Г. (12) 

о 
В силу знакоопределенности Ф(х) выражение в квадратных 

скобках в (12) изменяет знак на отрезке 0 < / < Т не более одного 
раза. Учитывая знакоопределенность функции В(х) из (12), полу­
чаем утверждение теоремы. 

С л е д с т в и е . Если функция В(х) является знакоопределенной, 
то оптимальное управление задачи оптимального быстродействия 
(Ф(лг)===1) непрерывно при р — 1 и имеет не более одной точки 
разрыва при-/? > 1. 



О числе переключений и 
Пусть Ai(x), (1 = 1,..., ti), В{х) являются однородными функ­

циями по хх,..., хп степени р и р — 2 соответственно. Тогда правая 
часть уравнения (1) является однородной вектор-функцией по 
х1,...,хп,и степени р. Так же, как и в [3] (с. 210), легко показать, 
что на траекториях уравнений (1), (7) справедливо тождество 

А у и . ф . = ±(х, $) = (1-р)Н*(х,$,и) + (х,$)иВ(х), 0<(<Т. 
dt ш dt 

<-=i (13) 

Разрешая (13) как скалярное дифференциальное уравнение относи­
тельно (х, 4»), получаем 

(х, ф) = \Сг + (1 — р) |' Н*(х, ф, и) ехр (— j uB(x) ds \ dx\ >< 
о 

t 
Xexpf \uB{x)ds\, 0<t<T, (14) 

о 
где С, — постоянная интегрирования. 

Используя (14), (10) и (5), запишем формулу для оптимального 
управления: 

u(t) = signB(x(t))X 
t X 

X [С, - (1 - р) % J Ф (* (*)) ехр ( - j и (s) 5 (* (s)) ate) Л] X 
о о 

t 
XQxp(^u(s)B(x(s))ds)j, 0<t<T. (15) 

о 
Очевидно, если Ф (х) — знакоопределенная функция, то выражение 
в квадратных скобках в (15) меняет знак на отрезке 0 < t < Т не 
более одного раза. 

Использование формулы (15) позволяет получить утверждение 
теоремы и следствия в рассматриваемом случае. 

Проиллюстрируем следствие на следующем примере. 
Пример. Рассмотрим задачу оптимального быстродействия 

для системы 
х1=хг + х1и, х2 = — х1 + х2и, | й | < 1 , (16) 

при граничных условиях 
х1(0) = 0, -%(0) = 1, х1(Г) = ел/2, х2(Г) = 0. (17) 

Очевидно, оптимальное управление рассматриваемой задачи 
быстродействия существует. Согласно следствию оно должно быть 
непрерывным на отрезке 0 < t < Т. Действительно, в полярной си­
стеме координат система (16) и граничные условия (17) запишутся 
в виде 

? = - 1,. г = ги, г (0) = 1, ср (0) = л/2, г(Т) =-е"'2; ср (Г) = 0. (18) 
Используя принцип максимума, находим оптимальное управление 

u{t) = \, переводящее объект (18) из точки (г(0)=1, (р (0) == те/2) 
в точку (г(Т)*=ек!2, ср(Г) == 0) за минимальное время Г = - . 
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гармонических в круговых многосвязных областях 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

В работе получены оценки мнимой части функции, регулярной в круговой 
/г-связнбй области, л > 1, когда реальная часть на границе принадлежит некоторому 
подклассу непрерывных функций. В качестве аппарата используются операторы 
Шварца, построенные методом симметрии. (Работа поступила в журнал „Математи­
ка" 5 II 1975.) 

Р. И. Анищенко. Обобщенная краевая задача для уравнения 
Томаса — Ферми — Дирака 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Рассматривается задача отыскания неотрицательного решения уравнения ?" = 
= /(*> <РЖ-*)> 0 < Х < / ? , при условиях <р(0)=у0. Щ'(К) —9(#) = — Ч> где 
у0 > 0, R > 0, A, q — вещественные числа. При определенных предположениях отно­
сительно правой части уравнения получены необходимые и достаточные условия 
существования решения при h > R и h < 0. (Работа поступила в журнал „Матема­
тика" 25 VI 1976.) 

В. А. Баранский. О структурных изоморфизмах нильпотентных полугрупп 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Полугруппу S с нулем 0 будем называть и-нильпотентной, где п — некоторое 
натуральное число, если произведение любых п элементов полугруппы S равно 0. 
Множество всех л-нильпотентных полугрупп очевидно является многообразием для 
любого натурального числа п. Это многообразие будем обозначать через 9t„. Основ­
ным результатом работы является следующая 

Т е о р е м а . Каждый структурный изоморфизм полугруппы, нетривиальным обра­
зом разложимой в свободное произведение (п — 1)-нильпотентных полугрупп в мно­
гообразии Э<?„ , где п > 4, на произвольную полугруппу индуцируется изоморфизмом 
или антиизоморфизмом. 

С л е д с т в и е . Любая я-нильпотентная Полугруппа изоморфно вкладывается 
в (п + 1)-нильпотентную полугруппу, определяющуюся структурой подполугрупп 
в классе всех полугрупп. (Работа поступила в журнал „Математика" 13 II 1976.) 

В. А. Баскаков. Асимптотика приближения непрерывных функций классов Lip * 
полиномами Джексона 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Для полиномов Джексона £>2„_2 (/>х) находится разложение в асимптотический 
ряд величины 

Д„ (а) = sup || Z)2„_2 ( /J X) - f (X) ||с, 0 < а < 1. 
/€ Lip a 

(Работа поступила в журнал „Математика" 24 VI 1976.) 


