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О РЕГУЛЯРИЗАЦИИ ОДНОГО КЛАССА НЕУСТОЙЧИВЫХ 
: " ' ' ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ 

М. Г. ДМИТРИЕВ, В. С. ПОЛЕЩУК 

(Днепропетровск) 

Предлагается способ построения сильно сходящихся минимизирую
щих последовательностей непрерывного функционала при предположе
нии, что решениями задачи минимизации являются некоторые функции 
ограниченной вариации. 

Рассмотрим задачу минимизации непрерывного функционала 1(и) на замкнутом 
ограниченном выпуклом множестве Q пространства L[ 0 , г] интегрируемых по Лебегу 
функций, т. е. требуется найти и* ^ Q такие, что 
(1) i n f / ( и ) = / (» • ) = /* > -оо. 

t i < = Q 

Предцоложим, что задача (1) имеет множество решений 

{ц*} '= Qo^Q, Qo Ф 0 . 

Задача оптимизации (1) называется устойчивой [4> 2 ] , если она разрешима и для 
любой минимизирующей 1(и) на Q последовательности ип выполняется; условие 

р(ип,йо)= inf \\ип — ю||->0 при w - > o o . 
we Q 0 

Известны, однако, целые классы экстремальных задач, которые хотя и разрешимы, 
но относятся к числу неустойчивых. •!' 
. , ч Впервые метод регуляризации для построения сильно сходящейся минимизирую

щей последовательности в таких задачах был предложен А. Н. Тихоновым [1> 2 ] . 
В. настоящей работе регуляризацию будем осуществлять за счет построения после
довательности множеств функций ограниченной вариации, в каждом из которых 
ищется элемент с минимальной вариацией. Кроме того мы накладываем ограничен 
ния на природу точек минимума. 
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Пусть имеется возрастающая цепочка конечных множеств кусочно-постоянных 
функций 
(2) Qn cz Qn+i cz ... cz Q, n = 1, 2, . . . ; , 
такая , что 

U Qn = Q. 

Решаем задачу 

inf I(un)= 7(и п *). 
un^Qn 

В силу конечности Qn данная задача разрешима и решения образуют множество 

Sn= {ип% inf 1{ип)— I(un*)}. 
и п ^ п ./ , 

Т е о р е м а 1. Любая последовательность 'un*(=Sn является минимизирующей 
для функционала I на Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По свойству точной нижней грани 

inf I (и) = inf I (и). -

we и Q n we U Q n 

.. n = l 7 1 n= l 
В силу условия (2) ^ 

inf / (и) = l im inf' / (ип) = l im / ( и ^ , 
о о : П - > о о U^Q^ П - > о о 

we и Q n

 n n 

n=l 
т. e. 

lim I(un*). 
n-*66 

Предположим, что существует непустое множество 

где ; 

оо Г 

# = U Кп, Кп= {»„€=0„, V 
п = 1 О 

Z •— некоторое положительное число. Иначе говоря, мы предполагаем, что среди ре
шений нашей задачи (1) имеются либо кусочно-постоянные функции, в а р и а ц и и ко
торых ограничены одним и тем же числом I, либо функции, являющиеся пределом 
в среднем таких кусочно-постоянных функций. 

Рассмотрим теперь алгоритм регуляризации задачи (1). Он состоит в построении 
некоторой последовательности {vn*}, которая определяется из решения следующей 
вспомогательной задачи: найти vп* такие, что 

т т 
min V ип = V Уп6; 

vn<=Pn О О 

Рп = {un е Qn, I(un) <^ I(vn*) + 8 п } , 

где {еп} — некоторая определенным образом выбранная числовая последовательность 
г 

такая, что е п -> О при п ^ оо и е п ^ О, V и — полная вариация функции и (i) на 
о 

[О, Т). 
Пусть Vn образуют множество Rn = {vn*}. 
Т е о р е м а 2. Множество Rn ^ if п , т г = 1, 2, . . . . 
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Действительно, так как W0 Ф ф, то существует и* е К. Следовательно, всегда 
найдется последовательность 

{Un} €= U Ki 

такая , что ип^Кп и \\ип—и*||->0 при п->оо, В силу непрерывности функционала 
/ ( и ) , 1{ип) -+1(й*) при тг-^оо. Поэтому {ип} есть минимизирующая последователь
ность для функционала I на (?, и, таким образом, всегда найдется числовая после
довательность гп 0 при п оо, 8 П ^ 0 такая, что 

/ Ы < / ( И п * ) + 8 П . 

Эта последовательность {е п} и определяет множества Рщ т. е. ип(=Рп,:п — 1, 2, . . . . 
Пусть е Л п , тогда 

т т 

о о 
что и требовалось доказать. 

Т е о р е м а 3. Любая последовательность vn* является минимизирующей для 
функционала I на Q. 

Это очевидно следует из теоремы 1, непрерывности функционала I и опреде
ления множества Rn — {vn*}. 

Т е о р е м а 4. Из любой последовательности vn*^Rn можно извлечь подпосле
довательность, сильно сходящуюся к одному из элементов множества Qo. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как ограниченное по вариации множество функций 
ограниченной вариации компактно в L [ 3 ] , то из последовательности ип* можно из
влечь, подпоследовательность y n f e *, сильно сходящуюся к некоторому элементу v* G A ' . 
По теореме 3 последовательность unk* является минимизирующей для функционала 
/ на Q, следовательно, v* е W0 е й 0 , что и доказывает утверждение. 

С л е д с т в и е . Если множество W0 состоит из единственного элемента и*, то 
любая последовательность vn* ei Rn сильно сходится к и*. 

Доказательство следствия легко провести от противного. 
Учитывая компактность в Li ограниченного по вариации множества функций 

ограниченной вариации и предполагая разрешимость задачи быстродействия на этом 
множестве, можно получить утверждения,- аналогичные теореме 1 в [ 4 ] , в которой 
использовалась компактность в L2 ограниченного замкнутого множества равномерно 
кусочно-непрерывных функций. 

Можно также получить утверждения, аналогичные теореме 1 в [ 4 ] , если пред
положить разрешимость задачи быстродействия на объединении этих двух компак
тов (ограниченное по вариации множество функций ограниченной вариации ком
пактно в пространстве LPi р ^ 1; для этого достаточно только проверить условия 
теоремы Рисса — признака компактности множеств в Lp [,5]). 

Выражаем благодарность В. П. Моторному за обсуждение. 
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