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Математические работы Л . С . Понтрягина 1 

(с)1999 г. Р.В, Гамкрелидзе 
Поступило в сентябре 1998 г. 

1. В В О Д Н Ы Е З А М Е Ч А Н И Я 

Мне также приходится начинать с извинений, на этот раз только за английский язык 
своего доклада. В идеале доклад должен был бы быть двуязычным, однако за остающиеся в 
таком случае 30 минут или даже меньше, ибо потери времени неизбежны при переключении с 
языка на язык, уже никак нельзя было бы успеть сказать хоть что-нибудь даже в отдаленной 
степени адекватное первоначальному замыслу доклада. После некоторых размышлений я все 
же решился на чисто английский вариант, тем более что мой английский — очень простой 
английский, хотя весьма часто и неправильный, и понимать его, как вы сами убедитесь в 
этом, очень легко. 

Я постараюсь избежать наиболее очевидных языковых нелепостей, что же касается содер­
жания доклада, то здесь я гарантирую его полную аутентичность — все, что мною будет 
сказано о Льве Семеновиче Понтрягине или приписано ему, либо имеет подтверждение в его 
же собственных письменных свидетельствах, либо было им сказано в наших разговорах в те­
чение долгих лет моего ученичества, а затем нашего сотрудничества и дружбы, с 1947 г. и до 
его смерти в 1988 г. 

Я смогу лишь слегка коснуться личности Л.С. Понтрягина как математика и ученого. 
Думаю, это можно сделать наилучшим способом, выбрав из всего многообразия его матема­
тического наследия какие-либо две значительные темы, одну — топологическую, другую — 
из позднего прикладного периода, и на этих конкретных примерах кратко рассказать историю 
их открытия и последующего влияния на развитие смежных разделов математики. 

У меня не было сомнений при выборе принципа максимума, наиболее впечатляющего до­
стижения позднего периода его деятельности. Выбор топологической темы был не так оче­
виден. В конце концов я остановился на работах по топологической двойственности, опуб­
ликованных между 1927 и 1934 гг. Это вызвано не только их значением для топологии и 
топологической алгебры, но и тем обстоятельством, что они очень ярко отражают ступени 
раннего профессионального развития Л . С , и я подумал, что было бы интересно и поучительно 
на работах проследить за пробуждающимся самосознанием математического гения. 

Лев Семенович окончательно оставил топологию, полностью посвятив себя чисто приклад­
ным задачам математики, в середине 50-х. 

Это было нелегкое решение, и пришел он к нему не сразу. Одной из основных причин этой 
смены, о которой он сам охотно говорил, было его давнее желание полноценного профессио­
нального общения с возможно более широким кругом коллег. 

гРечь, произнесенная на открытии Международной конференции, посвященной 90-летию со дня рождения 
Л.С. Понтрягина. Москва, 31 авг. — 6 сент. 1998 г. 
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Несмотря на колоссальный научный авторитет и уважение, которыми Л.С. пользовался 
в научном мире, ему всегда недоставало истинного понимания его творчества. Узкий круг 
людей, с которыми он мог иметь полноценное профессиональное общение, составляли либо 
его ученики, либо малочисленная группа коллег, многие из которых опять-таки были выход­
цами из его же топологической школы, а до 1964 г. он был полностью лишен возможности 
личного общения с зарубежными коллегами. Одним из немногих исключений была знамени­
тая Московская топологическая конференция 1935 г., на которой произошла встреча Л.С. с 
Дж. Александером. 

В подавляющем большинстве случаев общение Л.С. с коллегами сводилось к тому, что 
либо к нему обращались со всевозможными математическими вопросами, либо просили вы­
слушать новые результаты и высказать свое мнение. Его необыкновенная способность мо­
ментально схватывать математическую суть излагаемого, сколь угодно сложного материала 
со всеми вытекающими следствиями либо сразу же обнаруживать ошибку в рассуждениях 
собеседника, что также случалось весьма часто, всегда производила большое впечатление и 
создавала острое ощущение вашей сопричастности к творческому процессу, когда "так это 
ясно, как простая гамма", если воспользоваться метафорой Пушкина. 

Свою новую деятельность Л.С. начал с того, что организовал в Стекловском институте 
семинар по математическим проблемам теории колебаний и автоматического регулирования. 

Одновременно с семинаром Л.С. начал читать в МГУ курс по теории обыкновенных диф­
ференциальных уравнений для студентов второго курса мехмата и параллельно проводить 
учебный семинар. Среди первых участников семинара были Д.В. Аносов и М.И. Зеликин, ко­
торых Л.С. считал своими последними прямыми учениками. На основе лекций был написан 
его учебник по обыкновенным дифференциальным уравнениям. 

Нельзя сказать, что энергичное вторжение Л.С. в новую для себя область было встрече­
но всеми с большим энтузиазмом, особенно на мехмате. Были и весьма сдержанные, и даже 
иронические высказывания. Л.С. признавался, что у него такое чувство, будто он браконьер, 
залезший в чужие угодья. Тем большее психологическое значение имела для него полная под­
держка его деятельности со стороны И.Г. Петровского, бывшего тогда ректором университета 
и заведующим кафедрой дифференциальных уравнений на мехмате. Л.С. впоследствии всегда 
с глубокой благодарностью вспоминал его поддержку. 

Работа семинара в Стекловке быстро привела к постановке двух математических задач, 
решением которых занялся Л.С. вместе со своими ближайшими сотрудниками, участниками 
семинара. Развитие одной из задач привело к построению общей асимптотической теории 
сингулярно возмущенных систем обыкновенных дифференциальных уравнений, вторая задача 
привела к открытию принципа максимума и построению теории оптимального управления. 

Историю этого открытия я сейчас вкратце расскажу. 

2. ПРИНЦИП М А К С И М У М А 

Непосредственным поводом, побудившим Л.С. заняться задачей оптимизации, послужил 
визит двух полковников военно-воздушных сил в Стекловку, которые сформулировали зада­
чу об оптимальном развороте самолета. Она сводилась к нелинейной системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений пятого порядка с тремя скалярными управляющими парамет­
рами, два из которых входили линейно и были ограничены по модулю, следовательно, не могли 
быть найдены классическим путем как решения уравнения Эйлера. Задача имела весьма спе­
циальный характер, и очень скоро Л.С. пришел к заключению, что нужны какие-то общие 
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ориентиры, чтобы подступиться к ней. Я помню, он сказал полушутя: "Мы должны постро­
ить новое вариационное исчисление". В результате им была сформулирована оптимальная по 
быстродействию задача 

dx 
(xl\ 

\хп/ 

/и1\ 
eUcRr; 

dx(t) 
dt 

= f(x(t),u(t)), 

W 

x(t), u(t), to < t < t\. 

x(to) = xo, x(t\) = x\, u(t) G [/, to < t < *i; 

t\ — to — min. 

(i) 

Первый и наиболее важный шаг к окончательному решению Л.С. сделал сразу же после 
того, как проблема была сформулирована им в общем виде, в течение трех дней, а точнее в 
течение трех бессонных ночей. Он страдал сильнейшей бессонницей и часто занимался мате­
матикой ночи напролет, лежа в постели. В результате в зрелые годы его сон был окончательно 
расстроен и он регулярно принимал сильнейшие барбитураты в огромных количествах. 

Благодаря своему изумительному геометрическому воображению Л.С. из совершенно про­
стых соображений об общности положения варьированного уравнения получает первоначаль­
ный вариант необходимого условия оптимальности, введя чисто геометрически вспомогатель­
ную ковекторную функцию iß(t) — [$\{t\ . . . ,т/>п(£)), удовлетворяющую сопряженной системе 

-j-f = - ^va-^\x,u), г = 1 , . . . , п , 
а=1 

(2) 

В написанном виде сопряженная система впервые появилась именно в связи с доказатель­
ством необходимого условия оптимальности и оказала решающее влияние на развитие всей 
теории оптимального управления. Фактически Л.С. проделал то, что сейчас часто называется 
гамильтоновым лифтом векторного поля, заданного на многообразии (на пространстве состо­
яний задачи), в кокасательное расслоение многообразия (в фазовое пространство задачи). 

Первоначальная формулировка необходимых условий, изложенная Л.С. на семинаре сра­
зу же после их получения, содержится в формулах (31) - (3з) . Они утверждают, что если 
x(t), u(t) — оптимальное решение, то существует такая ненулевая ковектор-функция ip(t), что 
^(t)1 ж(£),u(t), to < t < t\, является решением системы дифференциальных уравнений (3i) , 
(З2), причем вдоль решения для всех t выполняется система из г "конечных" уравнений (З3): 

dx(t) 
dt 

d^(t) 
dt 

f(x(t),u(t)), x(t0) = ж 0, x(ti) = Xu 

E Mt)fj(x(t)Mt)) = m y K

d

}\V - 0 

(so 
(3 2 ) 

(33) 

VÉG [*o,*l], i = l , . . . , r . 
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В этой формулировке множество допустимых значений U предполагается еще открытым, 
хотя Л.С. с самого начала было ясно, что окончательный результат должен быть одинаково 
хорошо применим как к открытым множествам, так и к замкнутым множествам из достаточно 
широкого класса. 

Как только уравнения (3) были получены, Л.С. сразу же распознал в ковекторе xj)(t) и 
сопряженной системе ключ к решению проблемы. Он считал, что в случае "общего положе­
ния" система конечных уравнений (Зз) исключает г управляющих параметров п 1 , . . . , * / из 
системы (3), давая тем самым возможность однозначно решать систему дифференциальных 
уравнений 2п-го порядка (3i), (З2) при заданном начальном условии x(to) — XQ и произвольном 
начальном условии для ф. Все такие решения были объявлены экстремалями задачи, которые 
и должны были производить оптимальные решения. 

Эта идея Л.С. об универсальном способе исключения управляющих параметров, сводя­
щем задачу нахождения экстремалей к интегрированию системы обыкновенных дифференци­
альных уравнений с заданными начальными значениями, нашла свое полное воплощение в 
принципе максимума, который был сформулирован им через несколько месяцев после первого 
доклада на основании следующих фактов, полученных в течение этого времени, на семинаре. 

Система (3) была получена на основании изучения только первого приближения. Действуя 
аналогично во втором приближении и все еще считая множество допустимых значений управ­
ляющего параметра открытым, уравнения (3) можно дополнить условием отрицательности 
квадратичной формы 

Su* Su<0 Убщ * e [ i o , i i ] . (4) 

Объединяя все полученные условия (3), (4) вместе, мы сразу же обнаруживаем, что некото­
рая стабильная комбинация символов присутствует во всех четырех выражениях — скалярная 
функция от трех переменных х, и: 

Н{ф, х,и) = ] Г фаГ(х, и) = ф/(х, и). (5) 
а = 1 

С ее помощью систему (3i ) , (З2) можно переписать в виде гамильтоновой системы (61), а 
соотношения (Зз), (4) записать в виде (62): 

(ï>(t),x(t),u(t)), 
dx{t) _ (Ш 

dt ~ дф 

вн 
-^(№М*)М*)) = о, Su 

dxp(t) дН 
dt 

д2н 
dulduß 

WSu, i = 1, . . . , r 

(ï>(t),x(t),u(t)), 

6u < О 

дх 

Mi), *(*),«(*)) 

(6i) 

(62) 

Следовательно, получалось, что экстремали — это решения гамильтоновой системы (6i), 
все точки которых согласно (62) стационарные точки гамильтониана H по отношению к управ­
ляющему параметру и и, более того, в них H достигает локального максимума по и. 
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Когда система (6) была написана, Л.С. понял, что универсальный способ исключения 
управляющих параметров, который он искал, найден. Он заменил условие локального мак­
симума вдоль решения гамильтоновой системы (6i), выраженное уравнениями (62), условием 
глобального максимума — "условием максимума Понтрягина" : 

Н{<ф{Ь), x(t),u(t)) = max Н(ф(1),х(1), и), (7) 

которое сделало любые ограничения на множество допустимых значений U ненужными. 
Таким образом он пришел к окончательной формулировке принципа максимума 

~dt = -ft = -^№),<t)Mt)), (81) 

H(ip(t),x(t),u(t)) = maxH(rl>(t),x(t),u) = const > 0 V* G [*o,*i]- (82) 
uÇjJ 

В этой формулировке на условие максимума можно смотреть не только как на универсальный 
способ исключения, но и как на очень важное обобщение преобразования Лежандра от пере­
менных (ж, и) в пространстве состояний к переменным (ф, х) в фазовом пространстве задачи. 

На протяжении всего периода работы над принципом максимума я мог наблюдать за ни с 
чем не сравнимым "понтрягинским духом натиска" на нерешенную трудную проблему, кото­
рый можно отчетливо проследить и по его ранним работам по топологической двойственно­
сти. Однако прежде, чем перейти к ним, я закончу рассказ о принципе максимума следующим 
замечанием. 

Принцип максимума для оптимальной задачи (1), сформулированный в 1955 г., не претер­
пел с тех пор никаких усовершенствований или обобщений. Все развитие теории (в первом 
порядке) было направлено в сторону обобщения самой задачи, особенно в сторону развития 
недифференцируемой оптимизации и получения соответствующих необходимых условий. 

Это объясняется, на мой взгляд, самой природой принципа максимума. Несмотря на свой 
кажущийся чисто аналитический характер, он глубоко геометричен и в своей первоначальной 
формулировке полностью симплектически инвариантен. Фактически он задает канонический 
переход от первоначально поставленной задачи к ее переформулировке на кокасательном рас­
слоении, которая математически гораздо богаче возможностями, чем задача в первоначальной 
постановке. Лишь после этого собственно и начинается содержательная разработка проблемы. 
В этом смысле на принцип максимума можно смотреть как на некий универсальный функ­
тор симплектизации от первоначальной оптимальной задачи на пространстве состояний к ее 
канонической переформулировке на фазовом пространстве. 

Действительно, запишем управляемую систему (1) в инвариантном относительно замены 
координат виде 

dx 
- т г = / ( я , и ) , ж G M , и eu, 
dt (9) 

fu- /(ж, и) G TM, х G M, и EU, 
и будем смотреть на семейство векторных полей fu как на семейство скалярнозначных функ-

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 1999, т. 224 
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ций Ни на кокасательном расслоении Т*М, линейных на слоях: 

fu~Hu = Ям(0 G С°°(Т*М), £ G Т*М, tfw линейна на слоях, (10Х) 

H и G VectT*M, и EU, — гамильтонов лифт поля fu: (IO2) 

тг:Т*М^М, n*Hu = fu. 

Они задают на Г* M семейство гамильтоновых векторных полей (Ю2), т.е. гамильтонову сис-
—»• 

тему (81) принципа максимума. Поле Ни является каноническим лифтом в кокасательное 
расслоение Т*М поля fu, заданного на базе M (см. (Ю2)). 

Принцип максимума утверждает, что если x(i),u(i) — оптимальное решение системы (1), 
—>• 

то существует траектория £(t), to < t < ti, нестационарного поля Ни^, накрывающая траек­

торию x(t), ( H i ) , причем выполняется условие максимума (II2): 

u(t),x(t), to < t < ti, — оптимальная пара =Ф 3£(£), to <t < t\, 

dm 
dt 

= я и ( 4 )ш), Tre(t) = ( H i ) 

Hu{t)(Ç(t)) = ma*Hu{((t))=const>0, to < * < *i- ( l b ) 

Если условие максимума 

# ( £ ) = max #„(£) , CET* M, 

dm 
= ff(£(*)), TTt f i ) = (!2) 

ff (£(£)) = const > О, 

исключает параметр и из семейства гамильтонианов Ни, в результате чего мы получаем глад­
кую функцию H (без параметров) на Г*M — "мастер-гамильтониан" задачи, то оптимальная 

-> 

задача сводится к изучению траекторий гамильтонова поля ff. Регулярные задачи вариаци­
онного исчисления — типичный пример такой ситуации. 

Примечательно, что даже в нерегулярном случае функтор Понтрягина, если будет поз­
волено назвать так процедуру, предписываемую принципом максимума, позволяет строить 
каноническим способом однозначно определенную нелинейную связность на Т*М, с помощью 
которой можно получать новые важные инфинитезимальные инварианты задачи, в том числе 
и тензор кривизны оптимальной задачи. Эти инварианты нетривиальны уже в регулярном 
случае. Если попытаться построить из них глобальные инварианты многообразия М, на­
пример эйлерову характеристику M через тензор кривизны оптимальной задачи (обобщение 
формулы Гаусса-Бонне-Чженя), то мы с необходимостью должны прийти к обобщению не­
которых классических соотношений Понтрягина и Чженя для характеристических классов, 
справедливых при минимизации обычной римановой длины. Таким образом, может оказать­
ся, что характеристические классы Понтрягина и принцип максимума Понтрягина весьма 
тесно связаны в идейном отношении. 
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В докладе A.A. Аграчева будет дан обзор уже полученных, а также ожидаемых в этом 
направлении результатов. 

Теперь я обращаюсь к самому раннему циклу топологических статей Л.С. — к работам 
по топологической теории двойственности. Они также завершились открытием одного уни­
версально значимого функтора в математике, который сегодня называется двойственностью 
в смысле Понтрягина. Она доминировала в топологии в течение 30-х — начала 40-х годов 
при построении теорий гомологии и когомологий, постепенно превратившись в стандартный 
инструмент повседневного математического обихода. 

Хотя для топологической части моего доклада осталось совсем мало времени, я, тем не 
менее, начну с одной неопубликованной работы Л . С , которая была сделана в самом начале 
второго курса, когда он начал посещать топологический спецсеминар своего будущего учителя 
П.С. Александрова. 

Работа касалась теории графов и возникла следующим образом. П.С. Александров расска­
зал на семинаре о недавнем результате одного известного математика, согласно которому вся­
кий одномерный комплекс Р, гомеоморфно не вкладывающийся в плоскость, содержит часть, 
гомеоморфную одномерному остову S четырехмерного симплекса. Анализируя дома расска­
занное, Л.С. сразу же обнаружил ошибку и доказал, что комплекс Р содержит комплекс S или 
комплекс Q (см. чертеж, который он назвал "три домика и три колодца" и относился к нему 
с особым чувством как к своему научному первенцу). 

Первая значительная математическая работа Л.С. также была выполнена на втором курсе, 
когда ему было 19 лет. Хотя замысел работы полностью принадлежал Л . С , следует сказать, 
что он слушал в это время спецкурс П.С. Александрова, посвященный теореме двойствен­
ности Александера, и участвовал в его спецсеминаре, на котором изучались коэффициенты 
зацеплений Брауэра. 

Работа обобщала теорему двойственности Александера и предвещала начало семилетне­
го периода, в течение которого, кроме прочих достижений в топологии, особенно по теории 
размерности, он создал законченную теорию топологической двойственности и построил тео­
рию характеров локально компактных коммутативных групп. Одновременно была построена 
законченная структурная теория локально компактных абелевых групп и компактных (неком­
мутативных) групп. Они содержатся в публикациях [1-8], появившихся между 1927 и 1934 гг. 
С этими достижениями Л . С вступил в свое двадцатисемилетие. Однако вернемся к его первой 
работе. 

Чтобы полностью оценить вклад, внесенный 19-летним второкурсником в одну из цен­
тральных проблем топологии конца 20-х годов, уместно вспомнить, что группы гомологии 
практически еще не использовались в топологии, в обиходе были числа Бетти по различным 
модулям и коэффициенты кручения, а теорема Александера формулировалась как равенство 
по mod 2 чисел Бетти размерностей г и п — г — 1 полиэдра Р С Шп и его дополнения Шп \ Р 
соответственно (см. (Ii)): 

3. Д В О Й С Т В Е Н Н О С Т Ь 

mod 2, (и) 
er n—r — l 

î * " * î S* •n—r — l 
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В первой работе равенство (Ii) было интерпретировано как следствие того факта, что 
всякий нетривиальный r-мерный цикл из Р можно зацепить некоторым (п — г — 1)-мерным 
циклом из дополнения К п \ Р и наоборот. Л.С. построил в Р шШп \ Р такие циклы по mod 2, Z{, 
Cj> hi — 1> • • • •> s-> ч т 0 соответствующая s x ^-матрица их коэффициентов зацеплений по mod 2 
является единичной (см. (12))- Эта формулировка александеровской двойственности устана­
вливает через матрицу коэффициентов зацеплений некоторое соотношение двойственности 
между двумя группами, которое в данном случае приводит к их изоморфизму. 

Во второй работе [2] эта же самая проблема двойственности исследуется для полиэдра, 
вложенного в произвольное многообразие Р С Мп (см. (2i)): 

Р с М п , Мп\РсМп; (2i) 

(zr С M n , (zr,с~г) = 0 V C n ~ r C P ) 

=> 3zr С Мп : (zr П Р = 0 , zr - zr - 0 в Мп). (2 2 ) 

Здесь оказалось необходимым учитывать в гомологических терминах расположение Р в М п . 
Решение этой проблемы потребовало, по-видимому впервые в топологии, обратиться к гомоло­
гическим свойствам непрерывных отображений: основные результаты работы сформулирова­
ны в терминах ядер и образов гомоморфизмов групп гомологии по mod 2 при вложениях (2i). 
Я не буду приводить здесь соответствующие теоремы, а только замечу, что среди них со­
держится знаменитая теорема о "снятии цикла" (см. (2 2 ) ) . Л.С. использовал ее впоследствии 
для определения нетривиальной нижней грани для категории Шнирельмана произвольного 
многообразия. 

Идея групповой двойственности, лишь слегка затронутая в первых двух работах, нашла 
существенное развитие в дипломной работе Л . С , написанной под сильным влиянием прослу­
шанного им на последнем, четвертом, курсе лекций Э. Нётер по абстрактной алгебре (см. [3]). 

Теоремы двойственности для произвольного модуля m > 0 получили в работе окончатель-
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ное решение в виде изоморфизмов (3i): 

# r ( P , Z m ) « # n _ P _ i ( R n \ P , Z T O ) , m = 2 , 3 , . . . , (3i) 

Hr(P, Z) « Я Г°(Р) 0 Hl°r(P) 5e Я„_ Г_!(М" \ P, Z), (3 2) 

Я Г°(Р) « Я £ - Г _ 1 ( К П \ P ) , Я * о г ( Р ) ~ Klr_2(Rn \ P) 

=^ Инвариантность групп 7J n _ r _i (M n \ P ) , (З3) 

F c f , F — компакт => Инвариантность групп Я^_ Г _ 1 (М П \ F) . (3 4 ) 

Основное достижение работы заключалось в получении соотношений двойственности для 
полных целочисленных групп гомологии полиэдра в W1 и его дополнения. В этом случае соот­
ветствующие группы уже неизоморфны. Группа Hn-r-i(Wi\P, Z) не только неизоморфна груп­
пе Hr(P, Z), но даже не определяется последней. Так как Р — полиэдр, то рассматриваемые 
группы гомологии представляются в виде прямой суммы свободной группы конечного ранга и 
группы кручения (см. (З2)). Это позволило доказать изоморфизм между г- и (п—г — 1)-мерными 
группами слабых гомологии и отдельно изоморфизм между г- и (п — г — 2)-мерными группами 
кручений (см. (Зз)), откуда следовала инвариантность полной группы i / n _ r _ i ( M n \ P, Z), т.е. 
ее независимость от вложения Р С К п , — выдающийся результат для того времени. 

В этой же работе содержится первый нетривиальный результат топологической двойст­
венности за пределами конечно порожденных групп — инвариантность группы слабых цело­
численных гомологии дополнения к произвольному компактному множеству F С W1 (см. (З4)). 
Для этого Л.С. пришлось ввести, впервые в истории топологии и алгебры, прямые и обрат­
ные системы групп и пределы прямых систем. Обратный предел, по-видимому также впервые, 
появляется лишь в работе 1934 г. при описании строения произвольных компактных групп. 

Однако центральная проблема об инвариантности полной группы целочисленных гомоло­
гии дополнения к произвольному компактному множеству F С W1 оставалась нерешенной. Ее 
решение потребовало введения нового гомологического инварианта множества Р , его групп 
гомологии с компактной, а не с дискретной группой коэффициентов, которые сами являют­
ся компактными группами. Одновременно он окончательно отказался от узкого взгляда на 
двойственность как на изоморфизм и определил ее как двойственность "в смысле Понтряги­
на". Этот радикальный шаг вместе с созданной вскоре общей теорией характеров локально 
компактных коммутативных групп полностью разрешил основные проблемы топологической 
двойственности. Результаты были доложены на Международном конгрессе математиков в 
Цюрихе в 1932 г. (см. [4]). Подробное изложение работы было опубликовано двумя годами 
позже в "Annals of Mathematics" (см. [5]). 

Классическая конструкция Л.С. является сегодня общеизвестной; она приведена в (4i), (4 2 ) . 
Ее окончательным результатом являлась двойственность (а не изоморфизм) соответствующих 
групп гомологии дополнительных пространств Hr(F,S), i f n _ r _i ( IR n \ P ,Z) , следовательно, 
инвариантность последней, 

((Г, G) d = Г и G двойственны) (5, Z), S = M/mod 1, (4Х) 

(Hr(F)r),Hn^1(mn\F,G)) =• ( f f r ( P , S ) , f f n _ r _ ! ^ \ P , Z ) ) =» 

Инвариантность групп i ï n _ r _ i ( IR n \ P, Z). (4 2 ) 
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Этой суперформулировкой теоремы Жор дана основная проблема топологической двойст­
венности была решена. По рассказу Л . С , когда он понял, что двойственность для произволь­
ного компакта получена, у него возникло острое желание доказать, что всякая компактная 
коммутативная группа является группой характеров дискретной группы. Таким образом, об­
щая теория характеров коммутативных топологических групп была им задумана уже где-
то в конце 1931 — начале 1932 г. Однако окончательное доказательство сформулированного 
утверждения ему удалось получить лишь в 1933 г., сразу же после появления знаменитой рабо­
ты Хаара об инвариантной мере в "Annals of Mathematics". Эта работа Хаара вызвала целый 
взрыв выдающихся результатов по топологической алгебре, в частности разрешила приме­
нить к обсуждаемому кругу проблем теорию Г. Вейля линейных представлений компактных 
групп Ли. 

Общая теорема двойственности сделала самоочевидным тот факт, что основными объек­
тами теории гомологии являются группы гомологии, а не числа Бетти и коэффициенты кру­
чения, и любые попытки свести общие гомологические конструкции к исследованию набора 
числовых инвариантов групп обречены на провал. Эта точка зрения, ранее высказывавшаяся 
Э. Нётер из общематематических соображений и воспринимавшаяся многими ведущими то­
пологами с вежливым равнодушием, превратилась в необходимую практику топологических 
исследований после создания теории двойственности. 

Последующее открытие когомологии Дж. Александером и А.Н. Колмогоровым в 1935 г. 
позволило общей теореме двойственности, выраженной в формуле (42), придать на основании 
двойственности групп Hr(F,T), Hr(F,G) вид изоморфизма 

В таком виде общая теорема двойственности, вновь превратившаяся в теорему об изомор­
физме, используется сегодня. 

С этой точки зрения колоссальные интеллектуальные усилия, затраченные Л . С , были 
направлены на то, чтобы получить общую теорему двойственности на языке только гомоло­
гии. Правда, этот tour de force привел одновременно к построению общей теории характеров 
локально компактных абелевых групп, к их законченной структурной теории и к полному опи­
санию строения произвольных компактных топологических групп. В частности, это давало 
решение 5-й проблемы Гильберта для перечисленных классов групп. 

Здесь было бы уместно сказать, что для меня всегда было загадкой, как мог Л . С упустить 
возможность открытия когомологии. Сам он эту тему или аналогичные никогда не обсуждал 
серьезно, когда бывал в хорошем настроении — отшучивался. Мне кажется, причину этого 
следует искать в свойствах его характера, в большой степени лишенного потребности созер­
цания науки, которой он занимался. Он постоянно занимался математикой в полную силу, на 
пределе своих великих возможностей, однако всегда имея перед собой какую-либо трудную, 
большей частью очень трудную, но конкретную математическую задачу. 

Я только замечу здесь, что в основной работе Александера по когомологиям введение групп 
когомологии мотивируется желанием непосредственно охарактеризовать двойственные груп­
пы к компактным группам гомологии Hr(F, S) и уже после этого замечания вводятся группы 
когомологии, теперь уже классическим стандартным способом, с помощью кососимметричес-
ких функций на вершинах соответствующего комплекса, а затем — кольцо когомологии, кото­
рое с помощью двойственности получить уже невозможно. Из двух основных работ Колмого-

Когомологии 
Hr(F, G) 

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 1999, т. 224 



24 Г А М К Р Е Л И Д З Е 

рова по когомологиям первая полностью посвящена аддитивной структуре групп когомологии, 
и ее основным содержанием является изоморфизм (4з) для случая полиэдров F = Р. Кольцо 
когомологии вводится во второй работе. 

4. З А К Л Ю Ч И Т Е Л Ь Н Ы Е З А М Е Ч А Н И Я 

В зрелые годы интерес Л.С. к разделам математики, в круг его занятий непосредственно 
не входившим, был весьма невелик, если не сказать больше. Его занятия математикой, очень 
интенсивные и каждодневные, за исключением, быть может, самых последних лет жизни, 
были всегда продиктованы внутренней логикой развития его собственной научной деятель­
ности. В биографии Л.С. были, пожалуй, лишь три случая, когда он был серьезно и в течение 
долгого времени занят математическими проблемами, возникшими не из его же математичес­
кой практики, а сформулированными ему другими математиками. В результате каждого из 
этих случаев возникли три его знаменитые работы, а имена математиков, в хронологическом 
порядке, были А.Н. Колмогоров, Э. Картан и С Л . Соболев. 

Первая работа в этом ряду относилась к топологической алгебре и возникла в 1932 г. как 
результат решения проблемы, поставленной А.Н. Колмогоровым. Я имею в виду теорему Л.С. 
о том, что всякое локально компактное связное тело изоморфно одному из трех классических 
тел — полю действительных или комплексных чисел либо в некоммутативном случае телу 
кватернионов. 

Идеи Колмогорова много раз воплощались его последователями в виде выдающихся мате­
матических работ уже в те ранние годы. Достаточно вспомнить, что в конце 20-х в аспиранту­
ре А.Н. Колмогорова А.Н. Тихоновым была создана теория вполне регулярных и компактных 
топологических пространств, в конце 30-х зародилась в совместной работе А.Н. Колмогорова 
и И.М. Гельфанда теория максимальных идеалов. 

Теорема, заказанная Л . С , была задумана А.Н. Колмогоровым как ключевой момент в 
построении аксиоматики пространств постоянной кривизны, в частности проективных про­
странств. Согласно общим идеям Колмогорова абстрактно определенные математические объ­
екты с помощью совместимых топологических и достаточно богатых алгебраических струк­
тур должны были быть весьма конкретной природы. 

Следует сказать, что отношения между Л . С и А.Н. не были дружественными и непо­
средственного и открытого общения, в том числе и научного, между ними никогда не было. 
Посредником всегда выступал П.С Александров. 

С коммутативным случаем Л.С. разделался очень быстро — через неделю П.С сообщил 
А.Н., что Л.С. готов рассказать решение для коммутативного случая. "Этого не может быть, 
по-видимому, там ошибка", — была первая реакция А.Н. Они встретились втроем, и Л.С. 
начал рассказывать доказательство. А.Н. слушал очень придирчиво, энергично вмешиваясь в 
изложение как раз в наиболее тонких и решающих местах; это продолжалось около получаса. 
А надо знать, что в те годы каждый из них мог за полчаса овладеть в общих чертах целым 
новым разделом математики. Наконец, А.Н. произнес: "Я думал, что доказательство окажется 
не таким легким". 

Оно действительно оказалось нелегким, некоммутативный случай занял у Л.С. еще це­
лый год. Основной путь доказательства заключался в том, что цепь тонких топологических 
соображений, основанных прежде всего на локальной компактности и на связности, приводи­
ла к заключению, что всякое тело, удовлетворяющее условиям теоремы, есть конечномерная 
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алгебра с делением над полем действительных чисел, следовательно, применима чисто алгеб­
раическая теорема Фробениуса. 

Некоторые соображения, развитые в работе, были затем существенно использованы при 
определении структуры локально компактных коммутативных групп. 

Задача Картана была поставлена им во время посещения Москвы в 1935 г. Его лекция, 
в основном предназначавшаяся для Л . С , состоялась в Институте механики на Моховой, ес­
тественно, на французском языке. Л . С сидел в переполненной комнатке в последнем ряду, и 
сидевшая рядом Н.К. Бари нашептывала ему перевод. 

Картан предложил найти числа Бетти четырех классических серий компактных групп Ли, 
одновременно предложив и примерный путь решения задачи методом внешних форм. Через 
пару месяцев Л.С. завершил одну из красивейших своих работ, построив явно базы гомоло­
гии всех перечисленных групп. Вновь это был первый серьезный опыт в топологии вычис­
ления групп гомологии обширного и чрезвычайно важного класса многообразий, заданных 
не какой-либо комбинаторной или геометрической схемой, а чисто аналитически, системами 
действительных алгебраических уравнений специального вида. 

Его результаты, развитые далее X. Хопфом, имели далеко идущие последствия как для 
геометрии, так и для алгебры. 

Для самого Л . С работа получила последующее развитие, связанное с его "гомотопически­
ми занятиями". Дело в том, что все простые группы Ли из указанных серий имеют такие же 
числа Бетти, как и прямые произведения нечетномерных сфер. Более того, все простые груп­
пы, принадлежащие двум из четырех серий, имеют тривиальную фундаментальную группу 
и нулевые кручения и их кольца гомологии изоморфны кольцам гомологии соответствующих 
произведений сфер. Следовательно, возникала естественная задача выяснить, каждая ли груп­
па такого вида гомеоморфна произведению сфер или нет. Таким образом, задача заключалась 
в различении двух гомологически эквивалентных многообразий и с самого начала была оче­
видна чрезвычайная деликатность проблемы, ибо в середине 30-х гомологические инварианты 
были, за немногими исключениями, единственными инвариантами топологии. Л.С. использо-
вал одно из таких исключений, именно полученную им ранее гомотопическую классификацию 
отображений Sn+1 в Sn при п > 3, согласно которой (п + 1)-мерная гомотопическая груп­
па Sn циклическая второго порядка, следовательно, существуют нетривиальные отображения 
Sn+1 в Sn. Он рассмотрел специальную унитарную группу 3 х 3-матриц, гомологии которой 
совпадают с гомологиями произведения S 3 х S 5 , и установил, что ее четырехмерная гомото­
пическая группа тривиальна, в то время как четырехмерные гомотопические группы S 3 и, 
следовательно, S3 х 5 5 нетривиальны. 

Я ограничусь здесь сказанным. Замечу только, что Л.С. получил свои результаты не мето­
дом, предложенным Картаном, а прямым геометрическим методом, обобщающим метод Морса 
деформаций по градиентным траекториям с тем только отличием, что он допускал наличие 
не только изолированных критических точек, но целых гладких многообразий из критичес­
ких точек. Позже он применил этот метод для вычисления групп гомологии грассмановых 
многообразий. 

Третьей задачей Л.С. занимался в военные годы, когда он находился в эвакуации в Каза­
ни. Там он сблизился с С Л . Соболевым, которого очень высоко ценил как математика и даже 
участвовал в его семинаре по проблемам гидродинамической устойчивости в баллистике. Се­
минар был ориентирован на оборонные нужды страны, и свое участие в нем Л . С объяснял, в 
том числе, патриотическими чувствами. 
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В результате этого сотрудничества возникла очень влиятельная в функциональном анали­
зе работа Л.С. об эрмитовых операторах в пространствах с индефинитной метрикой конечного 
индекса fc, где доказано, что всякий эрмитов оператор в таком пространстве имеет инвари­
антное подпространство размерности к специального вида. 

Сам Л.С. считал эту работу лучшей среди своих нетопологических работ раннего периода, 
потребовавшей от него наибольших усилий и времени. 

Здесь уместно также сказать, что к своему соавторству в совместной с A.A. Андроновым 
работе по грубым системам на плоскости он относился не очень серьезно. Основные заслуги 
он приписывал Андронову, отмечая, что он лишь заметил одно условие, пропущенное Андро­
новым, согласно которому грубая система не может содержать сепаратрис, идущих из седла 
в седло. 

Этими замечаниями я должен закончить свой обзор математических работ Л.С. Понтря­
гина, полностью опустив, к сожалению, его работы по гомотопической и гладкой топологии, 
что, безусловно, должно быть предметом особого обсуждения. 

Я надеюсь, что несколько коротких фрагментов математической деятельности Л . С , кото­
рые я здесь описал, дадут некоторое представление о разнообразии и мощи его математических 
способностей. Мне он всегда напоминал легендарного царя Мидаса, ибо превращал в золото 
любую математическую руду, к которой прикасался. 

В заключение несколько слов о профессиональных взаимоотношениях Л.С. со своими уче­
никами. 

Своим студентам и аспирантам Л . С уделял очень много времени и внимания, охотно и 
подолгу их выслушивал, если дело касалось их обучения, однако истинный научный интерес 
к их деятельности и желание к сотрудничеству он проявлял лишь в том случае, когда их 
тематика в точности совпадала с его собственными занятиями. 

Я могу подтвердить сказанное на примере его наиболее известных учеников старшего 
поколения, которых я знал или знаю лично. С В.А. Рохлиным у Л.С. были не только служебные 
и дружеские отношения, но и тесное научное сотрудничество именно в тот период, когда В.А., 
развивая метод оснащенных многообразий Понтрягина, получил свои известные результаты 
по гладкой топологии трехмерных многообразий. 

С В.Г. Болтянским его также связывала долголетняя дружба и сотрудничество до опреде­
ленного момента, и наивысшие достижения Болтянского в теории размерности, в гомологичес­
кой теории гомотопических задач и в теории оптимального управления также непосредственно 
связаны с математическими занятиями Л.С. в соответствующие периоды. 

Наконец, Е.Ф. Мищенко был его ближайшим сотрудником в последние годы его деятель­
ности, при разработке Л . С теории сингулярно возмущенных систем обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений и теории дифференциальных игр. 

Соответственно известность этих математиков шла с Востока на Запад, в то время как 
известность четвертого ученика Л.С. начала 50-х М.М. Постникова пришла к нам с Запада. 
Его общая гомотопическая конструкция, обобщавшая конструкции Хопфа и Эйленберга-Мак-
Лейна, оформленная впоследствии в виде "башни Постникова", производящей важные "инва­
рианты Постникова" пространства, в свое время осталась недооцененной у нас, так как ее 
тематика находилась в стороне от непосредственных математических занятий Л . С и в силу 
своей чрезвычайной общности и отсутствия конкретных результатов не вызвала настоящей 
заинтересованности у Л.С. 
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Заканчивая свой краткий обзор, я хочу отметить, что чрезвычайно высоким "топологичес­
ким фоном" наша математика в большой степени обязана великолепному "Понтрягинскому 
периоду" нашей математики. Достаточно сказать, что в творчестве большинства ведущих 
российских математиков независимо от их узкой специализации или принадлежности к той 
или иной школе топологическая тема всегда отчетливо присутствует. А теория оптимального 
управления является в настоящее время необходимой темой научных исследований в каждом 
центре по прикладной математике во всем мире. 

Для развития математики и профессиональной науки вообще в Советском Союзе и в Рос­
сии научная деятельность Л.С. Понтрягина имела и имеет непреходящее значение. Многие 
из присутствующих здесь коллег знали Льва Семеновича лично и могли на собственном опы­
те оценить масштабы этого великого математика. От имени Оргкомитета я хочу еще раз 
поблагодарить всех за то, что своим участием в конференции почтили память о нем. 
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