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Р. В. Г А М И Р Е Л И Д З Е 

НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
И АКСИОМАТИКА ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ 

§ 1 . Введение 

В работе, специально подготовленной для настоящего юбилейного 
издания, изложены в несколько усовершенствованном и расширенном виде 
результаты моих работ [1, 2] и совместной с Г. Л. Харатищвили работы [3], 
касающиеся необходимых условий первого порядка в экстремальных, 
в частности в оптимальных, задачах. 

После открытия принципа максимума Понтрягина в теории оптималь
ного управления (см. [4]) окончательно прояснилась логическая природа 
необходимых условий первого порядка в экстремальных задачах: стало 
ясно, что все они в конечном счете сводятся к теоремам отделимости 
выпуклых множеств в линейных пространствах. Мы не будем приводить 
список многочисленных работ, появившихся после открытия принципа 
максимума и специально посвященных общему исследованию необходимых 
условий первого порядка и связанному с этим аксиоматическому построе
нию теории экстремальных задач. Соответствующие литературные ссылки 
можно найти в [2] и [3]. 

Здесь излагается одна из возмояшых аксиоматик экстремальных задач 
и необходимых условий первого порядка. 

Чтобы мотивировать данные в § 3, общие определения начнем с конечно
мерного случая. Пусть на открытом множестве О С Еп

х тг-мерного дей-
ствительного пространства Ех точек * 

* Всюду в дальнейшем конечномерные векторы, обозначенные латинскими 
буквами, отождествляются со столбцами соответствующих размерностей, малыми 
греческими буквами — со строками. Скалярное произведение будет записываться 
в виде матричного умножения 

§ 2. Конечномерный случай 
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заданы 1 + к ^ 1 действительных непрерывно дифференцируемых функций 
у°(х), y1(x)J . . ., ук(х), и пусть х^О — точка условного экстремума 
функции у°(х) при условиях 

у 1
 ( я г ) = . . . = у* (ЛГ) = о» 

т. е. существует такая окрестность V% С О точки х, что при отображе
нии У: 

УЦх) 

точка Г (я) является либо «наивысшей», либо «наинизшей» точкой пере
сечения «вертикальной» оси у0 пространства Е^+к с образом Y{Vz) мно
жества Vz. 

Обозначим через 
dYs:E dx Е^к 

дифференциал отображения Y в точке х9 отобрая^ающий га-мерное 
«пространство дифференциалов» En

dx в 1 -f ^-мерное «пространство диф
ференциалов» Е^к: 

dY£(dx): 

/dy%{dx)\ 

dyl(dx) \ 

\dy*(dz)/ 

/ у WJËLdх\ 

ôY (x) 
Ox 

dx — 

дхг 

\JU dx* I 
Правило мнояштелей Лагранжа утверждает, что существует ненулевая 

(1 + А)-мерная строка Х = ( Х 0 , Х19 . . ., Кк), ортогональная к подпростран-
ству dYs{En

dx)çzE\f: 
к 

UYs [dx) = X dY

d

{f] dx = 2 lj g p a d yJ (£)dx = 0 Y d x G 

или, так как dx £ En

dx произвольно, 
к 

2 К g r a d г/у (ж) = 0. 

При доказательстве правила множителей решающим оказывается то обстоя
тельство, что образ экстремальной точки Y (х) принадлежит границе мно
жества Y(Vx), т. е. не является внутренней точкой множества Y (Vz) С 
С Е^+к. Этот факт можно использовать для обобщения понятия экстре
мальной точки, и таким образом мы придем к понятию критической точки 
непрерывного отображения и необходимому условию критичности, из кото
рого не только будет следовать условие множителей Лагранжа, но которое 
почти автоматически можно будет обобщить на бесконечномерный случай, 
достаточно общий, чтобы охватить основные оптимальные задачи, описы-
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ваемые обыкновенными дифференциальными уравнениями. 
Имея в виду дальнейшие приложения, мы изменим обозначения и 

предположим, что D — открытое множество га-мерного пространства E"t 

точек z и что задано непрерывно дифференцируемое отображение 

P:D-

p(z)=\ • i. * е д ( 2 Л ) 

где p*(z), i = l, . . m— непрерывно дифференцируемые действительные 
функции на D . 

Обозначим диффегзенциал этого отображения в точке z Ç D через 

dP,:En

dz^Em

dp. (2.2) 

Пусть Фё— произвольный фильтр в Е™, пересечение всех элементов кото
рого содержит z, и пусть существует базис фильтра Ф ,̂ все элементы 
которого содержатся в Z), или, как мы будем говорить, пусть отобра
жение (2.1) определено на фильтре Фё. При рассмотрении экстремальной 
точки х роль фильтра Ф§ играл фильтр окрестностей точки х. 

О п р е д е л е н и е 2 . 1 . Отображение (2.1) называется критическим 
на фильтре Ф^ или фильтр называется критическим для отображе
ния (2.1), если существует такой элемент W £ Фе, W С А что точка P (z) 
принадлежит границе множества P (W) С Е™. 

В том случае, когда Фё совпадает с фильтром окрестностей точки z£D, 
мы будем говорить о критичности отображения (2.1) в точке % или 
о критической точке z отображения (2.1). 

Следующий прием получения фильтров, участвующих в определении 2. 1, 
вполне достаточен для наших целей. Пусть M — произвольное подмно
жество в D, Класс В s всевозможных пересечений Mf]Vi, где Vs — про
извольная окрестность точки z £ M, является фильтром в множестве 
M — фильтром окрестностей точки z в индуцированной на M из Е" топо
логии. Этот же класс является базисом фильтра в En

z, который будем 
называть фильтром окрестностей точки z(*M относительно М. Если z — 
внутренняя точка M С En

s, то Фг совпадает с фильтром окрестностей 
точки z в Е". Если отображение (2. 1) критично на фильтре Фё, то мы 
будем говорить еще, что точка z(*M — критическая точка отображения 

Р:М->Е™ (2.3) 

— ограничения отображения (2.1) на М. Точка z является одновременно 
критической и для отображения (2. 1), если она внутренняя точ
ка М. 

В определении 2. 1 критичности нигде не использована непрерывная 
дифференцируемость отображения (2.1), она нужна для доказательства 
необходимого условия критичности. Однако одной только дифференцируе
мости отображения (1.1) для этого недостаточно, следует ограничить и 
класс рассматриваемых фильтров. 

154 



Фильтр окрестностей точки z£En

z обладает одним важным свойством, 
которое естественно назвать выпуклостью. Именно, существует базис, 
состоящий из выпуклых множеств. Произвольный фильтр в линейном 
пространстве будем называть выпуклым, если он имеет базис, состоящий 
из выпушшх множеств. Соответственно множество M С Е* будем назы
вать локально выпуклым в точке z£M, если фильтр окрестностей точки z 
относительно M выпуклый. 

Т е о р е м а 2 . 1 . Н е о б х о д и м о е у с л о в и е к р и т и ч н о с т и . Если 
отображение (2.1) определено и критично на выпуклом фильтре Ф2, все 
элементы которого содержат точку z, то существует такое выпуклое 
множество И^СФ^, что образ множества 

ffî — z = {z—z, z^ffî) 

при линейном отображении (2.2) содержит нуль пространства Е™р 

в качестве граничной точки, т. е. нуль пространства Е™р, принадлежа
щий множеству 

dPS{W-z)^E™p (2.4) 

(ибо z(+W), не является его внутренней точкой. 

В частности, если множество M Cl D локально выпукло в точке z £ M 
и отображение (2.3) критичное точке z, то точка о(*Е™ принадлежит 
границе множества dPê(W — z). 

Прежде чем доказать теорему 2 . 1 , покажем, что из нее непосред
ственно следует правило множителей. Пусть L™"1 — (т — 1)-мерная опор
ная плоскость к выпуклому множеству (2. 4), проходящая через нуль-гра
ничную точку множества (2. 4). 

Обозначим через \ = (\v . . Xm) ненулевую ортогональную к Lm~l 

m-мернуго строку, направленную в противоположную от множества 
dP2(W— z) сторону. Тогда 

m 

\dP2 (dz) = X
 dP

d

{f]
 dz = 2 >v grad pi (z) dz^O Ydz£K(ffî — z), (2.5) 

где 
K(W — z) = {dz:dz^x(z— z), z£ffi, т > 0 } 

— конус, натянутый на W — z. Полученное неравенство и выражает пра
вило множителей в рассматриваемом случае. Если Ф*—фильтр окрест
ностей точки zQM относительно локально выпуклого в z множества М, 
то множество W имеет вид 

где V? — окрестность точки z в En

z. Наконец, если z — внутренняя точка 
множества M С Еп

г, то W = Vg и 

поэтому в формуле (2.5) dz — произвольный га-мерный столбец, и, следо-
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вательно, условие множителей принимает вид 
m 

dz ~ 
У=1 

Без условия выпуклости фильтра Ф2 необходимое условие критичности 
(теорема 2. 1) перестает быть справедливым. Например, в двумерной пло-

(х\ / 0 \ 
скости I I рассмотрим кривую у— аР — О,. в качестве z примем точку 1^1 

и зададим фильтр Фе базисом, состоящим из кусков нашей кривой вида 

W, = {(*):j,-r» = 0, - s < x < e , s>o). 
(х\ 

Отображение Р плоскости у I на ось Ер, при котором все множества We 

отображаются в нуль, определим формулой 

vi У' 

следовательно, Р критично на Ф~. Дифференциал dP2 задается строкой 
(О, 1), и нулевая точка оси Е\ является внутренней для любого мно
жества 

dP,(W.) = [dp : dp = (0, 1) 0 = dy, Q ew.}, 

ибо кривая y — x3 = 0 расположена по обе стороны оси х, и, следова
тельно, dy может принимать значения обоих знаков. 

Точка 0 £ Е™р может принадлежать границе множества (2. 4), однако 
правило множителей (2. 5) не выполнится, если множество M не локально-
выпукло в точке z £ M. В качестве примера можно взять внешность M 
треугольника на плоскости (вместе с границей); отображение (2.1) — 
тождественное отображение этой плоскости в себя, z — одна из трех 
вершин треугольника. 

Доказательство необходимого условия. Предположим, что отображе
ние (2. 1) критично на выпуклом фильтре Ф ,̂ однако для любого выпук
лого W £ Ф§ точка О £ Е™р — внутренняя для множества 

dPs(W-z)ciçp. 

Покапаем, что это приводит к противоречию, которое будет состоять 
в том, что, каково бы ни было выпуклое множество W £Ф2, W CZ D и 
каков бы ни был достаточно малый по модулю вектор р £ Е™ *, мы докажем 
разрешимость относительно z уравнения 

P(z) = P(z) + p, z£ffî, (2.6) 

тем самым доказав, что P (z) — внутренняя точка множества P (W) а Еп

р\ 

* Под модулем конечномерного вектора р£Ет или будем понимать его 
m п 

евклидову норму | р | = рТр= 2 (Р*)2 и л и К | = £ £ г = 2 ( ^ * ) 2 ' г д е и н Д е к с о м Т 
г—1 *=1 

будем обозначать транспонирование. 
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Согласно сделанному допущению 0 ç Е™ — внутренняя точка множества 

dPs(W-z)<zEm

dp, 

и, следовательно, в нем можно выбрать 1 + m независимых точек dpQ, 
dpv . . ., dpm так, чтобы натянутый на них га-мерный симплекс [dpQ, 
dpv ..., dpm]* содержал нуль в качестве внуренней точки. Если dzQ, 
dzv . . d z m — какие-либо прообразы точек dp0, dpv . . dpm при ото
бражении 

dPI:W-Z->EZP, 

то в силу выпуклости множества W — z m-мерный симплекс [dzQ, dz^, . . . 
•. ., dzm]czW — z. Так как z£W, то ОСТУ — z, и, следовательно, для 
любого e, O ^ e ^ l , s [dz0, dzv . . ., dzm] С W— z или 

z+e[dz0, dzv dzjaffi, 0 < s < l . 

Докажем существование такого s > 0 , что при любом заданном е, где 
0 < ^ е ^ £ , разрешимо относительно z следующее более сильное, чем (2. 6), 
уравнение 

P(z) = P(Z) + p , z£z+e[dz0, dz» dzj, 0 < e < e , (2.7) 

при достаточно малом | р |. В самом деле, обозначим через р расстояние 
точки 0(*Е™Р до границы симплекса [dp0, dpv . . ., dpm], и пусть при 
0 < [ е ^ г для представления 

Р (z + edz) = P(ê) + edP£ {dz) + о (edz) 

справедлива оценка 
о (zdz) Ydz£[dzQ, dzv dzj. 

Перепишем уравнение (2. 7) в виде эквивалентного уравнения отно
сительно dz: 

dPs(dz) = ^ - ° - ^ l , dze[dz0, dzv dzj. (2.8) 

Если и e ^ £ , то 

т. е. 
р о (zdz) 

p о (tdz) 

€ № > o . dPv • • •> d P m \ Vdz£[dz0, dzv . . ., dzj, 

и уравнение (2.8) эквивалентно уравнению 

dz = dPP ( - f - î Ç l ) , dz e [dz0, dz,, . .., d z j , (2. 9) 

где dPj1 — обратное отображение к невырожденному отображению 

dPê:[dz0, dzv . . ., dzj-*[dp0, dpv . . ., dpj. 

* В дальнейшем через \M\ будем обозначать выпуклую оболочку произволь
ного множества М, лежащего в линейном пространстве. 
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Правую часть (2. 9) можно рассматривать как непрерывное отображение 
симплекса [dz0, dzv . . ., dzm] в себя, и, следовательно, всякая непод
вижная точка dz этого отображения является решением уравнения (2. 8), 
а потому z - j - sdz будет решением уравнений (2. 7) или (2. 6). 

В заключение покажем, что правило мнояоггелей ( 2 . 5 ) применимо 
к точкам условного экстремума и в том случае, когда в качестве огра
ничений вводятся не только равенства, но и неравенства. 

Пусть на открытом множестве О С Ет заданы 1 -{- к -f-1 непрерывно 
дифференцируемых действительных функций 

у"(х), у*(х), ул+'(х), 1 = 1, к; у = 1, . . . . Z, 

и пусть х£0 — точка условного экстремума функции у°(х) при условиях 

у'(х) = 0, г / * + ' » < 0 , 1 = 1, к; j = i,...,l, 

т. е. существует такая окрестность V% С 0 точки х, что при отображении 

/ У°(х) \ 

\ = У(х)£Е^к+1, х£0, 

точка Y(x) принадлежит пересечению образа Y (Vs) с множеством в El*k+l, 
заданным соотношениями 

уЦх)=...=ук(х) = 0, ^ + 1 И < 0 , ук+1(х)^0, 

и имеет среди всех точек этого пересечения либо наибольшую, либо 
наименьшую координату у°. Для определенности допустим, что она наи
меньшая. 

Введем 1 + Z-мерное пространство E\+l точек q = (q°, g 1, . . ., ql)T и 
определим 

Ei = ESXE™, z--

D = 0XE\+1 (zEn

z. 

Далее определим отображение 

P:D-*E^k+l (2.10) 

с помощью формулы 

P(z) = (p°(z), p4z), . . . . pM{z)f, z£D, 

где 
p°(z) = y°(x) + q°, 

pi{z) = yi{x), 1 = 1, k, 

р*+'(г) = у**Ч*) + я'> j = i, L 

Наконец, зададим выпуклое множество Q С Е1*1 и точку g = (g0, g1, . . ., ql)T 

соотношениями 

С={<7 = (в°. 9 1 , ql)T:q°>0, g i > 0 , ç ' > 0 } , 
g" = 0, q* = - y k ^ (x), j = 1, . . ., I, 
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и пусть 

fx 

\Я 

Множество M = 0 X Q CZ D как произведение открытого множества 
О С Е™ на выпуклое множество Q CZ Eq

+l локально выпукло в каждой 
точке, в частности в точке z £ М% и базис фильтра окрестностей точки 

z = ^ ~j относительно множества M состоит из выпуклых множеств 

v*r\(v9xQ), 

где V Vq—произвольные выпуклые окрестности точек if f £ J , qÇ^E\^1. 
Легко видеть, что z — критическая точка отображения 

Р:М-> Ep

+k+l 

— ограничения отображения (2.10) на М. На основании правила множи
телей (2. 5) существует такой элемент фильтра окрестностей точки z от
носительно M 

W = VSX(VSC]Q) 

и такая ненулевая 1 + к + /-строка 

Х = (Х0, Х1Э . . ., X F C + Z ) , 

что 

+ W + 2 < 0 v < k G * (V* - x), Y dg G К (Vç nç-g). 

Очевидно, К (Vx — x) = E%, К (Vq f]Q — q) содержит все положительные 
полуоси dqJ"^0 и, более того, целиком всю ось dqJ, если для соответ
ствующего у yk+J (х) <^ 0. Поэтому последнее неравенство эквивалентно 
следующему правилу множителей Лагранжа: 

к I 

\ grad у* (£) + 2 h grad г/* (*) + 2 Ч + у S r a d У*' (*) = °> 

§ 3. Бесконечномерный случай 

Незначительное и естественное обобщение данных в § 2 определений 
приводит нас к формулировке общей экстремальной задачи, включающей 
оптимальные задачи для функций от одной независимой переменной. 

Е будет обозначать теперь произвольное действительное линейное 
пространство точек z (без какой-либо топологии), D — конечно-открытое 
множество в Ее (пересечение D с любым конечномерным линейным много-
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образием L из Е2 открыто в конечномерной топологии многообразия L), 
и пусть задано отображение 

P:D-*E%, (3. 1) 

ограничение которого непрерывно на любом множестве D f] L в конечно
мерной топологии конечномерного линейного многообразия L. Конечно
мерность Ер учитывает ЛРППЬ специфику экстремальных задач для функ
ций от одной независимой переменной, т. е. оптимальных систем с сосре
доточенными параметрами (см. нитке); системы с распределенными 
параметрами требуют рассмотрения отображений в линейные топологиче
ские пространства и здесь не затрагиваются. Мы будем говорить, что 
отображение (3.1) имеет дифференциал в точке z Ç D, если существует 
такое линейное отображение 

dP.-.E^Elp, (3.2) 

что для любого конечномерного линейного многообразия L С Ег, прохо
дящего через точку z, ограничение отображения (3.1) на D f| L имеет 
в z дифференциал (в обычном смысле), совпадающий с ограничением (3. 2) 
на L — Z] следовательно, при z + dz £ D f| L имеем 

P (z + dz) = P (z) + dPs (dz) + о (dz). 

Пусть 0 — произвольная векторная * топология в Ег и Ф — произволь
ный фильтр в Ег. Мы будем говорить, что отображение (3. 1) определено 
на фильтре Ф (и непрерывно на Ф в топологии 6), если существует 
базис фильтра Ф, все элементы которого содержатся в D (и ограниче
ние отображения (3.1) на каждом из них непрерывно в G). Наконец, 
выпуклой оболочкой [Ф] фильтра Ф будем называть фильтр, определен
ный базисом, элементами которого служат выпуклые оболочки произ
вольного базиса Ф. 

О п р е д е л е н и е 3 . 1 . Фильтр Ф, на котором определено отображе
ние (3.1), называется критическим для (3.1) (или отображение (3. 1) кри
тично на Ф), если для любой точки z, принадлежащей всем элементам Ф, 
найдется такое множество W Q Ф, W С D> что P (z) принадлежит границе 
множества P (W) С Ер*. 

В этом определении топология вовсе не фигурирует в Ег% Далее, 
если Фг мажорируется фильтром Ф 2 и если отображение (3.1) критично 
на Ф1, то оно, очевидно, критично и на Ф2, т. е. чем сильнее фильтр, 
тем «слабее» соответствующее понятие критичности. 

Предположим теперь, что дифференцируемое отображение (3. 1) кри
тично на выпуклом фильтре Ф. Тогда справедливо правило множителей, 
формулировка и доказательство которого дословно совпадают с (2.5); 
нужно только предположить, что z принадлежит всем множествам фильтра. 
Таким образом, этот случай эквивалентен конечномерному и требует 
учета лишь линейной структуры бесконечномерного пространства Ее и 
топологии его конечномерных подпространств (до размерности т) без 
привлечения какой-либо топологии в Ег. 

* Все векторные топологии, рассматриваемые в дальнейшем, предполагаются 
отделимыми. 

160 



Однако после сведения вариационных и оптимальных задач к указан
ной здесь схеме соответствующие фильтры не являются выпуклыми, 
а имеют более тонкое строение. Поэтому задача предлагаемой аксиома
тики — выделить класс фильтров, достаточно широкий, чтобы охватить 
все интересные задачи, и в то же время наделенный достаточно богатой 
структурой, чтобы получить содеря^ательное необходимое условие кри
тичности, в частности содеря^ащее соответствующие необходимые усло
вия экстремальности первого порядка, в том числе и принцип максимума. 

Оказывается, что такой класс возможно выделить, и мы будем назы
вать его классом квазивыпуклых фильтров. Он определяется с помощью 
введения в Ег произвольной векторной топологии Ö и зависит от нее 
(в отличие от понятия выпуклого фильтра, учитывающего лишь линейную 
структуру пространства Eg). Векторное топологическое пространство, 
получаемое введением в Ег топологии 6, будем обозначать через Еь

г. 
О п р е д е л е н и е 3.2. Фильтр Ф в Ег называется квазивыпуклым 

в векторной топологии 6 пространства Е\ (ü-квазивыпуклым), если для 
любого W £ Ф и любого целого s ^ 0 существует такой элемент W = 
= W(W, $)£Ф, что для произвольных 1 -f- s точек z0, zv .. ., z8 из W 
и произвольной окрестности нуля Vе в Е\ можно найти непрерывное 
в топологии 6 отображение 

<p:[z0, zv za]^WdEl, (3.3) 

удовлетворяющее условию 

z-f(z)£V*Vz£[zQ, zlt z.]. (3.4) 

Очевидно, можно считать, что W С W, но выпуклая оболочка [z0, 
zv . .., zj моя^ет не принадлея^ать ни W, ни тем более W; однако со
гласно (3. 3), (3. 4) ее всегда можно непрерывным и «сколь угодно ма
лым» в топологии 6 «шевелением» перевести в W. Далее очевидно, что 
каяедый выпуклый фильтр — квазивыпуклый во всякой топологии, и если 
векторная топология 6Х слабее векторной топологии 82, то всякий 82-квази-
выпуклый фильтр будет и б^квазивыпуклым, т. е. чем слабее топология 6, 
тем больше квазивыпуклых фильтров в Ег (в противоположность поведе
нию класса непрерывных отображений из фиксированного пространства 
в пространство Еь

г, которое тем меньше, чем слабее 8; см. по этому по
воду ниже). 

Имея понятие квазивыпуклого фильтра, можно сформулировать общее 
необходимое условие критичности следующим образом. 

Т е о р е м а 3 . 1 . Н е о б х о д и м о е у с л о в и е к р и т и ч н о с ти. Пусть 
отображение (3. 1) определено навыпуклой оболочке[Ф] произвольного филь
тра Ф в Е2 и критично на Ф. Если в Ez существует векторная топология 6, 
в которой Ф является квазивыпуклым, а отображение (3.1) ^-непрерывно 
на [Ф], то для любой точки z, принадлежащей всем множествам 
фильтра Фи в которой отображение (3.1) имеет дифференциал (3.2), 
существует такой элемент W £ Ф, что нуль пространства Efp прина
длежит границе множества 

dPï([ffî] — Z)(ZE7p. 
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Как и в конечномерном случае, отсюда непосредственно следует пра
вило множителей: если вектор Х = (Х1, . . . , \ т ) ортогонален к опорной 
(т — 1)-мерной плоскости множества dPz([W]—z) в нуле и направлен 
в соответствующую сторону, то 

m 

ЫР2 {dz) = 2 \dp2 (dz) < О, Y dz £ К ([W] — z). (3. 5) 
»=i 

Полученному неравенству можно придать форму «принципа максимума». 
Пусть 

dPy.(E?py-+(EJ-

— сопряженное отображение к (3. 2). Тогда для любых 

Z = (Xi. X J G № ) * , dzÇEb, 

имеем ydPz (dz) = dP* (/) dz и, следовательно, 
dP% (X) dz '= dP% (X) (2 — f ) < 0, Y(z—z)^K {\W\ — z), 

или 
dP2{A)z^dP'2(l)z, Vz£ê + K([ffi] — z). 

Наиболее удобно пользоваться необходимым условием критичности 
в форме неравенства (3. 5); поэтому мы приведем еще одно важное след
ствие, вытекающее из (3.5). Предположим, что ограничение дифферен
циала dPi : Edz-> Efp на некоторое мноя^ество M Z) [W] непрерывно в топо
логии 6. Обозначим через [W]M замыкание множества [W] относительно M 
в топологии 0 и через -fir([W]Sf — z) — конус, натянутый на множество 

[W]M — z. Тогда, очевидно, неравенство (3.5) можно заменить более 
сильным неравенством 

kdP2 (dz) < 0, Y dz ç К ([WfM — z). (3. 6) 

Доказательство необходимого условия критичности. Как и в конечно
мерном случае, предположим, что для любого W £ Ф , WçzDy точка 
0 £ Е™р является внутренней для множества 

dP2([W]-z)c:E7p. 

Выберем элемент W Ç Ф так, чтобы [Т^] С D и ограничение отображе
ния (3.1) на [W] было непрерывно, а точка P (z) принадлежала границе 
множества P (W) С Е™. Мы докажем разрешимость относительно z 
уравнения 

Р ( 2 ) = Р ( 2 ) + р, Z^W 

при любом достаточно малом по модулю векторе р £ Е™, что будет про
тиворечить выбору множества W. 

Обозначим через W — W (W, (1 + m)2) элемент квазивыпуклого филь
тра Ф, удовлетворяющий условию (см. определение 3.2): для любой 
окрестности нуля F 9 в Е\ и любых 1 + (1 +/тг) 2 точек z 0, zv . . ., z^1+my 
из W существует О-непрерывное отобрая^ение 

ср:[г0, zv . . ., z(1+my-\->ffî, (3.7) 
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удовлетворяющее условию 
z — <p(z)£y 9 V z Ç O 0 , z» ..., z(Umr]. (3.8) 

Кроме того, можно считать, что W С ffî'. 
Согласно сделанному допущению О Ç Е™ — внутренняя точка мно-

я^ества 
dP4m-z)(zEi, 

и потому существуют \-\-m независимых точек dp 0 , dp» . . ., dpm, при
надлежащих dPê([W] — z) и таких, что га-мерный симплекс [dp 0, dpv ... 
• •> ^ P j содержит 0£Е™р в качестве внутренней точки. Так как Е™р 

m-мерно, то каждая из точек 

dPi G dPs ([W] — z) = \dPê {W - z)l t = 0, 1, . . . , m, 

представима в виде 
m m 

^ = 2 ^ Л У . dq0£dPT(W—Z), ^ > 0 , 2 ^ = 1. 

Пусть d£t.. — прообразы точек dq{j при отображении 

•<*/>, : (3.9) 
m 

и пусть dzt. = 2 Р'^-^» •» г = 0, 1, . . . , т. Очевидно, dz,t — прообразы 
точек dpi при отображении (3.9), причем выпуклая оболочка [£, f -f-
-f-dz 0 , . . ., f - f d z j содержится в выпуклой оболочке 1 + (i -f- m)2 точек 
z, z -f- dÇ .̂ из TV. Следовательно, при 0 ̂  s ^ 1 
Z + s [dz 0, dz,, . . ., dzj С [Z, Z + Лоо. . . ., Z + &mJ(ZlW]CZ[WlCD. (3. 10). 

Пусть p ^> 0 — расстояние точки 0 £ E™ до границы симплекса [dpQ, dp» ... 
. . ., d p j . Из 6-непрерывности отображения 

P:[W]-*En

p, 

компактности множества z - | -e [dz 0 , dz» . . ., dzm] при всяком е и с к л ю 
чении (3.10) непосредственно следует существование для каждого е > 0 
такой окрестности нуля V\ в что 

Р 
9 (3.11) 

- •zi£z + e[dz0,.dzv d z j , ^ [ T V ] , z'-z"ey*. 
Наконец, выбор множества ffî (см. (3.7), (3.8)) и включения (3.10) обес
печивают существование зависящего от е семейства О-непрерывных отобра
жений 

c p s : z + s[dz 0 , dz» . . ., d z J - > W, 

удовлетворяющих условию 

* — VI VzCZ + e [dz 0, dz» . . ., dzj, (3. 12), 

Покажем, что уравнение относительно z 

P (cpe (z)) == P (z) + ep, z G z + e [dz 0, dz 2, . . d z j (3,13) 

\P(z')-P(z!')\^er 
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разрешимо при достаточно малых е и произвольном p G Е™, удовлетво
ряющем условию 

\p\<i- (3.14) 

(3.15) 

Будем рассматривать столь малые е ̂ > 0, чтобы в выражении 

P(z + edz) = P(ê) + edPê (dz) + о (edz), 

dz G [dz0, dzv . . ., dzj, 

функция о (edz) удовлетворяла условию 

^ | < | Vdz£[dz0, dzlt dzj. (3.16) 

Перепишем уравнение (3.13) в виде 

P(z) = P (z) + ep + P(z)-P (cp £ (z)), 

z G z-\-e[dz0, dzv . . ., dzj 

или, воспользовавшись выражением (3. 15), в виде уравнения относи
тельно dz 

dP (dz) = p °(Edz) I P + zdz) — P {% (Z + edz)) 

dz G [dz0, dzv. . .., dzj. 

Оценки (3.14), (3.16), (3.11) и включение (3. 12) дают 

P - ^ + ^ ^ ^ - f ^ ^ 5 ^ е № „ dPj. 

Следовательно, уравнение (3.17) эквивалентно уравнению 

dz G [dz 0, dz 1 ? . . ., d z j , 

(3.17) 

(3.18) 

где dP2

l — обратное отображение к линейному невырожденному отобра
жению 

dP2:[dz0, dz19 . . . , d z j - > [ d p 0 , dpv . .., dpJ. 

Правую часть уравнения (3.18) можно рассматривать как непрерывное 
отображение симплекса [dz 0, dzv . . . , d z j в себя, и всякая неподвиж
ная точка этого отображения является решением уравнения (3.18). 

Сведение оптимальных задач к изложенной схеме происходит автома
тически (аналогично сведению в конечномерном случае в § 2), за исклю
чением одного пункта — указания топологии 6, в которой возникающий 
при таком сведении фильтр Ф 9-квазивыпуклый, а отображение (3.1) 
9-непрерывно на [Ф]. Чем слабее 0, тем больше шансов превратить Ф 
в 6-квазивыпуклый фильтр, однако тем меньше шансов, что отображе
ние (3.1) останется б-непрерывным на [Ф]; усилением топологии мы можем 
добиться 6-непрерывности отображения (3.1) на [Ф], однако сам фильтр Ф 
может перестать быть 6-квазивыиуклым. Нужная топология, если она 
вообще существует, лежит где-то «посередине», и ее нахоядение факти
чески и составляет решение вариационной задачи. Выбор подходящих 
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топологий G в нетривиальных случаях подсказан изучением оптимальных 
скользящих режимов, а доказательство квазивыпуклости опирается на 
лемму, с помощью которой скользящий оптимальный режим аппроксими
руется обычным управлением (см. § 5 и [2, 3]). 

Наконец, доказательство 6-непрерывности отображения (3.1) на воз
никающих фильтрах опирается на общие теоремы о непрерывной зависи
мости решений обыкновенных дифференциальных уравнений от начальных 
данных и правых частей. Сказанное иллюстрируется в § 4—6, в которых 
приведены наиболее типичные примеры оптимальных задач. 

§ 4. Пример 

Пусть G — открытое множество в E", J — открытый интервал времен
ной оси t,-f(t, х) — произвольная ^-мерная функция на / X G, непре
рывно дифференцируемая по х, измеримая вместе с матрицей 

по t и такая, что для любого компакта К Cl G существует суммируемая 
на / функция m(t) (зависящая от / и К), удовлетворяющая условию* 

| / (* ,*) | + | * ) | < m(*) V^e*, V*6/. (4.1) 

Функции / будем рассматривать с точностью до эквивалентности: 
/ 2 и / 2 эквивалентны, если при всяком фиксированном x£G и почти всех 
t£J f1(t, x) — /2(£, х) = 0. Линейное пространство классов эквивалент-
ностей обозначим через Ef и в дальнейшем будем отождествлять, там 
где это не вызовет недоразумений, элементы из Ef с соответствующими 
функциями. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

£ = f(t,x)£Ef. (4.2) 

Нас будут интересовать решения x(t) этого уравнения на отрезке с кон
цами t v t2QJ, причем мы допускаем обе возможности: t1^t2, t 2 ^ t v 

Обозначим через D множество точек 

z = (t19 t2, х19 /), t v *2£/, . x^G, f£Ef 

в «пространстве уравнений» 

такое, что Yz = (t1, t2, xv f)£D соответствующее уравнение (4.2) имеет 
решение x(t), определенное на отрезке с концами t v t2 и удовлетворяю
щее начальному условию x(t1) = x1. Тогда определено отображение 

{tu t 2 , Xu 

* Под модулем \fx \ матрицы fx будем подразумевать, например, ее оператор
ную норму 

\fx\ = max I fxx |. 
I i - | = i 
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из D в «пространство краевых значений» Е2+2п^ Хл Хп)т по формуле 

(t,, £ 2 , / ) h " > ( ^ 1 > 2̂> ^ 1 » 9 

где # 2 = #(£ 2)—значение соответствующего решения в момент £2. 
Множество DçzEz — конечно-открыто, и ограничение S на D f] L, где 

L a Ez— произвольное конечномерное линейное многообразие, непрерывно 
на D fi L. Это утверждение является обычной теорехмой о непрерывной 
зависимости решения уравнения (4. 2) от начальных данных и конечного 
числа скалярных параметров. 

Предположим теперь, что задано дифференцируемое отображение 

где 
Q i^V ^2» ^ 2 ) : = ( ^ 1 » 2̂» ^2)' • • •» P i^V 2̂> ^ l » ^2))^ 

и p*—дифференцируемые скалярные функции своих аргументов. 
Рассмотрим отображение 

P = QoS:D-^E™. (4.3) 

С помощью обычного метода «уравнения в вариациях» нетрудно показать 
(подробные вычисления см. в [3]), что оно имеет дифференциал в каж
дой точке z = (t19 f2, xv /) G Z), для которой функция f(t, х) непре
рывна в точках (? 1 ? хг)т, (/~2, x2)T = (t2, x(t2))T, где x(t)— решение 

dx ~ 

уравнения ~-^j=f(t, х) с начальным значением х(t^~ xv Чтобы выпи
сать формулу для дифференциала, обозначим через Г (t), t £ [tv ?2], Г(^) = I 
(единица), фундаментальную матрицу уравнения 

§=/(*,*(*)) г. 
Тогда дифференциал dPg отображения (4.3) в точке z = (tv ?2, xv f) 
задается формулой (dz = (dtv dt2, dxv of(t, x))): 

dP§ (dz) = & dt, + § - dt2 + §- dx, + g- dx2, 

dx2 = f(t2, £2)dt2 + V{t2) dx1 — J{ïv \ T^(t)of(t, x(t))dt 

и 

где волны над Q обозначают дифференцирование в точке (tv t2, xv х2), 
или 

" ' < * К З - £ ^ 0 * . + ( 3 + £ ' . ) А - + ( & + £ Г 0 * - + 
и 

+ ^ . f a j r - i ( 0 8 / ( * , x{t))dt. (4.4) 

Пусть 6 / — векторная топология в Ef и Ф/—6^ — квазивыпуклый фильтр 
в Ер все элементы которого содержат / . Зададим в Ez фильтр Ф ,̂ z — 
= (?!, ?2» /)> с помощью базисных множеств 
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где Vtfu f2), Vx1 — произвольные окрестности точек (tv t2)T, x , в Е2^ t^T? 

Еп

х^ и Wfd&f. Очевидно, все элементы W £ Ф2 содержат точку z и Ф^ 
является О-квазивыпуклым, где Ö — топология произведения Е2^ t )Т X 
X Еп

х^ X Еу^ второе утверясдение непосредственно следует из выпуклости 
фильтров окрестностей точек (tv t2)T, х, и б^квазивыпуклости фильтра Ф/. 

Таким образом, если отображение (4. 3) критично и 6-непрерывно на Ф=, 
то правило множителей (3. 5 ) и выражение для дифференциала (4. 4) дают: 
существуют такие X = (к19 . . ., X J ф 0 и ffîs = V{îu и)т X УZi X ^ 6 Ф . , 
что Ydz£K([ffîë] — z) 

*».<*»>=1 ( f г л ) *.+4f+& i')dt*+ 

Условие _ 
dz = (dtv dt2, dxv if) С К ([Wt] — z) 

эквивалентно, очевидно, условию 

(dtv dt2f G Efitii d t i ) T t dx, 6 En

dx>, bf£K ([Wf] - /), 

и потому неравенство (4. 5) можно представить в виде 

Х Н 7

 Г4Г"'(')8/('' * ( « » * < < > V S / È A - ( [ T P , ] - / ) . 

( 4 . 6 ) 

^2 

Наконец, соотношения (4. 6) приводятся к следующей «канонической» 
форме. С помощью функции 

2 

удовлетворяющей уравнению 

<2£ 

неравенство в (4. 6) можно записать в виде 

4 = - Ф / » С Ht)), (4.7) 

j §(t)bf(t, Я (* ) )<**< О Ybf£K ([Wf] - / ) , (4. 8) 

a равенства (4.6) — в виде равенств 

' * 5 Г = - ? &)/ (?2. «2) - —У2. ( 4- 9) 

1» 
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I 
к которым припишем равенство 

xgUt, (4.10) 

Введем теперь скалярную функцию — «гамильтонову функцию» задачи 

H = (t, ф , x)=iff{t, х) = 2 < [ > / ( * , я ) 
»=i 

трех аргументов: t, <]> = (Ф1, . . ., t)>J, ж = (а:1, ж и) г; в частности, обо
значим 

Я (г, <j>, ж) = <i»/(t, .т). 

Согласно определению x (t) и уравнению (4. 7) имеем почти всюду при 

(4.11) 

5 F = - s ^ C - *('),*<«))• 

Далее, неравенство (4. 8) принимает вид 

^2 ^2 

j H(t, $(*), x{t))dt^ j H(t,$(t), x(t))dt, 
~U h „ (4.12) 

Vtf(*, <|>, *) = <!>/(*, ж), /e/ + Ä - ( I W / ] - / ) , 

a равенства (4.9), (4.10) эквивалентны утверждению, что (2 + 2и)-мерная 
строка 

( # ( f 1 5 ^ ^ ) , - Я ( ? 2 , ф 2 , £2), $2) = ^ - ^ , — $ i > ? 2 ) 

ортогональна к (2 + 2?г— т)-мерной поверхности Q(t„ t2, х„ х2) = const 
в точке (fj, f2, ж1? ^ 2 ) Г . Это последнее условие естественно назвать усло
вием трансверсальности и записать в виде 

(Й19 — Й2, — $ l f $ 2 ) l _ { ( ? ( * i » h, xv х2) = const} (4.13) 

при (£х, £2, ^ , ^ 2 ) T = (f1, t2, х 2 ) у . 

Система уравнений (4. 11) является гамильтоновой, а неравенство (4. 12) 
выражается принцип максимума в интегральной форме. Совокупность 
соотношений (4. 11), (4. 12), (4. 13) и представляет систему необходимых 
условий критичности первого порядка, записанную в «канонической» форме. 
Эта совокупность соотношений тривиальна, если ф ( £ ) = 0; чтобы ИСКЛЕОЧИТЬ 
этот случай, потребуем, чтобы т\{2 -f- 2тг)-матрица 

/dQ dQ dQ ôQ\ 
\dt, 9 ôt2 » dx,9 ~dx2) 

имела рангттг. Тогда, как показывают соотношения (4.9), (4.10), ф(£)^=0> 
ибо ХфО. ' 
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§ 5. Примеры квазивыпуклых фильтров 

Сейчас мы приведем примеры квазивыпуклых фильтров, появляющихся 
в наиболее типичных оптимальных задачах, и укажем топологию, в кото
рой они квазивыпуклы. Доказательство квазивыпуклости опирается на 
следующую «аппроксимационную лемму». 

Пусть заданы т + 1 функций f0(t, х), Д (£, х), . . ., fm(t, x), (t, х)£ 
£JXG, удовлетворяющих условиям, перечисленным в § 4 , и пусть / а , 
а= + 1 , ± 2 , . . . —некоторое разбиение интервала / на отрезки / в . Кана
дой точке p, = ( j j L 0 , [х х , . . . , \im) яг-мерного симплекса 

2 = {p = (ft» ^ ) : 2 ^ = 1, î \ > 0 } 

сопоставим функцию f (t, х) следующим путем. Точке р, = (р,0, p v . . ., jxm) 
поставим в соответствие подразделение каждого из отрезков / а на 1 -\- m 
отрезков г = О, 1, . . ., т, определенное условием 

meas /J , /meas 7^ = ^ / ^ ; 

если [хг. = 0, то соответствующий отрезок вырождается в точку. 
Функцию f^(t, х) определим формулой 

f^t, *) = /,(*, x) Yt£Jït Vx£G, 
( 5 . 1 ) 

а = + 1 , ± 2 , . . .; * = 0, 1, . . ., m, 
которая однозначно определяет функцию / (£, ж),' за исключением зна
чений t в концах отрезков ./>., что, однако, не будет иметь значения. 
Отображение симплекса 2> заданное формулой 

и зависящее от подразделения / а , можно, очевидно, считать отображе
нием 2 в линейное пространство Ef из § 4 ; мы обозначим его через 

A n n р о к с и м а ц и о н н а я л е м м а . Для произвольного компакта 
K(ZG и произвольного е^>0 можно найти такое (достаточно мелкое) 
подразделение /а, что для Ytv £ 2 £ / , Yx(*Ky V[x = (jx0, р.1? . . ., ;л ? й)ç ^ 
имеем 

\ [%М*> х ) - ^ , х) dt < в ; ( 5 . 2 ) 

далее, существует такое § = о(е, К)^>0, что для Vp/, ^"62 
7г/нг I р/ — jx,/ j ^ о и для произвольного подразделения Ja имеем 

J s u p ^ | / ^ ( ^ z)-U*{t, х)\ + \-^-Тх »—х 
dt^s 

Yx£R. ( 5 . 3 ) 

Доказательство этой леммы см. в [ 2 ] или [ 3 ] . 
Введем в пространство Ef примера § 4 следующую векторную локально-

выпуклую топологию, с помощью которой и будут заданы интересующие 
нас фильтры. 
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Пусть KiÇZG, i = 1, 2 , . . . —возрастающая последовательность ком
пактов из G, объединение которых совпадает с G. Если то обо
значим 

| / I Î = ( s u p ( | / ( * , x)\ + \fx(t, x)\)dt. (5.4) 

Очевидно, . Il • |||, i — 2 , . . . — возрастающая последовательность полу
норм, т. е. V/ £ Ef ||/|jf ^ | | / | | f + i . Топологию, определенную этой последо
вательностью, обозначим через Т8; нетрудно видеть, что она задается 
инвариантной относительно сдвигов метрикой 

р'(А. h) = \\h-hU 
где 

II/II& 

Предположим теперь, что задана тг-мерная функция f(x, и, t) трех пе
ременных: тг-мерной х, r-мерной и и времени t, — определенная на GxOxJ, 
где G, О — открытые множества в Е% Er

u, 7 — открытый интервал вре
менной оси. Функцию f(x, и, t) предполагаем непрерывной на GxOxJ 
и непрерывно дифференцируемой по х; далее предполагаем, что для 
любых компактов KG С G, Ко Cl О существует интегрируемая на / функ
ция m(t), удовлетворяющая неравенству 

\f(z, щ + и> t)\^m{t)Vx£KQYubK0Vt£l. (5.5) 

Пусть U — произвольное подмножество в О. Обозначим через мно-
жество измеримых на 7 r-мерных функций u(t), удовлетворяющих усло
вию: u(t)£U, замыкание множества значений функции u(t) в Ег

и ком
пактно и лежит в О. Семейство всевозможных функций вида f(x, и, (t), t), 
где и (t) £ Q™, обозначим F и*: 

Ff = {f{t, x):f(t, x) = f{x, u(t), t), u(t)e&ïï}. 

Очевидно, Ff можно отождествить с подмноя^еством из E^ 
Пусть f(x, и, t) удовлетворяет прежним условиям, за исключением 

неравенства (5. 5), которое заменим следующим: существует такое число 
p ^ 1, что для любого компакта К С G можно найти измеримые положи
тельные функции m(t), p(t), удовлетворяющие неравенству 

: / (* , и, t)\ + \fx{x, и, t)\^m(t) + p(t)\u\?Yx£K 

Yu£0 VtçJ, (5.6) 

причем m{t) интегрируема на 7, a p.(t) интегрируема на 7 в степени 

q ~ PÜ_ 1 ( у "g~ ~ "О* ^ о з н а ч и м ч е Р е з ®и множество всех измеримых 
интегрируемых на 7 в степени р функций u(t), принимающих значенрш 
в £7, и определим семейство F§ формулой 

Fpu={f{t, x):f(t, z) = f(z, u(t), t), u(t)ÇQ$}. ( 5 . 7 ) 

1 Il Л 
12' l + l l / l 
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"Очевидно, 'Fи также можно отождествить с подмножеством из Ef. Для 
удобства мы будем считать, что в формуле (5.7) l ^ p ^ o o , включая 
^юда тем самым и семейство Рц-

Фильтры Ф/(Рц). Интересующие нас фильтры задаются в Ef следом 
фильтра окрестностей произвольной точки 

fett, / = /(*, t), 
в топологии Т8 на множестве Fl-, т. е. базисом 

{W:W = Fin Vf), (5.8) 

где Vf — произвольная окрестность точки fÇ^F* в топологии Т8. 
Легко видеть, что фильтры Ф/(Р#) не являются, вообще говоря, 

квазивыпуклыми в топологии Т8. Однако, пользуясь аппроксимационной 
леммой, мы покажем, что они квазивыпуклы в некоторой другой, более 
«слабой, чем Т8, топологии, которую мы сейчас определим. 

По аналогии с (5. 4) полагаем 

{ и 
sup ( / ( * , x)dt 

i Я Р _ V 1 ii/ll? 

t v t2£J, х£КЛ, 

Топология T", определенная возрастающей последовательностью полунорм 
I • I", г — 1 , 2, . . . , задается инвариантной относительно сдвигов метрикой 

P"(/ i . / 2 ) =l/i — / 2 IIS» 
является локально выпуклой топологией в 2? и, очевидно, слабее топо
логии Т*. 

Покажем, что фильтры Ф/(/^г) квазивыпуклы в топологии Та. Пусть 
заданы произвольное целое m ^> 0 и произвольный элвхмент W базиса (5. 8). 
Существуют такое е 1 > 0 и такой номер j v что окрестность Vf содержит 
множество 

n , i , s I ( / ) = { / : | | / - / | & 1 < e 1 } (5.9) 

и, следовательно, 

Покажем, что в качестве соответствующего ffî = ffi(W, m) (см. опре
деление (3. 2)) можно взять множество 

W = FtnV* ., (/). 
À' м+1 

Если fQ(t, x), f1(t, х), . .., fm(t, х) суть 1 + т точек из W, то 

/,(*, x) = f(x, ut(t)t), ut(t)£Q§, 

\ sup(| /(*, x) — ft(t, x)\ + \fx(t, x)-fix(t, x)\)dt = 
j (5.10) 
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Согласно аппроксимационной лемме для любого подразделения Ja интер
вала 7 отображение 

>-*/,,,(*, x), ji = (j*0, fij, .... pJGS» 
непрерывно в топологии Ts и, следовательно, в более слабой топологии Тю 

(см. неравенство (5.3)). Элемент f^(t, х) имеет вид (см. (5.1)) 

U(t, x) = f(x, u^t), t), x£G, 

« = ± 1 , ± 2 , . . ., (5.11) 
M * ) = »,(*), *6 / .v ( = 0 > i , . . . t TO, 

и, если подразделение /„ достаточно мелкое, выполняется неравенство 
(см. (5.2)) 

\ (2 *)-/>(*. *) 
т. е. 

< * 2 , 
^ 2 

где е 2 и / 2 заданы. 
Таким образом, если точки / 0 , Д, . . ., / т независимы в то формула 

Ыо + P-i/i + • • • + f*Jm ^ /р.» Iх 6 2» 

определяет непрерывное в топологии Tw отображение 

?:[/<» Л> • • •> fJ-+E/> 

удовлетворяющее условию 

1|г-«р(2)И5,<е Угб[/о , / , , . . . , / „ ] , (5.12) 

где наперед заданное е 2 > 0 — сколь угодно мало, а целое / 2 — сколь 
угодно велико. 

Если точки / 0 , Д, . . ., / w зависимы, то триангулируем выпуклое 
множество [/0, Д, . . ., fm] так, чтобы вершины триангуляции содержались 
среди точек / 0 , Д, . . ., / ш , и каждый симплекс [Д0, Д-:, . . ., Д г ] триангу
ляции отобразим в 2?^ по формуле 

Тем самым определим непрерывное отображение всего множества [/0, Д, . . • 
• • -, U в Е? 

так как на пересечении двух симплексов триангуляции соответствующие 
отображения совпадают, причем опять выполняется соотношение ( 5 . 1 2 ) . 
Таким образом, остается показать, что Ф (Z) ̂  И7, т. е. 

fAt, x)£Fpnvy V ^ G E . 

Включение f^(t, x)£Fu следует из определения формула ( 5 . 1 1 ) . По
кажем, что 

/ Р (и ) еп . Л ( / ) с^ . 
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Имеем при x £ Kjx (см. (5.11), ( 5 . 1 0 ) ) 

P 1 х ) - ц г , х)\ + 
df {t, x) àf^(tt x) 

дх дх dt. 

m 

У. \ S U P x)-ft(t, х)\ + 
*=0 0 0 » 

и 
а = — о о 

дх дх 

< У ( sup ( | / (^ , * ) - / , ( * , х)\ + (Ух 

Фильтры Ф/(Рц) обладают еще одним важным для нас свойством, 
которое будет сейчас доказано. Пусть W — произвольный элемент 
фильтра &f(Ffj); можно считать, что (см. ( 5 . 9 ) ) 

W=FZ-Ç\VKji,tltf); (5.13) 
пусть 

= {/:[!/— (5.14) 

где целое / 2 > 0 и з 2 ^ > 0 произвольны, но фиксированны. Через WW

M обо
значим замыкание относительно M множества Wf]M в топологии, инду
цированной на M топологией Tw. Тогда утверя^дение заключается в фор
муле 

K(Wl-f)^K(Ft-ï), (5.15) 

где К — конус, натянутый на соответствующее множество в скобках. 
Возьмем произвольный элемент из F и f = f(x, u(t), t), u(t)£Qj> и обо

значим точки отрезка 
[/, /] = (1 — р . ) / ( я г , ü(t), t) + pf(x, u(t), t), 0 < р . < 1 , 

через g . Пусть при i - > оо е{ -> О ( г . ^> 0 ) ; зададим последовательность 
непрерывных в Tw отображений 

ft-лип-* FI 
удовлетворяющих условию 

К-?ЛеЛ<в* . ^ € 1 0 , 1]. (5.16) 

Отображения ср/ на основании аппроксимационной леммы можно задать 
в виде 

= /(*. \{t), t), x£G, t£J, у 

Ы (t), t 6 /5), 
(u (0, * G /Sk, l (5.17) 

meas 7£0/meas 7 ï i = - — — 

a = ± l , ± 2 , . . . 
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При этом соответствующее разбиение 7 а будет зависеть, очевидно, от iy 

становясь все более мелким с возрастанием i. 

Из формулы (5.16) следует, что «pt-(^) g^ при i—* о о . Поэтому 
включение (5. 15) будет доказано, если доказать существование такого jl,' 
0 < p L < l , что 

l l ? * ( ^ ) - / t < e v l ^ [ 0 , * = 1, 2, (5.18) 

где / = т а х ( / 1 , / 2 ) , s —min(e 1 , е2), так как в этом случае будем иметь 

vAgJÇMnw, 0 < p < p L , 1 = 1, 2, . . . . 

Имеем (см. (5.17)) 

L Î ? , ( I T . W - / I + ^ - " дх дх 
dt — 

= sup(\f(x, u(t), t) — f(x, ù(t), t)\ + \fjx, u(t), t) — 

U j£i 
a = — œ 

— fx(x, tt(t), t)\)dt. 

Пусть А с / — такое компактное множество, что 

( 8 и р ( | / - / | + | / в - / я | ) Л < т -
J . хек A Z 

Независимо от выбора подразделения 7 а имеем при j i - > 0 

meas f Af l ( U / ï i ^ 1-» 0 . 

Поэтому существует независимое от номера i отображения у . число pi, 
0<^pL<^l, такое, что при O ^ ^ ^ j l справедливо неравенство 

Р* (8^) df 
\ s u p ( | ? < ( ^ ) - / | + | дх дх 

< f 8 и р ( | / - / | + | / в - / . | ) Л + 

+ J s u p ( | / - / | + | / , - / J ) ^ < | + | = s , 
J\AxeKJ 

которое и доказывает неравенство (5.18). 

Продолжение примера § 4. Возьмем в примере § 4 в качестве 
фильтра Ф / фильтр Ф / ( ^ ? ) , в качестве топологии 9^— топологию Tw; тогда 
б"' — топология прямого произведения 

Фильтр Ф^, z = (tv f2, xv / ) , заданный базисом 
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является, как это было только что показано, о'^-квазивыпуклым, а ото
бражение (4. 3) (^-непрерывно на выпуклой оболочке [Ф^; это последнее 
утверждение — непосредственное следствие общей теоремы о непрерывной 
зависимости решения обыкновенного дифференциального уравнения от 
начальных данных и правой части и может быть без труда выведено из 
известных теорем (доказательство см., например, в [3]). Следовательно, 
необходимые условия критичности (4.11) — (4.13) применимы к данному 
случаю. 

Докажем непрерывность в топологии bw ограничения дифференциала (4. 4) 
на любое множество вида 

В?шл X En

dXx X М9 

где M задано формулой 

Л/={8/(* , x):\\bf(t, a:) | | ; e <const}, (5.19) 

причем iQ настолько велико, что компакт KÎQ содержит некоторую окрест
ность траектории x (£), t ç [t19 f 2]. Для этого достаточно доказать Tw-ner 
прерывность отображения множества М, заданного формулой 

и 
8/(*, х)^ J r - ^ O B / f f , x(t)Yßt, S/e.Af. . (5.20) 

h 

Тогда мы сможем, воспользовавшись формулой (3. 6) и включением (5. 15), 
заменить неравенство (4. 12) более сильным неравенством 

\§{t)f(x{t\ a(t), J UW> t)dt (5.21) 

Так как 
ti h . j Г - 1 (t) 8/ (t, x (t)) dt = Г - 1 (f2) j 8/ (*, x (t) dt — 
и ti 

то ^-непрерывность (5. 20) будет доказана, если доказать, что произволь
ная последовательность точек 8Д. (£, х) из M ^-стремящаяся к нулю 

lim 18/Л*, x ) f . = 0 , 1 = 1,2,..., (5.22) 
J-+CD 

удовлетворяет также соотношению 

lim \ïfj(t, x(t))dt = 0 . (5.23) 

Пусть 
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Обозначим через со (К) модуль непрерывности функции x (£), ^ ^ t ^.t2: 

(о(А)= max \x(t') — x{t")\, 0 ^ h ^ t 2 — t v 

f, геи и Ы 

Докажем, что для любого достаточно большого m 

< Ч ^ ^ > № хк+ 
+ mW(t, х)^ W , f£[I19 f j . ( 5 . 2 4 ) 

J 8/(*, x{t))dt 

Подразделим отрезок [t1, f] на m равных частей Д,., i = l , 2 , . . ., m, 
и пусть Д. Ç Д#.; тогда 

г" 

Имеем 
i 

S / (t, x (t)) - of (t, x (tt)) = J bfx (t, x (t{) -\- i(x(t) x (tf))) (* (0 - * (*,)) 
0 

Следовательно, предполагая m настолько большим, чтобы при t Ç Д,- было 

получим 

X j S / ( * , x (t)) dt < J J J IV* (*, * (*,) +*(£(t)-x (t,))) I 
Г * = 1 Ai L 0 

X | Ä ( 0 - * ( O I ^ + 2 S 8 / С < l f l ( [ L ^ i : 1 ) x 
* = l 

X 2 \ S U P Ш * . 2 sup \bf(t, x)dt < 

<°>( J £ ^ i l i - ) l l 8 / ( ' ' x)fio + m\\bf(t, x)\\:o. 

Таким образом, формула ( 5 . 2 4 ) дает при bf.£M (см. ( 5 . 1 9 ) ) 

\bfj(t, x(t))dt <">('' h ~ h l ) const+ m\\bf.(t, x)ll. 
h 

Так как m сколь угодно велико и со ^ ? 1 ~ ? 2 ^ - > 0 при яг-
( 5 . 2 2 ) следует ( 5 . 2 3 ) . 

Формула ( 5 . 2 1 ) — принцип максимума в «интегральной» форме. 
Б рассматриваемом случае из него легко следует принцип максимума 

в форме Понтрягина. В самом деле, пусть t1 t2] — произвольная 
точка дифференцируемости неопределенного интеграла 

оо , то из 
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Обозначим через Ал отрезок V + /г и зададим управление и (t) Ç 
ç &и формулой 

U ^ ' [и1 при £ £ Д А , где и' G С/. 

Из (5. 21) следует 
*'+А t'+h 

При h->0 предел слева существует по предположению, а предел справа — 
из-за непрерывности функции f(x, и, t) по совокупности аргументов. 
Следовательно, почти всюду на [tly t2] для произвольного и1 («U имеем 

Ut)f(x(t), ü(t), * ) > ? ( * ) / ( * ( * ) . в', t) 
или 

— принцип максимума Понтрягина. 

§ 6. Приложения к оптимальным задачам 

В этом параграфе, воспользовавшись полученными результатами, мы 
докажем принцип максимума для основных оптимальных задач. Пусть 
задана 7г-мерная функция f(x, и, t), удовлетворяющая условиям, сфор
мулированным в § 5. 

Рассмотрим «управляемое» дифференциальное уравнение^ 

4г = / (* . в. *). (6.1) 

содержащее r-мерный «управляющий» параметр и. Множества 1 ^ 
^ р ^ о о , будехМ теперь называть классами допустимых управлений, 
а элементы ц ( £ ) £ 2 # — допустимыми управлениями. Будем считать, что 
зафиксирован некоторый класс допустимых управлений 2$, и будем под
ставлять в (6.1) вместо параметра и элементы и (£)£2$ . Тогда мы полу
чим семейство дифференциальных уравнений 

4f = / (* . в(0. t), u{t)£Q$, (6.2) 

определяемое семейством правых частей (см. § 5): 

F§={f(t, x):f{t, x) = f(x, и (t), t), u(t)£Q$. 

Пусть заданы краевые условия для решений уравнения (6.2) x (t), 
t1 <J t2, не зависящие от выбора и (t) Q 2$: 

q*(tv t2, xfa), x(t2)) = qi{t1, t2, xv x2) = 0 i = l , . . ., A, (6.3) 

и скалярная функция от тех же переменных 

q°(tv t29 xv х2). (6. 4) 
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Функции q°, q% предполагаются непрерывно дифференцируемыми во всем 
пространстве E2+*n

t2 Xi х^т; в (6. 3) не исключается случай к = 0 (отсут
ствие краевых условий). 

В дальнейшем ради удобства будем говорить не о решении x (t), 
ti^t^t2, уравнения (6.2) при заданном u(t)£Qfj, а о решении уравне
ния (6.1) u(t), x(t), t1^t ^t2, где всегда u(t)£&u; однако, говоря 
о краевых условиях решения, мы всегда будем предполагать усло
вия (6.3), учитывающие только краевые значения функции x(t). 

О п р е д е л е н и е . Решение 

ü(t), x(t), ? ! < * < f 2 , (6.5) 

уравнения (6.1), удовлетворяющее краевым условиям (6. 3), будем назы
вать (сильной) экстремалью оптимальной задачи, заданной уравнением (6. 1), 
семейством допустимых управлений 2$, краевыми условиями (6.3) и 
экстремируемой функцией (6. 4), если существуют такая окрестность V} 
точки / (х, ü (t), t) — J (t, x)ÇFfj в топологии T8 (§ 5) и такое число е > О, 
что для произвольного решения уравнения (6.1) u(t), x(t), t1^t^t2, 
удовлетворяющего краевым условиям (6. 3) и соотношениям 

—?il + l*2 — ?

2 | + l * i — S i l < e > и (О. t)£Vf, 

всегда справедливо либо неравенство 

q°(tv t2, х(1г), x(t2))^q°(tv t2, х(^), x(t2)) 

— случай (сильного) минимума, либо неравенство 

q°(tv t2, х(1г), x(t2))^q°(tv t2, x(tj), x(t2)) 

— случай (сильного) максимума. 
Если в определении 6.1 топологию Т8 заменить какой-либо более 

сильной векторной топологией, сохранив все остальные условия без из
менений, то получим более «слабое» понятие экстремали. Покажем, что 
по заданной экстремали с помощью однозначно определенной простой 
конструкции, фактически повторяющей соответствующую конечномерную 
конструкцию § 2, можно построить некоторое отображение и фильтр, на 
котором это отображение критично. 

Будем предполагать, что решение (6. 5) осуществляет сильный мини
мум. Пусть 

Е^ = Е\ X ЕЛ = Е* X Е2^ X Ея

Яг X Ер 

Z = (y, z) = (y, t v t2, xv f) 

— произведение одномерного пространства параметра у на линейное про
странство Ея примера § 4, 5 и D с Е2 — введенное там же конечно-от
крытое множество. Тогда конечно-открыто и множество 

D^ = EIXD(ZEV 

и мы можем определить на нем отображение 

P:D E1+k 

с Р 
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по формуле 

/р°Щ 

\рк (С)/ 

/q°(S{z)) + y\ /q°(tv Ц, xv х2) + j,\ 
q4S{z)) 

\qk(S(z)) Ç (*1> *2» *̂ 1> ^ 2 ) 

(6.6) 

где С = (г/, 2), = £2, a ,̂ . r 2 ) r — введенное в примере § 4 отобра
ть -nZ+Zn 

жение множества D в Еци t2, хи х2)т* 

Обозначим через Y С Е1

у положительную полуось i / ^ 0 и определим 
в Ег фильтр Фс с помощью базисных множеств 

= (Y fi V0) X X F * X П V9/) = (Y fi V0) X ИЪ, (6. 7) 

где И ^ £ Ф * 

Точка 

ç = ( o , ?2, ?a, ̂ , /)=(o, f)e ĉ (6.8) 
является единственной принадлежащей всем множествам (6. 7), т. е. всем 
множествам фильтра Фс. Отображение (6. 6) определено на Фс (см. при
мер § 5), а и з определения непосредственно следует существование такого 
множества Wz вида (6.7), что точка P (Ç) является граничной («наиниз
шей») точкой пересечения «вертикальной» оси р° с образом Р (Wz), т. е. 
критичность отображения на фильтре. 

Напишем необходимое условие критичности 
к 

MPê (К) = 2 W (К) < 0 , (6. 9) 
VKGYxK([Ws] — z). 

Полагая в (6.-9) 82 = 0 , получим \оу^0, Yoyf+Y, т. е. Х 0 ^ 0 . Полагая 
Ьу = 0, получим соотношение 

к 
2 \tdp*(К)<О VKÇ0XK(IW,]-Z), 
1=1 

идентичное соотношению (4. 5). Поэтому, вводя функцию 

Я ( ф , x, и, t) = tyf(x, и, t), 

можно утверждать следующее. Существует такая ?г-мерная функция 
? 1 < * < * 2 > 

и такая (к + 1)-мерная ненулевая строка 

'к = (\, Xj, . . . , \к), ^о^О, 

что на отрезке ? г ^ £ ^ f2 удовлетворяется гамильтонова система 
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и выполняется принцип максимума 

J #($(*), 0 ^ > { Д ( Ф ( 0 . «(0. «(О. О^э 

Наконец, выполняется условие трансверсальности 

где 

\dtl

 9 dt2 ' * &г 2/ 

t ï f x 2 ) = ( ^ Ж 2 ) 

^9* (*1» *2» 1̂» 2̂)̂  
dQ 

и волна сверху в . . означает, что соответствующие гради-
енты берутся в точке f2, # 2 ) т . 

Чтобы гарантировать нетривиальность функции т. е. ф(£)=е0, 
*i ̂  * ^ *2» достаточно предположить (см. пример § 4), что ранг (1 -f- k) X 
X (2 + 2?г)-матрицы 

/dQ dQ dQ dQ\ 
\dtx » ^ 2 ' ^ ! » & Г 2 / 

равен 1 -f- A, т. е. что 2 -f- 2д — (1 -f- А)-мерная поверхность 

Q ( t v t2i x v x2) = c o n s t 

регулярна в точке (tv f2, ^ 2 ) т . 
В заключение отметим, что из неравенства (5.12) следует принцип 

максимума в форме Понтрягина: почти всюду на ^t2 

#(ф (0 , £(t), ü(t), * ) > sup Я ( $ ( * ) , %{t), и, t), 
neu 

(см. пример § 5). 
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