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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
Серия математическая 

24 (1960), 315-356 

Р. В. ГАМКРЕЛИДЗЕ 

ОПТИМАЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ ПРИ ОГРАНИЧЕННЫХ 
ФАЗОВЫХ КООРДИНАТАХ 

(Представлено академиком Л. С. Понтрягиным) 

В работе изучаются оптимальные процессы управления при ограни
ченных фазовых координатах и выводятся уравнения экстремалей для со
ответствующей вариационной задачи. 

Введение 
Принцип максимума в теории оптимальных процессов [см. (х) ~ (6)] по

зволяет находить экстремали следующей вариационной задачи. 
Пусть векторная функция 

/ (ж, и) = (Z1 (х, и), . . ., f (х, и)) 
от переменных х, и определена и непрерывна на прямом произведении 

(х., и) £Хп-£1, х£Хп
у и ££2, 

где Хп — гс-мерное фазовое пространство задачи, О — произвольное хаус-
дорфово топологическое пространство — пространство возможных значе
ний управляющего параметра и. Функции/(х, и) предполагаются непре
рывно дифференцируемыми по всем координатам вектора х. 

Пусть уравнение движения фазовой точки имеет вид 

х = ] (х, и) (0.1) 

и в Хп заданы две точки £ь £2- Требуется в классе допустимых управ
лений (например в классе измеримых ограниченных или в классе кусоч
но-непрерывных управлений со значениями из Q,) выбрать такую функ
цию u(t), t±<^t <^2> Для которой соответствующая траектория x{t) урав
нения (0.1) соединяет точки i1? \2'-

X (ti) — 5i» X (t2) — ?2» 
и интеграл 

и 
J L(x(t), u{t))dt (0.2) 
h 

обращается в минимум. (Скалярная функция L(x, и) удовлетворяет тем 
же условиям, что и функции f (x, и).) 

Формулировка принципа максимума приведена в п. 1 § 3. 
Пространство возможных значений £2 управляющего параметра может, 

в частности, быть замкнутой областью r-мерного пространства Щг. Мно-
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жество же возможных значений фазовой точки х должно совпадать со 
всем пространством Xй, ибо в противном случае принцип максимума пе
рестает быть верным. 

Однако случай, когда множество возможных значений фазовой точки 
х есть замкнутая область в Хп с кусочно-гладкой границей, имеет важ
ное значение для приложений. 

Например, к этой задаче сводится случай, когда класс допустимых 
управлений и (t) £ Q cz ёг состоит из непрерывных кусочно-гладких управ
лений с ограниченной по модулю производной. В самом деле, рассмат
ривая в этом случае и как фазовую переменную и принимая за управ
ляющий параметр производную от и, мы вместо уравнения (0.1) прихо
дим к системе 

х = / (х, и), 
и = v, 

где v — кусочно-непрерывная функция, а часть фазовых координат, обра
зующих вектор и, не выходит из области О. 

В настоящей работе изложены результаты, полученные мною в этой 
области в семинаре Л. С. Понтрягина по теории колебаний и автомати
ческого регулирования. 

Ранее, в работе (7), эти результаты были сформулированы для частно
го случая оптимальности по быстродействию, т. е. когда подынтеграль
ная функция (0.2) L(x, и) = 1. 

Основной результат работы сформулирован в § 4 в виде общего 
принципа для нахождения оптимальных управлений и оптимальных 
траекторий. 

Из ранее опубликованных работ, посвященных изучаемому здесь воп
росу, следует отметить работы А. Я. Лернера (8) и Е. А. Розенмана (9). 

§ 1. Постановка задачи 
1. О с н о в н ы е о п р е д е л е н и я . Пусть £1 — произвольное множество 

г-мерного линейного пространства 
gr = {и = (и1,. . ., иг)}. 

Классом допустимых управлений назовем множество всех кусочно-не 
прерывных, кусочно-гладких векторных функций 

u(t) = (и1^), • ••, юг(0) 
с разрывами первого рода, определенных на произвольном отрезке t± <^ 
<^£<^2 временной оси и в каждый момент времени принимающих зна
чения из множества О; функции этого множества будем называть допусти
мыми управлениями. 

Если отрезки определения двух допустимых управлений не совпада
ют, то мы будем считать такие управления различными даже в том слу
чае, если один из отрезков содержится во втором и на меньшем отрезке 
управления совпадают. 

В дальнейшем будем всегда считать, что значение управления и (t) 
в точке разрыва т равно пределу слева: 

и (т) = и (т — 0). 
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Пусть в ?г-мерном фазовом пространстве Хп = {х = (ж1, . . ., жп)} сфор
мулированной ниже оптимальной задачи дана з а м к н у т а я область В 
с гладкой границей, определяемая вблизи границы неравенством 

g(x) = g{x\..., ж п )<0, 

где скалярная функция g (x) имеет непрерывные вторые частные произ
водные в окрестности границы g (x) — 0, и вектор 

^ = gradg(i) = (5- , . . . , J") 

нигде на границе в нуль не обращается. 
Таким образом, граница области В есть регулярная гиперповерхность 

пространства Xй с непрерывно меняющейся кривизной. К этому случаю 
автоматически сводится важный для приложений случай области с ку
с о ч н о - г л а д к о й границей (см. § 3, замечание 3 к теореме 2). 

2. П о с т а н о в к а з а д а ч и . Пусть действительные скалярные функ
ции Ь(х, и), f (х, и), i = 1,. . ., /г, непрерывны и непрерывно дифферен
цируемы по всем координатам векторов х, и на прямом произведении 
B*Q* D ВО,, где В% £2* — открытые множества из Xn, $г, содержащие, 
соответственно, В, О. 

Пусть уравнение движения изображающей точки х = (х1, . . ., хп) име
ет нормальный вид 

x=f(x, и), (1.1) 
где 

7(^ ,и)=( / 1 (5 , и ) , . . . , /п(х, и)). (1.2) 

Если в правую часть уравнения (1.1) вместо аргумента и подставить 
некоторое допустимое управление u(t), то (1.1) превращается в п-мерное 
векторное дифференциальное уравнение, и, задав начальное значение ж(^), 
мы получим однозначно определенную траекторию х (t) уравнения, соот
ветствующую выбранному управлению и (t) и определенную на некотором 
отрезке времени. 

Основной результат настоящей работы сформулирован в теореме 3 (§ 4) 
и заключается в нахождении полной системы необходимых условий, ко
торым удовлетворяет всякая регулярная траектория уравнения (1.1) и со
ответствующее управление, дающие решение сформулированной ниже 
оптимальной задачи; понятие регулярной траектории определено в §§ 2, 3. 
Эти необходимые условия выражены в виде системы уравнений, поэтому 
их естественно называть уравнениями экстремалей рассматриваемой опти
мальной задачи. 

Ф о р м у л и р о в к а о п т и м а л ь н о й з а д а ч и . В фазовом простран
стве Xй заданы две точки ! ь 12> принадлежащие замкнутой области В, 
Обозначим через U фг, £2) множество всех допустимых управлений u(t), 
h <^ t <^ t2, обладающих свойством: соответствующая управлению 
u(t) £U (Il7 l 2 Mi^*^*2> траектория x(t), t1^t^t2l уравнения (1.1) со
единяет точки \ , ?2: #(*i)=?i» S(£2)"?2> u целиком лежит в замкну-
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той области В. Требуется из множества £7(|L, £2) выбрать управление 
и (t), t±<^t^t29 обращающее в минимум интеграл 

и 
\ L(x(t)4 u{t))dt, (1.3) 

где x(t), t1^t^t2l—соответствующая управлению u(t), t1^t^t2, тра
ектория уравнения (1.1). 

Таким образом, для любого другого управления v(t), ts^t^t^ из 
U (%ъ 12) и соответствующей траектории y(t), t3^t^t^, имеем: 

и и 
\ L ( x(t), и (*)) dt^L(y (t), v (t)) dt. 
и и 

Всякое управление, удовлетворяющее условию сфомулированной зада
чи, назовем оптимальным управлением, а соответствующую траекторию — 
оптимальной траекторией. 

З а м е ч а н и е 1. Так как допустимое управление может иметь раз*, 
рывы, то очевидно, что если управление u(t), t1^t<^t2, оптимально и 
ему соответствует оптимальная траектория x(t), t± <^ t <^ t2, то всякий учас
ток траектории х (t) при t3^t^t^ где *1*Оз<*4^*2» также оптима
лен и соответствует оптимальному управлению u(t), £з*ч£^*4«1 

З а м е ч а н и е 2. Так как правая часть уравнения (1.1) не содержит 
времени явно, то вместе с управлением u(t), tx<^t^t2, множеству 
U (11? £2) принадлежит и управление v (t) = и (t -f т),г£х — т <; t <^ t2 — т, ка
ково бы ни было т. 

ЕсшL( х, к) = 1, то интеграл (1.3) равен разности t2 — tu т. е. ми
нимизируется время перехода из положения \ в положение £2,

 и м ы по
лучаем оптимальную по быстродействию задачу [см. (7)]. 

В дальнейшем допустимое управление и соответствующая ему траек
тория будут всегда предполагаться определенными на одном и том же 
отрезке временной оси. Поэтому этот отрезок будет указываться только 
для управления или только для траектории. Все решения дифференци
альных уравнений будут предполагаться непрерывными. В важнейших 
формулировках эта непрерывность будет иногда оговариваться особо.* 

3. В т о р а я ( э к в и в а л е н т н а я ) ф о р м у л и р о в к а о с н о в н о й 
з а д а ч и . Дадим другую (эквивалентную) формулировку нашей оптималь
ной задачи, более удобную для приводимых ниже формулировок и дока
зательств. 

Введем (п -f- 1)-мерное фазовое пространство Xn + 1 , точки которого, в 
отличие от точек из Хп, будем обозначать буквами полужирного шрифта 
без черты: 

х = (х°, х1, . . ., хп) = (ж°, х ) е Хп+1, 
где 

х = (х\..„ хп)£Хп. 

Фазовое пространство Хп в дальнейшем всегда будет отождествляться 
с подпространством х° = О пространства Xw+1, такчтох=(0, х) = х. Вся
кую функцию F (х), зависящую от аргумента x^Xni можно считать функ-
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цией от х — (х°, х), определенной формулой 

F(x) = F(s°,"ir) =F(x). 
Для симметрии последующих формул введем обозначения: 

L (х, и) = f (х, и) = /° (x, и), 

f (х, и) = f (z, в) = (/°(я, и), f (x, и ) , . . . , fn (x,u)) = ( / ° (5, и)](х,и)), (1.4) 

где вектор / (# . и) = (f (ж, к ) , . . . , / п (х , 1г)) определен формулой (1.2). 
Обратим внимание на то обстоятельство, что функция f (х, и) не зависит 
от координаты ж0, и ее значения лежат в Х п . 

Через G обозначим прямое произведение замкнутой области Б с Хп 

на ось #°. Область G, так же как и 2?, задается в окрестности своей 
границы неравенством 

g(x) = g ( s ) < 0 , 
«а ее граница — равенством 

g(x) = 0. 

Область G имеет регулярную 77-мерную границу с непрерывно меняющей
ся кривизной, и вектор 

-(о&.-.£)=«>.Р«и®> 
•аа. границе нигде в нуль не обращается. 

Пусть уравнение движения фазовой точки х =(ж°, х) имеет вид 

x = f(x, в). (1.5) 

Это уравнение, очевидно, объединяет уравнение (1.1) и соотношение 
t 

^ = £ $ Л * ( в ) ' в ( 0 ) ) < * 0 . 
и 

Каждому управлению u(t), t±^t <^t2, из множества U (%1} I2) поста
вим в соответствие траекторию 

х(*) = (x°(t), x(t)), * i < * < £ 2 , 

уравнения (1.5) с начальным значением 

х ( О = ( 0 , Si), (1-6) 
где х (£), t1^t<^t2, — соответствующая управлению и (t) траектория урав
нения (1.1) с краевыми значениями 

x(h) = Si» я (*а) = 5г-
Следовательно, траектория х(£), £ i ^ £ ^ * 2 > целиком лежит в замкнутой 
цилиндрической области G и 

х(*2) = (ж°(*2), Ь), 
где 

и 
^{h) =\ f°(x{t), u(t))dt. 

и 
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Таким образом, конец х (t2) траектории х (t) лежит на прямой тг из 
X n + 1 , проходящей через точку (0, £2)

 и параллельной оси х°. 
Наоборот, если u(t), t1^t<^t2,— произвольное допустимое управле

ние, которому соответствует траектория x(t) уравнения (1.5) с началь
ным значением (1.6) и концом х(£2), лежащим на прямой тг, то и (t) £• 

6 f / ( f i , У -
Ввиду сказанного, нашу задачу можно сформулировать следующим! 

образом. 
В т о р а я ( э к в и в а л е н т н а я ) ф о р м у л и р о в к а о п т и м а л ь н о й 

з а д а ч и . Требуется выбрать допустимое управление u(t), t± <J t < ; t2> 
таким образом, чтобы конец x(t2) соответствующей траектории x(t)^ 
h ^ t ^ h i уравнения (1.5) с начальным значением (1.6) лежал на прямой 
тг и координата х° (t2) обращалась в минимум, а сама траектория х (t) 
целиком лежала в замкнутой области G. 

Такую траекторию также будем называть оптимальной. 

§ 2. Оптимальные траектории, лежащие на границе области 

В этом параграфе доказана теорема 1, дающая полную систему необ
ходимых условий, которым удовлетворяет всякая регулярная оптималь
ная траектория, целиком лежащая на границе g (х) = 0 области G. Поня
тие регулярной траектории, лежащей на границе области G, определена 
в п. 1. 

1. О с н о в н ы е о п р е д е л е н и я . Пусть ф = (ф0 ,ф ь . . ., фп) —ковари-
антный вектор пространства X n + 1 . Основную роль в дальнейшем играет ска
лярная функция Н (ф, х, и) трех векторных аргументов ф, х, и, опреде
ленная как скалярное произведение 

п 

Д(ф, X, В) = <И(Х, U ) = 2 Ф«/"(*. » ) . (2Л) 
а = 0 

где вектор f (х, и) задан формулой (1.4). (Точкой в дальнейшем мы посто
янно обозначаем операцию скалярного произведения.) 

Если зафиксировать аргументы ф, х и менять и на множестве 0 5 

то Н превращается в функцию одного аргумента и. Точную верхнюю 
грань этой функции (на множестве О) обозначим через М(ф , х): 

М(ф, х) = sup # ( ф , х, и). 

Введем обозначения: 

дН __ (дН дН дН\ __ ,о/ ч 
w~ \щ* Wi" '"д^п! ~ ( / (х? uh 
dJL — (dJL dJL ЁЕ.\ == (о дН 

Ох ~~ [daft ' ft*1 ' " " дхп) V ' № ' ' 
дН __ /Ш_ дН_ 
ди V ди1 диг 

Уравнение (1.5) можно теперь записать в виде 

• = № ( • , , и) > ( 2 4 > 

, и). 

. /"(х, 

дхп) ' 

и))--= f(x, и), 1 
1 
} 
1 

(2.2) 

(2.3> 
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Рассмотрим линейное однородное уравнение относительно ф: 
: дН (ф, х, и) (2.5) 

Уравнения (2.4) — (2.5) образуют в совокупности гамильтонову систе
му с гамильтоновой функцией (2.1). Если ф(£), х(£), к (£)— произволь
ное решение уравнения (2.5), где ф (£) = (фоОО> • • •> фп(0)> то ф0 = const, 
так как / / не зависит от х° [см. (2.3)]. 

По аналогии с (2,3) введем обозначения: 

/>(*, « 0 = 2 ^ / * ( * . в) = 2 ¥?-/«<*,«о = 

(9/? (х, и) 

ах "" 
др (х, м) 

с̂ и 

а=о УХ 

\&*° ' дх1 

1 др 
[dui'"" 

дР 
диг 

дха 
а = 1 с / х 

c b n / I ' ^ i ' " " дхп 

(2.6) 

где g(x) = 0 — уравнение границы области G (см. § 1, п. 3). 
Для того чтобы траектория x(t), t1<^t^t2, уравнения (1.5), соответ

ствующая управлению u(t), целиком лежала на границе g(x) = 0, необ
ходимо и достаточно, чтобы 

р (х (t), и (*)) - 0, t± < t < *2> § (х &)) = 0. 

Точку хх б -Хп назовем регулярной относительно точки щ £ О, если 
выполняются следующие условия: 

1. /?(хх, Mi) = 0; 
2 dp(*i» ui) 4_ о • 

dw ' ' 
3. если и1 — граничная точка множества О, то найдутся такие непре

рывно дифференцируемые скалярные функции 
qi(u), г = 1 , . . ., s, (2.7) 

что множество £1 в окрестности точки их задается системой неравенств 

? i W < 0 , . . . , д в ( и ) < 0 , 
а в самой точке щ 

qi{ui) = . . . = ? * Ы = 0 (2.8) 
и векторы 

dp (xi, MI) d t f i M ^ s ( " i ) ' J / ч / о т 

независимы. 
Условие 2 можно считать частным случаем условия 3, если в послед

нем полагать s = 0, когда иг есть внутренняя точка множества О. В даль
нейшем мы так и будем поступать. 

Геометрический смысл условия 3 заключается в том, что в окрест
ности точки щ множество О является замкнутой областью с кусочно-
гладкой границей, причем (г—1)-мерные грани области суть гладкие гвь 
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перповерхности пространства &г, находящиеся в общем Положении в точ
ке пересечения и±\ сама точка их лежит на (г — $)-мерном гладком «ребре» 
границы, определяемом как множество решений системы 

?1(и) = . . . = ?.(«) = О, (2.10) 
лежащих вблизи точки щ. Это «ребро» находится в общем положении 
в точке иг с гладкой (г — 1)-мерной гиперповерхностью, заданной в ок
рестности точки и± уравнением р(х±, и) = 0. 

Хотя функции (2.7) и не определяются однозначно, из условия 3 сле
дует, что (г — я)-мерное «ребро» (2.10) и число s однозначно определены 
точкой иг. 

З а м е ч а н и е . Пользуясь понятием регулярности, мы опишем сейчас 
одну простую конструкцию, которая нам понадобится в п. 4. 

Пусть R(xy и, [х)— непрерывно дифференцируемая скалярная функция 
векторных аргументов х, и и скалярного параметра |х, и пусть R (х, и, 0) = 
= Р (х, и). 

Если точка хх регулярна относительно иг б О, то система 
R (х, и, \х) = qx(u)= .. .= qs (и) = 0 

разрешима относительно некоторых 5 + 1 координат вектора и вблизи 
точки (х1? ЛЦ [̂  = 0), например относительно первых 5 + 1 координат: 

и1 = ul(x, ws+2, . . ., иг, jx), г = 1, . . ., 5 + 1, 1 < £ + 1 < г , 
где функции и1, i = 1, . . ., 5 + 1, непрерывно дифференцируемы по всем 
аргументам. Подставив эти функции в (1.5) вместо параметров w\ . . . 
. . ., и8^1, получим: 

i = f ( x , иЦх, i*s+2, . . ., в', jx), . . ., »»") = fi(x» W8 + 2 , --M иг, [х). (2.11) 
Пусть us+2(£), . . ., ur(t), т ! < ^ < т 2 , —кусочно-непрерывные, кусочно-

гладкие функции со значениями, лежащими вблизи соответствующих ко
ординат ul+2, . . ., и[ вектора щ. Подставим их в (2.11) и обозначим че
рез x(t)=-x(t, (x) решение полученного уравнения с начальным значением 

x(tu [х) = х х . 
Очевидно, решение x(t) определено на всем отрезке т х < ; г ^ т 2 при 

достаточно малой длине отрезка т2 — тх, является траекторией уравне
ния (1.5), соответствующей допустимому управлению 

и(0 = (и1(х(0» ив+а (*),.. . , ur(t), (х), . . ., ur(t))> tj<:t<^r2l 

и, кроме того, удовлетворяет уравнению 
R(x(t), u(t), [х) = 0, т 1 < ^ < т 2 . 

Значения и (t) лежат вблизи иг, значения х (t) — вблизи хх. 
Если точка хх лежит на границе g(x) = 0, то и траектория x(t, 0), 

x i ^ ^ ^ T 2 ? лежит на границе, так как 
р(х(*,0)) = Д(х(*,0), и(0, 0) = 0. 

Обозначим через со(х) множество тех и 6 £2, относительно которых 
точка х регулярна. Множество со(х) может оказаться пустым. 

Траекторию x(t), *i<£<£2> уравнения (1.5), соответствующую управ
лению и (*) и ц е л и к о м л е ж а щ у ю на г р а н и ц е о б л а с т и G, назо-
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вем регулярной, если и (t) 6 (о (х (£)) в каждой точке непрерывности t управ
ления u(t)\ если же t — точка разрыва управления, то требуется, чтобы 

в(*±0)6<о(х(*)). 
Всякую оптимальную траекторию, лежащую на границе g(x) = 0 

и являющуюся одновременно регулярной, будем называть регулярной 
оптимальной траекторией. 

Для точек х, лежащих на границе g (х) = 0 области G, для которых 
со(х) не пусто, определим величину т(ф, х) равенством 

иг(ф,х)= sup # (ф , х, и). (2.12) 
и£сд (X) 

Если х — регулярная точка границы g (х) = 0 относительно точки 
Й ^ О и в точке (ф, х, и), где вектор ф произволен. 

# (ф, х, и) = /гг(ф, х), 

то, по правилу множителей Лагранжа. существуют такие действительные 
числа X, vlt . . . , vs> что 

ащ**,и) зр1*.и) j , V a i O 0 t ( 2 Л З ) 
а=1 

где <^(и), z = l , . . . , 5, —функции (2.7), участвующие в определении поня
тия регулярности. Вообще говоря, одновременно все Vi не обращаются 
в нуль, если и — граничная точка множества Q ( s > 0 ) . Если и—внут
ренняя точка множества Q(s = 0), то из (2.13) следует, что вектор 
дН (ф, х, и) др (х, и) Ц| — коллинеарен вектору — ^ — - . 

2. ТЕОРЕМА 1. Пусть х (t), t1^t^t2, — регулярная оптимальная тра
ектория уравнения (1.5), соответствующая оптимальному управлению u(t) 
и целиком лежащая на границе области G. Тогда найдутся такая непрерыв
ная ненулевая ковариантная векторная функция ф (t) = (ф0 (£)»••• * фп(0)» 
h^t^hi u кусочно-непрерывная, кусочно-гладкая скалярная функция 
МО* tx^t <^t2, что на отрезке ti^t^t^ будут выполняться уравнения 

i=dH%*'u)=4*,u), (2.14) 

ф = _ ^ х , и ) + х ( 0 ^ £ ^ > ( 2 Л 5 ) 

Я (ф (*), х (0, и (0) - #и (ф (0, х (*)) = 0 (2.16) 

w условия: 
a) координата ф0 (г) = const <^ 0; 
b) вектор ф (£х) we коллинеарен вектору нормали grad g (х (^)) к границе 

g(x) = 0 в точке х(^); 
c) во <?се.г точках дифференцируемссти функции X (г) вектор 

^Jp-gmdg(x(t)) 

направлен внутрь области G или обращается в нуль; функция k(t) onpt-
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деляется из условия максимума (2.16) как множитель Лагранжа при 
векторе - р *' и • в формуле (2.13). 

Сделаем несколько принципиальных замечаний к сформулированной 
теореме. 

З а м е ч а н и е 1. Равенство ф0(0 = const является следствием незави
симости правой части уравнения (2.15) от х°. 

Уравнения (2.14) — (2.16) и условие а) аналогичны принципу максимума-
Условия Ь), с) специфичны для рассматриваемого случая и обсуждаются 
в замечаниях 4, 5. 

З а м е ч а н и е 2, Остановимся подробнее на способе определения функ
ции X(t) как множителя Лагранжа в формуле (2.13). 

В теореме 1 утверждается возможность такого разбиения отрезка 
h^t<^t2 на частичные отрезки, что для каждого частичного отрезка 
можно будет найти s^>0 дифференцируемых функций q.(u), i = 1, . . . , s, 
и s кусочно-непрерывных, кусочно-гладких функций Vi(£), i = l , . . . , s , 
определенных на рассматриваемом частичном отрезке и удовлетворяющих 
на этом отрезке равенству 

0 Я ( ф ( р , х ( р , u(t)) = } , t ) dp(x(t),u(t)) у v dqa (u (t)) 
ди ^ ' ди ' ^ a ^ ' ди 

a=i 

Хотя разбиение отрезка £i<^£<^£2 и функции gv \ можно выбирать 
неоднозначно, функция X (t) определяется однозначно и (г — £)-мерное 
«ребро» (2.10) определяется также однозначно. 

З а м е ч а н и е 3. Если ф (/) ^ 0, t1<^t<^t2J то соотношение (2.16) 
обращается в тождество и становится бессодержательным.J 

Мы покажем, что если ф (^) ф 0, то ф (t) ф 0 для любого t и, наоборот, 
из ф (ti) ••= 0 следует ф (г) = 0, t 1 ^ t ^ t 2 . 

Вдоль решения н(£), х(£), ф (0 системы (2.14) — (2.16) уравнение (2.13) 
эквивалентно системе г линейных уравнений относительно s -\- 1 ̂  г неиз
вестных Х(£). vx (t), . . . , vs (t) с кусочно-непрерывными, кусочно-гладкими 
коэффициентами, матрица которой имеет ранг 5 + 1 . Следовательно, 
функцию Х(£), t±<^t ^t2, можно представить в виде 

71 

а=о 

где а(£) = (a°(t), . . • , #n(*)) — кусочно-непрерывная, кусочно-гладкая кон-
травариантная вектор-функция. Подставив это выражение для Х(/) в (2.15), 
мы получим однородное линейное уравнение относительно ф (£), для 
которого справедлива теорема единственности, откуда и следует наше 
утверждение. 

З а м е ч а н и е 4. Для выяснения смысла условия Ь) заметим, что 
система (2.14) — (2.16) имеет следующее тривиальное решение: 

и(*), x(f), $ ( 0 = {Agradg(x(0), Ч * ) = [А, * i < * < * 2 » 

где [х — произвольное число. В этом легко убедиться непосредственной 
подстановкой. 
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Легко проверяется также, что если 
u(t), х(*), ф(*)> 4 0 

— некоторое решение системы (2.14) — (2.16), то решением является и 

и(*), х(0, $(0 + [xgradg(x(0), Ч*)+{*» 
где (л — произвольное число. 

Учитывая замечание 3, можно утверждать, что если 
*(*i) = [*gradg(x(f1)), 

то 
ф (0 = [х gradg (х (*)), *х < * < *2, 

т. е. ф (г)— тривиальное решение. 
З а м е ч а н и е 5. Условие с) возникает вследствие того, что при 

выводе необходимых условий лежащая на границе g (х) = 0 оптимальная 
траектория сравнивается не только с соседними траекториями, также 
лежащими на границе, но и со всеми близкими траекториями, лежащими 
в з а м к н у т о й о б л а с т и G. 

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся некоторые построения, 
описанию которых посвящены нижеследующие два пункта. 

3. Н е к о т о р ы е о с н о в н ы е п о с т р о е н и я . По аналогии с (2.3) 
и (2.6) введем обозначение 

di_ 
ди 

д? 
dui 

0, 1 , . . . , п, / = 1,. . . , г, 

и J будем рассматривать эту матрицу как оператор из пространства 
контравариантных векторов и = (и1, . . . , иг) £$ г в пространство контрава-
риантных векторов х = (х°, ж1,.. . , хп) g Xn+1, и одновременно как оператор 
из пространства ковариантных векторов ф = (ф0, . . . , срп) пространства Хп+1 

в пространство ковариантных векторов пространства Щт\ 

di(x, и) , / v 9fa , >п df . \ 

а=0 а=0 OU 

диа J 

0 Я ( ф , х, и) 

(2.17) 

дм 

Пусть Л = (Х°, X1, . . . , Хп) — контравариантный вектор из Xn+1. Матрицы 
др (х, и) 

дх 
др(х, и) 

ди 

др (х, и) 
дх^ 

др (х, и) 
диЗ 

i, f = 0,. . . , и, 

i = 0, . . . , и, / 1 , . . . , г, 

также оудем рассматривать как операторы, действующие на векторы 
ф, х, гг по формулам: 

л&Н дх 
др 1>4>Х, } дх 

(2.18) 

2 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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В этом: и в следующем пунктах х (t), £x<^ t ^ t2,—произвольная регуляр
ная траектория уравнения (1.5), соответствующая управлению и (t) и лежа
щая на границе g (х) = 0 области G. В п.5 мы будем предполагать, 
что u(t), x(t) оптимальны. 

Приступаем к построению скалярной функции R (х, и, [л) (формула (2.21)), 
играющей основную роль при доказательстве теоремы 1. 

А) П о с т р о е н и е ф у н к ц и и i?(x, и,[х). Зафиксируем 5 ^ 0 т о ч е к ^ > 
г = 1,,.. ,6-, на траектории х(£),ни одна из которых не совпадает с концом тра
ектории х (t2)', равенства £$ = х (t±) и £* = £j при i ф / возможны. Через Ni 
обозначим: вектор, не касательный к границе g (х) = 0 в точке £г и направ
ленный наружу от G; в остальном вектор N* произволен. Так как об
ласть G задается неравенством g(x)<J0 , то 

g radg(Ci ) .N i>0 . 

Пусть 0^ — произвольная достаточно малая окрестность точки £/ 
в Х п , замыкание которой не содержит конца х (£2); единственное допол
нительное требование, накладываемое на 0%., заключается в том. что при 
5 г ф х (tx) замыкание окрестности Or не содержит также точки х (£х) 
«Достаточная малость» окрестности характеризуется тем, что 

• ^ • • N i > c > 0 при x 6 0Ci, г = 1 , . . . , * . 

Через ai(x), i = 1, . . . , s, обозначим дифференцируемую скалярную функ
цию, удовлетворяющую условиям: аг(х) = 1 в некоторой окрестности 
точки £г, содержащейся в 0%., а ^ ( х ) > 0 при х£б^ . , сц(х) = 0 вне О^.. 

Введем скалярную функцию 
s 

h (х, (л) = g (х + [х 2 a i (x) Ni) , (2.19) 
г = 1 

где [л — скалярный параметр. 
Функция /г(х, [х) зависит от элементов aj(x), N*, участвующих в ее 

построении, поэтому мы будем говорить о функциях вида (2.19). 
Очевидно, если [х^>0 достаточно мало и точка х, лежащая вблизи 

границы области G, удовлетворяет уравнению 

h (х, [х) = О, 

то x £ G . Если, кроме того, х не принадлежит объединению окрестно
стей 0^ или [х = 0, то х лежит на границе g (х) = 0. 

Пусть hx (х, [х), й2 (х, (х) — функции вида (2.19), a*(x), Ni, г = 1, . . . , г,— 
элементы, участвующие в построении функции h± (x, fx), a ;(x), Nj, / = r + 
+ 1, . . . , / • + s, — элементы, участвующие в построении функции /г2 (х, [х). 
Через 

Ax (x, [х) 0 }ц (х, [х) 

обозначим функцию вида (2.19), определенную равенством 

} h (х, а) © h2 (х, [х) = g fx + (x 2 fli (x) Nt) . (2.20) 
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Функцию i?(x, и, jx) определим равенством 

Д (*, и, И) = 2 ^f^f (х, В) = -**£*>- .f (x, в). (2.21) 
а=о dx 

При [х = 0 из (2.6) следует: 

Л (х, и, 0) = - ^ - • f (х, и) = р (х, в). (2.22) 

В соответствии с (2.20) определяем 

/?х(х, и, [х) ©/? 2 (х , и, fx) = -т£[й1(х, и, (х) 0 А2(х, к, p.)]-f (x, и). (2.23) 

В дальнейшем параметр [х будет принимать близкие к нулю значения. 
Поэтому вместо [х будем писать е8(х, где е — всюду в дальнейшем поло
жительная бесконечно малая величина. Случаи, когда s может равняться 
нулю, будут оговариваться особо. Через о (в) будем обозначать величину 
более высокого порядка, чем е: 

° ( £ ) л г\ 
—^-—>0 при s—>0. 

Пусть функции v(t),y(t), t±<^t <^t2, гДе v (0 — допустимое управление, 
у \t) — непрерывная функция, удовлетворяют системе 

У = Цу, v), ( 2 2 4 ) 

R (у, v, 8S(i) = 0. 

Если eSjx^O, y(<) лежит достаточно близко от х(£) и /г(у(^), eSji.) = 0, 
то у (г) £ G при любом i, так как 

dhb(t).«r) =R(yit),vit)l ^ = 0. 

Управление к (£) и траектория х(£) удовлетворяют системе (2.24) при 
8(х - 0. 

При доказательстве теоремы 1 следует варьировать траекторию x(t) 
таким образом, чтобы проварьированная траектория не выходила из 
области G. Для этой цели мы введем сейчас понятие уравнения в вариациях 
для системы (2.24). 

Заметим, что формулой (2.24) определяется не одна система, а целое 
семейство систем, зависящих от выбора функции R вида (2.21)* 

В) У р а в н е н и е в в а р и а ц и я х д л я системны (2.24). 
ЛЕММА 1. Существует такая кусочно-непрерывная, кусочно-гладкая 

контравариантная векторная функция 
Л (t) = (Х° (*), . . . > Хп (*)), t± < t < *2, 

зависящая только от функций u(t), x(t) (и, следовательно, не зависящая 
от вида функции R), что для любого вектора 8хх G X w + 1 и любого значения 
параметра 8[х можно построить решение v(t), y(t), t1<^t^t2, системы 
(2.24), удовлетворяющее начальному значению 

y(f1) = x(f1) + e8x1 + o(8) (2.25) 

и представимое на отрезке tx^t^tz в виде 

v (t) = и (t)}+ е8в (0 + о (е), (2.26) 

y(0 = x (0 + e8x(0+o(s). (2.27) 
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где кусочно-непрерывная, кусочно-гладкая функция Ы (t) и непрерывная 
функция bx(t) не зависят от в и, кроме того, функция &u(t) удовлетворяет 
на отрезке t1^t<Ct2 уравнению 

( М ^ Н О ) +A(t)dp{x(fu
u{t))yu(t) = 0. (2.28) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отрезок t1^t^t2 подразделим точками 

h = то < Т1 < • • • < Tk < Tft+1 = ^2 

на частичные отрезки т$<^£<^Т|+1? i = 0, 1, . . . . /с, достаточно малой 
длины. Выберем точки т$ так, чтобы 'среди них содержались все точки 
разрыва управления u(t) и ее производной на отрезке t1^t^t2. «Доста
точная малость» длин частичных отрезков характеризуется требованием 
выполнимости всех описанных ниже построений. Из регулярности траекто
рии х (t) непосредственно следует, что при заданных 8х1? S р. и достаточно 
малом s такой выбор точек деления (естественно, неоднозначный) всегда 
возможен. 

Допустим, что решение v(t), у (t) системы (2.24), представимое в виде 
(2.26) — (2.27) и удовлетворяющее начальному условию (2.25)., уже по
строено на отрезке tx <^ t <J т$, i ^ 0. Продолжим это решение на отрезок 
Ti<^<^Ti+i> сохранив непрерывность траектории y(t) и свойства, выра
женные в равенствах (2.26), (2.27). 

Точка х(т|) регулярна относительно точки и(т| + 0). Соответствующие 
функции (2.7), участвующие в определении регулярности, обозначим через 

q.(u), i = 1, . . . , s ( s >0 ) . 

В силу (2.22) и малости отрезка т$ <^ £ <^ Ti+1, векторы 

ЭЯ(х(0,ц(*),еВу,) ддг (и (t)) дЯ$ (и (0) 
dw ' дм. » • • • » ^ ^ i < ^ £ <CTt+l> 

dR 
ди1 ' 

8R 

dqL 
ди> ' * ' 

dgi J*L 
(2.29) 

независимы (при достаточно малом е). Пусть, например, 

ф 0 . 

ди8*1 ' ди*+1 " " ' &7+Ч 

Тогда в окрестности точки (ть гг (тг), x(-q), s8(x = 0) система 

R (у, г;, s8[x) = ах (v, t) = . . . = cs (г;, t) = 0, 
где 

аа (г;, *) = ?а (г;) — qa {и (*)), а = 1, . . . , s. 

однозначно разрешима относительно s + 1 переменных г;1, . . . , г;8-*"1: 

г;* = г;а (у, z;s+2, . . . , vr, е8[А, *), а - 1, . . . , s + 1, (2.31) 

причем ба— непрерывно дифференцируемые функции. 
Подставив в функции (2.31) вместо vs+-, . . . , vr соответственно 

(2.30) 
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us+2 (£), . . . , ur (t)j получим .9 + 1 функций ip« (у, е8[х, t), <x = l , . . . , s + l . 
Определим векторную функцию v (у, s8[x, г) равенством 

г; (у, е8|л, 0 = (г;1 (у, e8[i, 0, . • • , *'s+1 (у, е8р, г), и«+2 (0, . . . , и' (0) (2.32) 

и подставим в уравнение 
y = f(y»0) 

вместо г; функцию (2.32). Взяв решение полученного дифференциального 
уравнения на отрезке т$ <J £ ^ т$+1 с уже имеющимся начальным значением 
у(тг), мы получим требуемое продолжение решения у(£). 

Продолжением функции v (t) на полуинтервал Ti<£<^Ti_j_1 служит 
функция 

v(t)=v (у (*), eSjx, 0, Ti < * < Ti+1, (2.33) 
которая получается подстановкой в (2.32) вместо у продолжения 
у (г), T i < * < T i + 1 . 

^Свойства, выраженные в равенствах (2.26) — (2.27), проверяются для 
функций v(t), y(t), Ti <J t <; q+1, непосредственно. Допустимость управления 
г; (£) следует из равенств (2.30); в самом деле, для любого а = 1, . . . , s 
имеем: 

а а И*), 0 = г в ( г 7 ( 0 ) - ? в ( и ( 0 ) = 0, 
т. е. 

Я а (V (*)) = ? а (И (0) < 0 При Ti < * < T i + 1 . 

Из нашего построения вытекает дополнительно следующий факт. 
Независимо от начального значения (2.25) и величины 8[х, продолжение (2.33) 
на полуинтервале т* < £ <J т ^ имеет вид 

v(t) = в(*) + е8к(*) + о(е), 
где 

8м (г) = (бю1^), . . ., 8юв+1(*), 0, . . ., 0). (2.34) 

Остается определить функцию Л (t) и доказать равенство (2.28). Мы 
предположим функцию Л (t) определенной на отрезке tx <^ t ^ т$ и опре
делим ее на полуинтервале т̂  < £ ^т-ц^. 

Для каждого /, / = 0, . . ., гс, определим на полуинтервале т* < t <^ 
<^ti+i 5 + 1 непрерывных гладких функций XJ (t), lp(t), p = 1, . . . ,s , как 
решение линейной системы 

dfi(x(t), ц(0) , xi /rt fo (*(*), ц(р) v ,Гг- ^Р(ШЧ) 0 

(2.35) 
{ 3 = 1 

( а = 1 , . . . , 5 + 1), 

которая разрешима, так как ее определитель совпадает с определителем 
(2.29) при S8[A = 0. Свертывая эти равенства по а с координатами Ьиа (t) 
вектора (2.34), получим: 

2 ( £ + *'»>£+2 4<«>£)*• ю-
а = 1 /3=1 7 

U + X3' ( 0 1 + 2 4.(0 | f ) 8« (0 = 0, / = 0, . . . , п. (2.36) 
/ 3 = 1 У 
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Если определить контравариантные векторные функции Л(£), Lp (t) 
на полуинтервале т* < t ^ Ti+1 равенствами 

\(t) = (k°(t), . . . , X n ( t ) ) , 

то соотношение (2.36) можно переписать в виде (см. формулы (2.18)): 

(И + А<0Й+ 2 U (t) £») Ы (0 = 0. (2.37) 
а=1 

В силу (2.30) функция v (t) = и (t) -\- sbu (t) + о (s) удовлетворяет 
равенствам: 

аа (г? (*), г) = аа (и (t) + е8гг (*) + о (s), *) = 

даа (и (f), г) 
= аа(и(£),г)+е ^ bu(t) + o(s) = 0, а = 1, . . ., 5. 

Но 
аа (в (0, t) = q* {и (*)) — <?а (в (*)) = 0, 

^ Я ( Ц ( 0 > *) _ 0g« («*(*)) 
дг; дгг ' 

следовательно, 
^ в (и (0 ) . /+ч Л , 
- ^ — 8 и ( * ) = 0, а = 1, . . . , 5, 

и, значит, равенство (2.37) эквивалентно равенству 

S + A(*)g)«»W = 0, 
которое совпадает с (2.28). 

Таким образом, лемма 1 полностью доказана. 
Подставив выражения (2.26), (2.27) в систему (2.24) и приравняв чле

ны при е, получим: 
S x = « ( , ( 1 ) , »(«)) .«(х<1), «.(«)) ^ 

дх ' dw 

^ (х (О, ц (0) Sx fo(x(Q, ц ( 0 ) 8 ц • ад (х (Q, и (о, 0) 8 = Q> 
дх ' 9 м 5jA Г * 

Умножая второе уравнение на Л(£), складывая с первым и учиты
вая равенство (2.28), найдем: 

8х = ^ a f ( x w , » ( i ) ) + Л gj>(x(0,»(i))^ Sx + Л ( 0 ад (, ( у (Q.0) ^ (2 38) 

Полученное линейное неоднородное уравнение относительно Sx назо
вем уравнением в вариациях для системы (2.24). Оно не зависит от 8гг (t) 
(что очень важно для дальнейшего!), и ему удовлетворяет главная часть 
приращения варьированной траектории, построенной указанным выше 
стандартным способом (по заданному вектору 8хх и заданному значе
нию 8[х). 

Функция 8х(£), tx<^t <^£2, однозначно определяется уравнением в 
вариациях (2.38) и начальным значением 8х1 = 8х(^1). Поэтому будем 
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говорить, что 8х(£) является перенесением вектора 8хх = Зх(^), заданного 
в точке х(£х), вдоль траектории х(£), и введем для операции перенесе
ния , зависящей от параметра 8[л, обозначение 

8х (I) = Pttl (8[x) 8Xl = Ptx (8[i) Ьх (т), т < *. 

Следующие формулы очевидны: 

Pttl (Т 8(х) 8х = TfPttl (8ц) 8х, Р ^ (8[х) 8х = Ptx (8(x) Р ^ (8(x) 8х, 
JP«! ( ¥ I + ¥2) (8хх + 8х2) = Р ^ (8(Xi) 8xx + А ^ (8[х2) 8х^. 

Обозначим через Т (х (£)) касательную плоскость к границе g (х) = О 
в точке x(t). Если х(/) не принадлежит объединению окрестностей 
О-., участвующих в определении функций 7? [см. п. 3, А)], то, очевидно, 

8х(0 = Р«1(8[х)8х1е7 ,(х(0). 
В частности, всегда 

8х(*2)бГ(х(*2)). 

При 8[х = 0 уравнение (2.38) превращается в однородное уравнение 

Наряду с однородным уравнением (2.40) рассмотрим сопряженное 
с ним уравнение 

ф = _ / 31 (х (0, и (0) + д {t) dp (X (0, u (t))N ̂  ( 2 < 4 1 ) 

Если 8x(£), ф(0» * i^*^*2»—произвольные непрерывные решения 
соответственно уравнений (2.40), (2.41), то 

ф(*) .8х(0 = const, (2.42) 
так как 

А 
df 

* . А ^ \ <•*•>--[(£+Ag)t].i.+t-(S+AS9««-o 
[см. формулы (2.18)]. 

Обозначим фундаментальную систему решений уравнения (2.40) через 

ЧР 0 (0 ч>п(0. 
а сопряженную с ней систему решений уравнения (2.41) — через 

*°(0 Ф"(0-
Мы имеем: 

f(t).b(t)=b]. 

Решение 8х (t) неоднородного уравнения (2.38), удовлетворяющее 
начальному условию 

п 
bx(h)= 2*«('i)**"('i). 

cc=0 

запишется в виде 
п ' 

8х (0 = P t t l (8,1) Sx (tl) = ^ ?а (0 ( 8 ^ (У + J Фа (в) А (6) ̂  8^в) . (2.43) 
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п\ TD » dR(x(t), u(t), 0) Л/Г 

С) В ы ч и с л е н и е п р о и з в о д н о й ~Q— — • Мы имеем: 
S 

й(х, ц) = #(х + ц 2 ai(x)Ni) = 

s s 

= 8 (*° + I* S fl* (x) ̂ i, ..-, а?» +{* 2 о, (х) Щ), 
г = 1 г=1 

где N = (№, . . ., iVn). Введем обозначение 

if = ж« + И, 2 <Ч (х) #" , Ч = (т)°, . . ., т)"). 

Тогда 

а,{3=0 а = о 

а, /з=о i = l 

+ -2 ( W f t r ••<«••>} 
г = 1 

Следовательно. 

а, 0 = о 

+ 2РМ¥-,-<<*,»>> 
г = 1 

5g/M*,»)"f+2(^-N<^. 
г = 1 

- 2 •£[«•<« «»(*£?*•».)] 

2 2 мю£^.>*+2(^-*)(Чг-«<«..>)-
г = 1 а,|3=о г = 1 

Итак, 

'Д<'У>'°> = 2 М^М^-ъ)] • (2-44) 
г = 1 

Из формул (2.23), (2.20) вытекает, что 

- ^ (Вг (х, и, |х) 0 R2 (х, и, [x)V=o = — ^ - + — ^ -, (2.4а) 

где + в правой части обозначает обычное сложение. 
4. О п р е д е л е н и е в а р ь и р о в а н н ы х у п р а в л е н и й и т р а е к 

т о р и й . П о с т р о е н и е к о н у с о в К, к. Конец х(£2) траектории х (J), 
* i^*^*2» по условию, регулярен относительно точки u(t2) = u(t2— 0). 
Поэтому управление и (t) можно непрерывно и гладко продолжить не
сколько дальше за точку t2 таким образом, чтобы соответствующее 
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непрерывное и регулярное продолжение траектории х(£) не сходило с 
границы g(x) = 0 (см. замечание к определению регулярности, п. 1) 
Будем считать, что управление и (t) и траектория х (t) определены на 
отрезке t1^t^t2 + sp, где р — любое действительное число, что они 
удовлетворяют системе (2.24) при 8[х = 0 и что управление и (t) непре
рывно в точке t2. 

Мы построим семейство Ф допустимых управлений v (t), определен
ных на отрезке t± <^ t <^ t2 + £р» которые будем называть вариациями 
управления к (£), t1<^t^t2 + sp, и определим две операции: операцию 
умножения неотрицательного числа ч^® н а элемент у ( ^ Ф , £i<j£<^ 
<; t2 ~r sp, переводящую v в элемент 

и операцию суммы двух элементов Vi(t), t1^t^t2-\-Bpi, i — 1, 2, 

v1@v2 = v(t)ed>9 h < t < t2 + 8 (Pl + p2). 

Обозначения (g), 0 подчеркивают, что определяемые операции не 
совпадают с операциями умножения на число и сложения в векторном 
пространстве $г. 

Семейство Ф обладает следующими свойствами. Пусть заданы управ
ление v(t), t1<^t^t2-\-sp, неотрицательный параметр 8р,^>0, функция 
вида (2.21) 

S 

9g(y + s ^ 2 ai(y)N{) 
Л (у, v, ^) = d±^).f(y,v)=- ^ f(y, v) 

и начальное значение 
y(t1)=x(t1) + sbx1, (2.46) 

где 
S 

8xi = - 8 [ * 2 M y ( * i ) ) N i . (2.47) 

Тогда 
• 

h (У (h)) = g (x (O+eexx+sSji 2 «i (У (h)) Щ = g{* (*i)) = 0. (2.48) 
г = 1 

Равенство (2.47) эквивалентно (для малых е) равенству 
S 

8хх = — 8[х 2 «i (х (*i)) Nif (2.49) 
i = i 

так как, по условию [см. п. 3, А)], 

ai(y(t1)) = ai(x(t1)) = 0 
при & ф х (^) и 

fli(y(0) = fli(x(^i)) = l 
при С4 = х(^). 

По перечисленным параметрам 

г?, В, 8хь р, 8|х (2.50) 
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и по числу s > 0 однозначно определяется варьированная траектория 

у(*)==у(*; v, R, 8х17 р, 8[х, е), t± < £ < £2 + ер, (2.51) 

удовлетворяющая начальному условию (2.46); пара v(t), у (t) есть реше
ние системы (2.24) и потому траектория у (t), t±^t ^t2 + sp, ц е л и к о м 
л е ж и т в з а м к н у т о й о б л а с т и G [см. п. 3, А)]. 

Для конечной точки у (t2 + sp) имеет место представление 

У (*а + sp) - х (*2) + sS (г;, R, 8хь p, 8[x) + о (s), (2.52) 

где вектор 8, конструкция которого описана ниже, не зависит от е и 
лежит в Т (х (t2)) — касательной плоскости к границе g (х) = 0 в точке 
х(*2): 

8 (г;, Л, 8х ь р, 8[х)еГ(х(*2)). (2.53) 

Далее оказывается, что вектор 8 линеен относительно своих аргумен
тов в следующем смысле. Если 

— две варьированные траектории, a fi» T2 — неотрицательные числа, то 
управлению 

*> (0 = (Ti ® vi) © (Тг ® *>г), «1 < * < h + s (T1P1 + Т2Р2) = *2 + sp, 
и выписанному значению параметров 

•Я = # i © .Яг. S x = Ti5xi -т- T2S*2, P = TiPi + T2P2, 8(х = TfiSjX! + Y28|X2 

соответствует варьированная траектория 

У(0 = У(*'» tf» Л> 8х> Р> ¥> £)> ^ i < ^ < ^ 2 + sp? 

с конечным значением (2.52), где 
2 

8 (г;, R, 8x, p, 8jx) = 2 Т<*8 (г>а, Дх, Sxa, ра, 8(ха). (2.54) 
а = 1 

Из формул (2.53), (2.54) следует, что множество всевозможных век
торов вида 

х(*2) + 8(г>, R, 8х, р, 8(х) 
есть выпуклый конус К пространства X n + 1 с вершиной в точке х(£2), 
лежащий в Т (x(t2)): 

К = {х (t2) + 8 (г?, Д, 8х, р, 8ц)} с Г (х (*а)). (2.55) 

На свойствах этого конуса основаны доказательства теорем 1 и 2 
настоящей работы. 

В настоящем параграфе нам понадобится только подконус k e i f , 
который определяется тем условием, что начальное смещение варьиро
ванной траектории равно нулю: у(^1) = х(^1), т. е. 8х(£1) = 0: 

к = {x(t2) + 8 (г?, R, О, р, 8(х)}. (2.56) 

Из формулы (2.52) следует, что соответствующие концы у(£2 +
 £р) 

варьированных траекторий образуют те же конусы с точностью до о(е)в 

Так как к с К с Т (x(Z2)), то конусы к, К не более чем п-мерны. 
Поэтому внутренностью этих конусов будем называть их открытые ядра 
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по отношению к плоскости T(x(t2)), их внутренними лучами — лучи, 
содержащие внутренние точки. 

Так как некоторые конструкции, приводимые ниже, аналогичны кон
струкциям работы (6), то детально мы их описывать не будем. 

Пусть т — внутренняя точка отрезка £ i ^ O < ^ 2 * и пусть задано мно
жество из s отрезков длиной еа1? . . . , sos, где cs — неотрицательные числа, 
которые можно занумеровать таким образом, чтобы правый конец £-го 
отрезка совпадал с левым концом (i + 1)-го, i = 1, . . ., s — 1, а правый 
конец 5-го отрезка совпадал с т. В таком случае будем говорить, что 
заданное множество из s отрезков пристроено к точке т. 

Произвольное варьированное управление v(t), tx <J t <; t2 + sp, строится 
одновременно с соответствующей ему варьированной траекторией 

системы (2.24), коль скоро заданы параметры (2.50) траектории и пара
метры строящегося управления v (t)\ эти последние мы назовем опреде
ляющими точками, определяющими отрезками и определяющими значе
ниями управления v(t). Перейдем к их определению. 

Пусть т3 < . . . < ik — произвольные точки интервала tx < t < t2, отлич
ные от точек разрыва управления и (t). 

Назовем их определяющими точками строящегося управления. Пусть 
к точке т$, i = 1, . . ., /с, пристроена система из si отрезков Ii(XV длины 
которых равны saja., оц ~ 1, . . , si\ назовем эти отрезки определяющими 
отрезками строящегося управления, пристроенными к точке т$. Наконец, 
пусть Уш• — такие точки области О, что точка х (т*) неварьированной 
траектории регулярна относительно Цг;*а/, будем называть Vi4 определяю
щим значением] строящегося управления, соответствующим определяю
щему отрезку IiH. 

Через т1ос., ощ = 1, . . ., si, обозначим левый конец отрезка IiH и до
пустим для определенности, что 

Т11 < Т12 < - • • < *l8l < Т1 < Т21 < • • • < Т2 < . . • < Ч\ 
для симметрии формул введем еще обозначения 

хЩ+± = Т Ь £ = 1 , . . . , &. 

Приступим к построению функций г; (£), у (t), t1^t^t2-\-sp, no 
заданным параметрам управления v (t) и параметрам (2.50) траектории у (t). 

При помощи конструкции, использованной при доказательстве леммы 
1 (п. 3), по заданному начальному значению (2.46) строим на отрезке 
£ i ^ £ < ^ T i i решение системы (2.24): 

г? (*) = и (*) + s 8к (*) + о (е), „ 57) 
j(t)=x(t) + sbx(t) + o(e). 

Таким образом, 8х(£), £ i < ^ £ < ^ i i , является решением уравнения 
в вариациях (2.38): 

bx(t) = Pttl(ty)bx(t1). 

Точка у (т п ) регулярна относительно точки vlu ибо при s - > 0 
У (ти) - * х (тх). Следовательно, на отрезке т п <j; t <^ т12 (длиной ean) 
можно построить решение v±1(t), y n (t) системы (2.24), удовлетворяющее 
условиям: 
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a) ^и (0 — непрерывная дифференцируемая функция, равномерно 
стремящаяся к точке v1± при е —>0; 

b) Уп(тц) = у(^и), где функция y(t), ^ < * < т 1 1 , задана формулой 
(2.57) (см. замечание к определению регулярности, п. 1). 

Продолжим решение (2.57) на полуинтервал т п < £ < ; т 1 2 при помощи 
равенств 

v(t) = vn(t), у(*) = Уи(*)« 
Повторяя аналогичное построение на отрезках /12, . . ., /18l, мы опре

делим функции v(t), y(t) на отрезке t1^t^x1. На отрезок ^i^t^x12 
функции v(t), y(t) вновь продолжаются при помощи конструкции леммы 
1 с уже имеющимся начальным значением у(тх) для y(t) и т. д. вплоть 
до точки t2 + ер. 

Вблизи точки t2 варьированная траектория у (t) представляется в виде 

у(0 = х(0 + е5х(0 + о(е) 

и лежит на границе области G, так как, по условию, объединение за
мыканий окрестностей Оц не содержит точки x(t2) и потому вблизи 
точки U 

Л (у (0, sblL) = g(y(t)) = 0. (2.58) 

Совершенно так же, как это сделано в работе (6), доказывается фор
мула 

у (*2 + sp; v, Rf 8хь р, 8(х, е) = х (t2) + е8 (г;, Л, 8х1? р, 8jx) + о (е), (2.59) 
где вектор 5 не зависит от е и 

8 = 8 (v, R, 8хь р, 8[х) - PWl(6jx) 8Xl + pf (x (t2), и (t2)) + 
к s3 

13=1 а = 1 

Кроме того, из (2.58) следует, что 
8(г>, Л, 8хь р, 8 ^ ) б Г ( х у , (2.61) 

где Т (х (£2)) — касательная плоскость к границе g (х) = 0 в точке х (t2) 
Если ^ ^ 0 , то произведение т (R) г; числа -у на управление v(t),t1^ 

<^ £ <J £2 +
 sp> строится одновременно с варьированной траекторией 

у(*; т ® ^ л , т8хь ТР> т¥>£) 
на отрезке ^ <^ t <; г2 -f STP указанным выше способом, где определяющие 
точки управления ч ®v совпадают с определяющими точками т* управле
ния v, количество определяющих отрезков 1щ управления 4®v> пристроен
ных к Ti:, сохраняется прежним, но длина каждого из них умножается на у: 

длина JiH = syaia., at = 1, . . . , $ь 

соответствующие определяющие значения не изменяются—отрезку /*« 
соответствует значение riaf. Равенство (2.47) для новых параметров 
остается справедливым: 

S S 

Т8хх - - ^ 2 «г (X (*i) + ©T8xl) Ni = — Т¥ 2 a i (X ^ Ni> 

г = 1 г = 1 
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Из формулы (2.60) непосредственно следует: 

Ь (т (х) v, i?, Tf8xb тр, т ¥ ) = Т5 (*>» R> 8 х ъ р, 8[х). (2.62) 

Сумма г7 = г;х 0 v2 двух варьированных управлений 

г>г(0. * 1 < * < * 2 + ерь г = 1,2, 

которым соответствуют варьированные траектории 

Уг (t\ vu Ri, 8xi, pi, 8[^), ^ < t < £2 + epi, г = 1, 2, 

строится на отрезке £х <С t <^ £2 +
 г (pi + Рг) одновременно с соответствую

щей варьированной траекторией 

У (*; г?! © г;2, Rx © i?2, 8хх + 8х2, P l + p2, 8fxx + 8[х2, е) 

указанным выше стандартным способом, где определяющие точки управ
ления v± © v2 получаются объединением всех определяющих точек сла
гаемых управлений; к каждой полученной таким образом определяющей 
точке т управления vx © v2 пристраиваются б е з и з м е н е н и я д л и н 
все определяющие отрезки, пристроенные к т в слагаемых управлениях, 
и, наконец, каждому определяющему отрезку суммарного управления, 
взятому из слагаемого управления vt, приписывается то же определяющее 
значение, что и в слагаемом v\. 

Равенство (2.47) для новых параметров выполняется (см. определение 
функций h±®h2, R±(BR2 и формулы (2.20), (2.23)). 

Принимая во внимание (2.60) и (2.39), легко получим формулу 

5 {ь\ © v2, R± © R2, 8хх + 8х2, P l + р2, 8(Х! + 8(х2) = 

2 

= 2 5 ( ^ ***,8Xa' Pa> 8tX a)» 
a = l 

которая, вместе с формулой (2.62), дает (2.54). Таким образом, конусы 
К, к построены. 

Включение 
#сГ(х(г2)) 

следует из (2.61). 
Отметим, что определенные перечисленными условиями управления 

Т ® v> vi® v2 заданы с точностью до порядка, в котором определяющие 
отрезки пристроены к определяющей точке. Однако этот порядок, как 
легко видеть, не влияет на величину вектора (2.60), и, следовательно, 
конусы К, к определены однозначно. 

5. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Предположим, что управление 
u(t) и регулярная траектория х(£), £х<^ t ^ /2, оптимальны. 

Обозначим через S луч, выходящий из точки х (t2) и направленный 
вдоль отрицательной оси х°; очевидно, S с Т (х (t2)). 

ЛЕММА 2. Луч S не является внутренним лучом конуса к. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что S — внутренний луч для к. Тогда 

очевидно, можно выбрать п варьированных траекторий 

Уг (t), tx < t < t2
 L SpU l =r 1 , . . . , П, 
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имеющих нулевые начальные отклонения у* (£х) = х (t±)f таким образом, 
чтобы соответствующие векторы Si, i = 1,. . . , п, определенные формулой 
(2.52), порождали n-мерный конус с вершиной в точке х(£2), содержащий 
луч S внутри себя — конус 

{x(*2) + Ti*i + . . . + T n 8 n } , (2.63) 
где i f i > 0 -

Из построений п. 4 следует существование такого (п + ^-параметри
ческого семейства варьированных траекторий 

У (*; Ть • • •, Tn, e), h < г < t2 + sp (YI, . . . , Tn), 

непрерывно зависящих от параметров s, ^i, • • . , Tn и определенных при 

0 < s < s b 0 < T i < T * , г = 1 , . . . , л , 

что траектории семейства удовлетворяют начальным условиям 

У (*1*> Tl» • • • » Tn, В) = X (t±) ДЛЯ ЛЮбыХ S, «уг 

и конечным условиям 
п 

У (*а + sp; Ть . • . , Тп, е) = х (*2) + г 2 ?а 8 а + ° Ф" ( 2 - 6 4 ) 

По построению, параллелепипед 

П = | х ( « 2 ) + 2 Та 8 а } , 0 < Т г < Т * > * = 1, . . . , И , 
а=1 

содержит внутри себя часть луча S. 
Пусть 0 — некоторая проекция окрестности точки х (t2) (относитель

но XnJrl) на плоскость Т (x(t2)). Мы можем предполагать, что эта окре
стность содержит все точки (2.64), так как числа е ь 7* можно выбрать 
сколь угодно малыми. 

Очевидно, 

еУ (h + sp; Ть • • • > Тп, е) = 6 (х (t2) + s 2 Та^а + о (е)) = 
a = l 

п п 
- 9 ( Х (t2) + S ^ TaSa) + О (S) = X (*а) + S ^ Ta^a + О (s ) , 

a = l a = l 

так как для любой точки у £ Г (х (£2)) 

бу = у. 

Непрерывное отображение Г (у, s) = Г (TI, . . . , Tn? s) определим равен 
ствами: 

Г ( т 1 . . . . , Т » , в ) ^ х ( ^ ) + е У ^ + е Р ; / ' £ ) - х ^ = 

- х (*2) + | ] ;т„ sa + ̂  при s > о, 
a = l 

Г ( Т Ь - . . . Т » . 0 ) = х ( г а ) + | ) Та Sa-
а=1 
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Пусть (— т], 0, . . . , 0), 7] > 0,— произвольная внутренняя точка луча S, 
содержащаяся внутри П; она покрывается образом куба 0 < ^ г ^ Т * > 
z = l , . . . , 7 i , при отображении Г (^, 0) с индексом 1. Следовательно, 
уравнение относительно тч» О^СТг^Т*' * = 1? . . • » и» 

Г (Ть . . . , Т«> е) — х (*2) = ( - 7], 0, . . . , 0) 

при достаточно малых s имеет хотя бы одно решение. При s > 0 послед
нее равенство эквивалентно равенству 

6у (t2 + sp; т , е) = х (t2) + s ( - 7], 0, . . . , 0). 

Точка, стоящая в правой части равенства, принадлежит одновре
менно и границе g(x) = 0, и касательной плоскости T(x(t2)), следова
тельно, имеет место равенство 

Ь {h + sp; т> £) = У (*2 + £р; Т' £) = х (^) + s (— т), 0, . . . , 0), 

которое противоречит допущению об оптимальности траектории x(t2). 
ЛЕММА 3. Существует непрерывное решение 

Ф(0 = (Фо(*)>- • »Фп(0). * i < * < * 2 , 
уравнения 

ф = _ ^г(ж(о.»(0) + A (0 a P (»w,u ( t ) ) j ф (265) 

такое, что в каждой точке непрерывности управления и (/) выполняется 
условие максимума 

Н (ф (0, х (0, и (*)) = т (ф (0, х (0), (2.66) 

т(ф(*2) ,х(*2)) = 0, (2.67) 

w, кроме того, удовлетворяются следующие условия: 
a) ф0 (t) = const <; 0, 
b) вектор ф (^i) we коллинеарен вектору gradg(x(^)) , 
c) б точках дифференцируемости кусочно-гладкой скалярной функции, 

\(t) = — ф(*)-Л(£), t l ^ t ^ t 2 , вектор 

^ ) g r a d g ( x ( 0 ) 

направлен внутрь области G или обрагцается в нуль. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . На основании леммы 2, через вершину x(t2) 

конуса k cz Т (x(t2)) можно провести опорную (п — 1)-мерную плоскость к к 
лежащую в T(x(t2)) и отделяющую конус к от луча S. Вектор, ортого
нальный к этой плоскости, лежащий в T(x(t2)) и направленный в сто
рону луча S, обозначим через / = (у0, . . . , уп). Мы имеем: 

Х ( - 1 , 0 , . . . , 0 ) = - Х о > 0 , 

т. е. Х о ^ О . Так как х лежит в Т (x(t2)), то векторы 

Х) grad£(x(i2)) (2.68) 
независимы. 

Вектор S, соответствующий по формуле (2.52) произвольной варьиро
ванной траектории у (г) с начальным условием y(t1) = x(t1), удовлетвс* 
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ряет неравенству 
Х- 5<0. (2.69) 

Искомая функция ^(t), h^t^t2y определяется как решение уравне
ния (2.65), удовлетворяющее краевому условию 

Ф('2) = Х- (2.70) 
В самом деле, пусть в некоторой точке непрерывности т управле

ния и (t) 
Я(ф(т) ,х(т) , В (т) )<т(ф(т) ,х(т)) , 

другими словами, существует такая точка г;хбО, относительно которой 
точка х(т) регулярна и 

Я (ф(т), х(т), Vl) > #(ф(т), х(т), В(т)). (2.71} 

Построим решение v(t), у(t), t1<^t^t2, системы (2.24), задав в качестве 
параметров управления v единственный определяющий отрезок длиной е, 
пристроенный к единственной определяющей точке т, и определяющее 
значение уг; параметры траектории y(t) задаются строкой 

R = р(х, и), 6х = 0, р = 8[х = 0. 

Из (2.60) следует, что вектор 8 для этой траектории имеет вид: 

8 = / > ^ ( 0 ) [ f ( x ( T ) , » 1 ) - f ( x ( T ) f B ( x ) ) ] . 

Следовательно, из (2.42) получаем: 

X • S = ф (*„) • Pt„ (0) [f (х (х), Vl) - f (х (х), и (х))] = 
= ф(т) • [f (х (т), РО - f (х (х), в (х))] < 0, 

что противоречит неравенству (2.71). 
Для доказательства формулы (2.67) построим варьированную траек

торию 
У(0» h<t^t2 + sp, 

с параметрами R = р(х, и), 8х = 0, 6|л = 0, р, соответствующую варьиро
ванному управлению 

v (t) == гг (*), ^ < £ < t2 + sp. 

Вектор 3 для этой траектории имеет вид 
8=pf(x(*2), в(*2)). 

Из неравенства 
X-pf(x(«2), в(*2))<0 

и равенств (2.66), (2.70) следует (2.67). 
Условие а) леммы 3 следует из неравенства %0<^0 и из независи

мости правой части уравнения (2.65) от х°. 
Условие Ь) следует из независимости векторов (2.68). 
Докажем условие с). Пусть г? (t), у (*), * i < t < t2, — решение системы 

(2.24), полученное конструкцией п. 3 (лемма 1) и удовлетворяющее на
чальному значению 

y(t1)=x(t1). 
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Тогда v (t) есть варьированное управление (в смысле п.4) без опре
деляющих точек, а у (t) = у (t\ v, Я, О, 0, 8;л, s) — соответствующая варьи
рованная траектория, отвечающая параметрам Я, 8х = 0, р = 0, 8[х. Из фор
мул (2.60), (2.43) следует, что 

5 (v, R, 0, 0, 8(х) = S = Pt2tl (8ц) 0 = 6а 2 <Р«&) J Ф" (0 ' Л (О ^ Л -

П ' 2 

Х . S = 8 ^ ф(*а) • ?«(*,) $ф«(*) • Л(0§£Л 

Формулы (2.70), (2.69) дают: 

= Цф(О.Л(о^л = -Цх(*)^л<о. 

Подставив сюда выражение для ^ из (2.44), получим (8а^>0): 

W<>,4SH<>(^-N.)]>O-
Интегрируя по частям и принимая во внимание равенства 

т (х (*х)) = а{ (х (*2)) = 0 

(ибо в случае 8хх = 0 ни одна из окрестностей 0^v участвующих в опре
делении функции R, не содержит точек х(^), х(£2))» получим: 

&3««»№а-я')*<0-
«! 1 = 1 

Так как точки ^ можно выбирать на траектории x(t) произвольно, лишь 
бы они не совпадали с ее концами, и так как окрестности Оц сколь 
угодно малы и функции а% x(t) неотрицательны, то из последнего неравенства 
следует неравенство 

dt ^ ' 

которое в рассматриваемом случае равносильно условию с), ибо вектор 
grad g (x (t)) служит внешней нормалью для области G. 

Для завершения доказательства теоремы 1 надо, во-первых, устано
вить, что функция X (t) — — d» (t) • Л (t) удовлетворяет соотношению (2.13): 

ая(+(о,.(1),и(о) = х ( 0 ^(х (о ,» (о ) + 2 Va(0»g«fr<'». f (2.72) 
а = 1 

во-вторых, доказать равенство 

Я (ф (i), x (*), u ( i - 0 ) ) = m (*(*),*(*)) 
в точках разрыва управления и, наконец, установить постоянство функ
ции] Я (t) = 11 (& (£), x (£), и (£)) на отрезке tx <; £ <; t2: 

Н (t) - Я (ф (0, х (0, и (0) = т (ф (*), х (0) - const, * г < t < *2, 
3 Извесптя АН СССР, серия математическая, № 3 
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где в точках разрыва управления, согласно принятому условию, 
H(t) = H(t — 0). 

Для доказательства равенства (2.72) заметим, что координаты вектора 
A(t) — (Х°(£), . . . , Хп(0) удовлетворяют уравнениям (2.35): 

dp{x(t),u(t)) , . ()dP(x(t),u(t)) л у jj () дЬ (и (*)) = 0 

(/ = 0 , . . . , и , а = 1, . . . , s + 1). 

Свертывая эти уравнения с ф;-(£), / = 0, . . . , га, по индексу / , получим 
5 + 1 равенств 

0Я(ф(*),х (*),«*(*)) = () dp(x(t),u(t)) , ^ ( t )
 дЬ (и (*» 

Э = 1 

из которых функция X (г) определяется однозначно (одновременно с функ
циями vp(*), p = 1, . . . ,s). 

С другой стороны, 

#(ф(0,х(*), и(0) = т(ф(о,х(0), 
и, по правилу множителей Лагранжа, 

dH(<b(t),x(t),u(t)) __ ч л dp(x(t),u(t)) * * dqa (и (t)) 
ди ~ К (1> 0и "Г" Z Va ди 

a = l 
следовательно, 

Х(*) = Х*(*), v e (0 = v;(i), a = l , . . . , s . 

Докажем теперь равенство 
Я (ф (г), х (0, u(t-0)) = m (ф («), х (0) 

в точках разрыва управления и (t). 
Функция # ( ф (£), х(£), и) непрерывна по t при фиксированном и. 

Пусть т — точка разрыва управления и (t). По условию, и (т) = и (т — 0) 
и точка х(т) регулярна относительно точек и ( т ± 0 ) . Значит, если 

Я ( ф ( т ) , х ( т ) , В ( т ) ) < т о ( ф ( т ) , х ( т ) ) , 

то найдется такая точка и ^ Й ( Х ( Т ) ) , что 

Я ( ф ( т ) , х ( т ) , В ( т ) ) < Я ( ф ( т ) , х ( т ) , Ml)-
Функция и(£) непрерывна в точке т слева, следовательно, для любой 
достаточно близкой к т точки £ < т мы имеем: 

я(ф(о, х(о, и(0)< я(ф(о, х(t), щ). 
Так как точка t близка к т и ггх £а)(х(т)), то ггх £ ш(х(£)), и потому 
последнее неравенство дает: 

Н (ф (0, х (0, гг (0) < Я (ф (0, х (0, и0 < т (ф (0, х (0), 

что противоречит лемме 3. 
Для доказательства постоянства функции Н (t) = т (ф (t), x(t)) уста

новим сначала ее непрерывность Для этого достаточно показать, что 
в каждой точке разрыва управления т 

Я (ф (т), х (т), и (т - 0» = Я (ф (т), х (т), и (х + 0)). 
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Пусть £ > т — близкая к т точка; тогда 

Я(ф(0,х(о,м(т-о))<Я(ф(0,х(о,м(0) = ^(Ф(0.х(0), 
так как точка х (t) регулярна относительно точки и (т — 0). Следовательно, 

Я (ф (т), х (т), и (т - 0)) < Я (ф (т), х (т), и (т + 0)). 

Аналогично доказывается противоположное неравенство. 
Покажем, что функция Я (£) постоянна на каждом интервале одно

временной дифференцируемости функций ф (t), х(£), и (t). В самом деле, 

а = 1 

а=1 а = 1 

что и требовалось доказать. 
6. О б о б щ е н и я . В этом пункте мы приведем несколько очевидных 

обобщений теоремы 1. Мы ограничимся формулировкой результатов, так 
как их доказательства лишь незначительно отличаются от доказатель
ства теоремы 1. 

При доказательстве теоремы 1 решающую роль играла зависимость 
между х, и, заданная уравнением 

р (х, и) —-- 0. 
Вид функции 

был использован лишь при доказательстве условий Ь) — с) теоремы 1 
Беглый анализ доказательства убеждает нас в справедливости нижесле
дующей теоремы 1,а. 

Пусть заданы т непрерывно дифференцируемых функций JD*(X, и), 
i = 1, . . . , т, не зависящих от координаты х°. Регулярная относительно 
точки и0 £ £2 точка х, удовлетворяющая системе 

рх (х, щ) = . . . = рт (х, и0) == 0„ 

определяется так же, как и прежде, только в данном случае вместо 
независимости векторов (2.9) надо потребовать независимость векторов 

дрг (х, и0) дрт (х, ц0) dqi (Цо) dqs (uQ) 
ди ' * ' " ' дм 1 дм ' * ' * ' ди 

ТЕОРЕМА 1, а. Пусть u(t), t 1 ^ t ^ t 2 , — оптимальное управление, 
a x(t)— соответствующая регулярная оптимальная траектория уравнения 
(1.5), удовлетворяющая на отрезке t1^t^t2l системе уравнений: 

p1(x(t),u(t)) = ...=pm{x(t),u(t)) = 0. .(2.73) 

Тогда существует такая ненулевая непрерывная ковариантная вектор-
функция ф (t) = (ф0 (£), . . . , фп (*)), ^ < £ < *2, **гао на отрезке ix < £ < J2 

3* 
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удовлетворяется система уравнений 
x = f ( x , B ) = ^ ; , 

9 - й + 2J Х* fe 
а = 1 

и выполняется условие максимума 
H(Q(t),x(t),u(t)) = m($(t),x(t)), 

причем 
те(ф(*),х(*))=0; 

кусочно-гладкие функции Xj(Y), i = I,. .. ,т, tx ^ t ^t2,~определяются из 
условия максимума как множители Лагранжа в формуле 

дН (», х, и) _ ™; fy, (х, и) » 3?а (и) 
= 2^-^r^+2 v« ди ZJ а 5и ' ZJ а ди ' 

. а = 1 а = 1 
а координата 

ф0(£) = const ^ 0 . 

К сформулированной теореме легко сводится решение оптимальной 
задачи, в которой вместо равенств (2.73) фигурируют неравенства 

/?х(х, гг)<0, . . . ,рт(х, и ) < 0 . (2.74) 

В самом деле, введя /гг дополнительных скалярных управляющих 
параметров V{, i — 1 , , . . , т, удовлетворяющих неравенствам Vi ]> 0, и рас
сматривая вместо неравенств (2.74) равенства 

Pi (х, и) + г?х = . . . = рт (х, и) + г;ж = 0, 
мы придем к условиям теоремы 1,а. 

Наконец, отметим, что теорема 1 непосредственно обобщает ся на тот 
случай, когда область G задана вблизи границы несколькими, например 
двумя, неравенствами 

& ( х ) < 0 , ft(x)<0, 
а регулярная Оптимальная траектория лежит на (п — 2)-мерном чфебре», 
заданном уравнениями 

g1(x) = g2(x)^0; 
при этом, естественно, предполагается, что гиперповерхности 

Si(x) = 0, ft(x) = 0 
находятся в общем положении вдоль траектории, т. е. что векторы 
dgi (x) dgi (х) ' ? V независимы, дх дх 

§ 3, Условие скачка 
Оптимальная траектория, лежащая в замкнутой области G, частично 

может лежать в открытом ядре области G, частично — на границе области. 
Для того чтобы однозначно проследить такую траекторию, недостаточно 
принципа максимума и теоремы 1. В самом деле, принцип максимума 
дает полную систему необходимых условий, которым удовлетворяет всякий 
участок оптимальной траектории, целиком лежащий в открытом ядре 
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области G, а теорема 1 дает необходимые условия, которым удовле 
творяют участки, целиком лежащие на границе области G. Недостает еще 
условия сопряжения, которому удовлетворяет всякая пара примыкающих 
друг к ДРУГУ участков оптимальной траектории, один из которых лежит 
в открытом ядре области G, |а другой — на ее границе. Это условие мы 
называем условием скачка для ковариантной векторной функции ф(£), 
которая в момент перехода с одного участка на другой может терпеть 
разрыв (см. формулировку теоремы 2). 

В п.1 для удобства ссылок сформулирован принцип максимума и 
доказана одна вспомогательная лемма. В п. 2 приведены основные опреде 
ления, в п. 3 сформулирована и доказана теорема 2 — условие скачка 

1. П р и н ц и п м а к с и м у м а . Пусть x(t)lt1^t^t2i—оптимальная 
траектория уравнения (1.5), целиком лежащая вш открытом ядре области 
G, а и (J), t1<^t<^t2j—соответствующее оптимальное управление. Тогда 
найдется такая непрерывная ненулевая функция ф (t) = (ф0(0> • • •»<М*))> 
t1^t^t2l что на отрезке t 1 ^ t ^ t 2 будут выполняться неравенство 

ф0 (t) = const <; О 
и система уравнений 

£ / \ дН (ф, х, и) /п л \ 
х = f (х, в) = ^ ф , (3.1) 

; di (х, и) , дН (ф, х, и) , 0 о ч 

н (ф (о, х (о, и (0) - м (ф (о, х (0) = о, (З.з) 

где величина М(ф, х) определена формулой (2.2). 
Принцип максимума справедлив и в том случае, когда один из концов 

х (^ ) , х(£2) траектории или оба конца лежат на границе g(x) = 0. Пусть, 
например, граните принадлежит только начало траектории х (^) . Тогда 
участок траектории x(t) при [^ + 6<^£<^j2 , 6 ^ 0 , лежит в открытом 
ядре области G и, следовательно, существует функция фе(0» h + ®^t^h, 
удовлетворяющая на отрезке £i + Q < ^ < ^ 2 требованиям принципа мак
симума. Для семейства функций фо(0 при 6—>0 существует предельная 
функция § (t), ti^t^tz, которая и будет искомой. 

Подробное доказательство принципа максимума изложено в работе (6). 
Основную роль в этом доказательстве играет конструкция переноса вдоль 
оптимальной траектории x(t), t1^t^t2, при помощи уравнения в вариа
циях 

^ = й ( х ( 0 , " ( 0 ) 8 х (3.4) 

для уравнения (3.1) и построение варьированных управлений v* (t) и варьи
рованных траекторий у* (t), мало отличающихся от оптимального управ
ления и (t) и оптимальной траектории х(£). 

Если фундаментальную систему решений уравнения (3.4) обозначить 
через 

?;(о,•••.?;(о. h<t<h, 



346 Р. В. ГАМКРЕЛИДЗЕ 

то вектор 
8*х(*1) = 2 ?;(*i)sv^), 

заданный в точке ^(^) , после перенесения вдоль траектории в точку x(t) 
при помощи уравнения (3.4) перейдет в вектор 

a=0 

Конструкции § 2 являются усложнением аналогичных конструкций 
для рассматриваемого случая, так как в § 2, кроме выполнения уравнения 
(1.5), нам еще требовалось выполнение уравнения 

Я (у, v, sSrx) = 0. 

Если отбросить это последнее уравнение, то система (2.24) превра
щается в одно уравнение (3.1), а уравнение в вариациях (2.38) для 
системы (2.24) заменяется уравнением в вариациях (3.4). 

В соответствии с этим вместо конусов (2.55), (2.56) мы получим 
конусы (3.5), (3.6) с вершиной в точке x(t2): 

# * = { х ( * 2 ) + 8 > * , 8* х, р*)}, (3.5) 
к' = {х(*2) + 8 > ' , 0, р*)}, (3.6) 

где вектор Ь* определяется формулой (3.7), аналогичной формуле (2.60): 
к Н 

Г = % Р*ич [ ^ «Я.* (f (x (ti), vl4) - f (x (т.), и (т4)))] + 
г=1 a . = l 

г 
n 

+ 2 ?; (h) 8V (*i) + P* f (x (ta), и (*2)). (3.7) 
a=o 

В доказательстве принципа максимума участвует лишь конус к*, со
ответствующий нулевым начальным отклонениям. Конус К* понадобится 
в п. 3. 

В заключение этого пункта докажем одну простую лемму, которая 
нам понадобится в п. 3. 

ЛЕММА. Пусть x(t), t1^:t <^t2i—траектория уравнения (1.5), ле
жащая в замкнутой области G и соответствующая некоторому допусти
мому управлению, и пусть х(£3) — единственная точка траектории, лежа
щая на границе g (х) = 0 области G. Если вектор 6х (t±) не касается 
границы g (х) = 0 в точке х (^) и направлен внутрь области G, то варь
ированная траектория y(t), ti^t^t2, с начальным значением y(£i)~ 
= х (t±) -f- s 8x (t±) целиком лежит в открытом ядре области G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы имеем: 

y(t) = х ( 0 + s8x(i) + 0(8), ^ ^ • Sxfc) = a < 0. 

Следовательно, при достаточно малых s > 0 величина 

g(y(t))=g(x(0) + 8 ^ ^ . 8 x ( t ) + 0(8)f * !<«<«„ 



ОПТИМАЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ 347 

отрицательна. В самом деле, для значений t, близких к t±, это следует 
из неравенств 

g ( x ( * ) ) < 0 , а < 0 . 
Для значений t, удаленных от t±, величина \g(x(t))\ много больше ве
личины 

| е ^ » . & ( 0 + о(е)|, 
в то время как 

g ( x ( * ) ) < 0 . 

2. О с н о в н ы е о п р е д е л е н и я . Пусть u(t), t1<^t^st2,— допусти
мое управление, a x(t) — соответствующая траектория (не обязательно 
оптимальная) уравнения (1.5), целиком лежащая в замкнутой области G. 
Некоторые участки траектории могут лежать на границе области Gr 

некоторые — внутри области, т. е. в открытом ядре области G. 
Точку х (т) траектории, лежащую на границе области G, назовем 

точкой стыка, если t± < т < 1г и существует такое а > О, что хотя бы 
один из участков траектории х (t) при т — а < t < т или при т < t < т + а 
лежит в открытом ядре области G. В дальнейшем, для определенности, 
будем всегда считать, что внутри области G лежит участок траектории 
при т — а < t < т. Время т назовем моментом стыка. 

Мы будем рассматривать траектории с конечным числом точек стыка, 
не оговаривая этого особо. 

Траекторию х(£), t 1 ^ t ^ t 2 , целиком лежащую в замкнутой области 
G, назовем регулярной, если регулярен всякий ее участок, лежащий на 
границе g(x) = 0 области G (см. § 2, п. 1). 

Предположим, что u(t), t±<^t <^t2,— оптимальное управление, a x(t), 
fI <C t ^ t2i — соответствующая оптимальная регулярная траектория 
уравнения (1.5), лежащая целиком в области G. 

Пусть х(т) — точка стыка траектории х(£), £ i ^ £ < ^ 2 « Обозначим 
через тх < х < т2, максимальный интервал отрезка £ i ^ O < ^ 2 , содержа
щий единственный момент стыка т. 

Таким образом, участок траектории х (t) при тх < t < т лежит в 
открытом ядре области G\ что же касается участка при т < t < т2, то 
он либо целиком лежит на границе g (х) = 0, либо также принадлежит 
открытому ядру области G, и тогда х (т) — единственная точка участка 
х(0> Ti < т < т27 лежащая на границе области G. 

Следовательно, участок х(£), т х ^ £ < ^ т , удовлетворяет принципу 
максимума. Соответствующая этому участку ненулевая функция 

Ф~(0=(ФЛ0, • . - Фп(0). *i<*<*. (3.8) 
непрерывна и удовлетворяет системе (3.1) — (3.3). Участок х(£), т<^£ <^2» 
удовлетворяет либо требованиям теоремы 1 (если он лежит на границе 
g (x) = 0), либо принципу максимума (если он лежит внутри области G). 
Соответствующая непрерывная ненулевая функция 

Ф+ (0 = (Фо+ (0 ФЙ" (0)> * < * < ч, (3.9) 
удовлетворяет либо системе (2.14) — (2.16) и условиям а) — с) теоремы 
1, либо системе (3.1) — (3.3). 
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Мы будем говорить, что в точке стыка х(т) оптимальной регулярной 
траектории х(£), t1<^t<^t2, целиком лежащей в замкнутой области G, 
выполняется условие скачка, если существует такой участок x(t), 
Ti^t<^x2, траектории, что тх < t < т2 является максимальным интер
валом отрезка t1<^t^t2, содержащим единственный момент стыка т, м 
если для участков x(t), ч ^ ^ г ^ т , х(£), т<;г<Ст2, определенные выше 
функции (3.8), (3.9) можно подобрать таким образом, чтобы выполнялось 
одно из следующих двух (не сдвместных между собой) условий: 

Г (т) = ф-(т) + ixgradg(x(x)), (3.10) 
<iT(T)H>gradg(x(T)) = 0, [хфО, (3.11) 

где [х — действительное число. Если участок х(£), т < ^ < > 2 , лежит на 
границе g (х) = 0, то условие (3.10) эквивалентно условию 

Ф+(*) = Г(*). 
так как начальное значение ф+(т) функции ф+(£), ^ < J £ ^ T 2 , МОЖНО из
менять на произвольный вектор вида [х grad g (x (т)) (см. замечание 4 
к теореме 1). 

3. ТЕОРЕМА 2 (условие скачка). Пусть регулярная оптимальная 
траектория уравнения (1.5), лежащая в замкнутой области G, содержит 
конечное число точек стыка. Тогда в каждой точке стыка выполняется 
условие скачка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и (t), tx <^ t <^ t2,— оптимальное управле
ние, х (t) — соответствующая оптимальная траектория, х (т) — точка 
стыка, тх < t < т2 — максимальный интервал, содержащий единственный 
момент стыка т. Для определенности считаем, что участок х(£), тх<^<т, 
принадлежит открытому ядру области G, а участок х(£), т<^г<Ст2, 
лежит на границе g (х) = 0. Точка х (тх) может лежать как внутри об
ласти G, так и на ее границе. Мы предположим сначала, что х(тх) лежит 
внутри G; в этом случае, очевидно, тх = t±. 

Введем уравнение 
х* = — f(x*, и*) (3.12) 

и будем рассматривать его решения на отрезке 0 < ^ < ^ т — тх + ер*, где 
р*— любое действительное число, е — положительная бесконечно малая 
величина. Очевидно, решением уравнения (3.12) являются функции 

и* (*) = в (т — *), х* (t) = х (т — t), 0 < t < т — тх + ер*. (3.13) 

Обозначим через К* конус (3.5) с вершиной в точке х ^ ^ х * ^ — т2), 
построенный при помощи траектории (3.13) уравнения (3.12). Через 
К обозначим конус (2.55) с вершиной в точке х(т2), построенный 
при помощи регулярного участка оптимальной траектории х(£), i<^t^-z2. 
Конус К лежит в касательной плоскости Т (х (т2)) к границе g (х) = 0 
в точке х(т2). 

Конус К* образован векторами 
х(та) + 5 > * , 8'х (0), р*), (3-14) 

где S* определяется формулой (3.7). Конус К образован векторами 
х(та) + 8(», В, 6х(т), р, 8{х), (3.15) 
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где 5 определяется формулой (2.60). Векторы 8*х(0), 8х(т) удовлетво
ряют условиям: 

либо 5*х (0) - 0, либо grad g (х (т)). 8*х (0)< 0, 
(3.16) 

либо бх (т) = 0, либо grad g (х (т)) • 6х (т) < 0. 
Другими словами, начальные смещения s6*x (0), s5x (т) либо равны 

нулю, либо не касаются границы g(x) = 0 и направлены внутрь 
области G. 

В нижеследующей конструкции векторы 8*х(0), 8х(т), входящие в вы
ражения (3.14), (3.15), равны между собой: 

8*х(0) = 8х(т). (3.17) 
Каждому набору параметров 

г;*, 8*х(0), р*, v, R, 8х(т), р, 8ц (3.18) 
соответствует пара точек — концов соответствующих варьированных тра
екторий 

y * ( T _ T l + sp*) = x(T l) + S* + o(e), 
(3.19) 

У (ta + ер) = х (т2) + 5 + о (в). 
Легко видеть (см. аналогичное рассуждение в § 2), что при всех допу
стимых изменениях параметров (3.18) и соблюдении условия (3.17) пары 

(х(ч)+Г, х(т2) + 8) 
образуют выпуклый конус L, лежащий в прямом произведении 
Хп+1-Хп+1, с вершиной в точке (х(тх), х(т2)): 

L = {(х (т2), х (т2)) + (Г, S)}, (8*х (0) = 8х (т)). (3.20) 
Пары соответствующих концов (3,19) образуют тот же конус L с точ
ностью до о (е). 

Далее, ясно, что L есть подконус конуса К*>К — прямого произве
дения конусов К*, К. Так как К с Т (х(т2)), то 

L c F . T ( x ( t 2 ) ) . (3.21) 
Наконец, очевидны и следующие включения: 

L =э к*-х(т2), Lz> хСс^.к, (3.22) 

где подконусы к* с К*у к с К определены в п. 1 и в § 2, п. 4. 
Обозначим через S луч, выходящий из х(т2) и направленный вдоль 

отрицательной оси ж0. Покажем, что луч x^^-S, лежащий в прямом 
произведении К*>Т (х(т2)), не является внутренним лучом конуса L. 

Допустим обратное. Тогда совершенно так же, как в § 2, для любого 
достаточно малого е > 0 можно доказать существование такого допустимого 
набора параметров [(3.18), удовлетворяющих условию (3.17), для которого 
пара концов (3.19) соответствующих варьированных траекторий 

у*(0, 0 < ^ < т - т 1 + ер*, у (*), т < * < т 2 + ер, (3.23) 

лежит на луче х ^ ) . ^ и не совпадает с его началом (х(тх), х(т2)): 
У*(^—^Н-ер*) = х(т1), у(та + ер) = х(т2) + 7)(—1, 0 , . . . , 0), 7] > 0. 

(3.24) 
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Из условий (3.16), леммы п. 1 и сделанного предположения о том, 
что точка х(тх) — внутренняя для G, следует, что при достаточно малом 
е > 0 траектория у*(£), 0 < ^ < ; т — тх + sp*, целиком лежит в G; траек
тория же у(£), х^t ^х2 -{- sp, лежит в G по построению (см. §2). 

Определим допустимое управление u(t), х1— sp* ^ t ^ т2 -f- sp, и со
ответствующую траекторию х(£), хг— sp* <^ t <С т2 -f sp, уравнения (1.5) 
формулами: 

и (t) — v* (х — t), х (t) = у* (т — t) при хг — sp* <^ t < ; т, 

и (t) = v (t), х (f) = у (t) при x < £ < т2 + sp, 

где у*(£), У(0 — варьированные траектории (3.23), v* (t), v (t) — соответ
ствующие им управления. Очевидно, функции и (t), х(£), хх — sp*<^£<C 
<^x2-\-sp, удовлетворяют уравнению (1.5), и, в силу условия (3.17), 
траектория x(t), х± — sp* <^£ < ; т2 + sp, непрерывна в точке х и, следова
тельно, на всем отрезке х± — sp* <; t <i x2 -j» sp. Кроме того, согласно 
(3.24), имеем: 

х (тх — ер*) = х (TJ), х (т2 + sp) = (ofi (т2) — 7j, ж1 (т2), . . . , хп (т2)), 7) > 0. 

Но эти неравенства противоречат тому факту, что участок х(£), т ^ ^ т з , 
оптимальной траектории x(t), £ i<j£<^ 2 » также оптимален. 

Итак, луч х(т х ) -^ не является внутренним лучом для конуса L. 
Из включения (3,21) следует, что 

d i m L < 2 n + l . 

Следовательно, существует опорная 2п-мерная плоскость к L в вершине 
(х (тх), х (т2)), лежащая в Хп+1 • Г(х(т2)) и отделяющая конус L от луча 
x(x1)-S. Обозначим вектор, ортогональный к этой плоскости, лежащий в 
Хп+1- Т(х(х2)) и направленный в сторону луча х(т х ) -^ , через (х*, X)-
Мы имеем: 

х (т2) + х = х (т2) + (хо, • • • , Хп) 6 Т (х (т2)), (3.25) 

(X*. Х)-(**> 8) = х'-8Ф + Х - 8 < 0 , Х о < 0 , (3-26) 

где Ь'% 8 определяются из формул (3.14), (3.15) при условии (3.17). 
Вектор 

(Х% Х ) Ф 0 , (3.27) 

и потому векторы х*> X одновременно в нуль не обращаются. 
Обозначим через 

ф*(*), 0 < * < т - т 1 5 (3.28) 
решение уравнения 

; * = af(x*(Q, ц*(0) ф* 

™ дх ^ ' 

удовлетворяющее краевому условию 

<n*- - j ) = x'. 
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где функции 1г*(£), х*(г) определены формулой (3.13). Через 

Ф+(0. * < * < * 2 , (3.29) 

обозначим решение уравнения 
: _ di(x(t), u(t)) . 

с краевым условием 
Ф Ы = х-

Используя включения (3.22), так же как в п. 1 и в § 2 получаем: 

- f ( 0 - f ( x ' ( * ) , и ' ( 0 ) = # ( - < П 0 > х*(0, и*(0) = 

= м(—<по, х*(0) = о, о < ^ < т - т 1 ? 
Я (ф+ (0, х (0, и (0) = т (ф+ (*), х (0) - 0, т < * < т2. (3.30) 

Кроме последнего равенства, функция ф+(0> т ^ ^ ^ т 2 ^ удовлетворяет 
всем условиям теоремы 1, за исключением, быть может, условия Ь), 
так как равенство / = 0 и, следовательно, равенство ф+(£) = 0, не 
исключены. 

Пусть 
ф- (0 = — ф* (т — *), тх < £ < т. (3.31) 

Очевидно, 

»-(*) = - э | ( '^ц (^-ф-(0, <ГЫ = -х% ч < * < * , 

Я(ф-(0, х(*), и(0) = М(ф-(0, х(*)) = 0. 

Из неравенства (3.27) следует, что хотя бы одна из функций ф~ (f), 
ф+(£) отлична от нуля. Ниже доказано, что всегда ф~~(£)ф0 и, следо
вательно, ф~(£) удовлетворяет всем условиям принципа максимума. 

Докажем теперь, что либо 

V (т) - ф- (т) + [х grad g (x (т)), ф" (t) ф 0, 
либо 

ф-(т) + ^гас1§(х(т)) = 0, (хфО. 

Тем самым условия скачка будут доказаны, так как функцию ф~(0» 
Т 1^С^^ Т > можно принять за функцию (3.8), а функцию ф+(£), ~<J<^2?— 
за функцию (3.9), если ф + ( г ) ф 0 . 

Варьированные траектории, концы которых заданы формулой (3.19), 
выберем следующим образом. 

Положим 
p* = p = 0, 8[x = l , v'(t) = u*(t), 

8*х(0) = 8х(т) = — N , 

где N — произвольный вектор, не касательный к границе g (х) = 0 в 
точке х(т) и направленный наружу относительно области G\ произволь
ность в выборе N достигается за счет соответствующего выбора функции 
R (см. § 2, п. 4). Наконец, управление v выберем без определяющих 
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точек, так что траектория у (t) будет строиться по выбранным парамет
рам р = О, §(л = 1, 6х(т) = —N, R при помощи конструкции, применен
ной при доказательстве леммы 1 § 2. Для векторов 8*, 8, определенных 
по формулам (3.19), получим выражения [см. (3.7), (2.43)]: 

8* = - 2 ? ; ( ^ - т ж, 
а = о 

п т2 

8 = 2 ?а Ы ( - л'а + U " (0 • л (0 g dt 

(3.32) 

где 

а=0 а=0 

Здесь через ср*(0'--ч ?п(0» О ^ ^ ^ т — т1? обозначена фундаментальная 
система решений уравнения в вариациях для уравнения (3.12). 

Через ф*(0* . . ., <jC (О обозначим систему функций, сопряженную 
с 9Q(0» • • > ?п(0- М ы имеем: 

п 

П 71 

= 2 (Х;Ф.Р(Х-Т1)).(9;(Т-Т1Ж) = З X;^:=**(0)-N, 
а ,13=0 а = 0 

где ф*(0)—начальное значение функции (3.28). Из равенства (3.31) сле
дует: 

Х*.8* = ф-(т).1Ч. (3.33) 

х4налогично, второе из равенств (3.32) дает: 

x.8 = _«p+(T).N + 54+(0-A(f)^A = -*+(t)-N-5x(0^cfc, 
т т 

где X (̂ ) = —ty+ (t)- A(t). Используя выражение (2.44) для ̂ - и интегри
руя по частям, получим: 

s 

х.з = _ ^ ( , ) . N - fx(o2 о,(х(0) ^ | ^ • NJ [ 2 + 
i = l 

+ ̂ 2«.(x(0)^-Nt* = 

-r 1 = 1 

Складывая это равенство с (3.33) и учитывая неравенство (3.26), 
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находим: 

+ \V 2 « i ( x ( 0 ) ^ | ^ -Ni* < 0. (3.34) 

Величина 

может быть сделана сколь угодно малой при заданном N за счет выбора 
малых окрестностей Q^v входящих в определение функции R, в то вре
мя как первое слагаемое равенства (3.34) от этих окрестностей не за
висит. Следовательно, для произвольного вектора N, не касательного 
к границе g (х) = 0 в точке х (т) и направленного наружу относительно 
области G, справедливо неравенство 

[ф- (т) - ф+ (т) + X (т) grad g (х (т))] • N < 0, 

которое, в силу произвольности вектора N, эквивалентно равенству 

<j,+ (T)==tjr(T) + ,xgradg(x(T)), (3.35) 

Вектор ф~(т)ф0, так как из равенства ф""(т) = 0 и неравенства 
(3.27) следует неравенство 4 + (т )ф0; с другой стороны, из (3.35) полу
чаем соотношение 

$+('0 = lAgradg(x('c))4:0, 

которое противоречит включению (3.25). 
При ф + (т )=0 получаем: 

*~(*) = Pgwlg(x(T)) = (), (хфО. 

Таким образом, теорема 2 доказана в том случае, когда х(тх) — вну
тренняя точка области G. 

Пусть теперь х(тх) лежит на границе g(x) = 0. Этот случай легко 
сводится к рассмотренному: достаточно определить функцию ф0 (t) на от
резке 9<;£<^т, где TJL < 6, и затем устремить точку 9 к тх; мы получим 
семейство функций фё"(0' 6 ^ £ < Ч , для которых существует искомая 
предельная функция ф~0О> Ti ^О <^т. 

З а м е ч а н и е 1. Если участок [x(t), т < t < т2, также принадлежит 
открытому ядру области £, то неравенство (3.34) заменится неравен
ством 

( f ( t ) - f ( t ) ) . N < 0 , 
из которого следует равенство 

ф+ (т) = ф" (т) + (х grad g (х (т)), (л > 0. 

З а м е ч а н и е 2. Если участок х(*), т < ^ < т 2 , лежит на границе 
g(x) = 0, то векторы grad g(x(x)) и f(x(x), иЬ + 0)) ортогональны и ус-
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ловие скачка дает; 
ф- (тИ(х(т) , и ( T - 0 ) ) = (4>-(T)+Iagradg'(x(T))).f(x(T)) и (т + 0)) = 

= r ( T ) . f ( x ( r ) , и (т + 0)) = Л/(ф-(т), х(т)) = 0. 

Отсюда вытекает, что если система уравнений относительно и: 

<!Г(тИ(ч(т), м) = Л/(ф-(т), х(т)) = 0 

имеет единственное решение 

и(х — 0) = и(т + 0), 
то вектор 

f(x(x), и ( т - 0 ) ) = !(х(т), и(х + 0)) 

касается границы g(x) = 0 в точке х(т); другими словами, оптимальная 
траектория в точке стыка х(т) остается гладкой. 

З а м е ч а н и е 3. Если оптимальная траектория лежит на кусочно-
гладкой границе области G (до сих пор мы рассматривали область G с 
гладкой границей), то уравнения движения всякого участка траектории, 
целиком лежащего" на гладком куске границы, уже найдены в § 2. При 
переходе траектории с одного гладкого куска границы на другой выпол
няются условия скачка, вполне аналогичные условиям (3.10), (3.11). 

З а м е ч а н и е 4. Условия скачка справедливы и для следующей оп
тимальной задачи. 

Пусть фазовое пространство Хп+1 разбито на две части Хи Х2 ги
перповерхностью g (х) = 0. Пусть в части Хг уравнение движения фазо
вой точки имеет вид 

х = fi(x, и), 
а в части Х2 — вид 

х = 12(х, и). 

Требуется выбрать такое допустимое управление, чтобы фазовая точ
ка из начального положения £бХ х попала на прямую тс cz X2, парал
лельную оси х°, и координата xQ конца траектории обратилась в мини
мум. 

Траектория движения в каждой из частей Х±, Х2 будет удовлетво
рять принципу максимума, а в момент перехода через границу раздела 
ог(х) —о будет выполняться условие скачка. 

При выводе условия скачка в рассматриваемом случае начальное сме
щение варьированной траектории должно лежать строго на границе раз
дела g (х) == 0. Поэтому лемму п. 1 невозможно использовать и доказа
тельство [§ 3 проходит лишь в том случае, если ни один из векторов 
т(х(т), и(х — 0)), Цх(т), и (т -f 0)) в точке стыка х(т) не касается гипер
поверхности g(x) = 0. Мне неизвестно, справедливо ли условие скачка 
и в том случае, когда хотя бы один из этих векторов касается грани
цы раздела g(x) = 0. 

Если изучается обычная вариационная задача, то из условия скачка 
непосредственно следуют известные условия преломления экстремалей. 
В качестве примера мы выведем здесь эти условия для простейшей ва
риационной задачи. 

Пусть плоскость -х, у делится линией g(x, у) = 0 на две части Х1у 

Х2, и пусть заданы две точки (хх\ yl)^Xl1 (х2, 2/2)6^2- Требуется сое-
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динить эти точки непрерывной кусочно-гладкой линией у = у (х) таким 
образом, чтобы интеграл 

х2 

^ F(x, у, y')dx, 

где 
F{x, у, y') = f1(x, у, у') при (ж, у)£Хи 

F (я, г/, у') = /2 (ж, 2/, 2/') при (ж, г/) £ Х2 

и / i , /2 — гладкие функции своих аргументов, обращался в минимум. 
Введем обозначения: 

X 

х° = \ F (х, г/, y')dx, х1 = х, х2 = у, и = г/'. 
х1 

Область О допустимых значений управления — открытое множество чис
ловой прямой. Принцип максимума записывается следующим образом 
(легко доказать, что ф0 ф О И? следовательно, можно положить ф0 = — 1); 

, х ° - ^ ( х , у, у'), ф0 = 0, 

ж х = 1, 

х2 = и = г/', 

Н = —F {х, у, у7) + фх + фгУ' = max = 0. 

Условия Я = max и Я = 0 соответственно дают: 
, OF . „ dF , 

Из условия скачка ф+ = ф" -)- [л grad g (ж, г/) следует: 

Ф̂  = /2 - ^ (у+)' = А - ^ (Я' + !^v\ 

*2 " ^ " 5 7 + ^ ' 
где (iV1, N2) — вектор нормали к линии g (.х, у) = 0 в точке перелома 
траектории. Обозначим через JY' тангенс угла наклона касательной к 
кривой g - О в точке перелома. Имеем: 

dJ±__dJ± 
ду' ду' 1 

ф! 

ф2 = 

_ д¥ 

дх * 
dF 

откуда получаем известную формулу [см. (10)]: 

^ + %{Т - {У~У) = u + w{Y' -{У+У)-
§ 4. Общий принцип для определения оптимальных траекторий 

Объединяя теоремы 1, 2 и принцип максимума, мы приходим к сле
дующей теореме, дающей полную систему необходимых условий, кото
рым удовлетворяет всякая регулярная оптимальная траектория, являю
щаяся решением оптимальной задачи § 1. 
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Т Е О Р Е М А 3 . Пусть оптимальная траектория уравнения (1.5) цели
ком лежит в замкнутой области G, содержит конечное число точек сты
ка, и пусть всякий ее участок, лежащий на границе области G, регу
лярен. Тогда всякий участок траектории, лежащий в открытом ядре 
области G (за исключением, быть может, концов траектории), удовле
творяет принципу максимума', всякий ее участок, лежащий на границе 
области G, удовлетворяет теореме 1; в каждой точке стыка выполняет
ся условие скачка (теорема 2). 
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