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Труды Математического института РАН 
1995, том 209 

УДК 517.9 

A.A. Аграчев, Р.В. Гамкрелидзе 

О б о р б и т а х групп диффеоморфизмов и п о т о к о в 

1. Пусть M — вещественно-аналитическое многообразие, DiffM — группа ана­
литических диффеоморфизмов M , Vect M — алгебра Ли аналитических векторных 
полей. Пусть G С DiffM — некоторая подгруппа в DiffM. Если G порождается 
своими однопараметрическими подгруппами, то согласно хорошо известной теореме 
Нагано-Суссмана орбиты группы G являются иммерсированными аналитическими 
подмногообразиями в М . Более того, если некоторое семейство однопараметриче-
ских групп порождает G, то алгебра Ли в Vect M , порожденная инфинитезимальны-
ми генераторами этих подгрупп, определяет касательные пространства к орбитам. 

Мы покажем, что условия на группу G можно значительно ослабить: достаточ­
но, чтобы любые две точки G соединялись кусочно-аналитической кривой, лежащей 
в G. Вместо семейства однопараметрических подгрупп, порождающих G, можно 
рассмотреть произвольное семейство аналитических кривых, содержащих единич­
ный элемент и порождающих G. 

Кривые в группе сами образуют группу при поточечном умножении. Группа 
кривых в DiffM, содержащих единичный элемент, называется группой потоков. 
Группа DiffM действует естественным образом на M , а группа потоков — на про­
странстве кривых в М . Мы рассматриваем подгруппы, порожденные семействами 
аналитических потоков, и изучаем локальную структуру их орбит в пространстве 
кривых на М . 

2. В статье используются операторные обозначения, удобные тем, что они, по 
крайней мере формально, позволяют работать с нелинейными преобразованиями 
как с линейными. В частности, векторное поле / Е Vect M есть дифференциаль­
ный оператор первого порядка на алгебре вещественных гладких функций С ° ° ( М ) , 
удовлетворяющий правилу дифференцирования произведения 

/(¥>iV2) = (М)У>2 + ¥>i(M). 
Диффеоморфизм р : M —• M отождествляется с автоморфизмом алгебры С°°(М). 

При этом р преобразует функцию <р в функцию р<р, определяемую правилом 

(р<р)(х) = <р(р{х)) V z Е М . 
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Точка ж G M отождествляется с соответствующим гомоморфизмом х : С°°(М) —• Ж, 

определяемым правилом х : (р »-> у?(ж). При этом точка р(х) оказывается отожде­

ствленной с композицией автоморфизма р : С ° ° ( М ) —» С°°(М) и гомоморфизма 

х : С ° ° ( М ) —• Ж, что является формальным оправданием используемого ниже обо­

значения: значение диффеоморфизмар в точке х обозначается хор. 

Касательный вектор Ç £ ТХМ есть линейный функционал: £ ' С°°(М) —• Ж, 

удовлетворяющий условию 

С(^1^г) = (ОрОО^г) + (sy>i)(OP2) Vv?i,<P2 G С ° ° ( М ) . 

В таком случае значение поля / в точке х есть композиция оператора / и функцио­

нала х, что записывается в виде х о / . 

Наконец, скобки Ли векторных полей есть просто коммутатор операторов: 

[ /ъ / г ] = / 1 0 / 2 - / 2 0 / ! . 

3 . Пусть V — некоторое множество аналитических кривых s *-* p(s) в группе 

диффеоморфизмов: p(s) G DiffM Vs G Ж. Кривая называется аналитической, если 

вещественно-аналитично отображение (ж, s) ь-> жор(«) из M х Ж в М . Предположим, 

что Vp G Р р(0) = id — тождественный диффеоморфизм, являющийся единичным 

элементом группы DiffM. Такие кривые в DiffM называются (нестационарными) 
аналитическими потоками. 

Зафиксируем раз и навсегда точку жо G M и будем изучать проходящую через 

эту точку орбиту группы, порожденной диффеоморфизмами p(s). 

О п р е д е л е н и е . Множество 

0(V) = {ж 0 о Я 1 ( 8 1 ) о . . . о qk(sk)\ q i G V U Р" 1 , G Ж, i = 1 , . . . , к] к > 0 } , 

где Р""1 = {s p ( s ) - 1 | р(-) G 7*} называется орбитой семейства V (проходящей 

через точку жо). 

Наряду с группой, порожденной диффеоморфизмами p(s), р G « G Ж, мы будем 

рассматривать также группу потоков, порожденную потоками, принадлежащими V, 

и теми, что получаются из них полиномиальной заменой параметра. 

Пусть А — пространство всех вещественных полиномов с нулевым свободным 

членом, так что а(0) = 0 Va G А. Положим 

GT(V) = {s^q1(a1(s))o...oqk(ak(s))\qieVUV-\ а,- G А} i = l , . . . , J b ; Jb > 0 } . (1) 

Ясно, чтож 0од(з) G 0(V) для любых q(-) G GT(V) и, более того, 0(Р) = {z 0 og(s) | 

g G GT(V)} V S G Ж. 

4. Поскольку диффеоморфизмы и векторные поля являются линейными операто­

рами на С ° ° ( М ) , то их можно беспрепятственно перемножать, складывать и умно­

жать на гладкие функции. В результате снова получаются линейные операторы 

на С ° ° ( М ) , не являющиеся, вообще говоря, ни диффеоморфизмами, ни векторными 
полями. 
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Нам придется также дифференцировать и интегрировать по s Е Ж однопара-

метрические семейства линейных операторов на С°°(М). Производная и интеграл 

всегда понимаются в слабом операторном смысле, например: 

хо(^р(8))<ра= •^(X°P(S)(P) V ^ E C ° ° ( M ) , Ж Е М . 

Законность стандартных правил дифференцирования произведения, интегриро­

вания по частям и т.д. в тех ситуациях, в которых они используются в настоящей 

статье, не должна вызывать сомнений. Общее обоснование этих правил см. в рабо-

те[1] . 

Пусть з н-• q(s) — поток, т.е. гладкая кривая в DiffM, удовлетворяющая усло­

вию q(0) = id. Положим 

ordg = m i n { * > 0 | ^ в ( * ) | . = 0 Ф о} 

и назовем число ord q порядком кривой q. Пусть ord q = п, тогда оператор j^<l(s) |Л_0 

является векторным полем. В самом деле, 

Положим Tog = ^ls^^(s)\t-o — касательное поле к потоку q в точке q(0) = id. 

Пусть, наконец, 

оо 

Gr(7>)„ = {q Е Gi(V)\ ord g = n}, GT(V) = | J Gr(7>)„. 
n = l 

Наша ближайшая цель — описать все поля, являющиеся касательными к потокам 

из Gi(V)N в начальной точке id. 

5. Сопоставим каждому р Е V аналитическую кривую s \-*> up(s) в Vect M , 
определяемую правилом 

up(s)=p(s)-ïo±p(s). (2) 

Легко видеть, что оператор up(s) действительно является векторным полем. В 

самом деле, если wp(s) ф О, то это касательное поле к потоку t ь-> р(з)~1 о p(s -f1). 

Соотношение (2) можно переписать следующим образом: 

•J-Z ор(з) = х op(s) ou(s) Уж Е М . 
as 

В традиционных неоператорных обозначениях это означает: кривые s ь-> rop(s) в M 

удовлетворяют обыкновенному дифференциальному уравнению на М , в правой ча­

сти которого стоит нестационарное поле (ж, s) »-> (xoup(s)) Е Т^М. Таким образом, 

s н-• есть поток в М , порожденный нестационарным векторным полем ир. 
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Операторные обозначения сразу приводят к асимптотическому представлению 

p(s) в виде ряда Вольтерра: 

ш ш 

р(з) = id + JP(T) О UP{T) dr = id -f Jир(т) dr+ 
о 0 

+ J J р(т2) о ш(т2) о LJ(TI) dridr2 - ... 
{ 0 < T 2 < T ! < « } 

. . . « i d + ^ Up(rn)o ...oup(Ti)dT1...drn, (3) 

где 
A ? = { ( r 1 , . . . , r n ) | 0 < r n < . . . < r 1 < s } . (4) * 

Операторный ряд (4) расходится, однако для любого жо G M и любой веществен­

ной функции у>, аналитической в некоторой точке жо, ряд 

ж у ? + ^ ж о / . . . / Wp(r n ) о . . . о U)P(TI) dri.. .drn <р 

сходится к х op(s)p при (ж, s), близких к (жо,0). 

Поток р, удовлетворяющий соотношениям (3), (4), называется правой хроноло­
гической экспонентой от о>р, что обозначается следующим образом: 

s 

p(s) =ехр J(jp(r)dT. 

Формальные свойства хронологических экспонент см. в работах [1, 2]. 

6. Пусть 

" Р О О = Х > П ~ Ч > ^ G Vect M 
n = l 

— разложение Тейлора аналитической кривой s »—• шр(з). Положим 

fin = span | [ О ; ^ , . . . [ ^ , Ы Р

0

0 ] . . . ] | < n, р, G 7>, 1 < * < Л , fi = Q fin. 
^ j = 0 ' п=1 

Легко видеть, что fi = Lie {шр \ р G V, п = 1 ,2 , . . . } — подалгебра Ли в Vect M , 

порожденная полями и£, а подпространства fi„ образуют возрастающую фильтра­

цию этой алгебры Ли. 
Т е о р е м а 1. Для любого целого п > О справедливо равенство 

ПП = {T0q\qe GT(Т)п). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть s i—• g(s) — аналитический поток. Положим 

In q(s) = g(s)" 1 о jp(s). 

Легко видеть, что 

а 

J Ы q(r) dr = s o r d *T 0 g + O ( s o r d ' + 1 ) . (5) 

о 

Кроме того, для любых потоков gi, q2 справедливо следующее соотношение, являю­

щееся прямым следствием так называемой формулы вариаций (см. [1, 2]): 

ш 

In ((gi o g j 1 ) ^ ) ) =ехр y*ad In g 2 (r)dr( ln g i ( s ) - In gzfa)), (6) 

о 

где, по определению, 

exp J ad V(T) drw(s) « w(s) + ]T / ' ' / Mrn)> • • • Kri)> w( s)] • • J d ri • • • 

для любых кривых v,w в Vect M . 

Из равенств (5) и (6) нетрудно вывести включение 

OnD{Toq[qeGT(V)n}. 

Доказательство обратного включения требует несколько большей работы. Сле­
дующие три утверждения доказываются прямым вычислением. 

Л е м м а 1. Для любого потока q и вещественного полинома a(s) = Yli=i а*8% > 

ai ф О, справедливы равенства 

ordg = ordg" 1 = ordg(a(-)), T0q'1 = - T 0 g , T 0g(a(.)) = < d * T o g . 

Л е м м а 2. Пусть q\,q2 — такие потоки, что ordgi = ordq 2 = п, Togi + 

+T0q2 Ф 0. Тогда ord (gi о q2) = n, T 0(gi о g 2) = T 0gi + T 0 g 2 . 

Л е м м а 3. Для любых потоков 4 1 , 9 2 справедливы равенства 

ord(gi oq2oqîl o g j 1 ) = ordgi -f ordq 2 i 

T0(qioq2oq-1 оЯ~г)= [T 0gi,Tog 2]. 

Из лемм 1-3 следует, что для доказательства включения Qn С {Tç>q\ g G Gr ( P ) n } 
достаточно установить соотношения 

e{T 0 g |gEGr(P)„} , * = l , . . . , n , pG7>. (7) 

7 



Докажем сначала, что ир = Tog для некоторого g G Gr {V)n- Сделаем это индук­

цией по п. При п = 1 утверждение очевидно. Применяя леммы 1-3 и предположение 

индукции, получаем, что достаточно найти g Е G r ( 7 > ) n , для которого 

T0q = ctu>; + *(w1

p,...,w;-1), афО, (8) 

где тг — некоторый коммутаторный полином от и*,... ушр~1 веса п, если принять 

вес переменной шг

р равным », Vi > 0. 

Мы выведем (8) из несколько более общего утверждения. Именно, индукцией по 

п докажем существование такого g Е Gr('P), что 

оо 

k=n 

где ajc 7^ 0, TTjb — коммутаторный полином веса Ж, к = n, n + 1, • • • 

Шаг индукции: пусть g Е Gr(7 >) таково, что In q(s) = YlkLn-i Положим 

q(s) = g ( 2 " ^ s ) о g(s)" 1 о g(2~^"$) . 

Из (6) следует, что 

оо 

In g » = £ ^ ( ( l - 2 ^ ) t / * + *k{vu ..., 
Jb=n 

где TTjk — коммутаторный полином веса Jb от переменных v i , . . . , если принять 

вес = », » > 0. 

Итак, индукция проведена и включение 

€{T0q\q€ Gi{V)n} 

доказано. 

Еще одно обозначение: для потока g и вещественного полинома о обозначим 
через 

qa : s t-> q(a(s)) (9) 

поток, получающийся из g заменой параметра. 

Л е м м а 4. Пусть g — поток, In q(s) w J2™=i *n~" Тогда дл* любого n > 

> 0 и любого w E span{vi , . . . , v n _ i } найдется такой полином a(s) = s-fX^t=2 
ч т о 

(n-l)!dl"-i * °^и=^ + ю-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

ь «.(.) = £ £ = £ «-1 L.+»!>?(*„ • • • • «о+«i+iH-<), 
Jb=l n=l ^ i= l / 



где rj* — полином от i — 1 переменных. 

Пусть w = YA=I ßivn-i- Для доказательства леммы достаточно найти решение 

"треугольной" системы п — 1 уравнений относительно переменных а г , . . . , а„ : 

г ? ( а 2 , . . . , Of,-) + а.'+i = ft/n, * = 1 , . . . , n - 1. 

Решение такой системы очевидно существует (и единственно). 

Применим лемму 4 к потоку р € V. Получаем, что для любых п > к > О 

найдется такой полином а, что в тейлоровском разложении вектор-функции In pa(s) 

коэффициент при sn~l равен шр + w*. Заметим, что р а G Gr (7*). Тогда согласно 

доказанному выше существует такой поток g G Gr (7*), что Tog = + , ord q = п. 

С другой стороны, как мы знаем, существует такой g G Gr(P) , что Tog = 

ord g = п. Из лемм 1, 2 следует, что 

Toiqoq'1) = w*, ord (g о g" 1) = п. 

7. Т е о р е м а 2. Орбита 0(V) является иммер сир о ванным аналитическим 

подмногообразием М, при этом 

TxO(V) = хоП VxGÖ(7>) , 

где х о Q =f {xov\vEQ}C ТХМ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним, что О — подалгебра Ли в Vect M. Сле­

довательно, распределение a?oîî, х G M , порождено аналитическими полями и инво-

лютивно. Согласно результатам Нагано [4], это распределение вполне интегрируе­

мо. Пусть N С M — максимальное интегральное многообразие рассматриваемого 

распределения, содержащее точку жо- Достаточно доказать, что 0(V) является от­

крытым подмногообразием N. 

Прежде всего, для любых р G 7*, у E M , s ЕЖ имеем 

2^У°Р(8) = У°Р{8) °Vp{s) С у о р(з) о span {шр \ п > 1} . 

Следовательно, кривая х о p(s), s G К, содержится в орбите распределения х о П, х G 

G M , проходящей через точку у. Отсюда и из связности интегральных многообразий 

нетрудно вывести, что 0(V) С N. 

Далее, пусть х G 0(V) и v\,..., vm G П таковы, что выпуклый конус, натянутый 

на zovi,..., xovmy совпадает с TXN. Пусть V{ G £1Пц » = 1 , . . -, m. Согласно теореме 1 

существуют такие g,- G Gr (7*), ordg,- = п,-, что Togt* = V{. Рассмотрим отображение 

F : ( « i , . . . , s m ) ^ a ; o g 1 ( s 1

n i ) o . . . o g m ( s » m ) , s,-> 0, t = l , . . . , m . 

Образ отображения F очевидно содержится в 0(V). С другой стороны, 

m / m 

, . . . , s m ) = ж -h ] Г А,Ж о V |- -h о l ] Г 
i=i ^ t= i 
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и с помощью обычной аналитической рутины получаем, что образ F содержит не­

которую окрестность точки хо в N. 

1 . Разобравшись с орбитами группы диффеоморфизмов, перейдем к изучению 

орбит группы потоков Gr (V). 

Групповая операция в GT(V) — "поточечное" умножение: 

(яг°02)(») d = gi (*)o02 (s) , s em. 

Пусть в ь-» 7(e) E M — представитель ростка аналитической кривой в М , 7(0) = 

= а?о, s принадлежит некоторой окрестности нуля в Ж. Положим (yoq)(s) = j(s)oq(s) 

Vg E G r ^ ) . Соответствие 

q: 7H^7t>g (10) 

определяет действие группы Gr (V) на ростках в точке хо аналитических кривых 

в М. 
Мы не будем изучать орбиты группы Gr (V) в бесконечномерном пространстве 

ростков кривых, вместо этого рассмотрим орбиты той же группы в пространствах 
n-струй кривых для п = 1,2,... Напомним, что л-струей ростка s »—• 7 (5 ) E M , 
7(0) = хоУ называется класс эквивалентности кривых, касающихся кривой 7 при 
8 = 0 с порядком касания не менее п. Для обозначения л-струи ростка 7 используется 
символ Jnj. В любых локальных координатах росток кривой на M отождествляется 
с ростком вектор-функции размерности dim M , а п-струя — с отрезком ряда Тейлора 
длины п. 

Параметризуя струи полиномами Тейлора, получаем естественную структуру 
ndimM-мерного многообразия на пространстве всех n-струй кривых в точке XQ. 
Полученное многообразие n-струй кривых обозначим символом С£ 0 , а символом 

обозначим каноническую проекцию многообразия n-струй на многообразие (п — 1)-
струй. 

Многообразие С£о диффеоморфно п dimM-мерному линейному пространству, од­

нако оно не обладает инвариантно определенной (т.е. не зависящей от выбора ло­

кальных координат в М) линейной структурой. Тем не менее некоторое подобие 

линейной структуры имеется и весьма полезное. 

Пусть с Е С£ 0 , £ € ТХоМ. Пусть, далее, росток кривой s ь-» 7 (5 ) E M и поток 
8 *~* я(8) € DiffM таковы, что 

J n 7 = с, ord q = п, хо о T0q = f. 

Положим 

c + tdä J"( 7 o e )eC? e . 

Нетрудно видеть, что струя с + f действительно зависит лишь от с и f, но не 
от выбора кривой 7 и потока q. Кроме того, Vc Е С£ 0 справедливы следующие 
соотношения: 
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( О (с + 6 ) + & = с + ( 6 + 6 ) V 6 , 6 E T X o M ; 

(ii) pr n (c) = pTn(cf) c ; = c + f для некоторого £ E TXoM; 

(iii) c + £ = c ^ £ = 0. 

Соотношения (i)-(iii), как и тот факт, что с + £ гладко зависит от (с,£), доказы­

ваются выписыванием этих соотношений в произвольных локальных координатах. 

Подытоживая, получаем 

П р е д л о ж е н и е 1. Отображение 

(с,о~с-к, C E Q 0 , £ Е Г Х О М 

определяет структуру аффинного расслоения на многообразии CXQ со слоем ТХоМ, 

базой С™" 1 « отображением проекции 

Подчеркнем, что определена лишь структура аффинного, а не линейного рас­

слоения, т.е. начала координат в аффинных пространствах с. + 7 ^ 0 М , с Е С" 0 , не 

фиксированы. 

9. Рассмотрим действие группы потоков на С£ 0 , индуцированное действием (10) 

этой группы на пространстве ростков кривых. Пусть с Е С £ 0 , « »—• g (s) — поток. 

Положим c o g d = Jn(y о g), где s 7 ( 5 ) , — кривая, удовлетворяющая условию 

J n 7 = с. Легко видеть, что coq зависит лишь от с и g, а не от выбора кривой 7. 

Следующая теорема описывает структуру орбит группы Gr (V) в C™Q и являет­

ся, таким образом, "струйным уточнением" теоремы 2. В пространстве СХо есть 

выделенная точка — n-струя постоянной кривой 7(e) = XQ. Заметим, что орбита 

этой выделенной струи совпадает с множеством 

{Г(х0 о q)\q£ Gr (V)}. 

Орбита произвольной струи с Е С£ 0 обозначается соGr('P). Таким образом, 

c o G r ( P ) = { cog | g E GT(V)}. 

Согласно определению отображение p r n : СХо —* C£~l эквивариантно: 

р г п ( с о д ) = рг„(с)од . 

Таким образом, 

рг„(с о Gr ÇP)) = рг„(с) о Gr (V). 

Обозначим символом (Г1 аффинное расслоение р г п : СХо —• С " " 1 со слоем ТХоМ 

(см. предложение 1). 

Т е о р е м а 3. Пусть п — целое положительное число, с Е С " 0 , 

Оп

е = с о Gr(7>) с С£ в, О Г 1 = РГп(с) о Gr(7>) с Q ," 1 ; 
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(T^OJ? 1 — сужение расслоения (Г1 на подмногообразие OJ? 1 его базы. Тогда О" 

есть тотальное пространство аффинного подрасслоения в (T^OJ? - 1 со слоем 

хо о fin = {ж 0 ov\v Е Qu}-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Требуется доказать, что для любого с1 G ö £ спра­
ведливо утверждение 

(c' + Oe0?<*£e*ooO„. (И) 

Пусть £ = жо о t> для некоторого v E fin- Согласно теореме 1 существует такой 

поток g G Gr (V)> что ord q = n и Tog = v. Непосредственно из определений получаем, 

что с' о q — с + £. Следовательно, (с + £) G О". 

Обратно, предположим, что (с7 + £) G О? для некоторого £ G TXQM. Тогда 

с' + £ = с1 о g для некоторого g G Gr (7>). Поскольку рг„(с ; + £) = рг п (с ' ) , получаем, 
что 

x0oq(s) = x0 + snÇ + O(sn+1). 

a 

ж0 о q(s) = ж0 -h Уso о g(r)o In g(r) dr. 

о 

a 

ж0 о у Ы g(r) tir = s n £ + 0(sn+1). (12) 

о 

Л е м м а 5. Для любого целого п > О справедливо равенство 

° - = { £ = T 1 » ^ ) l « o | « 6 G r W } -
Д о к а з а т е л ь с т в о . Включение П„ в множество, стоящее в правой части 

доказываемого равенства, следует из тождества (6), позволяющего вычислять In 

произведения потоков через In сомножителей. Обратное включение вытекает из 
теоремы 1. 

Из равенства (12) и леммы 5 следует, что £ = жо о v для некоторого v G Пп-

С л е д с т в и е . В условиях теоремы 3 

Далее, 

Следовательно, 

dim О? = ^ d i m ^ o o ß * ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о : индукция по п. 
Поступило в январе 1994 г. 
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