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УДК 512.542.7+517.972-1 | 
РЯДЫ ВОЛЬТЕРРА И ГРУППЫ ПОДСТАНОВОК I 

А. А. Аграчев, Р. В. Гамкрелидзе 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ. ВАРИАЦИИ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

1. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 
x = ft(x), хШ, 

на многообразии М класса С" с фиксированным начальным 
условием x (0)= x0 и затем возмутим эту систему, добавив--
к правой части векторное поле sgt(x), где s — малый параметр, 
Получаем систему 

x=ft(x)+Egt(x), x(0)-=x0{cdot} ( Ы ) 
Пусть xe(/), 0</{le}l, — решение системы (1.1). Зададимся клас­
сическим вопросом: как найти касательную к кривой е>-*Хе(1)> 
при Е = 0 . Ответ можно ыайти в любом учебнике по обыкновен­
ным дифференциальным уравнениям: надо решить линейную-
систему уравнений в вариациях 

Тогда g(l) и есть искомый касательный вектор в том случае,. 
когда !(1)-7-=0. -—с> однако, занимают те наиболее интересные 
случаи, когда g (1) = 0. В этом случае требуется рассматривать 
высшие члены в разложении Тейлора кривой e.->-xE(l) (высший 
вариации системы (1)), Однако, как известно, высшие члены 
разложения Тейлора не имеют инвариантного смысла: они кор­
ректно определены только в фиксированных локальных коорди­
натах. При нелинейных заменах координат различные члены ря­
да перемешиваются и могут возникать и исчезать в зависимости 
от выбора координат. В самом деле, очевидно всегда существу­
ют локальные кординаты, в которых отрезок дайной гладкой. 
кривой при 8^0 представляется отрезком прямой. 

Данный n-й член разложения Тейлора является корректно. 
определенным касательным вектором лишь в том случае, когда 
все члены с меньшими номерами равны нулю. 
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Таким образом, мы должны сделать следующий вывод: п-й 
вариацией системы (1.1) является то, что остается от п-го чле­
на разложения Тейлора кривой Е.->-л.-(1) в случае, когда все 
предыдущие члены равны нулю. Естественно, если начальная 
точка Хо и поля ft, gt заданы, то вычислить первый ненулевой 
член разложения Тейлора — не проблема. Однако с измене­
нием исходных данных номер первого ненулевого члена ме­
няется. В то же время в теории важно иметь высшие вариации 
как некоторые универсальные формы, в которые можно под­
ставлять исходные данные, не зная заранее, сколько членов 
разложения равны нулю. 

Иными словами, n-я вариация — это то новое, что содер­
жит п-й член разложения по сравнению с предыдущими. Одна 
из задач настоящей статьи — вычленить это новое так, чтобы 
высшие вариации могли, наконец, быть описаны в терминах 
конкретных математических структур. Дальнейшее исследова­
ние определяется характером этих структур. 

2. Чтобы двигаться дальше, нам нужны некоторые обозна­
чения и формулы хронологического исчисления. Они кратко 
описываются в настоящем пункте. Подробности см. в [1], [2]. 
Хронологическое исчисление — это вариант операционного 
Исчисления, позволяющий, по крайней мере, при формальных 
вычислениях, работать с нелинейными динамическими система­
ми как с линейными. 

Пусть С" (М) — алгебра всех вещественных бесконечно диф­
ференцируемых функций на М. Произвольную точку хВМ 
отождествим с гомоморфизмом ср.->-ф(л,), србС°°(Л1), алгебры 
С°° (М) в R; диффеоморфизм р : М-+-М отождествляем с авто­
морфизмом алгебры С°°(М), который получается, если произ­
вольной функции на М сопоставить суперпозицию этой функ­
ции и р: 

ф(.)»->ф(р(.)) УфбС"(М). 
Значение диффеоморфизма р в точке х обозначается хор — 
как композиция автоморфизма алгебры С°° (М) и гомоморфиз­
ма этой алгебры в R (которая снова является гомоморфизмом 
С°°(М) в R. 

Гладкие векторные поля на М отождествляются с диффе­
ренцированиями алгебры С°°[М), т. е. R-линейными отображе­
ниями f: С°° (Af){to}C°°(M), удовлетворяющими правилу Лейбни­
ца: /ЧФ.ФР) = ^Ф!)Ф2+Ф. (/ф2)- Скобка Ли [f,g] = fag—gof опре­
деляет структуру алгебры Ли на пространстве всех гладких 
векторных полей Vect(-M). В локальных координатах х= 
— (х\,. •., хп), в которых векторные поля имеют вид 

т . п , 

/=2/ '^Т- £={sum}£'̂ 7-
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скобки Ли вычисляются следующим образом: ! 

т т. 

Касательные векторы Ъ£ТХМ— это R-линейные отображения 
| : C"(M)->R, удовлетворяющие условию: •Нф.фг) — 
~ (£ф.)ф2(--)+ф1 (x) (|ф2). Значение поля f в точке х обозна­
чается x°f — композиция оператора f и функционала x, явля­
ющаяся касательным вектором в точке х. 

Всякий диффеоморфизм р (рассматриваемый как автомор­
физм алгебры С°° (М)) определяет присоединенный автомор­
физм Adp алгебры Ли Vect(Af), действующий ПО правилу 
(Adp)/—p°f°p-1. Заметим, ЧТО Adp-1 есть не ЧТО иное, как 
дифференциал р; в более традиционных обозначениях 
р„—Adp-1. 

Наконец, для всякого f6Vect(M) через ad/ : Vecl(M)—>-
->Vect(M) обозначается, как обычно, операция лиевского ум­
ножения слева: (ad/)£=-,[/, g]. 

В описанной системе обозначений диффеоморфизм, обозна­
чаемый одним и тем же символом р, может рассматриваться и 
как гладкое преобразование многообразия и как линейный 
оператор на С°°(М). Это, однако, не может привести к недора­
зумениям, т. 'к. в каждой формуле смысл символа однозначно 
восстанавливается по тому справа или слева от р ставится точ­
ка многообразия. : 

Алгебра С°° (М) рассматривается со стандартной топологией 
сходимости всех производных на компактах. Эта топология оп­
ределяется системой полунорм | |- |к,я, Л^-О, К^М, причем 
сходимость Иф-.Н .̂к-НЗ (n->oo) означает равномерное на К 
стремление к нулю всех производных функции ср до порядка N. 
Полунормы ||-||jv,K> в отличие от-задаваемой ими топологии, не 
определены однозначно и могут быть выбраны разными спосо­
бами. Будем, однако, считать, что выбор осуществлен и полу­
нормы фиксированы раз и навсегда. 

Для векторного поля /6Vect(M) определим полунормы 

II /IU,^=SUP{ II /Ф1U* 1 IMU+I.A - -}• 
Нам постоянно приходится иметь дело с однопараметриче-

скими семействами линейных операторов и функционалов на 
С°°(М) или на Vect(M). 

Понятия непрерывности, суммируемости, дифференциру­
емое™, абсолютной непрерывности и т. д. определяются «пото­
чечно»: мы говорим, что семейство At :• C~{M){to}C~(.M) линей­
ных операторов (или At : С°° (M){to}R линейных функционалов) 
обладает одним из перечисленных свойств, если этим свой­
ством обладают семейства t*+Atq> для любого- cpeC~(M) (под-
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робности см. в [1], [2]). То же для семейств операторов и функ­
ционалов на Vect(M). 

Локально интегрируемые по t£R. семейства ftGVect(M) на­
зываются нестационарными векторными полями на М, а абсо­
лютно непрерывные по t семейства диффеоморфизмов 
рг-GDiff (Л4) — (нестационарными) потоками на М. 

Нестационарное векторное поле ft, Z-6R определяет обык­
новенное дифференциальное уравнение ---—(г.)-— x{t)ofu х£М. 

Поле ft называется полным, если все решения этого уравне­
ния определены при всех tGR. Всякое полное поле ft порож-
"дает поток p., t6R, — единственное абсолютно непрерывное ре-
тнение операторного уравнения 

4(Pt^Pt°ff A) = id, (1-2) 
где id — тождественный оператор (тождественный диффеомор-
.физм М). Этот поток мы называем правой хронологической 

—> 
экспонентой от ft и обозначаем его р,=expJV/tdT. Имеется 
асимптотическое представление хронологической экспоненты 
в виде т. н. ряда Вольтерра: 

- °° -» 
e x p J / t d T ^ i d + 2 j ••• \fxt°---°fx4^\---dxn, (1.3) 

О " = • Д я ( / ) 

где Л"(г')--={(т1,.. .,х„)|0<:т„< . . . <т1<^} (при t= 1 ниже бу­
дет использоваться сокращенное обозначение Дл(1) = Дл). 

Остаточный член в асимптотическом разложении (1.3) оце­
нивается следующим образом: 

ехр Jj/tdT — id—{sum} \ • •• J / - ,» . . .°fXld%{. ..dx, U 
о '=' " д'(о N,K 

i 

-•I.I/,TllW)ff'<« / ' \ " 
U+n-l,K'dx\ ||ф||п+уу,А". ( Г 4 ) 

где Л"' —некоторая (компактная) окрестность компакта д", 
я с{, с2 не зависят ни от / - , ни от србС°°(УИ). 

Если р, = ехр \ fxdx, то р-1 удовлетворяет уравнению 
о 

2fPTl--ft0P7^ -V = id. 
Более того, ПОТОК pt~\ tGR, является единственным абсолютно 
непрерывным no t решением операторного уравне-



ния ----- Qt= —ft°Qt c начальным условием Q0=-id. Мы называем 
этот поток левой хронологической экспонентой от ( — ft) и 

обозначаем его p-'-=exp \ -— fxdx. Имеется асимптотическое 
о 

разложение 

ехр ^ - / , r f T « i d + 2 ( - - 1 ) - J • • • J ft о.. .oftndtx...dtn 

С 
оценкой остаточного члена, аналогичной (1.4). 

Далее, семейство операторов kdpt:Vec\{M)~+ Vect(M), *6R> 
удовлетворяет уравнению •—• Ad,pt = Adp(o&dft. 

В самом деле, 

| r(AdA)g-=^7 (Ptae°Prl)==Pt<ft0g~g°ft>Pr1^A(iPt[ft' g]-
Более того, семейство Adp, является единственным решением 
операторного уравнения -----r ЗР t = tPta&df t с начальным условием 
.̂ "o—Id. и потому является естественным следующее обозначе­
ние: 

Ad I ехр \ / T d t =— ехр V ad fxd%. 
\ о / о 

Имеется асимптотическое разложение 

Ad expjj/ tdT «Id + 2 У" )adf%n°---°&dfxld%t...dTn (1.5) 

с оценкой остаточного члена, аналогичной (1.4). Для стацио­
нарного поля / < - = / используется традиционное обозначение 

t t 
—> r> <— с 

ехр \ /dT=exp \ fdx=elf. 
о о 

Пусть ft, fi-b-g. — полные нестационарные поля. Справедлива 
•следующая «формула вариации» (которая является прямым 
•обобщением формулы вариации постоянной Лагранжа) 

ехР \ (A+.g"t)dt=exp \ I ехр V ad/9d9gT dt-exp [ / t d t . (1.6) 
о о \ о ' / о 



В самом деле, положим 

Ct --= exp J f% + gxdto I exp J fxdx 1 

— exp § /{tau} + fftdToexp ^ — /xdT. 

Тогда 

A. Cl!.= exp^(/t+g-.t)dTog,
<oexp jj — /.tdx— C>Ad exp J fxdx\gt=^ 

0 0 V 0 / 

— > 1-

= С,ехр \ &dfxdxgi, C0--=id. 
6 

Следовательно, С, = ехр \ exp \ ad f^dQgx dx. Используя фор-
o V о / 

мулу вариаций, легко найти производные по направлениям 
—> 

отображения ехр> сопоставляющего нестационарному полю по-t —> 
ток на M. Именно, пусть /?,(е) = ехр \ (fx+&gx)dx, sgR. Тогда 

о 
_ t 

Pi (e + в') = exp С в' (Ad рх (г)) gxdx°pt (&) = 
s 

= 1 id + e' jj (Ad/.(e))£.-dT+ • •. ]-Л(в). 

Соответственно, 
t 

-§£ Pt (e) = J (Ad рх (е)) gxdxopt (e) .--= 
о 

= ^ exp ^ ad (/e + e.ge) dQgxd%°pt (е) = 
о о 

- • - . P ^ e ^ ^ A d " 1 (в)»/?- (е)) £Tdt = 
о 

— A(e) -JexpJ — ad(/9 + 8g-o)deg-tdT. (1.7) 



3. Вернемся к системе (1.1). B соответствии с формулой ва­
риаций получаем 

1 1 1 

xa(l)--= x0°exp \ {f t+egt)dt±= х^ехр \ ehidtoexp \ fidt, 

где 

ht = \ Adexp \ fxdx g.-----exp \ &&fxdigt. 

_ t _ i 

Положим <7(е)=л:0оехр \ ehtdt, тогда хв (l)-=.7(e)°exp \ ftdt. 
о о 

i 
Поскольку диффеоморфизм exp \ ftdt не зависит от е, мы 

о 
вправе не обращать на него внимание и вместо кривой х& (1) 
изучать кривую <7(е), отвечающую однородной по е системе 

x = zx°h{, x(0) = x0. (1.8) 
Имеем 

q(t) = xJlu + e{hidt + &^hil°fitldtidt2+...l 0 .9} 
V О Д» ' I 

Следовательно, первой вариацией системы (1.8) является каса" 

тельный вектор x0o\ htdt. 
о 

Коэффициент при е2 в разложении (1.9) есть композиция 
xo c дифференциальным оператором второго порядка, т. е. ни­
как не касательный вектор. Однако в соответствии с общим за­
коном, этот коэффициент должен совпадать с некоторым ка­
сательным вектором в точке х0 в случае, когда xo°JVh(dt=0. 
Легко найти явное выражение этого касательного вектора че­
рез hi. В самом деле, 

\ S^ht^ht.dhdh^ \ \^(hUohtt+ht°ht2)dtxdt2-\-
А" Д-

+ 55'[A/, ,A< 1]dt1dt,= 
д-

= ($'М* Ш Kdt) + \\ [hit, hu\ dt,dt2. 



Коммутатор векторных полей [Л*., й,,] —снова векторное поле. 
Следовательно, искомый касательный вектор имеет вид 

(ыо) --rx°°jj ykt*, htl]dtxdt2 

Заметим, что выражение (1.10) — вторая вариация системы 
(1.8)—есть корректно определенный касательный вектор неза­
висимо от того, равна ли нулю первая вариация. 

Естественно предположить, что в любом случае векторное 

dt несет важную инфор-поле ^ ^ [/z,„, htl\dtxdt2=: \ [ hxdx, ht 
Л* О L 0 

мацию, ^сли не о кривой д(е) в М, то, по крайней мере, о 

кривой ен-i-Q (8) — exp \ &htdt в группе диффеоморфизмов 
i 

Diff(iW). Именно наличие групповой структуры в Diff-M при­
водит к дополнительным инвариантам, отличным от касатель­
ного вектора к кривой-

Рассмотрим логическую цепочку: \ h^dx, hi = 0, 0<^<1,-
—... /~ 

•ei->-exp \ &htdt — однопараметрическая подгруппа в Difi М <=> 

е Uhdi Чи 

exp\elt{dt = e0 , e^R, и никаких вариаций, кроме первой, нет 
(если первая вариация равна нулю, то и все остальные тоже/. 

Первую импликацию обратить нельзя. Условие 
г t 

— 0, 0 < t < l , очень жесткое, из него следует, \ AtdT, ht 
- o 

t 
что все кривые ем-ехр \ ehxdx, Щ0, 1], являются однопарамет-
рическими подгруппами. Ее можно обратить лишь частично: 

1 
a[htdt 

— " — %t 

I г / 

exp \&htdt = e ° , eeR,=^ \^hxdx, ht 
о 

dt = 0. 

Таким образом, вторая вариация является первым препятствием 

к тому, чтобы кривая e^exp \ eh,di была одно параметрической 
о 

подгруппой. 
Ю 



4. Способ представления и интерпретация второй вариации 
может быть распространен и на высшие вариации. Именно, 
третий член ряда Вольтерра может быть представлен в виде 
некоторого коммутаторного выражения от исходного неста­
ционарного поля h. плюс полином от первых двух членов. 
Естественно, это коммутаторное выражени, вычисленное в точке 
ха, представляет третью вариацию. Кроме того, соответствующее 
векторное поле является препятствием к тому, чтобы кривая 

1 
—•> г» 

е ."---exp \ zhtdt лежала в подгруппе, порожденной однопарамет-
о 

Ziltifdt 8sl l>ixdx,ht di 
рическими группами е & , е °L° J . 

Так же и произвольный n-й член ряда Вольтерра представ­
ляется в виде суммы векторного поля — коммутаторного выра­
жения степени п от ht — и полинома от первых п—1 членов ря­
да. Это векторное поле является препятствием к тому, чтобы 
кривая 

1 

-Q(e) = exp \tlitdt 
о 

лежала в группе, порожденной однопараметрическими подгруп­
пами отвечающими предыдущим п—1 полям. 

Самый простой способ найти нужные коммутаторные выра­
жения— это, используя формулу вариаций, представить Q(e) 
в виде хронологической экспоненты по е (т. е. взяв параметр е 
в качестве нового «времени») от некоторого «нестационарного» 
(т. е. зависящего от в) векторного поля. 

В самом деле, 

- Q (е)= оз (e>Q (е)=Q (е)ссо (е), 

где 
t 

ю (е) = \ ехр \ е ad hxdxhtdt (см. (1.7)), 
о о 

1 1 

co(e) = AdQ-1 (б)со(е)=\ ехр \ — eauhxd%htdt. 
о t 

Пусть 
00 СО 

- ° ( 8 ) {cdot}-*- 2d G ®п> to (e) s5=s ̂ ,. гп~1ап 
п—1 п—\ 
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(О, 

— разложения со (е) и ш (е) в ряд по степеням е. Имеем 
©„= \ . .. \ adA//t . . . &Aht,hfidti . .. dtn, 

" "—(- l ) " " 1 ^ •. Jad-A/,... b&htn_htndtx ...dtn. 
д" 

Поскольку 
E Ё 

Q(e) = exp \ co(e/)de/ = exp \ co^^de', 
о о 

то, согласно (1.3), п-й член разложения Q (е) в ряд по степе" 
няад s равен —--о. плюс некоторый полином от о ,̂ .. ., an_v а 

1 <_-также — со„ плюс (вообще говоря, другой) полином от 

©"1, .. ., сол_,. Таким образом, и векторное поле- — со„, й по-
1 -*• ле — -о),, представляют /г-ю вариацию системы (1.8). 

—> <— 
При n==l,2 векторные поля со„ и со„ совпадают, однако при 

/г.5-3 это не так, и мы имеем два разных представлений п-й 
вариации. В этом нет ничего странного, в действительности, 
допустимых представлений очень много: если к одному пред­
ставлению n-й вариации добавить произвольный коммутатор­
ный полином от каких-нибудь представлений первых п—1 ва­
риаций, то мы снова получим коммутаторное выражение, пред­
ставляющее n-ю вариацию. Например, 

ю3 —ш3+—[---.'Юд­
иными словами, получается целая алгебра Ли вариаций и 

остается еще задача вычленить то общее, что есть у различных 
коммутаторных представлений одной и той же вариации. Глу­
хой намек на то, что здесь возможна содержательная теория, 

. < — • — > • 

дает сравнение <вп с ton. Одно представление п-й 'вариации по­
лучается из другого инверсией переменных у подынтегрально­
го выражения и умножением на (—l)"-1. Одной из главных 
целей настоящей статьи является описание всех симметрии, 
преобразующих представления «-Й вариации снова в (вообще 
говоря, другие) представления п-й вариации. 

5. Выше уже отмечалось, что наличию инфинитезимальных 
инвариантов кривой Q(s), отличных от касательного вектора 
к этой кривой, мы обязаны тем, что Q(e)—кривая на группе 
(группе диффеоморфизмов). В настоящем пункте вводятся 
основные для данной работы понятия вариационной группы и 
алгебры Ли вариаций произвольной кривой на группе диф-
12? 



феоморфизмов и дается точное определение высших вариаций 
такой кривой. 

Пусть /?(е), egR,—-гладкая кривая на группе диффеомор­
физмов, ^(e)6Diff (M), egR, J-?(0) = id. Напомним, что диффео­
морфизмы для нас—это автоморфизма алгебры С°°(М) (см. п. 2). 
Тогда —-—-- /? (0) есть дифференциальный оператор порядка 
</г на Д действующий по правилу 

ф~^(-Шф)1«--уфессв(;и). 
В дальнейшем используется сокращенное обозначение R = 

- З У * «>)• 
Пусть noX) — наименьшее среди таких п, что /?(n){ne}0-
Легко видеть, что в этом случае Rino) — векторное поле 

(оператор, удовлетворяющий правилу Лейбница дифференциро­
вания произведения). Векторное поле — Rint) называется 

•ft О 

касательным к кривой R(B) при е—0 и обозначается 
Т^(о)=7^ г /? ( '2° ) . 

Тогда /?(e):-~did + s"°r.{cdot}z?(0) + O(e»°+1). Число п0 называется 
порядком касания поля Г/? (0) кривой /•? (е), 

п — ord(77?(0)). 
Далее положим 

р(е) = (^/?(е))о^(е)-'еУеС1(М) 

Совокупность всех кривых в группе Diff(M) сама является 
группой, если произведение кривых определять поточечно: 

def 
(R'-iT'Me) -.R'(-0.-.R"(-e). 

Обозначим через 31 подгруппу в группе кривых на Diff(M), 
порожденную кривыми в ^R(atn), a<3R, п— 1, 2, . . . 

П р е д л о ж е н и е 1. Следующие два множества совпадают: 
1) {-S(0)|S(-)e<%}; 
2) Lie{p<n), n>0}-— подалгебра Ли в Vect(M), порожденная 

полями р(п). 
Д о к а з а те л ь с т в о . Сначала докажем, что 

{rS(0) |S(-)e^}cLie{p<»), / i>0}. (1.11) 
Положим 

I'd In S (е) = [^ S (6))o5 (e)-'eVect (M). 

13 



Тогда 
в 

5(B)*=expJ1.a5(t)rfT vS(e) 
о 

и 

In /? (as) = ap (ae). 
Включение (Г11) вытекает из следующих двух утвержде-

ний, первое из которых является следствием разложения 
Вольтерра (1.3), а второе — следствием формулы вариации 
(1.6) и разложения (1.5). 

i) — inS(e)-8nrS(0) = O(sn+1), где n=ordTS(0) для лю­
бой гладкой кривой 5(s). 

в 

ii) h(S,(e)oS2-4s)) = ln{cdot}S1(8)---exp jj — adSS1(T)dTlriS2(e). 
о 

Перейдем к доказательству включения 
Lle{p<»>, rc>0}c{7\S(0) | S(-)6^}-

Прежде всего, покажем, что множество, стоящее в правой 
части этого включения, является подалгеброй Ли в Vect(M). 
Последнее является следствием того, что Ш, — некоторая груп­
па кривых. В самом деле, 

r(s1=.s2)(o)-ip.s1(o)+r.s2(o), T5-1(o)=—Ts(o), 
rS(a-0)=aordTS(0)-"5(0), 

где через TS(a.O) условно обозначается касательное поле к 
кривой 81->-5(ае); наконец, если ordjT-S1(0) =ordrS2(0) =n, то 

Т (S.oS^Sr'oSf1) (0)=»[rS, (0), TS2(0)], 
ord T (SfSfSr^Sr1) (0) = 2n. 

Осталось доказать, что p(,1)G{~S(0) |S(-)e^}, зная уже, что 
{TS (0) | 5 (•) Щ есть подалгебра Ли в Vect (Af). 

Имеем p<0»=--T,-.R(0). Далее, 
оо 

b(/^(|-)/?-4e>/?(|))—2((2"A--1)p--+4(po.---.pft-i))efr. 
где я],--некоторый коммутаторный полином от р0 , . . . , рк-ь 
k = \,2,.... Это легко следует из формулы вариаций и разло­
жения (1.5). Следовательно, касательное поле к кривой 
^ • ^ ( T W T ' O - ^ I T ) равно - - р ! (см. I)). Далее продолжаем 
в том же духе, используя индукцию цо порядку касания. Пусть 
14 



5(.)бЖ—такая кривая, что 1п5(е)--= 2 8*&й. т ° г Д а 

ft=---i 

hi \S (2"Te)oS--(e)-S (2~^s) ) -= 

= {sum} ̂ " " " ^ " - l j - d j + n»(&„_!,.. .,&ft_,)e*, 

где it™ —коммутаторные полиномы от &,._• 3>_1- В частно­

сти, касательное поле к кривой ei->-S\2 " eJ-S-- (e)oS \2 п е/ 

равно 2 n + y 1 Ьп (см. г))- • 
О п р е д е л е н и е . Вариационной группой кривой е.-*/?(е) в 

Diff(M) называется подгруппа в Diff(M), порожденная диф­
феоморфизмами R (е), eGR, — «точками» кривой R (•). 

Заметим, что вариационная группа кривой R(-) совпадает 
с {5(e) |S(.)652} для любого eGR, 

О п р е д е л е н и е . Алгеброй Ли вариаций кривой e.{to}-R(8)j 
называется подалгебра Ли {"5(0) |5(.)е.Й} в Vect(M). 

З а м е ч а н и е . В том случае, когда кривая R{-) такова, что 
ее вариационная группа — конечномерная группа Ли, а сама 
R(.)—аналитическая кривая на этой группе, алгебра Ли ва­
риаций есть, по-просту, алгебра Ли вариационной группы. 

Meждy тем, алгебра Ли вариаций корректно определена и 
в общей бесконечномерной ситуации, когда стандартная теория 
Ли не действует. 

Заметим также, что вариационные группы и алгебры Ли 
вариаций могут быть естественным образом определены и 
удовлетворительно описаны не только для кривых в Diff(M),. 
но и для отображений R* в Diff(Af), k > l . Однако в настоящей 
работе эти объекты не используются, и мы отложим их описа­
ние до последующих публикаций. 

Учитывая не только касательные поля к кривым из 91, но и 
порядки касания, получаем естественную неубывающую 
фильтрацию алгебры Ли вариаций подалгебрами Ли, порож­
денными, полями, имеющими порядок касания не больше п, 
« = 1 , , 2 , . . . Анализ доказательства предложения 1 показывает,. 
что справедливо следующее 

П р е д л о ж е н и е 2. Для любого /O-l справедливо равен­
ство 

Lie{7,5(0) |S(-)ei%, ord75(0){le}n}-Lie{p<°>,..., р<"-»}. 

Теперь мы готовы, наконец, дать точное определение выс­
ших вариаций кривой R(•). 
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О п р е д е л е н и е . Вариацией порядка n > 0 кривой &.->R(8) 
в Diff(M) называется образ векторного поля — р<п-1) при кано­
нической факторизации 

{TS (0) 15 (.) QM}-+{TS (0) | S (•) G5?}/Lie{TS (0) | S( •) 6.3?, 
ord~.S(0)>n}. 

Пусть xQM, И « ( ^ — наименьшее такое п, что ~ JC°R(0) =?-.0. 
Тогда 

xoR (8) = х+~-p(»(--)-i) + О (8"+')' 

Б то же время, xopUO = 0 при k<.n—l и, следовательно, 
0 = xoLie{p(°) p»(.-)-a}=--

= xoLie{rS(0)|S(.)6-%, ordrS(0)<f t (x)} . 
Эти соотношения объясняют определение высших вариаций. 

На этом мы заканчиваем рассмотрение произвольной кри­
вой в группе диффеоморфизмов и возвращаемся к возмуще­
ниям динамических систем и порождаемым ими асимптотиче­
ским разложениям (см. (1.1), (1.8), (1.9)). Вариационной груп­
пой, алгеброй Ли вариаций и вариациями системы (1.8) (а 
также системы (1.1)) мы называем соответствующие объекты 
для кривой 

1 

еь+etxp \ sh{dt в Diif {M) 
о 

§ 2. ТАСОВОЧНАЯ АЛГЕБРА. 
АБСТРАКТНЫЕ ВАРИАЦИОННАЯ ГРУППА 

И АЛГЕБРА ЛИ ВАРИАЦИЙ 

1. При изучении вариационной группы и алгебры Ли ва­
риаций волей неволей приходится иметь дело с произведениями 
нескольких рядов Вольтерра вида (КЗ). Для работы с этими 
объектами используется так называемое тасующее умножение. 

Пусть рп: (tu.-.,tn)"Pn(U,...,L), /г=0, 1,2,.. . — локаль­
но суммируемые отображения из R" в ассоциативную алгебру 
дифференциальных операторов на М. Формальный степенной 
ряд от переменной s 

OP 

po-j- ^sn<\j...\pn(tb--->in)dtx...dtn 

"" , л" 
называется хронологическим рядом (определяемым последова­
тельностью р-п). 
16 



Произведение нескольких хронологических рядов содержит 
уже интегралы по произведениям симплексов: 

( 2 *"$"•$/>«('- tn)dtx...dtX... 
\я--0 д" / 

•••°(2 s"S-"S^(- i tn)dtx...dtA~ 
\{cdot}-=- д . " / 

= 2 s * 2 $•••$ lipuh,...,tn)dtl...dtn, 
где 

.®Д(^1 ^ ) = < ( " i " • • . '*,)-• • •0/»i /('--*,»,.•• •. '«)• 
ДЛЯ того, чтобы представить такой ряд в виде хронологическо­
го ряда, достаточно взять триангуляции произведений несколь­
ких симплексов, не добавляя новых вершин, а затем линейно 
отобразить каждый симплекс триангуляции на стандартный 
симплекс, сделав подходящую подстановку переменных ин­
тегрирования. 

Пусть 2Я— группа всех подстановок п-элементного множе­
ства и Тс:{1,... ,п). Введем обозначение 

s„(r)--{oe.ae|o(i)<tf(i+i.) vie{i,...,n}\r}. 
Будет использоваться также упрощенное обозначение 

Sn(ku . . . ,k ,) = S,.({&i, kx+h n — k,}), 
i 

где ti=2ikl. 
Наконец, для любой подстановки а&п и вектор-функции 

q{tx t„) положим 0.7(̂ 1 t^=q{ta(i) taW). Легко 
видеть, что (v°a)q — v{aq), где v°a —произведение (композиция) 
подстановок. 

Можно показать, что 

\---\ <7("1 *n)d*l • . . d t n = -
ДЙ 'Х,. .ХЛ*' 

дп eg-V*» л/) 

для любой суммируемой д. 
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• Определение . Тасующим произведением вектор-функций 
p'k(ti t^ и р"п_ъ(?и •••> tn-k) называется вектор-функция 

/>№-*( - . -»)--- 2 o(p'№n-k)Vi -«)• 
°ŵ  

Нетрудно показать, что тасующее умножение является ассо­
циативной операцией, при этом 

р\ш\..тр[1^ 2 а{,®А) 
OQS^/гг ft,) ' -

vk,, . . . , k, таких, что 2jki = n. 
j - i 

2. Различные варианты тасующего умножения встречались,; 
начиная с 50-х годов, по разным поводам и у многих авторов 
(в том числе, у авторов настоящей статьи [1]). Некоторые 
ссылки можно найти в недавней статье [{Ц. Обозначение «ш» 
принадлежит, по-видимому, М. Флиссу [6]. Важнейшие свой­
ства тасующего умножения определяются, естественно, линей­
ными комбинациями подстановок, участвующих в его опреде­
лении, а не вектор-функциями рп. B основе всего лежит 
«абстрактное тасующее умножение», к определению которого-
мы переходим. 

Пусть @„—-групповая алгебра симметрической группы 2„ 
со 

над R, л== 1, 2, . . . , ©o — R и •5= ®0@„. Абстрактным тасую­
щим произведением подстановок vgSj, и v'GU/.. называется эле­
мент ИЗ ®k+/l' 

vnw' = 2 ^ « V ) , где (v W ) (0 = №$Jto + k, i > /.. 

Поскольку подстановки образуют аддитивный базис простран­
ства @, то тасующее умножение однозначно доопределяется 
«по линейности» для любой пары элементов из © и задает 

00 

в ® = Ф <5п структуру градуированной ассоциативной алгебры. 
Более того, тасующее умножение однозначно продолжается-
«по непрерывности-) до ассоциативного умножения в пополнении 
® градуированного пространства ©. Пополнением градуиро­
ванного пространства мы, как обычно, называем пространство-

-f-co 

2-
- .=0 

формальных рядов вида j ^ ап, й„6@и, а умножение производит­
ся по КОШИ: 

2 . а я ) ш ( . 2 *л)="2 |2а.-Ш(&"-
\л=0 / \л=0 / „ „ о \ й = 0 
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Алгебра <3, как и другие алгебры формальных рядов рассмат­
ривается _со стандартной топологией почленной СХОДИМОСТИ, 
Алгебра @ действительно является замыканием @ в этой топо­
логии, а умножение «по Коши» продолжением по непрерывно­
сти тасующего умножения, в ©. . . 

В дальнейшем, везде, где не оговорено противное, под 
ассоциативной алгеброй понимается ассоциативная алгебра с 
единицей над R. Для всякой ассоциативной алгебры 91 через-'1 

[91] обозначается ассоциированная с ней алгебра Ли с лиевским. 
умножением [a, b]=ab—ba, а,ЪЩ. 

3. Вспомним про нестационарное векторное поле hu которым 
мы так интересовались в первом параграфе. Отображение 

h^:v^sn^...^htvUl)o...oht4l)dtl...dtn, v&n, n > 0 , 

однозначно продолжается до непрерывного гомоморфизма h* 
алгебры @ с тасующим умножением в алгебру хронологиче-. 
ских рядов. 

Для / г = 1 , 2, . . . обозначим через 1„ единичный элемент 
в группе 2„, 10== 16R. Имеем 

С ОО \ ОО J 

2•••» = i d + 2 sn\-• -\f'n°-• -°h*^ • • • d t * n_0 J „=,1 •> д„ «J 
— асимптотическое разложение правой хронологической экспо-

со 

ненты. Введем обозначение ехр(е) = 2 e"-n> E6R. Элементы! 
—У _ 

ехр(е) обратимы в @ как любые формальные ряды с обратимыми 
нулевыми членами. 

О п р е д е л е н и е . Группа Т, порожденная элементами 
ехр(е), eGR, с операцией умножения «ш», называется абстракт­
ной вариационной группой. 

Согласно определению, Ycz®. Кривые 'со значениями в груп­
пе Т (как и в любой другой группе) сами образуют группу с 
поточечным умножением. Обозначим через & подгруппу в 
группе кривых на Т, порожденную кривыми 

ee->exp(a/Je), «eR, k = l , 2 , . . .(ср. д. 1.5). 
со 

Произвольная кривая a (-)gIT имеет вид а (а )= 1- [ -^ sna„P 

e6R, где й„6@, я—1.2 , . . . . 
Пусть n0— наименьшее такое п, что апфО. Обозначим 

аПа — Та(0)—-это абстрактный аналог касательного поля 
к кривой на группе диффеоморфизмов. В согласии с обозначе-
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ниями § 1, положим 
ОО 

<~Ф) - • 2 е"~!®«=5J (ехР ( е))ш (ехР (8))-1' 

Точно также, как предложение 1, доказывается следующее 
П р е д л о ж е н и е . Следующие два подмножества в & 

совпадают: 
I) {Та(о)|л(-)еег}; 

• С — 

2) Lie{(o„|w>l}—-подалгебра Ли в [©], порожденная эле­
ментами .алб@„, п<= 1,2, . . . Ш 

О п р е д е л е н и е . Подалгебра Ли 
V~{Ta{Q)\a(-)bg) в [в] 

называется абстрактной алгеброй Ли. вариаций. 
Абстрактная вариационная группа и алгебра Ли вариаций 

лежат в замкнутой ассоциативной подалгебре @, порожденной 
элементами 1„, n^-0. 

О п р е д е л е н и е . Ассоциативная подалгебра в @, порож­
денная элементами \п> nZ^O, называется тасовочной алгеброй_и 
обозначается символом Ш, а ее замыкание в <S — символом Ш. 

ОО 

Ш — градуированная подалгебра в ®, Ш— © Шп, где 

4. При работе с тасовочной алгеброй оказывается полезным 
следующее понятие, относящееся к комбинаторике подстано­
вок. 

О п р е д е л е н и е . Типом монотонности произвольной под­
становки сгб2п называется слово S (ст) длины п—1, S(a)--= 
= 5 i . . . s n _i , в алфавите из двух букв а, [3, определяемое сле­
дующим правилом 

если cr(i)<cr(i -+ 1), 
если ff(i)>a(f + l). 

Например, S(l,,)-=a . . . a —a"-1, a типом монотонности инверсии 

i*+n — i-{-\, i=\ п., является слово $...$ = $"г'1; при 
я - 1 

п=\ в обоих случаях получаем пустое слово. 
Сумму всех подстановок, имеющих один и тот же тип мо­

нотонности а, обозначим iaj. Если а — слово длины п— 1, то 
ia/-З-Зп. Обозначение iaj кажется на первый взгляд странным, 
но немного позже оно получит свое объяснение. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть а — слово длины п—1 в алфа­
вите из букв а, (3, и Т0 — {1 п— 1}—подмножество, состо­
ящее из номеров «мест» в слове а, на которых стоит буква (3, 

"-ft 
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#r a -=m. Тогда 
m 

i f l / - 2 ( - 1 y « - * 2 1« 1 ш1 г н ,ш . . .ш1 г г . й , 1 ш1 л - ; » . (2.1> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно определению, 

Ь.щ1ь_..ш . . . ш!гА_/Л 1ш1в_(А= ^ °- (2,2> 
_ •"б'ЧС- '*}) _ 

Следовательно, элемент (2.1) есть сумма всех подстановок, тип 
монотонности которых содержит буквы а на всех местах, кро­
ме t ' i , . . . , in, а на местах ii ik могут стоять как буквы а, так 
и р. Таким образом, в сумму (2.1) каждая подстановка, име­
ющая тип монотонности а, входит с коэффициентом 1, а под­
становка, содержащая буквы [3 в точности на местах у, / 
где Uv---iJi} строго содержится в Тa, — c коэффициен­те 

том2(—1г-*с';-'.—о. 
В самом деле, {/,, . . . , ji} содержится ровно в C^Jj подмно­

жествах Та мощности k. 
С л е д с т в и е . Ш — свободная ассоциативная градуирован­

ная алгебра, имеющая по одной образующей каждой степени 
/г>0. Элементы вида iaj, где а — произвольное слово в алфа­
вите а, р, образуют аддитивный базис алгебры Ш. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предложения 1 следует, что 
iaj€iUIn для любого слова а длины п—1. Элементы iaj для 
различных слов а, очевидно, линейно независимы. Поскольку 
всего имеется 2"-1 'слов длины п—\, то dim Шп^2п~1. С другой 
стороны, алгебра Ш порождается элементами 1„, п^О, следо­
вательно, имеет не более одной образующей каждой положи­
тельной степени. Остается заметить, что размерность компо­
ненты n-й степени у свободной ассоциативной алгебры, имею­
щей по одной образующей в каждой положительной размернос­
ти, 'равна как раз 2П-1 . 

Т е о р е м а 1. Абстрактная алгебра Ли вариаций V яв­
ляется свободной алгеброй Ли с образующими ©пбД7п, 
п = 1 , 2 , . . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
е ' - • - • : 

ехр (е) - 1 + \ со (т) ш ехр (т) dx. 
' о • 

Следовагельно, 
п.. 

- я =----• . 2 ®»ш--«-»•. n = - . 2 . •••• (2-3) 
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Из формулы (2.3) индукцией по п выводим, что элементы 
<л^Шп, /1=1,2,,.. порождают алгебру Ш. Поскольку Ш яв­
ляется. свободной алгеброй, имеющей по одной образующей в 
каждой из однородных компонент Шп, то со,,, п^\ ЯВЛЯЮТСЯ 
свободными образующими ассоциативной алгебры Ш. Из стандартных результатов теории алгебр Ли вытекает, что 
• < — 

*-п, n^l, есть свободные образующие порождаемой этими эле­
ментами подалгебры Ли в Ш. 

Следствие . Вложение VczlII индуцирует изоморфизм 
универсальной обертывающей алгебры UV алгебры Ли V на 
алгебру Ш, т. е. UVttlll. 

В самом деле, универсальной обертывающей алгеброй сво­
бодной алгебры Ли является свободная ассоциативная алгебра 
•с тем же набором образующих. 

Замечание . Последовательность шп, п> 1, не является, 
конечно, единственной системой однородных образующих 
алгебры Ли V. В качестве другой системы однородных образую­
щих той же алгебры Ли можно взять, например, соя, n > l , где 

со 

2 е"-1»,— co(e)--=(exp (e))_I ш — (ехр (е)). В следующем параграфе 
«-1 
•будет дано явное описание всех возможных систем образующих. 

б. Итак, Ш — подалгебра в -3, состоящая из всех таких ли­
нейных комбинаций подстановок, что подстановки с одинаковым 
типом монотонности имеют одинаковые коэффициенты. 

П р е д л о ж е н и е 4. Для любых слов а, Ъ в алфавите а, £ 
справедливо равенство 

(iaj)m(ibj)—iaamj-{-ia$bj. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ш/бШп, ibj£LHm. Тогда 

(iaj)ui{ibj)= ^ a°{iaj®ibj). 
aesn+mw 

Поскольку любая подстановка aQS„+m{n) монотонно возрастает 
на отрезке 1, . . . , п и, отдельно, на отрезке /t.+ l, . . . , n + /n, 
ifo Vj.v,.6*Se, v6SOT —тип монотонности S(a-(n®v)) подстановки 
•0-((л®у) равен либо S(|j,)aS(v), либо S(ц)pS(-v). Следовательно, 

(iaj)m(ibj) = kx {iaabj)-\-ki{ia^bj), 
где kx, k% — целые неотрицательные числа. Далее, если 
<r£Sn+m (П) И Оо(щ®у{)==р2®у2, TO 0—,\J,Y\bV-2^>yrloV2=^n+m т . -<• 
Sn+m(n)n(.Sn®Sm) = 1„+„t. Следовательно, коэффициенты ku k2 
равны либо нулю, либо единице. Для окончания дока-аат-эль-
ства остается заметить, что 

S (W(V®v))•= S (рву) = S Ct*->«S (v), 
* S((l, . . . , « - 1 , H 1 , n, № + 2, . . . , / i + mHix®v)) — S(№)pS(v). 
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Обозначим символом 9t ассоциативную алгебру с образу­
ющими а, р, L, \, но не свободную, а определяемую соотноше­
ниями 

/ j = a + p , t2=/2—ai—pi=/a.—/p---=0. 
Зададим в алгебре 91 градуировку полуцелыми числами 

со 

31— ф91 / г , приписывая переменным следующие степени: 

deg a = deg (J — 1, degi = deg/==-2-. Из предложения 4 • следует, 
со 

что ZZ/« Ф St„, т. е. градуированная алгебра Ш естественным 
образом отождествляется с подалгеброй в 9С, состоящей из 
линейных комбинаций однородных элементов целой степени. 
До конца настоящего параграфа мы будем использовать это 
отождествление без специальных оговорок, т. е. считать, что 
ШсМ {аШа%) и опускать символ ш при умножении элемен­
тов тасовочной алгебры, представленных в виде полиномов от 
(некоммутирующих) переменных <х, р, i, j . 

Напомним, что 

ехр(в ) -=2 8 n 1 „ = l + e 2 eraJan/ = l+et (1—-Eaf J ; , 

со 

а"(в) = 2 6»-C„ -= ( — ехр (е)] ш (ехр (е))~\ 

- с о , 

ш"(е) = {sum} е«-] юп = (ехр (в))--ш -д"" ехр (е). 
7 2 - 1 

П р е д л о ж е н и е 5. Справедливы тождества 
со 

1) (еТр (б))"1 = 1 - ы (1 + ер)-'/ - I - в 2 C - W j ' 

2) <ш(8)=-^(1 — 8а)-1(1+ер)-1 / ; 

3) ^(e) = i(1 + e p ) - ] ( l - 6 a ) : V ' . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . / 
1) (1 4- ei (1 — ea)- .j) (1 - et (1 + ер)-1/) •— 1 + ei ((1 - eaf1 — 

_ ( 1 + е р ) - ' ) у _ s i ( l - 8 a ) - J ( 8 a + ep)(l + ep)- . / -=l . 

2) а ( е ) Ц ^ ( е ф — е а ) ^ ^ 
: X (1 - ei'(l"+ sprV) = i (1 - в а р (1 - (ea + sji) (1 + <•-[*)-•) / = • 
- = i ( 1 - - 6 a r 1 ( l + 4)~1J- .'•' ••"• ••••- -•-:•: - "•-•. : ' '"v"' :' : •° ; -
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Аналогично доказывается и тождество 3). 
Следствие. 

^+i-2(-i)*-a""*l-V; »«1-2(--)*-Р*а*"*-/. tt>0-
6. Напомним, что дифференцированием произвольной ал­

гебры называется любой линейный оператор D в этой алгебре,. 
удовлетворяющий «правилу дифференцирования Лейбница»: 
D(xy) = (Dx)y-\-x{Dy). Определим два однородных дифферен­
цирования и, v степени 1 градуированной ассоциативной ал­
гебры St, задав их значения на образующих формулами 

я(а)=_-, иф)— - Р - . 
u{i)~=ia, a(j)=—Wl & 4} 
*•(«)= - « - , *.(р) = р-, 
«(•*)----$. - { . / ) — — a j . 

Прямое вычисление показывает, что формулы (2.4) 
согласованы с тождествами, определяющими алгебру 91-
Например: у (/£) —и(/) i+/« (t) ——p/i+jia——p (a+P) + (a+ 
+ P ) a = a —-p2—w(a+p) и т. д. Поэтому формулы (2.4) кор­
ректно определяют дифференцирования St. Кроме того, по­
скольку операторы и, v однородны и имеют целую степень, они 
переводят подалгебру ШсМ в себя. 

П р е д л о ж е н и е 6. Справедливы тождества 
a(&) = eeu(ij), a{e) = e-ev(ij). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . ©i — i / , 
п п 

ищ+х ----« 2 ( - -)*ia""*PV = 2 ( - -)* («(-«*"*) PV + ian-%(p*/)) = 
п я 

= 2 ( — -)*(« + - -k)ia',+I-*p*y — 2 ( - -)*(•- + 1)^a"-*p*+,j — 
n+l 

= («+1)2 (-l)*i«B+I-Tj-(n + 1)-W 

Итак, исол-=л(в..+1 V/t>l, следовательно, 
Ч- - И' 
-)«н-1 = 7Л-(01> .-""--,== а (е). 

Аналогичное вычисление доказывает и второе тождество. 
Следующее предложение показывает, что дифференцирова­

ния и, v тесно связаны с внутренними дифференцированиями 
ad* : а*+ха—ах алгебры % при xeVcSt. 
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П р е д л о ж е н и е 7. Справедливы тождества 
ad©(e) —е8а-".г'-т-и, &ua(s.)=e~Eauvu.-\-v. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При 8=0 оба тождества сводятся к 
равенству ad(t'j)— и+f. Это равенство проверяется прямым вы­
числением: поскольку и правая, и левая части равенства яв­
ляются дифференцированиями алгебры Ш, достаточно прове­
рить их совпадение на образующих. Остальное следует из пред­
ложения 4 и универсального тождества [D, adx]—ad(Dx), вер­
ного для любого дифференцирования D и любого элемента х 
произвольной алгебры. 

С л е д с т в и е . Алгебра Ли, порожденная и и v свободна, к 
отображение 

ad: V{to}DerSt, где ad : x>~>adx VxGV{subset}SC, 
является изоморфизмом алгебры Ли V на идеал коразмерно­
сти 1 в Lie(M,u) вида R(«+u)+[Lie(«, v), Lie(u,u)]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из стандартных результатов о сво­
бодных алгебрах Ли (см. [4]) следует, что подалгебра в. 
Lie(«, v), 'порожденная элементами u-\-v, (ad u)nv, ri^l, содер­
жит все коммутаторные мономы от и, v степени не ниже двух. 
Остальное следует из предложения 7 и теоремы 1. 

Начиная с этого места, мы отвлечёмся от операторного1 

происхождения элементов и, v. Отныне буквы и, v обозначают 
образующие (алфавит) свободной ассоциативной алгебры (ал­
гебры слов). Имеем 
V » (R(w+w)+[Lie(w, w), Lie(w, у)]) {subset}Lie(w, w){subset}Ass(w, v). (2.5} 
Следовательно. 

ZZ/= UV»Ass ((adn)" {u+v); n>0) {subset}Ass (u, v), 
т. к. элементы (ad «)"-(.u-j-o) являются (свободными) образу­
ющими алгебры Ли R(u+t»)+[Lie(u. t>), Ые(и. и)]; UV обо­
значает универсальную обертывающую алгебру алгебры Ли У 
Положим и+о—до. Имеется простая алгебраическая характе-
ризация элементов подалгебры Ass((ad«)nO),n^0) в алгебре 

Ass {и, w) = Ass {и, v). 
П р е д л о ж е н и е 8. Рассмотрим представление 6 алгебры 

Ass (и, ш) линейными операторами в Ass (и, w), определив .его. 
на образующих формулами 

6(M)x—[и, х], $(w)x—wx Yx&kss(u,w), 
Тогда отображение x.->-0(Jc)1 является проекцией Ass (u, w) на 
подалгебру, порожденную (adu) "ю, ti^O. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего поскольку 0 (u )= adu — 
дифференцирование алгебры Ass (и, w), то отображение 
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-.х:̂ 0(л.)1 переводит Ass (u,w) в Ass((ad«)"ay, n>0). Остается 
показать, что это отображение тождественно на 
Ass((ad u)nw, n > l ) . ЭТО вытекает ИЗ следующего утверждения. 

Лемма. Пусть Lx — оператор умножения слева на 
xGAss (и, w). Тогда, если х таково, что Q(x)=Lx, то б([и, x]) = 
= M - i i ж] . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 6([a,x])#--=6(n)0(.*)y—9(x)8(u)J/=-
= [и, ху\—х{и, у]-[и, x]y=L[u, Х]у. Щ 

Т е о р е м а 2. Пусть I:LL/-*-kss(a, т.) — непрерывный гомо­
морфизм (и мономорфизм), однозначно определяемый своими 
-значениями на образующих /(со„) = —-•-(ad и)"г> + и. Тогда 

1) /(exp(e))-=.2e"g№. 
2) 11Т есть изоморфизм абстрактной вариационной группы Т\ 

иа подгруппу в Ass (и, v), состоящую из всех элементов вида 
k k 

.e<>ue^...e'kueskv, k>0, 2 ^ = 2 s i -
3)I(V) = R{a+v) + [Lie(u,vj,Ue(ti,v)]:: 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
00 

1) 2 ere_1tt)„-—(-—exp(e)W(exp(e))_I. Следовательно, 
E 

— > • < — (• —St.. 

ехр(е) = ехр \ cu(e')de', /(exp(e))= 
о 

E е 
= exp С /(©(e'))d6/b=expJ(eE'ad"'0 + i!i)d&'----e--;e81'. 

о о 
Мы воспользовались формулой вариаций. 
2)' Утверждение 2) прямо следует из 1) и определения аб­

страктной вариационной группы. 
3) Утверждение 3) уже было доказано выше и, независимо 

•может быть без труда выведено из 1) и определения У. 
Следствие. Экспоненциальное отображение xi->-e*----
00 

— 2 ~ТХ" взаимно однозначно отображает V на У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Известно, что экспоненциальное ото­
бражение взаимно однозначно отображает Lie (и, а) на замкну­
тую подгруппу Т в Ass (u, v), порожденную однопараметриче-
•СКИМИ подгруппами t^-etu и t^etv (см. [4]). Из теоремы 2 сле­
дует, что 1{Т) есть нормальный делитель в Г, состоящий из 

~всех таких элементов, однородные компоненты степени 1 кото­
рых имеют вид a(u-\-v), абИ.Ц 
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§ 3. ТАСОВКИ И СИММЕТРИИ 

1. В предыдущем параграфе была йыяснеш_структура тасо-
вочной алгебры Ш, а также содержащихся в Ш вариационной 
группы Т. и алгебры Ли вариаций V. Теперь напомним, что 
градуированная алгебра LUc@= ©@„, где ©„— групповая 

п=0 
алгебра симметрической группы Е„ (группы подстановок 
п-элементного множества),. Элементами hn являются линейные 
комбинации подстановок, а умножение в групповой алгебре оп­
ределяется групповым умножением, т. е. композицией подстано­
вок: если о, vGE-i, то и covGSn. Классическое умножение «о» мы 
будем называть симметрийным, чтобы не путать его с тасу­
ющим умножением «ш». Кроме того, продолжим симметрийное 
умножение на все ©, положив [A,°V—О для УцёЗ™, v62n, тФп. 
Оказывается, имеется глубокая связь между двумя ассоциатив­
ным умножениями: тасующим «щ» и симметрийным «о». 

Фу ндам ента льная. л.ем м а. Для любого x%f и любых 
jx, v-зё справедливо равенство 

x-((хшу) — Jx .л) ш (x°v). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть< x = ^xk&°, где xft6ZZ/ftc@ft 

Vk > 0, \\&т, У&П. Требуется доказать, что 
xn&mo{[xmv)^{xm^)m(xnpvy 

Прежде всего, достаточно доказать это равенство для c/iyqaa 
у, —lm, v-=1„, поскольку 

jc^^o^fflv)=r¥>!rl.mQ(1mm1n)4[-®'v) 
и 

{хт°\х)ш(хп°ч)^(1т1п\п)о{хп°1к<2>хп°у)== ,..•.•..';•-
^(1т^пНхт®хпу(^Щ=={хттх„у(^Щ. 

Итак, фундаментальная лемма эквивалентна равенствам " 

xn+m°{\minin)=xmmxnVtn, п>0,^хь&°.- (3.1) 

Пусть /..62.,—инверсия: J„(k)—/i—k + l, k = l, . . . , n , ./„•= 
----iP"-1/. Напомним, что 

—> ° ° —>• ' 0 б 

exp (fe) = 2 ' s"1"' (exp^)rr-{sum} (—е)"У„, 

если считать, что 70=-=1. '* " v .,. , , , , . . 
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Произвольный элемент х—^Фх^Т. имеет вид 
л=0 

\п=0 / \*-=1 

где для любого / = 0 , J k последовательность аД Q--0, либо 
совпадает с 1„ Q5-0, либо с /., i^Q; ^, / = 0 , 1,. . . ,k — произ­
вольные вещественные числа, к — произвольное неотрицатель­
ное целое. 

Доказываемая формула (3.1) имеет чисто комбинаторный 
характер. Нам, однако, не известно ее прямое доказательство,. 
и мы вынуждены использовать довольно искусственную вспомо­
гательную конструкцию. 

Пусть Л — ассоциативная алгебра с п-\-пг образующими 
К\, ... ,%п+т, определяемая следующими соотношениями: любой 
(некоммутативный) моном от Ль ,кп+т, имеющий степень не 
менее двух хотя бы по одной переменной, равен нулю. 

Для всякого k > 0 определено правое действие группы 2/. на 
полиномы степени k от Л ь . . . , Лп+т правилом 

• - ^ . • • • • • . • ^ Ч о ) ' " ' ' ^ ) уо-е2*. 
Имеем ((j°v)^i,.... .Л, —.л>(оЛ*..... *Лгй). 

Пусть т]={г|ь т]2,..., т]„,...} — последовательность мономов^ 
первой степени алгебры Л, лишь конечное число элементов ко­
торой отлично от нуля. Положим 

Д*(л)-=- 2 %,••..-*1.А-

Буквой Л обозначим стандартную последовательность Л— 
—{Л., • • •, К+т, 0, 0 , . . . } ; таким образом, Я*-=0 при k>n-\-mr 
Имеем, в частности, Ап+т (Л) =к\•'. 'К+т-

Легко проверяется следующее тождество, справедливое для 
любой последовательности и любых k, 1^0, 

Ал(т1)Аг(т])--(14ш1г)Ал+г('П). (3.3> 
В самом деле, 

ДА М М 1 . ) — {sum} T l ' i ' - - -"T - ' f t+ / = 
lk+i<---<lm 

= 2 2 чл-(1)-...''ПЛ1(И-.) 
o£Sle.l(k)]1<...<jle.t 

(мы воспользовались тем, что •."••.•... •г.*А+/--=0, если i]i = i]l для 
некоторых Л-?--/г). ' 
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Пусть х—-элемент из Т. вида (3.2). Тогда 

-*Wm— 2 •<о,а?.ш^,-'{,ш...ш^*а?Д. 

По элементу х построим специальную последовательность 
1~-----1~(Л,), ПОЛОЖИВ 

f\j[n+m)+l ~ t^o} (Л у J = 0, \, . . . , k , i = 1с . . . » n + m , 

•Л, —0 при /> (£-И) (я+т. ) . 
Справедливо тождество 

A/(r1) = xIA/(X) V/>o. (3.4) 
В самом деле 

A/(i.)= 2 './.•••••1ги.-= 

-о+...+гА=г 

= 2 # • • • • • 4 й « ® • • • ®«У Д'о(м- • • • • Д-йО)-
/о+ . . .+-А-/ 

В то же время, согласно (3.3), 

= [а*®.. .®ay ((1гош.. .uibf t)A ;a))= 

= ((1,.ш.. .шЬА>0°о®.. .®o?J) A;(?.)= K - - • .-M?J MM-
Следовательно, 

А/(Л)--- 2 ^••...•^*(а?§ш...шо?4)А|(Я.)=-«д:,А/(М-

Используя равенства (3.3), (3.4), уже нетрудно доказать ра­
венство (3.1). Применим левую часть доказываемого тождества 
К %\> . • • -^л+т—Д/г+т(М : 

(Хп+А-т-1 я)) А"+л* (*•) -= (-"-ш 1 п) (^/i+mA/г+т (М>— 
= (1 тш1 ,,) А ,г+т (т)) = Ат (г),). А„ (г,) = (xmAm (A,)) (х,Д, (А,)) = 

= (хт® хп) Дт (X) Д„ (А) = (хт® х„) ((1тш1 „) А,1+т (А-)) — 
— ((xm®x„)o(1muii „)) Д Л т (А) = (л-тшх„) А„+т (Ц. 

Следовательно, хгщ.т°(1тт1^ = хтшхп. Н 
2. Удивительным следствием фундаментальной леммы яв­

ляется тот факт, что симметрийное произведение двух элемен­
тов тасовочнои алгебры снова является элементом тасовочнои 
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алгебры. Более того, эта лемма позволяет полностью описать 
таблицу симметрийного умножения элементов аддитивного ба­
зиса тасовочной алгебры. 

П р е д л о ж е н и е 9. Для любых п, т > 0 и положительных 
целых чисел £1, ...,£,,, /ь . . . , jm справедливо равенство 

(1/ ,ш...ш1д-(1 / ,ш . . .ш1У т)— .• .: ;-* 
= 2-*1-ш--'ш-*я1ш1*«»ш"''ш-*я-1Ц-'—--^т ' 

к 
где сумма берется по всем матрицам 

/ku . . . k\m \ 
к-[ ; ; к 

\ / г я 1 . . . кпт/ 
удовлетворяющим условиям: 

п 
2&п=//> 1=1 m; 
т 
2d fc[j:=ti> 1=1, . . . , it. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из фундаментальной леммы выте­
кает, что 

(exp (to ш ...шехр (t„)>(l;,m;.. щ1 jj = 

..•=((е5(->1)ш...шехр(*в))°1/.)ш^ 
Приравнивая коэффициенты при ti'-.-.-t'/ в правой и левой 
частях, получаем искомое равенство. 

Итак, V/i>0 пространство Шп является алгеброй относи­
тельно симметрийного умножения да» —подалгеброй в группо­
вой алгебре симметрической группы 2„. Пространство Шп 

о 

с симметрийным умножением обозначим Шп, а пространство 
СО О 

ЯЛ.— Ф,Я/_ с тем же умножением— символом Ш+. Заметим, 
что Я/П°Я/ОТ = О при пфт. 

Кружки над Шп и Я/+ пишутся для того, чтобы отличать 
симметрийное умножение от тасующего. Везде ниже (как и 
выше) символ Ш без кружка обозначает тасовочную алгебру, 
символ Я/+ — ее максимальный идеал, а Ш\ =-- Я/+ш... шШ+ — 

ft раз 
k-ю степень максимального идеала. 

Следствие. Подпространство Ш+ является двусторонним 
идеалом в Ш+> т. е. Ш+°Ш+сШ*+, Ш*+°Ш&сШ*+, Vk>0. 
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Это,.прямо следует из предложения 9. 
о 

Заметим, что 1„ является единичным элементом в Шп, а 
2 ° 

подпространство Шп[\Ш+ — идеал коразмерности 1 вШп. 
о 

. Определение . Обозначим через p:L(7->R гомоморфизм; 
о '' " ''' 

алгебры Я/ в R, определяемый следующим образом: если-
xQL£In,, x=cln-\-yr где у£Ш2

+, то р(л:).==с. 
Приведем значения гомоморфизма р на элементах iaj, об­

разующих естественный аддитивный базис Ш; здесь, а,—ело-; 
во в алфавите {а, р}. 

П р е д л о ж е н и е 10. Пусть degpа — количество букв р 
в слове а. Тогда р(а)=(— 1)"ея1-а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нужное равенство прямо следует из 
определения р и формулы (2.1). 

Замечание . Функционал р на алгебре «типов монотонно-
о 

сти подстановок» Шп играет роль, аналогичную роли чётности 
для отдельных подстановок. Напомним, что буквой [3 обозна­
чаются места, где убывают (т. е. имеют беспорядок!) подста­
новки данного типа монотонности. В то же время, р вовсе не 
совпадает с чётностью: например, для инверсии /..—ф"-1/, име-
ющей четность (—1) 2 , получаем р(/„) = (—l)n_1. Дело в 
том, что при вычислении р учитываются не все беспорядки, а 
лишь отвечающие соседним значениям аргумента. 

Инфинитезимальным вариантом фундаментальной леммы' 
является следующее 

П р е д л о ж е н и е 11, Для любых п>0 , феУ,,, хвШп спра­
ведливо равенство -&°х=р(х)Ъ. 

Доказательство , Прежде всего, •6>ol,,--=&. Поэтому до­
казываемое утверждение эквивалентно соотношению ^°Ш% = 0. 
Имеем e^QT, vsgR, где экспоненциальный ряд рассматривается 
относительно тасующего умножения: 

со 

.-•-=1 + 114-гп...ш#. 
n=l n раз 

Из фундаментальной леммы следует, что •зе*(х-1шл-2) = 
= (е-ф-.к1)ш(егФол.2), Vx-,Jc26Lf/7' Дифференцируя это тождество 
по е при 6 = 0, получим 

&o(4Cjmx2) --•=. (&°х-) ш (efoxa)+(e0°x2) ш {^х^)=0. • 
Напомним, что ассоциативная алгебра Ш есть универсаль­

ная обертывающая алгебра алгебры Ли У. Б частности, под­
пространства У" образуют возрастающую фильтрацию в Ш+. 

Теорема 3. 1) V™ = {xe^|xoZZ4+ 1}-0, Vn>0. 2) Пусть 
&1>. • ->®п€У — однородные элементы. Для произвольного непус-
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того подмножества Тс{1,.. . ,«}, Т=-{г'1)..., ift}, i1< . . .< /*-
положим •&.— &...Ш.. .шО;А. Тогда 

(%ш.. .ш&„>(-Л—• • •-1гА)----2 ^г-ш. • .шЬГк, (3.5) 
Где сумма берется по всем- разбиениям {!,...,п} на к подмно­
жеств Т} таких, что bTfiLUif / - 1 , . . . ,k . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Начнем с утверждения 2), Равенство 
(3.5)—прямое обобщение предложения П. То же можно ска­
зать о доказательстве. _Для любых ti,,..,^„6R элемент 
•г ' '* 'ш. . .ше'А лежит в Т. Следовательно, 

(е'-ф-ш.. .ще''1*л)<>(1г1ш.. .ш1.:А)-— 
-=((е'|*'ш.. .ше'-*'г)--1г,)ш.. .ш {{е'^чп. . .ше'л)о1..,). 

Приравнивая коэффициенты при t, •. . . .*„ в правой и левой 
частях последнего равенства, получаем (3.5). 

Перейдем к доказательству утверждения 1). Прежде всего, 
из (3.5) следует, что Vn°UI'+"1 = 0. Остается доказать, что 
хоШ^фО, если x$Vn. 

Пусть Ф,, &2,... —аддитивный базис V, состоящий из одно­
родных элементов, линейно упорядоченный так, что степени 
элементов монотонно не убывают. Из теоремы Пуанкаре—Бирк-
гофа —Витта следует, что элементы 8*,ш.. -Ш-̂ » h {le} • . • {le}--m> 
m<k образуют базис пространства Vk Vk>0. Объединение 
по всем k дает аддитивный базис пространства Ш. Для всякого 
xQUJ через xix,.,im обозначим коэффициент при &г,щ.,.ш&,т 
в разложении х по этому базису. 

Пусть xeVk\Vh~K главным членом разложения х по данному 
базису называется элемент 

где /1 ;'/. —лексикографически минимальная среди всех таких 
последовательностей iv...,ih что хг-..лй--£0. 

Пусть ЪфШ^, 1=1 k, тогда, согласно формуле (3.5), 
главный член элемента jc°(ld,ui.. .lul^) равен 

xji.,.]k-lx\-...-lm\^hm...ui^lk^\ 

где /,,...,/,.. —длины интервалов постоянства неубывающей 
целочисленной функции \^d{, \—\,...,k Ш 

Следствие , Подпространства Vn являются двусторонними 
идеалами в Ш+ : V"-ZZ/+—ZZ/+°V'-V''.l 

3. Теперь мы выйдем ненадолго за пределы тасовочной ал­
гебры Ш, чтобы привести некоторые следствия теоремы 3, от­
носящиеся к групповым алгебрам ©л симметрических групп 
2.. 
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Пусть Xj , . . . Д„ — независимые образующие (алфавит) сво­
бодной ассоциативной алгебры. Сопоставив каждой подстановке 
ag2„ моном ->-<г== о̂(1)-• • • •-1-о("). а линейной комбинации подста­
новок . « - - - ^ З Д полином %х={sum} сiXa, отождествляем группо-

i I 
вую алгебру <5п с подпространством в Ass (Ль . . . An) , СОСТОЯ­
ЩИМ из элементов, однородных степени 1 по каждой перемен­
ной. Положим 

Llen - {xee«|A*eLie ' (Xi , . . . , >W)}. 
Нетрудно видеть, что Lie„ является левым идеалом в 

групповой алгебре <3, т. к. перестановка переменных в комму­
таторном полиноме от Я-, •. • Д« оставляет полином коммута­
торным, 

Т е о р е м а 4. Для любого п > 0 справедливы соотношения: 
1) Vn=LiennZtfn; 
2) пусть ftSVn, р('О) ФО, тогда ©„-'fr—Lien. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

я : Ass {Ки . . . . .\n){to}Lie (Л-i,. . . , %п) 
— линейное отображение, действующее по правилу 

Хорошо известно, что я является проектором Ass (Л,, Хп) 
на Lie(Л.1,.. .,%п) (см. [4]). Теперь заметим, что п(^х)== 
— -hx°Qn vx£®n (cp. с п. 1.4). Следовательно, со„ порождает 

левый идеал Lie,,, т. е. ®.,o(o„=Lie„. Напомним, что р(со,,)-—/г 
и положим я——со„. Элемент яп^Уп является идемпотентом 
согласно предложения 9: пполп = 1. Следовательно, 

х£<5п°пп = Ыеп-^-^сопп — х. 
Из предложения 9 следует, что Ь°пп = •&• v-a-gv -̂, а из следствия 
теоремы 3 следует, что x°nn£Vn

 v_--gZZ/n. 
Таким образом, утверждение 1) теоремы доказано. 
Далее, если ®eVn, p(fr)=5--0, то -т;„-=——-л„-&. Следователь­

но, 6„oft = ©„-«„-=-Li е„. 
СО 

Пусть Ass(5)== © Ass„(S) —свободная ассоциативная алге­
бра с некоторым множеством образующих S, градуированная 
обычным образом. Определим правое действие 0„ алгебры @„ 
на пространстве Assre(S), положив для любого х = ^сгСТ;6®Л 

i 

9 „ ( x ) : S , - . . .•S„'--{sum}CiSo(l)- • . .•Saw, 
I 
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где S(6.S, i = \,.. . in — произвольные переменные, не обязатель­
но различные. 

Следствие. Пусть $£Vb p(&ft)-= 1. k = 1, 2 Тогда 
отображение 

со 

. . . ft®0ft(^):Ass(S){to}Ass(S) 

является проектором Ass (5) на Lie (5)-И 
4. Результаты двух предыдущих пунктов содержат решение 

ИСХОДНЫХ задач настоящей работы, поставленных в пункте 1.4: 
описать все коммутаторные представления n-й вариации и 
найти симметрии, преобразующие произвольное представление 
n-й вариации снова в некоторое представление n-й вариации. 
При этом, как выяснилось, решение второй задачи, по суще­
ству, включает в себя решение первой. 

Пусть ht — нестационарное поле. Все коммутаторные пред­
ставления n-й вариации системы (1.8) имеют вид 

Л,*, Ае^Пр-Ч-). 
Применение к НЛ симметрии х&Шп дает выражение 

h,(x°h). Таким образом, множество симметрии из Шп, перево­
дящих представления n-й вариации снова в представления п-й 
вариации есть III п[\р~1 (I). Кроме того, для любых -&и -б̂ бУ-Л 
Пр-10) имеем ф^Фг—fti. 

Таким образом, применением симметрии к произвольному 
коммутаторному представлению легко получить любое другое 
коммутаторное представление, и привилегированных коммута­
торных представлений нет. 

§ 4. РАСШИРЕНИЯ 

1. До сих пор мы изучали алгебраические структуры, свя­
занные с асимптотическим разложением потоков, порождаемых 
фиксированной системой вида (1.8). В приложениях часто 
встречается ситуация, когда на правые части рассматриваемых 
систем действует некоторая группа Г, и приходится сравнивать 
и комбинировать асимптотические разложения для систем, по­
лучающихся из данной под воздействием различных элементов 
группы. Иными словами, приходится специальным образом 
расширять вариационную группу с помощью группы Г. 

Простой и важный пример действия группы на правую 
часть мы получаем, исходя прямо из нестационарной системы 
(1.8) без каких бы то ни было дополнительных структур. 
Это — действие группы аффинных преобразований оси време­
ни: ht ftc.f+c!, Ci, c2£R, C\¥=0. Если правая часть зависит от 
параметров, дискретных или непрерывных, как это. бывает в 
теории управления, то действует группа преобразований про-
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странства параметров. Например, при изучении взаимодей­
ствия I систем с правыми частями /i.1,. .. ,ht

l используется сим-, 
метрическая группа Г=--2., элементы которой переставляют по­
ля ht\ 

2. Приступим к описанию расширения тасовочнои алгебры.. 
с помощью группы Г. Пусть •••••• 

T»~{y-fa,...,yn)\yter,i=i,...,n} 
— декартово произведение п экземпляров группы Г, ;, 

def 

Пусть o6S,,, соответствие 

Y —Ml Tn) r - > Ya~U 0 ( l ) ' • • •' Ya(„)) 

определяет правое действие 2п на Г". 
О п р е д е л е н и е . Символом 2£ обозначается следующее 

полупрямое произведение 2„ на Г": 
S»-={(Y. а)|ТбГ". a6S„}, • 
(у', a'HY.o)---(Y-Y'o. (T'°CT)-

Исходными объектами при построении тасовочнои алгебры. 
являлись группы 2„; при построении расширенной тасовочнои 
алгебры исходными объектами ЯВЛЯЮТСЯ группы Е„г , а умно­
жение в этих группах играет ту же роль, что и обычное сим-
метрийное умножение. 

Пусть на некотором множестве U определено левое дей­
ствие группы Г. Результат применения элемента у£Т к u6U 

и 
будем обозначать просто уи. Пусть Ф : U'-*- Ю — отображение 
Un в некоторое множество 2) (выбор букв оправдывается тем,. 
что в важных для нас приложениях U — множество управля­
ющих параметров, а .29 —алгебра дифференциальных операто­
ров на М). 

Для (у, а)&п положим 
(Y, а)Ф(«1 a«)--<P(1i«o(i) Yn«o(«)). 

Умножение (4.1) определено так, что соответствие-
Ф,|->(у, с)ф есть левое действие группы %lt т. е. 

' (Y',o')((Y. о)Ф) = (т/, а'Ит, о)Ф. 

Обозначим через ©J групповую алгебру над R группы 



Определим тасующее произведение произвольных (у, о)Ё--" 
и (Т'> оОб-"» Формулой 

(Y, а)ш(т'. cr/)—=«Y. Y0. сгш(У')е@«+т-
где (у, T,)=(Ti. .-..If-. Ti. ОбР-4*. 

Тасующее произведение доопределяется по линейности для 
любой пары элементов <3Г и задает в @г структуру ассоци­
ативной градуированной алгебры. 

Пусть UczRH, St) — пространство Фреше, отображения 
w-*yu, uBU непрерывны Yy£T, отображение Ф: Un-*-£D также 
непрерывно, и и(-) : [О, 1 ]->-[/ — измеримая ограниченная век­
тор-функция. Легко проверяется тождество 
J . . .J 0(-fi»(ti), • ...tMh), 7i«(-*+i) Y„_u«(-«))) M\ • • •dtn— 

— jj . . . jj ((Y, 1 h) ш (т', 1 ,._,,)) Ф ( » ( t , ) , . . . , и (t;i)) Л , . . . dtn (4.2) 
д" 

для любых 
k=o, 1, ..., n, T=(Ti т/0еГЙ. Y—(т; С.)еГ"-*. 

Пусть BKЛ (м)- некоторое непрерывное отображение U 
в Vect(M). Положим Hft(aI> . . . , u/,) = h(al)o.. .oh(a,l). Важный 
частный случай тождества (4.2) получим, взяв в качестве Ф, 
отображение 

("1 U.n)»Hk(ttaii)t . . . , UaW)oHn-h(aa'{i), . . „ иа'(я-*)). 

где 062*. о'е-----*. 
B этом случае (4.2) сводится к равенству: 

J . . . J (Т> а) Н» (и (*,) и (ift)) rft,. . . dtf 
д* 

о jj .. . jj (Т', а') Я"-* (и (A) и (*„_*)) rf/1... dt„_ft = 

= jj...J5((Y. о)ш(^-о'))Я"(и(А) tt{tn))dtx...dt,, (4.3) 
д г а 

Таким образом, отображение 

(Y, a){to}J... J (Т, a)Я* (a(i,), . . . . a(t„))rfti . . • dtm 
A* 

(Y,a)6Sf, /г = 1,2, . . . 
определяет гомоморфизм алгебры @г в алгебру дифференци­
альных операторов на М. 
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3. Подгруппа в Diff(M), порожденная диффеоморфизмами 

о 
называется Г-расширением вариационной группы системы 

x=x°h{u(t)). (4.4) 
Соответственно, Г-расширением алгебры Ли вариаций систе­

мы (4.4) называется подалгебра Ли в Vect(M), порожденная 
алгебрами Ли вариаций систем 

x=x°h(yu(t)), у£?. 
Абстрактные аналоги этих вещей определим, следуя той 

же схеме, что и в § 2. Прежде всего, пусть @г —пополнение 
градуированной алгебры б 1 — ф @„ в стандартной топологии 
сходимости однородных компонент. 

Пусть чбГ. введем обозначения: 
(1)„- ( (^д^т) , U Ш*Тп, (1)о= 16R; 

п раз 

ехр(е, 4) = {sum}en(4)„, exp(s, ~f)e-r; 

ОО 

<"-(<-> Т) — 2-з'2_]<<»-(1)—^(ехр(б, 1))ш(ехр(е, ч))"1. 

О п р е д е л е н и е . Подгруппа Тг в мультипликативной 
полугруппе алгебры <5уг , порожденная элементами ехр(е,у), 
E-3R, 7бГ> называется Г-расширением абстрактной вариационной 
группы. 

Подалгебра Ли Уг в [@г], порожденная элементами 
cun(7), п - 1 , 2,...,7-5Г называется Г-расширением абстрактной 
алгебры Ли вариаций. 

Г-расширение абстрактной алгебры Ли вариаций содержит­
ся в (ассоциативной) подалгебре алгебры © г , порожденной 
элементами (у)п, уЪТ, п=0, \,... , а Г-расширение абстрактной 
вариационной группы лежит в замыкании этой подалгебры в 
<3~г 

О п р е д е л е н и е , Подалгебра (ассоциативная) в ©г , по­
рожденная элементами (у)п, у&Т, n = 0 , 1 , . . . , называется 
Г-расширением тасовочной алгебры и ^обозначается символом 
Шг , а ее замыкание в @Г —символом Ш " 

Ясно, что Шт — градуированная подалгебра в ©г, Я/Г== 
= © Я/г где Ш £ = Д / Г П @ £ . 
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Пусть eg Г —единичный элемент группы Г. Отождествляя 
•об©-, с элементом ((.?, ...,<?), а)6-3£ > получаем естественное 

п раз 
вложение алгебры 6 в <3Г , при котором Ш вкладывается в 
ZZ7r. Из определения Д/г и того факта, что Ш — свободная 
алгебра с образующими 1„, п-=1,2, . . . (см. следствие предло­
жения 3) вытекает, что Я/г —свободная ассоциативная ал-

.гебра с образующими (у)п, убГ. п—1,2 Простым обобще-
-нием теоремы 1 является 

Т е о р е м а Г' . Г-расширение абстрактной алгебры Ли ва­
риаций Vг является свободной алгеброй Ли с образующими 

4. Кратко описанные в предыдущем пункте расширения ва­
риационной группы и тасовочной алгебры стоили бы немного, 
-если бы на них не распространялась фундаментальная лемма, 
связывающая симметрийное умножение «о» с тасующим умно­
жением «ш». 

Как и в §3, распространим симметрийное умножение 
(первоначально заданное отдельно ,на каждой из однородных 
компонент @г) на все ©г, положив a°b = Onpnaf<®r , bS(S„, n=hrn. 

Ф у н д а м е н т а л ь н а я лемма для Г-ра гшир е н и й . Для 
любого х£Тг и любых a, l/Q<&v справедливо равенство 

хо (amb) = (х°а) щ (х°Ь). 
Доказательство следует той же схеме, что и доказательство 

фундаментальной леммы в § 3, если подходящим образом 
•обобщить использованную там конструкцию алгебры Л. Имен­
но, пусть Л г —ассоциативная алгебра с образующими (y,kf), 

убТ, i = l n+m, 
определяемая следующими соотношениями: произвольный моном 
(•Y1, Я,;,)-.. .-("fb Я^), в котором ij = i]' для некоторых }ф)', 
равен нулю. 

Вместо правого действия группы 2„ на полиномах степени k 
из алгебры Л, использованного в § 3, следует рассматривать 
правое действие группы 2Лг на полиномах степени k из ал­
гебры Лг , определяемое следующим образом: 
<if. о):(т;, %tly.. ..(-,•;, hk)»(b-4'a{iy 4<i>)- • • ••(t^'aW, 4 W ) > 

V r H i f i . . . •'. тг*.)бГ*, aes f t. 
Остальные рассуждения мало чем отличаются от доказа­

тельства фундаментальной леммы в § 3, и мы их опустим. 
Как и в случае обычной тасовочной алгебры, фундаменталь­

ная лемма позволяет полностью описать «таблицу симметрий-
лого умножения» в Г-расширеыии тасовочной алгебры. 
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П р е д л о ж е н и е 12. Для любых п, т>0, элементов ч - > . . . 
- • • • In, 4i> ••••Чт6Г. а также положительных целых чисел 
ij , ..., in, j \ , ..., Jm справедливо равенство 

(Ыг. ш . . _.ш(f«).t„)«-C(t;)./х ш . . . m ( T j y J = 

= . 2 ( V t . ) * . . - - • • — (VT«k.!1---(42-Ti)/..- ш - ••ш(1 2 ' ^"К г г
щ-

к , 
•••-(tftrTiK,nm.{cdot}.--J(^m-T„)/w 

где сумма берется по всем матрицам 
,к\\ ... к\т 

- С - U - :. 
удовлетворяющим условиям: 

Zi^ll— hi ^ = 1. . . . . «г; ^ &,/—-., i = 1, . . ., П. 

Это утверждение доказывается точно так же, как предложе­
ние 7 в § 3. 

Из него следует, что для всякого п>0 пространство Шп
г яв­

ляется алгеброй относительно симметрийного умножения «о» — 
подалгеброй в групповой алгебре группы Ип

г- Эту «симмет-
о 

рийную» алгебру Я/„г обозначим Шпг, чтобы отличать ее от 
тасовочной. 

оо 

Пусть Я/г = © Я / г ; из предложения 12 следует, что 
о 

Ш Г ш Я / г ) П Я / г есть двусторонний идеал в Я / г . Любой эле­
мент л'бЯ/г имеет вид 

•* -=2 - ; *Ыя + !/. где */бЯ/г щЯ/г , c;6R, -Y-бГ. 

Отображение рг:л.-*2с ' (Чг)-г.есть антигомоморфизм Я/г в груп-

хювую алгебру группы Г. 
Следующее утверждение — инфинитезимальный вариант фун­

даментальной леммы—-доказывается также, как предложение I I . 
П р е д л о ж е н и е 13. Для любых n>0,®&/r fiLU^, xe-Я/г спра­

ведливо равенство 
tt-A' = <b(PrU))r.. 

Заканчивая параграф, а вместе с ним и статью, заметим, 
что изучение Г-расширений тасовочной алгебры и абстрактной 
.алгебры Ли вариаций здесь лишь намечено. Более подробные 
•сведения об этих объектах и приложения будут приведены в 
доследующих публикациях. 
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