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уравнение det (k1Q1 + A,2(>2) — 0 относительно неизвестного Я, = (Ях, ̂ 2) : 

: \К\ = 1. Левая часть этого уравнения является однородным многочленом 
п-ш степени относительно Я. Поэтому в силу нечетности п рассматриваемое 
уравнение имеет вещественный корень X = (ки %2), \ К | = 1. Положим 
Q — ^i(?i + 2̂@2- Используя возможность приведения симметричной вы­
рожденной матрицы Q к диагональному виду, будем не теряя общности 
считать, что Q — диагональная матрица, у которой последний элемент 
на диагонали равен нулю. Обозначим через #, функции qi (х) = Х4ж„, i = 
= 1,2. 

Покажем, что отображение q — (qt, q2) является искомым. Действи­
тельно, предположим противное. Тогда при s ^ t O c помощью соответст­
вующего локального диффеоморфизма к квадратичному виду может быть 
приведена и скалярная функция F (х) — A^FX.B (x) -\- ^2F2 , e (x). Но по-

п—1 
построению F имеет вид F (х) = 2 уМ + ex^i (Vi — диагональные эле-

г = 1 _ 

менты матрицы Q) и, значит, при е Ф О к квадратичному виду функция F, 
а вместе с ней и отображение Fe, приведены быть не могут. Предложение-
доказано. 

Из полученного утверждения сразу же вытекает следующее 
П р е д л о ж е н и е 2. Пусть dim Y ^ 2, размерность X конечна 

и нечетна, х0 — фиксированная точка из X, а N — подпространство та­
ких отображений F £ С3, что F' (х0) = 0. Тогда множество отображе­
ний F £ N, для которых не существует локальный диффеоморфизм, оп­
ределенный в окрестности х0 и приводящий к F к квадратичному виду, всю­
ду плотно в N. 

Хотя, как мы показали, в случае dim Y ^ 2 лемма Морса, вообще го­
воря, не имеет места, однако оказывается, что если отображение F в точ­
ке х0 2-регулярно (в определяемом ниже смысле), то множество М локаль­
но диффеоморфно конусу 

Н = {х € X: F' (х0) х = 0, P2F" (x0) [х, х) = 0}. 

Здесь Р1 и Р 2 — операторы ортогонального проектирования Y на подпро­
странство Im F' (х0) и его ортогональное дополнение соответственно. До­
казательство этого утверждения составляет основной результат статьи. 

В заключение введения на примере управляемой динамической систе­
мы продемонстрируем, как естественным образом возникает проблема ис­
следования анормальных ситуаций. 

П р и м е р 1. Рассмотрим матричное дифференциальное уравнение 
к 

2 = AZ + 2 u%Z, t £ [0, Т]; Z (0) = Z0. (1) 
г = 1 

Здесь число Т ^> 0 фиксировано, А, В^ — квадратичные п X re-мат­
рицы, Z (•) — абсолютно непрерывная матрица-функция тех же размеров 
п X п, и1 — скалярные управляющие параметры и к < ге. В качестве 
допустимых управлений рассматриваются вектор-функции и (•) = 
= (и1 (•), . . ., и* (•)) £ L2 [0, Т]. Матрица Z0, задающая начальное усло­
вие, невырождена. 
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Рассматриваемая билинейная система определяет отображение F?: 
Ь2 [0, Т]-+Еп*, ставящее в соответствие допустимому управлению и (•) 
значение соответствующего ему решения (1) в момент времени t = Т. Как 
известно, отображение FT определено на всем b\ [О, Т], аналитично, а его 
производная в нуле FT (0) определяется по формуле 

к т 
FT (0)i; = ^ 2 J »г(0e~tAВ{е*АdtZ0; v e b \ [0, T]. 

Покажем, что нулевая точка и — 0 является анормальной для любых 
Т ^> 0, матриц Л, J9J, определяющих правую часть, и Z0. 

Действительно, предположим вначале, что матрица А имеет простой 
спектр, т. е. все ее собственные значения Я,1? . . ., %п различны. Тогда, сде­
лав невырожденное линейное преобразование, будем считать, что А диа-
гональна. Из выражения для FT (0) имеем 

I m / ' r ( 0 ) Q e A r L i n ( U (J e-'ABie
tA)Z0. (2) 

i=l*6[0,T] 

Между тем е±гА — это диагональная матрица с элементами е "', откуда 
после простых вычислений получается, что диагональные элементы каж­
дой из матриц-функций Щ (t) — e~tABietA от переменной t не зависят. От­
сюда в силу (2) вытекает, что все матрицы Л4 (t) лежат в некоторой 
плоскости П^ CZ Еп'\ для которой codim П$ ^ п и, следовательно, 
codim (Im FT (0)) >= п — к ^> 0. Остается заметить, что произвольная 
матрица А является пределом некоторой последовательности матриц {Aj}, 
имеющих простой спектр, откуда искомое неравенство codim (Im FT (0)) ^> 
^ п — к ^> 0 получается предельным переходом по /. 

Ниже мы еще вернемся к этому примеру в связи с условиями 2-регу-
лярности. 

§ 2. Формулировка основных результатов 

Введем необходимые для дальнейшего обозначения и определения. Че­
рез Dx, Dy обозначим единичные шары из X и Y, а через S — единичную 
сферу в X; Огх — е-окрестность точки х; а 0Е — е-окрестность нуля, 
р (х, А) — расстояние от точки х до множества A, cl — замыкание мно­
жества, Еп — и-мерное арифметическое пространство. 

Точку х0(: X в дальнейшем считаем фиксированной и будем предпо­
лагать, что подпространство Im F' (х0) замкнуто. Положим Не — Н f) S. 

Для произвольного х £ X определим линейный оператор G (х): X -+• Y 
формулой G (х) = F' (х0) + P2F" (х0) х. Заметим, что Н = {х £ X : 
: G (х) х = 0}. 

О п р е д е л е н и е 1. Отображение F называется 2-регулярным в точ­
ке х0, если 

Im G (h) = Y Vh G Не. (3) 

О п р е д е л е н и е 2. Отображение F называется сильно 2-регуляр­
ным в точке х0, если существует такое е0 ^> 0, что 

G (h) (Dx) => e 0 D r Vh € S: | G (h) h | < e0. 
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Очевидно, что если X конечномерно, то 2-регулярность эквивалентна 
сильной 2-регулярности. Если же X бесконечномерно, то из сильной 2-ре-
гулярности вытекает 2-регулярность, но, вообще говоря, не наоборот. 

В связи со сказанным вернемся к примеру 1. Несложно вычисляется, 
что 

Т t Is 

F"T (0) [v, v] = eAT j jj 2 v* (t) vj (т) е-^В^е-^В^ dt dxZQ. 
о о i, j=i 

Поэтому квадратичное отображение FT (0) слабо непрерывно и, сле­
довательно, F не является сильно 2-регулярным в нуле. 

Можно показать, однако, что для некоторого открытою плотного под­
множества в пространстве Еп*хЕкп*хЕг «исходных данных» (А, Вг, . • • 
. . ., Вц, Т) отображение FT является 2-регулярным в нуле. Например, 
в случае к = 1, если элементы Вх, [А, ВЛ, (ad А)2 Вх, . . ., (ad /l)nZ""n51, 
[Ви [A, ВЛ], [ 5 г , (ad А)2ВЛ., . . ., [Въ (ad А)п~* ВЛ образуют базис про­
странства п X га-матриц, то отображение Ft может быть не 2-регулярным 
лишь для изолированных значений Т (• Ei. Здесь использованы стандарт­
ные обозначения из теории алгебр Ли: 

ad А: £"*-> Еп\ (ad А) Вх = [Аг, ВЛ = АВ1 - ВХА. 

Поясним теперь причину введения двух условий регулярности. Если 
dim X = <х>, то, как показывают приводимые ниже теорема 1 и пример 2, 
множества М и Н локально диффеоморфны, вообще говоря, лишь при ус­
ловии сильной 2-регулярности F. Однако если F всего лишь 2-регулярно, 
то, как показывает теорема 2, М и Н локально диффеоморфны в более сла­
бом смысле, т. е. относительно более сильной, чем исходная, конечномер­
ной топологии X. А именно, подмножество О CZ X называется конечно­
мерно-открытым [1, с. 119], если для произвольного конечномерного под­
пространства R С X множество О f] R открыто в топологии, наследуемой 
R из I ' . Конечномерно-открытые множества образуют в X конечномер­
ную топологию. Отметим, что в конечномерной топологии X не является 
линейным топологическим пространством (если dim X = оо), так как 
в нем операция сложения оказывается разрывной [2]. Однако конечномер­
ная топология может оказаться полезной при исследовании необходимых 
условий минимума в теории экстремальных задач. 

Отображение <р: О —>• X, определенное на конечномерно-открытом мно­
жестве О С: X, будем называть (локальным) конечномерным диффеомор­
физмом, если оно гомеоморфно в конечномерной топологии отображает О 
на ф (О), множество ф (О) конечномерно-открыто и для любого конечно­
мерного подпространства й с ! сужение ф на R f] О и ф"1 на R |~) ф (О) 
непрерывно дифференцируемы. 

Т е о р е м а 1. Пусть отображение F сильно 2-регулярно в точке х0. 
Тогда существует такая окрестность нуля О, окрестность точки х0 О, 
а также диффеоморфизм Ф: О —>• О, что Ф (О) = О, и 
, Ф (0) = х0; Ф (Я П О) = М П Ф (О). (4) 

1 Напомним, что для любого конечномерного подпространства топология, насле­
дуемая им из X, эквивалентна естественной топологии R, рассматриваемого как ариф­
метическое пространство. 
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Т е о р е м а 2. Пусть отображение F 2-регулярно в точке х0. Тогда 
существуют конечномерная окрестность нуля О и конечномерный диффео­
морфизм Ф: О —*• X, для которых выполняется (4). 

В следующем примере из-за отсутствия сильной 2-регулярности выпол­
няется лишь утверждение теоремы 2, но не теоремы 1. 

П р и м е р 2. Пусть X = W\tl [О, 1]; Y = Я1, х0 = О, F (х) = 

= \ tx2 (t) — х3 (t) dt. Докажем существование сходящейся к нулю по-
о 

следовательности {xt}, для которой F (а;г) = 0. Действительно, прямым 
вычислением проверяется, что последовательности 

[*, *6[0 , r i ] , 
Xl'i{t)-\i-\ *>r* ; x2<i(t)~i-\ 

сходятся к нулю и F (xlti) ^> 0, F (.z2ii) <; 0. Поэтому на отрезке, соеди­
няющем точки xlti, x2ti, найдется точка хь для которой F (хг)= 0. По­
следовательность {-rj является искомой. 

Таким образом, множество М содержит сходящуюся к нулю последо­
вательность. С другой стороны, в этом примере, очевидно, Н = {0} и, 
следовательно, множества М и Н в окрестности нуля даже не являются ло­
кально гомеоморфными, хотя отображение F 2-регулярно в нуле. 

Впервые локальная гомеоморфность (но не диффеоморфность) множеств 
М и Н в предположении 2-регулярности в конечномерном случае была ус­
тановлена в [3]. Мы не будем останавливаться на приложениях теорем 1, 
и 2. Отметим лишь, что локальная диффеоморфность М и Н позволяет, 
например, использовать топологические инварианты квадратичных отоб­
ражений, полученных топологическими методами для исследования анор­
мальных экстремальных задач [3], [4]. В работе [9] приведен следующий 
критерий сильной 2-регулярности квадратичных отображений с конечно­
мерным образом.J Пусть А: X X X -*• Еп — симметричное билинейное не­
прерывное отображение. Положим Q (х) = А (х, х). 

О п р е д е л е н и е 3. Квадратичное отображение Q называется силь­
но 2-регулярным, если оно сильно 2-регулярно в нуле. 

Для произвольного X 6 Еп через XQ обозначим скалярную квадратич­
ную форму q (х) = <Я, Q (х)}. Введем в рассмотрение множество Л, со­
стоящее из таких X £ Еп, что форма XQ слабо полунепрерывна снизу. Рас­
смотрим также множество Leg, состоящее из таких X £ Еп, что форма XQ 
лежандрова [5] (т. е. X £ Л и из xi -> 0, Q (х^) -> 0, i —>• оо, вытекает, что 
Xs —»• 0 сильно). Для произвольного у 6 Еп через Л (у) обозначим множе-
ство таких X £ Еп, что из х, —> 0, у А (х{) —>- 0, i —*- оо, вытекает, что 

ел 
lim XQ (х;) > 0. Здесь у А (х) — элемент из X*, определяемый формулой 
i—»oo 

{уА {х), х} = {у, А (х, ж)> Vx е_Х. 

Определим также конус 
К = {х£Х: Q(x)(: Л<>}, 

где Л° = {X £ Еп: <Я, г/> < 0 Vy б Л} — дуальный конус к Л. 
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Т е о р е м а 3 ([9]). Пусть конус Leg непуст. Тогда для линейной 2-ре-
гулярности Q необходимо и достаточно, чтобы 

Q (х) $ Л° (у) Vx£K, у б Еп: х ф О, у Ф О, уА (х) = 0. 

§ 3 . Доказательство теоремы 1 

В силу непрерывной зависимости операторов G (х) от параметра х су­
ществует такое открытое множество W, что 

W Z) Не; | G (h) h | < -^- VhedW. 

Здесь число е0 взято из определения 2. Выберем такое число е > 0, чтобы 
множество W содержало е-окрестность множества Н\ Но единичная сфе­
ра S гильбертова пространства X, как и всякое метрическое пространство, 
является нормальным пространством. (Топология на S индуцирована из 
X.) Поэтому существуют такие открытые в топологии S ее подмножества 
И7! и W2, что 

{ х б 5 : р ( х , Я е ) < - | - } с ^ 1 ; clW1(ZWi; clW2dW. (5) 

Здесь р — расстояние от точки до множества. Положим 

Сх = cl W,; C2 = S \ Wa. 

По построению замкнутые множества Сх и Сг не пересекаются. Поэтому 
(см. [6]) существует бесконечно дифференцируемая на X функция | , для 
которой 

е<*>4£ lTc^i^X:\x]>2h
0<^<1 V**X- <6> 

В дальнейшем для удобства будем считать, что ха = 0, F (х0) = 0. 
Введем в рассмотрение семейство отображений А (•, £): .ЗГ-*-У, за­

висящих от параметра t £ [0, 1] и определяемых по формуле 

А (хг t) = F' {х9) х + t (PJ (х) — F' (х0) х) + Р2 {-1- F" (х0) [х, х] + 

+ t[F{x) ^ ( х 0 ) [*.*])}• 

Произвольное трижды непрерывно дифференцируемое отображение /: 
X —> Y можно представить в окрестности х0 в виде 

/ (х) = / (х0) + / ' (х0) х + "2-Г (ж0) [ж, ж] + <« (ж) ж, ж>, 

где а: X -+ £F> (X) — непрерывно дифференцируемое отображение, для 
которого а (х0) = 0, а 5й (X) — пространство непрерывных квадратичных 
отображений из X в У. Справедливость такого представления доказыва­
ется точно так же, как и соответствующее утверждение, обычно используе­
мое при доказательстве леммы Морса [7, с. 14]. 

D дА дА 
Вычисляя производные -»— и -—- и применяя к ним указанное представ­

ление, получаем, что найдутся такие непрерывно дифференцируемые отоб-
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ражения а%: X X [О, 1] ->• Y, что 
дА 
дх 
дА 

-g- (ж, *) = G (x) + a1(x,t) + \x\ a2 (ж, t), 
дА — (х, t) = а3 (ж, *) + | ж ] а4 (ж, it); 

а ь а 2 = 0 ( | ж | ) ; а3 , а 4 = © (| ж | 2); 
ах , а3 б Im f' (ж0); а2, а4 6 (Im F' (ж0))-Ч (7) 

Для произвольных х (-_ X: % ф О, £ б [0, 1] определим линейное отоб­
ражение 5 (ж, Z): X X F * - > F x X* по формуле 

г В (ж, г) (ж, г/*) = (Ъ (ж, i) ж, Ь* (ж, г) г/* — /ж); 
(8) |Ь(ж,г) = С(-|-^|-] + а1(ж,«) + а2(ж,.г). 

Здесь I : X —*- X* — естественный изоморфизм, ставящий в соответствие 
вектору х <с X линейный непрерывный функционал, определяемый им в си­
лу теоремы Рисса. 

Введем в рассмотрение множества 
F 1 = 

ж б X : х Ф О, j i j б PF; оператор 5 (ж, t) непрерывно обратим Vt б [0; 1][ , 

V2 = { ж б Х:хф О, - ^ c l tF2} ; F = F x U F 2 |J {0}. 

Множество F2 очевидно открыто. Покажем, что Vx также открыто. Дейст­
вительно, пусть ж G Fx . Тогда для любого t £ [0, 1] существует такое, за­
висящее от него е (t) ^> 0, что операторы В (ж, т) непрерывно обратимы 
для всех (ж, т), для которых 

ж 6 Отх; т б U - s (0 , * + е (*)] |~| Ю, 1). 

Выбираем из открытого покрытия (J (t — 8 (t), t + е (i)) отрезка 
*6[0,1] 

[0, 1] конечное подпокрытие, определяемое, например, точками tt, i = 
— 1, к. Положим I = min е (1^). Тогда множество Vx содержит вместе 
с точкой х ее s-окрестность и, следовательно, открыто. 

Докажем, наконец, что множество V также открыто. В силу открыто­
сти Vx и ^ 2 д л я этого достаточно показать, что точка х = 0 является внут­
ренней для V. Действительно, из условия сильной 2-регулярности F, оце­
нок (2) и формул (8) вытекает существование такого б ^> 0, что операто­
ры Ъ (ж, t) сюръективны для любых t б [0, 1], ж б 0(,; х Ф 0, -.—г б W. 

I x I 
Но из сюръективности оператора Ъ (ж, t) и формул (8) легко следует, что 
Кег В (ж, t) = 0; Im В (ж, () = У X X* для указанных (ж, t) и, следо­
вательно, по теореме об открытом отображении оператор В (ж, t) непре­
рывно обратим. Отсюда вытекает, что {ж б Of,: х Ф 0, -.—рб W} с ^ 4 
=Ф <9б CZ F и, значит, множество V открыто. 

Определим на множестве F X [0, 1] отображение В: 

« ч ( ^ т ^ Я - Ч ^ О К М + ^М-.О), z6F1; 25 (ж, £) = { v I х I ' (У) 
I 0, *€V\^i-
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Покажем, что оно непрерывно и непрерывно дифференцируемо по х. Дейст­
вительно, пусть х Ф 0. Если х £ F l 5 то гладкость D вытекает из (9) и глад­
кости отображений | , В, а4 на V±. Если же х f F \ Vt \ {0} = F2, то 
по построению А—г (f cl JF2 и, следовательно, в силу (б) функция | , 
а в силу (9) вместе с ней и отображение D, тождественно равны нулю в не­
которой окрестности точки х. 

Пусть теперь х = 0. Тогда из оценок (7) и условий сильной 2-регуляр-
ности несложно вытекает, что | В'1 (х, t) (a3 (x, t) + а4 (х, t), 0) | = 
= О (| х | 2) равномерно по х: х Ф 0, -,—г- £ W. В силу этой оценки 

Ix I 
и формул (6), (9) существуют такие бх ^> 0 и А; > 0, что 

| 6 ( z , 0 l < f e | x | 2 VtGlO, l ] , V*6 0e,. (Ю) 

Из (10), в частности, следует дифференцируемость отображения D при 
х = 0, а также то, что-^— (0, t) = 0. 

Положим Z = X X У*, Zx = V X Y*, z — (х, у*) и определим отоб­
ражение D: Zx X [0, l]-»-Z, положив 

I? (z, t) = D(x,t); г = (х, г/*). 

Рассмотрим задачу Коши 
iz = D(z,t), г 6 [0,1], 
\z(x) = {x,0), ( > 

в которой начальные условия т 6 [0, 1] и ж £ F являются параметрами. 
Обозначим через О множество таких х £ V, для которых существует ре­

шение задачи Коши (11) z (t; х, т), определенное на отрезке [0, 1] и удов­
летворяющее следующим ограничениям: ; J 

z(t;x,T)£V V*G[(U]; (12) 

если х Ф 0,.-Ду £ Яе, то z (£; ж, т) =̂= 0; 

.^fffli- б u w те [o,i]. (13) 
Очевидно, что z (t, 0, т) = 0 =#> 0 G О. Покажем, что множество О от­

крыто. Действительно, если Я £ О, % Ф 0, то х является внутренней точкой 
для О в силу теоремы существования и непрерывной зависимости от на­
чальных условий решения задачи Коши. Поэтому достаточно показать, 
что нуль принадлежит внутренности О. В силу указанных теорем найдет­
ся такое б2 6 (0, 8г) (число 8г было определено выше), что для любых х £ 
€ О^, т £ [0, 1] решение (9) существует и удовлетворяет (12). Осталось до­
казать существование такого б3 £ (0, б2), чтобы (13) выполнялось для лю­
бых х 6 06з \ {0}. 

Покажем вначале, что имеет место оценка 
\z(t; х, т) — х | = О (ж), х 6 0а,, (14) 

равномерно по t, т £ [0, 1]. 
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Возьмем произвольные т, х£0&2 и положим z (t) — z (t; x, x). Для 
t £ [0, 1], используя (10) и (11), имеем 

t t 

z(t) = z (т) + 5 D (z (9),. 6) d9 =* | z (0 — z (т) | < J Л | z (6) |2 d0 < 
г т 

г t 

< /c ^ | z (6) — z (т) | | z (6) | dd + A | z (T) 111 z (0) | d6, 

откуда с помощью неравенства Гронуолла [8, с. 189], учитывая, что 
| z (т) | = | х |, получаем 

1 
1 ТС j" |2(в)| d6 

| z («) — z (т) | < к | ж | \ | z (9) | dQe x 

X 

Но z (2; ж, т) ->- 0 равномерно при а;-»-Ов силу теоремы о непрерывной 
зависимости решения (11) от начальных условий, что завершает доказа­
тельство (14). 

Пусть х (•_ 0(,г, х Ф 0. Из (14) сразу же заключаем, что тогда z (t; x, 
т) Ф 0 Vt £ [0, 1]. Поэтому, используя (14), имеем 

z(t) х 

I МО I 
\(z(t)-x)\x\ + x(\x\ — z(t))\ < о(х)\х\ + \х\о(х) _ 

ион*! (^ I*(OII*I 
о (х) ^ о (х) 
*(0I ( ^ \x\-\z{t)-x\ ' 

откуда в силу того, что W1 — это е-окрестность Не, вытекает существова­
ние искомого б3. Таким образом доказано, что множество О открыто. 

Через ср (t; x, х) (• X обозначим первую составляющую вектора z (t; 
х, х). Пусть х £ О, х Ф 0, т (5 [0, 1]. Положим ф (t) = ф (t; x, х) и ис­
следуем свойства этой функции. В силу (6), (9) и (13), 

Б (Ф (*), t) D (х (0, t) = (а, (Ф (t), t) + а4 (<р (t), t), 0). 

Используя это и умножая обе части дифференциального уравнения (11) 
на В, в силу (8) получаем 

4 

ъ (Ф (о, *). Ф (*) = 2 a i (Ф (0.0. й* (Ф (*). *) Ф (0 У* (*) = ^Ф (*). 
г = з 

где у* (t) — вторая координата вектора z (t), т. е. z (t) = (ф (f), jy* (*)). 
Из первого уравнения, используя (7), (8), имеем 

(F' (.т0) + а, (Ф (*), 0) Ф (t) = a3 (Ф (t), t), 
pzF" (*<») Т Ф Ж + а*(ф w ' ° ) ф w - а4 (ф {t)'t]-

Умножая второе тождество на |ф (t) | и складывая с первым в силу (7) 
и определения отображений cxlt a2, получаем, что ф (•) удовлетворяет 
тождеству 

4 f (Ф <*), t) Ф (*) + 4г <ч> W'')s0 ' ' * f°' *]• 
Интегрируя это тождество на отрезке [т, t], имеем 

А (ф (t; х, т), t) = A (x, x) Vx б # \ VT б [0, 1]. (15) 
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Определим отображение Ф по формуле 
Ф (х) = Ф (1; х, 0). 

Тогда Ф (х0) = 0 и в силу свойств фазового потока динамической системы 
и теоремы об обратной функции Ф является диффеоморфизмом, отобра­
жающим открытое множество О на открытое множество Ф (0). Кроме то­
го, Ф"1 (х) = ср (0; х, 1) Yx £ О. Покажем, что 

Ф ( Я П О ) С М ; Ф'1 (М Г) О) С Н. (16) 
Докажем первое из указанных соотношений. Действительно, из (15) 

при т = 0, t = 1 для произвольного h £ Н f) О имеем 
Ф (h) = ф (1; А, 0) =4- А (ф (1; Л, 0), 1) = А (А, 0) = 

(15) 
= F' (x0) h + P2F" (x0) [h, h] = 0 =Ф 4 (Ф (А), 1) = 0 =» Ф (А) £ Л/. 

Доказательство второго включения из (16) проводится аналогично. 
При этом следует в (15) взять т = 1, t = 0. 

Соотношения (16) в совокупности с полученными выше свойствами Ф, 
завершают доказательство теоремы. 

§ 4. Доказательство теоремы 2 
Рассмотрение этого параграфа основано на конструкции, использован­

ной при доказательстве теоремы 1, и следующем утверждении: 
П р е д л о ж е н и е П2 ([4, с. 123]). Если отображение F 2-регуляр-

но, то для любого конечномерного подпространства R CZ X существует та­
кое (зависящее от него) конечномерное подпространство R а X, что R э 
Э R и для любого h £ Я f] He выполняется (3). 

В силу 2-регулярности отображения F существуют такие открытое 
множество W из X, а также открытые в топологии единичной сферы S ее 
подмножества Wt и W2, что 

cl W1 CZ W2; cl W, CZW; He CZ W; Im G (h) = Y Vh 6 cl W. (17) 
Далее построим множества Cu V{, V и отображения А, В, | , щ так же , 
как и при доказательстве теоремы 1. Из приведенных там рассуждений вы­
текает, что множества V1 и V2 открыты. 

Покажем, что V — конечномерно-открыто (правда необязательно от­
крыто). Действительно, пусть R — произвольное конечномерное подпро­
странство из X, а Й — подпространство, которое соответствует R в силу 
сформулированного предложения П2. Положим V = V f\ R. Достаточно 
показать, что нуль принадлежит относительной внутренности V f] Я в /?, 
а значит, и относительной внутренности V f| R в R. 

Действительно, в силу (8), (17) и компактности множества cl W f]]R 
существует такое, зависящее от R, число б (R) > 0, что операторы В (х, t) 
сюръективны для любых t£[0, 1], Vx 6 <9б(Д) f] •#•' хфО, -^-j £ W. 
Затем так же, как это проделано при доказательстве теоремы 1, проверя­
ется, что 

{х е от) п R • * Ф о, -JL. 6 w} cz 7а =Ф ов(Л) п л с v. 
Таким образом, множество V конечномерно-открыто. 
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По тем же формулам, что и в § 3 (доказательство теоремы 1), построим 
множество О, отображения D, D, ц> и Ф. Докажем, что множество О конеч­
номерно-открыто. D и Ф конечномерно-дифференцируемы, а Ф — конечно­
мерный диффеоморфизм и удовлетворяет утверждению теоремы. 

Действительно, пусть R — произвольное конечномерное подпростран­
ство X. Выберем конечномерное подпространство R, отвечающее R в силу 
предложения 112. В силу конечномерной открытости множества V сущест­
вует такое (зависящее от R) число б > 0, что 02& f) R d V. Далее, мно­
жество R f] cl W1 компактно. Поэтому в силу условия 2-регулярности 
•(3) существуют такие (зависящие от R) открытые относительно топологии 
«единичной сферы S ее подмножества Sx и S2, что] 

cl S, С S2; S2 dW2; Я П cl Wx с SXl 

а оценка i S_1 (x, t) (a3 {x, t) + сч {%, t), 0) | : О (| х |2) выполняется 
равномерно по всем t £ f0, 1], x: x Ф 0, •.—-£с1£2- Отсюда вытекает 
существование (зависящих от R) чисел к и бх 6 (0, б), для которых 

| Л ( ; М ) | < й М 2 Vi6 [0,1], VxG0 6 l : - | | | -eS 2 . (10') 

Замкнутые множества cl S1 и S \ S2 не пересекаются. Следовательно, 
•(см. [6]), существует такая бесконечно дифференцируемая на X функция 
1л, что 

(1, хGel Si, 
ё н ( * ) = п „ г с ч е 0 < | н ( х ) < 1 Уж. 10, жбб'Х^з,. 

Аналогично £в — такая бесконечно дифференцируемая на X функция, что 
fl, х£06% 

Ы*) = [о, xex\o26,°<^)<i УХ. 
На X X [0, 1] определим (зависящее от R) отображение Од: 

( Ь (х) U (1^Т)В-1 (x,t) (a3 (x, t) + at(xrt), 0), х ф 0, 
BR (X,t) = V I -r I У 

1 0, ж = 0. 

Повторяя рассуждения § 3, при этом заменяя ссылку на (10) ссылкой на 
{10'), получаем, что отображение BR непрерывно дифференцируемо. Оп­
ределим отображение DR: Z X [0, 1] -*- Z, положив 

DR (Z, t) = BR (X, t), Z = (x, У*). 

По аналогии с (11) рассмотрим задачу Копта 

. z (т) = (х, 0). 
Через OR обозначим множество тех х £ V fl ^ . Для которых существует 
определенное на [0, 1] решение (11') z (•; х, т), удовлетворяющее следую­
щим ограничениям: 

z(t;x,t)£06; если ж =̂= 0, -г^у б Яе f| R, то 
/ г ( 1 3 ' ) 

,2(^,т)^о, 1:;;:;;?)|€я1 v^6[o,i}. 
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Повторяя рассуждения § 3 (и заменяя (10) на (10')), получаем, что Од — 
окрестность нуля. 

Через Фд (х) обозначим первую составляющую координаты вектора 
z (1; х, 0). Так же, как и в § 3, доказывается, что отображение Фд (так­
же зависящее от R) является локальным диффеоморфизмом и Фд (Л [~| 
П Н П OR) = М П Фя (R П OR). НО ИЗ (13') и определения функций | н , 
|в вытекает, что сужение отображения Фд на R f] OR совпадает с Ф, т. е. 
Фд (х) = Ф (х) Vx б R П Од. Кроме того, множество R [~| OR открыто 
в R. Поэтому множество R f] OR также открыто в R, а сужение Ф на R (~) 
р) Од непрерывно дифференцируемо. Таким образом в силу произволь­
ности R множество О конечномерно-открыто, а определенное на нем отоб­
ражение Ф является локальным конечномерным диффеоморфизмом и удов­
летворяет (4). Теорема доказана. 

§ 5. Доказательство теоремы 3 

Для произвольного у G Еп введем в рассмотрение конус л (у) (Z Е'\ 
состоящий из таких векторов d £ Еп, для каждого из которых найдется 
слабо сходящаяся к нулю последовательность {Xj} CZ X, для которой 
lim О (Xi) = d. 
i--aB 

Л е м м а 1 ([9]). Множество я (у) выпукло Vy £ Еп. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть dt, d2 t я (у), a, £ [0, 1]. Выберем 

слабо сходящиеся к нулю последовательности {х\} (Z X, для которых 
lim О (xf) = ds, s = 1, 2. Обозначим через Л8: X ->- X s-ю координату 
г->оо 

отображения А и положим Os (ж) = As (x, х). В силу слабой сходимости 
{х2{} к нулю для произвольного номера i найдется такой номер / (г) I> ir 

) (i) >j{i — 1). что 
| 4S (4,. х2

т) | < — , s = Т7й. (18) 

Положим xs = \ах\ + |/"1 — аядг)- Тогда последовательность {#<} 
слабо сходится к нулю. Далее имеем 

Qs (хд = «Os (a;J) + 2 / a ( l - a ) As {x\, хг
т) + (1 - a) Os (x2

m), 
откуда в силу (18) 

lim О (х^ = adj + (1 — a) d2 = d=^> d £_ л (у), 

что завершает доказательство выпуклости я (г/), а вместе с этим и леммы. 
Л е м м а 2 ([9]). Пусть Leg Ф 0 . Тогда кош/с я (у) замкнут У у (- Еп. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть последовательность {<2,} d En схо­

дится к d. Переходя к последовательности, будем считать, что | dj — d | <^ 
<^-^-. Выберем слабо сходящиеся к нулю последовательности {xJtl}, для 
которых lim О {xjt 4) = dj. При этом можно добиться того, чтобы | О (xj, 4) — 

_d4i < 4 V > -
Из того, что по условию форма ЯО лежандрова для некоторого X £ Z?n, 

выводится (мы здесь этого не делаем), что переходя к подпоследователь-
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ностям можно добиться равномерной по i ограниченности последователь­
ностей {Xj,i}-

Переходя от пространства X к замкнутой линейной оболочке векторов 
{xjti}, будем считать, что само X сепарабельно. Но на ограниченном мно­
жестве, на котором лежат всеа;7>4, слабая топология сепарабельного гиль­
бертова пространства метризуема. Поэтому для любого i существует /' (£) 
такое, что | Q {х^ — d{ | < —г-, а последовательность {#;} слабо сходит­
ся к нулю, где Xi = xjd) i. Очевидно, что Q (хЛ —»• d =4- d £ я (у) и, следо-

г—>оо 

вательно, я (у) замкнуто. Лемма доказана. 
Л е м м а 3 ([9]). Пусть Leg ф 0 . Тогда л {у) = —Л° (у) Vy е Еп. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть К (• Л (у), d £ п {у). Возьмем слабо 

сходящуюся к нулю последовательность {хЛ, для которой уА (xt) —»- О, 
г-»оо 

lim Q (xi) = d. Тогда 

<*,, d} = lim KQ {Xi) > О =ф < — X, d > < 0 Yd 6 я (у) =» —Л (у) С я 0 (у). 
Докажем обратное включение. Пусть d £ я 0 (у). Пусть {а:,} — произ­

вольная слабо сходящаяся к нулю последовательность, для которой 
уА (xi) —>• 0, а е — произвольная предельная точка последовательности 
{Q (xi)}- Очевидно, 

е 6 л (г/) н> <— d, е> > О =Ф lira <— d, (? (ж{)> > 0 => 
г->оо 

= J — d e A ( j / ) = 4 n ° ( y ) S — Л ( у ) . 

Таким образом, я 0 (г/) = —Л (у), откуда в силу лемм 1 и 2 я (г/) = л00 (г/) = 
= —Л° (у). Лемма доказана. 

Перейдем непосредственно к д о к а з а т е л ь с т в у т е о р е м ы 3. 
Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть Q не является сильно 2-регулярным. Тог­
да найдутся такие единичные последовательности {xt} d X, {г/4} <ZZ En, 
что 

Q (*,) -> 0, г/,Л (хд - * О, » -*- оо. (19) 

Переходя к подпоследовательности, будем считать, что хг —> г0 , г/j —>• z/0, 
г —> эо. Возьмем какое-нибудь Я, £ Leg. Тогда KQ (хЛ —>• 0, откуда в силу 

г—*-оо 

лежандровости XQ имеем х0 Ф 0. Кроме того, из (19) имеем у0А (х0) = 0, 
хй £ К. Положим | j = Xi — ж0. В силу (19) 

г-*оо 

откуда в силу леммы 3 Q {х0) £ Л° (г/0). Полученное противоречие с пред­
положением теоремы завершает рассуждения. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Возьмем произвольные ненулевые х £ К, у £ 
£ £ п и пусть г/Л (х) = 0. Предположим, что Q (х) £ Л° (i/). Тогда в силу 
леммы 3 существует слабо сходящаяся к нулю последовательность {х^}, 
для которой у A (%i) -»- 0, Q (х 4) ->- —<? (a;), i -*• оо. Положим хг = х4 + х. 
Тогда () (а:,) -> 0, у А (х^ -> 0, t -*- оо, а последовательность {хг} ограни­
чена и к нулю не стремится, что в свою очередь противоречит сильной 2-ре-
гулярности Q. Теорема доказана. 
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