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УДК 514.7; 517.977.1 
ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

НА ВЕКТОРНЫХ РАССЛОЕНИЯХ 
И ХРОНОЛОГИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ л 

Р. В. Гамкрелидае, А. А. Аграчев, С. А. Вахрамеев 

В этой статье излагаются основы исчисления потоков, оп­
ределяемых векторными полями на гладких многообразиях,. 
снабжённых, возможно, дополнительными структурами. Пред­
ставленный материал является результатом развития идей бо­
лее ранних работ [2], [3], [4], [9]. Основными средствами иссле­
дования здесь являются формула вариаций и общая теорема 
существования потока в конечно порождённых модулях (см. 
§ 3, п. 3.3 и § 3, п. 3.4). Здесь же развивается очень удобный 
функциональный подход для описания и изучения различного 
рода геометрических объектов на гладком многообразии. 

В статье используются нестандартные обозначения — 
объяснение их смысла дается в § 1—-§• 2. 

§ 1. Векторные поля и диффеоморфизмы 

Обыкновенное дифференциальное уравнение на многообра­
зии определяется заданием нестационарного векторного поля. 
В этом параграфе будет дано функциональное, не использу.. 
ещее локальных координат, описание основных объектов, свя­
занных с уравнением: векторных полей, дифференциальных 
форм, диффеоморфизмов, а также точек многообразия. Нач­
нём с последних. 

1.1. Гомоморфизмы алгебры С°° {М) в R и точки многооб­
разия М. Пусть М — гладкое n-мерное многообразие (термин 
«гладкость» всюду далее означает бесконечную дифференциру-
емость, а многообразия предполагаются со счётной базой). 
Основной объект, связанный с многообразием М — это R-ал-
гебра С°° (М) всех гладких вещественных функций на нём. 
Эта алгебра коммутативна, ассоциативна и содержит едини­
цу—функцию е (х), хШ, тождественно равную единице паМ. 
По-существу, алгебра С~ (М) содержит всю информацию ,р 
многообразии М, Мы расшифруем это утверждение подробнее 
в предложениях 1 Л. и 2.1. ,' • 
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Пусть xQM — некоторая точка M. Она определяет отобра­
жение x:C°°(M)->R, 

х:а<-^а{х), 
которое R-линейно и мультипликативно: 

х (%a->r \ib) = Хх {а) + \ix (b), 
х (ab) = x.(a)x (b) 

va,bec°{M), x,n.eR. 
Оказывается, что верно и обратное: всякий линейный функ­
ционал на С" (М), отличный от нулевого, и обладающий свой­
ством мультипликативности, порождается некоторой точкой 
из М. Именно, справедливо 

П р е д л о ж е н и е 1Л. Если I;: С°° (М) {to}R — ненулевой го­
моморфизм кольца С°°(М) в прямую R, то | порождается од­
нозначно определенной точкой из М: существует единственная 
точка хвМ удовлетворяющая условию 

g(a)=i(a)=a(x) УаеС°°{М). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим прежде всего, что всякий 

кольцевой гомоморфизм C°°(.M){to}R является R-линейньщ ото­
бражением, то есть гомоморфизмом алгебр. Поэтому ядро 
ker£ (ненулевого) гомоморфизма £ является максимальным 
идеалом в кольце С°° (М). , 

В самом деле, пусть идеал /"экег | и а&1, но афкег \, сле­
довательно, |(а)--J--0. В силу R-линейности | , функция Ь~ 
= а—-g(a)6ker|, поэтому ненулевая константа %(а)—а—b&I, 
следовательно, 1 = С" (М). 

Обозначим через /,,cCm(M)-максимальный идеал функций, 
обращающихся в нуль в точке х; очевидно, 1х=кетх. Пусть 
Со0 (М) —идеал в С°°(Л1), состоящий из всех финитных функций 
(функций, с компактными носителями). Доказательство предло­
жения основано на следующих утверждениях а)—-б). 

а) Если I — максимальный идеал кольца С°°(М), не содер­
жащий Со°(М), то 7 = У* для некоторой точки х&М. 

Для доказательства рассмотрим аннулятор идеала 1, то 
есть множество Ann /={хеЛ1|а(л;)--=0 Va<5/}. Из максимально­
сти / непосредственно следует, что Ann / либо состоит из 

•единственной точки х, либо пуст. В первом случае, очевидно, 
Iczlx и из максимальности I следует /—1%. Второй случай 
невозможен, ибо, как мы сейчас покажем, из A n n / — 0 сле­
дует /-_С0°°(Л1), что противоречит условию. 

Пусть A n n / = 0 , тогда для Vx-Ш существует такая окрест­
ность Ux точки x, что если носитель supp а функции а£С°°(М) 
лежит в Ux, то аВ1. В самом деле, возьмём функцию а'6/ не 
равную нулю в л;, а в качестве Ux возьмём окрестность точ-
4 



ки х, в которой а'ФО. Если supp a<^Ux, то функция а" оп­
ределённая соотношениями а"—а' на Ux, а"—0 вне Ux — 
гладкая. Следовательно, аб/ ибо а'б/ и a=a'a"Ql. 

Пусть теперь <206Co°(M). Покроем компактное множество 
supp a0 конечным числом окрестностей указанного вида и пусть 
{a!, . . . , a-}—разбиение единицы, на suppa0, подчиненное этому 

S S 

покрытию. Тогда a — а 0 2 # ; — 2 a o a i ( - j ' ибо а-а.бЛ £ = l,...,s. 
/ = 1 (=1 

б) Если | : Сте (M)-> R —ненулевой гомоморфизм колец, то 
ограничение \ на Co°(M) также отлично от нуля. 

Для доказательства предположим противное, то есть что М 
не компактно и ненулевой гомоморфизм £ тождественно равен 
нулю на Co°(M). Рассмотрим функцию а^С"{Ai), каждое множе­
ство уровня которой {.xGM| a (x)< N}, N = 1,2,..., компактно. 
Другими словами, функция а больше любого наперед заданного 
числа вне соответствующего компактного множества. Существо­
вание такой функции доказано ниже. Тогда функция а •— £ (a) 
также удовлетворяет указанному условию и, следовательно, к ней 
можно добавить такую функцию а- с компактным носителем, что 
функция b = a — l(a)-\-a0 всюду положительна. Поэтому £,(Ь)=£0, 

ибо из 1Ф 0 на С°°(М) следует 1 = £ (е)-=| f—.й) = | ( \)-ЦЬ). 
С другой стороны, 1{Ъ) = 1(а — I (a) + a0)-=|(a0)----0. Полученное 
противоречие доказывает утверждение в б). 

Для доказательства существования функции а, все множества 
уровней которой компактны, рассмотрим такое открытое счетное 
локально конечное покрытие {U jfiLx многообразия М, что все U\ 
компактны. Пусть {Fi}T=l— покрытие М компактными множества­
ми, а причем FidUi. (В качестве Ft мы можем, например, 
взять supp bu где {£.}£!,— разбиение единицы на М подчиненное 
покрытию {U,}). 

Пусть aj—гладкая на /V/ функшш с носителем suppaLсUt и 
равная тождественно i на Ft. Формула 

00 

;=1 

корректно определяет гладкую функцию, которая и является 
N 

искомой, ибо вне компакта 1J suppa; она >N-\-\. 
Из утверждений а) —б) сразу же следует предложение \Л. 

В самом деле, если g —ненулевой гомоморфизм C<X>(M)^R T0» 
в силу б), он отличен от нуля на Со° (М), поэтому максимальный 
идеал kerg не содержит Со°(Л1) и потому, в силу а), он имеет 
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вид кег |== Ix=кегл;. Из полученного соотношения следует, 
что |— JC, ибо для ^абС°°(Л1) функция а — х(а) лежит в кег х, 
а потому и в kef!;, следовательно, !- (а — x (а)) == 0, или •-!(«)•--= 
f==x(a). 

Предложение 1.1 доказано. 
„•, 1.2. Гладкие отображения и диффеоморфизмы. Категории 
Мпю, Mnoiff и С°°, Coin- Во всем дальнейшем изложении 
под гомоморфизмом алгебр всегда будем подразумевать коль­
цевой гомоморфизм, переводящий единицу в единицу. 

Категорию всех гладких многообразий обозначим через 
Мп», морфизмы этой категории — гладкие отображения, 

.•'...: Mor(M, N) = {f\M^N). 
Подкатегория MnDiftcMn-o содержит те же объекты, что и 
Мп'м, а ее морфизмами являются диффеоморфизмы: 
•-• Мог(М, ^ ) = Diff(M,./V). 
Каждое гладкое отображение /:Л1-> N индуцирует гомоморфизм 
алгебр 

с°°(ж)Ге°°(ло. 
определенный формулой 

f В 

Если M-+N-+L, то 
.: (g-c/f-/*og*:CM(L){to}CTO(M) и (id^)* = idc-o(A1), 
и если / — диффеоморфизм', то /*—-изоморфизм алгебр и 

Таким образом, соответствия 
*:М~-С"(М), fn-f*:Ce°{N)'+Ceo(M) 

задают функтор из Мпет в категорию С°°, объектами которой 
служат алгебры (гладких) функций над произвольными гладкими 
многообразиями, а морфизмами —произвольные гомоморфизмы 
алгебр. Подкатегория GSiff определяется по аналогии с Мпши — 
ее объекты —те же, что и в С°°, а морфизмы —произвольные 
изоморфизмы алгебр. 

Функтор * естественно назвать функтором подстановки, 
ибо для вычисления функции a=f*beC">(M),beC'x'(N), следует 
й'Ь подставить отображение/. 
б 



П р е д л о ж е н и е 2.1. Произвольный гомоморфизм алгебр 
Ф 

•однозначно определяет такое гладкое отображение 
:,: r 9 = /:M{to}7V, 

что 
Ф = Л Г,- = id . м-С°°(М) 

Гомоморфизм >ф является изоморфизмом тогда и только тогда, 
когда/ — диффеоморфизм и в этом случае 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х: С°° (М) {to} R — гомоморфизм, 
соответствующий точке х£Л{, см. п. \Л. Тогда композиция 
jc<*p:C°°(N){to}R—• гомоморфизм алгебр, ибо переводит тождест­
венную единицу е(у)—1 в единицу 16.R. Поэтому, согласно 
предложению 1.1, однозначно определена такая точка у, что 
у = хоф. Очевидно, отображение х^/(х)=у удовлетворяет 
условию / * = ф, причем оно гладкое, ибо для V^gC00 (N) имеем, 
по условию, /*6-=ф(й)бС00(Ж). 

Если Ф —изоморфизм, то аналогичная конструкция для ф~х 

дает отображение g:N-+My для которого g*=-= ф-1 и, следова­
тельно, 

(go/)* = / * o - ^ - - M - l - - i d C C O ( M ) , ( / °g)*=-d C -o ( j V ) . 
или 

gof=lUM, /og=--id.v. 
Наоборот, если f — диффеоморфизм, то «р — изоморфизм. 

Из доказанного предложения вытекает, что соответствия 
Г : С"(М) н-vМ, фь->фГ = /, 

где 
ф Vq>=f 

С~(.И)^С~(.Л0, M—^-V, Ф = = / * 
задают функтор из С°° в Мпи или, соответственно из Cmff 
в MuDiff. Ясно, ЧТО функторы * и Г взаимно обратны, ибо 

r°* — 1dMn00(==ldMnD,fI), *°Г == 1dcoo (•= Idc-o \, 
где Id — тождественный функтор на соответствующей катего­
рии. 

1.3. Дифференцирования и векторные поля. Здесь мы 
вкратце напомним хорошо известные определения и простей­
шие свойства, относящиеся к касательному расслоению . глад-' 
кого многообразия. . ' , 

Дифференцированием алгебрЦ С°° (М) , называется R-ли­
нейное отображение X : С™(-M){to}-C"(M), удовлетворяющее пра-: 
виду дифференцирования произведения 



X(aby={Xa)b+aXb Va, ЬбС" (М). 
Множество всех дифференцирований алгебры С°°(М) будем 
обозначать Der-M. Его элементы называются также (гладки­
ми) векторными полями на гладком многообразии М. 

Множество DerM имеет естественную структуру действи­
тельной алгебры Ли с коммутированием векторных полей в ка­
честве умножения: 

[X, yj-=Xo7—Y-X, X, 76DerM, 
а также структуру С°° (М) -модуля с естественными опера­
циями сложения векторных полей и умножения их на гладкие 
функции. 

Касательным вектором или дифференцированием в точке 
хвМ к многообразию М называется R-линейный функционал 
%х: С°°(М)—-.-R удовлетворяющий условию «инфинитизималь-
ной мультипликативности» в точке х (правилу Лейбница): 

xx(aby=itfCa)b(x)+a(x)xxb Ya, b&C°°(M). 
Значением векторного поля X в точке х назовём компози­

цию x-X==Xa.: C°°(Af){to}R", которая, как легко видеть, — диф­
ференцирование в точке х. Наоборот, пусть в каждой точке • 
хбМ задан касательный вектор тх. Мы можем каждой функ­
ции aQC°° (М) поставить в соответствие функцию Ъ (х) =хха, 
х&М, Если для Ya£C°°(M) соответствующая функция Ь — глад­
кая, то соответствие X: a.-»- b R-линейно и удовлетворяет пра­
вилу дифференцирования произведения, следовательно, 
XGDerM и значение векторного поля X в точке х совпадает 
с т*. 

Множество всех касательных векторов в точке х назы­
вается касательным пространством к М в точке х и обозна­
чается ТХМ. Оно естественным образом наделяется структурой 
действительного векторного пространства и легко доказать, 
что его размерность равна п (п — размерность многообра­
зия М). 

Носителем векторного поля XeDer M, supp X, назовем за­
мыкание множества тех хШ, для которых Xe^O. 

Дизъюнктивное объединение касательных пространств 
тм= и тхм 

с естественной гладкостью (см. также § 2) является 2п-мер-
ным многообразием и называется касательным расслоением 
многообразия М. Его (гладкими) сечениями являются вектор­
ные поля (см. § 2). 

•> Более педантично следовало бы писать ХсХ=Хх; однако начиная с 
этого момента, мы будем опускать символ * в обозначении гомоморфизма, 
соответствующего точке х, — это не приводит к недоразумениям: запись точ­
ки х слева от функции или оператора означает, что она рассматривается в. 
этом контексте как функционал. 

8 



Морфизмом F касательных расслоений 

TM^-TN 
называется всякое гладкое отображение многообразий ТМ в 
TN, линейно отображающее слой ТХМ в слой TyN. Нетрудно 
видеть (см. также § 2), что возникающее при этом соответ­
ствие x*+y=f(x) является гладким отображением М в N. 
В этом случае мы говорим о морфизме F над f и пишем 

/—6(F). 
Ясно, что касательные расслоения над произвольными гладки­
ми многообразиями и всевозможные морфизмы между ними 
(с естественным законом композиции) образуют категорию. 
Изоморфизмами в этой категории являются морфизмы, кото­
рые представляют из себя диффеоморфизмы. Изоморфизм 
F : ТМ-+ТМ называется автоморфизмом, касательного рас­
слоения, если 

\ 0(F) =idM. 
Категорию всех касательных расслоений обозначим через 

' ТМп-о. Подкатегория ТМпшис:ТМПоо имеет те же объекты, что 
| и вся категория, а в качестве морфизмов берутся лишь те 

морфизмы F из ТМИ», для которых Q(F)—диффеоморфизм. 
Пусть f : M-+-N — произвольное гладкое отображение. Диф-

. ференциалом отображения f в точке х$М называется линейное 
отображение 

\ Txf:TxM-+T,lx)N,V 

v определенное формулой 
r - Z W - v / » . хЛТхМ. 

f s 

* Имеют место следующие очевидные формулы: если М-*- N-*- L, то 
" TAg°f) = Tf[x)g°Txf, TxiuM^idrxM-
* Семейство Txf, xQM, определяет гладкое послойное отпо-
* браженш (линейное на слоях) касательных расслоений 

T/-.TM-+TN, Т/\ТхМ~Тл/, 
" удовлетворяющее соотношениям 
ь T(gof)^TgoTf, TidM = idTM. 
~ Таким образом, соответствия 
- М^ТМ, f~Tf 
- задают ковариантный функтор из Mn„ в ТМп„, причём 

'> Обычно дифференциал отображения f:M->-N в точке х обозначается 
% через ft,x или DJ. 
% 9 



Q(Tf)—f. Это соответствие является одновременно и функто­
ром из MniMf в ТМши, a морфизм Tf можно рассматривать 
как расширение отображения f с многообразия М на всё ка­
сательное расслоение ТМ. 

Если / :.M{to}N — диффеоморфизм, то р= (f-1)* : С" (M){to} 
{to}C™'(N) — изоморфизм алгебр и определено отображение 
Ad p : Der M{to}Der N 

X ~,y=AdpX=poXop~1GDer N, XeDer M, 
переводящее С" (М)-модуль DerM в С™ (N)-модуль Der N. Оно 
удовлетворяет, очевидно, соотношениям 
Ad p (a- Xi + й2Х2) = {рах) Ad pX1 + (pffl2) Ad pX2, Ad /r1 = (Ad p)'1 

Ad(p,°p2) — AdA-Ad/fc, Ad(idCoo(/M))—idDer/W . 
Первые два равенства показывают, что Adp — полу изомор­
физм С"(М)-модуля Der M на С" (N) г модуль Der N над изо­
морфизмом алгебр p-=(f-1)* — см. § 2, п. 2.2. Вторые два ра­
венства выражают функториальный характер соответствия 
р*-+Ad р, если смотреть на Ad как на расширение изомор­
физма алгебр р : С°° (М)-*-С°° (N) до соответствующего полу-
изоморфизма модулей DerM и Der N над этими алгебрами. По 
аналогии с формулой Q(Tf)~f, мы пишем 

6(Adp)—p — (/-T. 
B свою очередь, Adp можно расширить c DerM на произ-

и 
вольную тензорную степень ®DerM = DerM®.. . ®Der M 
по формуле 

(Adp®... ® Ad p) (X!®... ®Xk) = AdpXx ®. . . ® AdpXk. 
Ясно, что это расширение—полуизоморфизм над р С00 (М)-модуля 
ft k 

®DerM в С°° (ТУ)-модуль ®DexN, следовательно, 
6(Adp®. ..®Adp) — p. 

Отображение Adp==Ad(/-1)* можно выразить через диф­
ференциал Tf следующим образом. Пусть X — произвольное 
векторное поле из DerM, Yi-=Ad(/_1)*X6Der N. Тогда 

-".xf№):-YrtK)=f(x)=Ad(f-1)>X. 
Все рассмотренные в этом пункте понятия и конструкции 

автоматически переносятся на произвольные открытые множе­
ства UdM, если их рассматривать как гладкие многообразия 
с гладкостью, индуцированной каноническим вложением 
I: U->-M. Этим замечанием мы будем пользоваться в дальней­
шем. 

Например, если Y6Der U, причём множество supp У ком­
пактно, то, взяв функцию ;q6C™ [М) с носителем в U • и равную 
единице на supp У мы можем задать векторное поле Х=\ 
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=?aY&Der M, значения которого совпадают со значениями Y 
•на U и равны нулю вне supp Г. 

1.4. Двойственный ЯЗЫК — дифференциальные формы. 
С°°(М) -гомоморфизмы С™ (M)-модуля Der M в алгебру С"{М) 
обозначим через 

Der *M-= Horn (Der M, С°°(М)) = Hom Der M. 
Множество Der*M естественно наделяется структурой С°°(М)-
модуля и называется двойственным к модулю Der M, а его эле­
менты— дифференциальными формами (1-й степени) или прос­
то формами. 

Результат действия формы со на векторное поле XGDer M 
•обозначим 

<ш, Х> GC" (М), co6Der*M, XGDer AT. 
Легко видеть, что если значение поля X в точке х равно нулю, 
то для Vco <(й,Х>\х = 0. Поэтому можно говорить о значении 
wx формы со в точке х, определяя его по формуле 

<®х,Хх>*=<<й,Х>\х VXeDerM. 
Следовательно, значение ах является элементом двойствен­

ного пространства ТХМ к касательному пространству ТХМ. 
Значение ю- МОЖНО представить и в виде КОМПОЗИЦИИ ХОЫ, 

ибо 
ХоЮ (X) = x<(D, X> ==<й), X> |гс. 

Носителем формы ш мы называем замыкание множества 
тех х, для которых ахфО. 

Векторное пространство Т'ХМ называется кокасательньш 
пространством, к М в точке х, его элементы — ковекторами, 
а дизъюнктивное объединение 

r*M= итхм 
с естественной гладкостью 2«-мерного многообразия, см. § 2,— 
кокасательным расслоением многообразия М. 

Таким образом, каждая форма со определяет некоторое се" 
чение в Т*М, 

x<-*a>xQTxAi, xQM. 
Очевидно, всякое сечение х^ах^ТхМ в Т*М задает форму 
<oeDer*M по формуле 

< со, X ) \х= { а>х, Хх > 
в том и только том случае, если для V^gDer М отображение 
х*+ (сох, Хх > —гладкое. 
•• Легко также доказать, что всякую точку xgyVI можно 

окружить столь малой окрестностью U^, что DerU*, D e r * ^ — 
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свободные С03 (^)-модули ранга п, причем, если Хх,...,Хп — 
базис в Dert/д., то формы ш,, . . . , со„ из Der* Uх, определенные 
соотношениями 

образуют двойственный базис в Der*U-. Это утверждение экви­
валентно локальной тривиальности расслоений ТМ, Т*М. 

Двойственный модуль к Der*M канонически изоморфен 
DerM. Каноническая инъекция Der-Mc:(Der*iW)* очевидна, ибо 
существует векторное поле X с любым наперед заданным зна­
чением Хх, какова бы ни была точка х. Доказательство суръек-
тивности в рассматриваемом контексте несколько сложнее. 
Однако, утверждаемый изоморфизм является частным случаем бо­
лее общего изоморфизма между конечно порожденными проек­
тивными С°°{М) -модулями g и ®** доказанным в § 2. 

Дифференциалом da функции абС"(М) называется форма 
из Der*JW, определенная формулой 

<da,X>=Xa VXeDer M. 
Очевидно, что отображение 

d : C°°(M)-+Der*M, a^da, 
R-линейно и удовлетворяет правилу Лейбница 

d(a&) = (da)6+ad6 Va,bdC°°{M). 
Значение формы da в точке xQM мы определили выше как 

композицию xo(da) = (xod) (с), следовательно, 
xoda(Xx) =x(da,X)=x(Xa) — (хоХ) (а) —Хха. 

С другой стороны, функция а является гладким отображением 
-M{to}R и мы определяли дифференциал в точке х этого отобра­
жения по формуле Тха(Хх) =Ххоа*. Легко видеть, что эти опре­
деления согласованы, если число &GR отождествлять с диффе­
ренцированием Я—- на R. 

Формы вида 

2мя г , алес°°(м) 
i 

образуют подмодуль в Der*M, порожденный дифференциалами 
da, абС™(М). Нетрудно видеть, что он совпадает с Der*M, 
Именно, справедливо следующее 

П р е д л о ж е н и е 4.1. Пусть {хи.. .,xn+h) : M{to}Rn+ft.— 
гладкое вложение М в R-".+'.-, Тогда дифференциалы dxl,... 
..., dxn+h порождают модуль Der*M. 

Следовательно, Der*Af — конечно порожденный СМ(М)-
модуль, причем всякая форма <вШег*.М представляется в виде 
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п+п 
| = 2 М л ' , а.еС°°(М). 

г - - 1 

Предположим, что задано гладкое отображение / : M{to}.V и 
пусть Tf;TM-+TN — соответствующее отображение касатель­
ных пространств. Определим сопряженное к Tf отображение 
{Tf)* С™(JV)-модуля Der*N в С°°(М)-модуль Der*M 

(Т/У -=r*/:Der* JV{to}Der* M 
no формуле 

Vh + r7(v) = weDer*Af, уф&х* N, 
< T*f (v), X > | , = < vnx), Txf (Xx) > = < vnx), Tf {Xx) > . 
Легко видеть, что T*f— полугомоморфизм над f* Из Der*N 

в Der*M, который МОЖНО также записать в виде соотношения 
T*f(v) \x = (ox=vmTxf, 

выражающего коммутативность диаграммы 
Txf 

ТхИ »T f t e JN 

На отображение T*f можно смотреть как на расширение со-
' пряженного отображения /* с алгебр до полугомоморфизма над 
i, f* соответствующих модулей. Поэтому T*f=(Tf)* также обыч­

но обозначают через f* и мы получаем формулу 
* f*(dby=d(f*b), beC°°{N), 

выражающую «инвариантность вида первого дифференциала fe при замене переменных» и сводящуюся к утверждению, что 
j, дифференциал d коммутирует с «операцией подстановки» f*. 

Можно, конечно, определить отображение T*f по формуле 

v T*f:db»d{f*b), ^addb^^rMdifVbt), 
t 

ah blt beC°°(N). 
Корректность такого определения легко проверяется, и тогда 
первоначальное определение T*f превращается в утверждение — 

*• если v = Sa.idu,-, то 

< T*f 2 atdblt X > = 2 V**i)< d (fbt), X > = 
i i 

---•.2'/-*X(/*6i). 
v. 

Ь i 

* Если f — диффеоморфизм и, следовательно, p=f*—изомор-
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физм, то сопряженное отображение (Tf)* = T*f можно, очевид­
но, определить по формуле 

<(7/)*v,X> = p<v,Adp-IX>. 
Поэтому, в случае, когда / — диффеоморфизм, отображение 
(Tf)* можно также рассматривать как сопряженное к Adp-1 

относительно операции спаривания <-, •> и писать 
< (Adp-')*-v, X> = p<v, Adp-'XX 

Отображение (Adp-1)* является расширением изоморфизма ал­
гебр р~1 : Ссо(М)^С0О(Ы) до полуизоморфизма С™ (N) -модуля 
форм Der*iV на N на С" (Л!)-модуль Der*M форм на М. По 
аналогии с Adp, отображение (Adp)* также естественно рас­
пространяется на тензорные степени соответствующего модуля. 

§ 2. Векторные расслоения 
и конечно порожденные проективные модули 

В § 1 мы кратко рассмотрели касательные и кокасательные 
расслоения ТМ, Т*М гладкого многообразия М и C°°(iW)-
модули их сечений — модуль векторных полей Der M и модуль 
дифференциальных форм первой степени Der*M вместе с соот­
ветствующими отображениями. Каждая из этих категорий 
позволяет строить чисто функториально остальные три. 

Теорию дифференциальных уравнений на гладком многооб­
разии особенно удобно строить с помощью «функционального 
языка» — в терминах модулей сечений расслоений ТМ и Т*М 
и полугомоморфизмов между ними. При этом, однако, возни­
кает необходимость в рассмотрении более общих модулей, чем 
Der М или Der*Al. Поэтому мы посвятили этот параграф обзо­
ру нужных нам обобщений — некоторым сведениям о векторных 
расслоениях вообще, проективных конечно порожденных 
С°°(М) -модулях и тесной связи между ними. 

2.1. Векторные расслоения. Категории Bd-c, Вёшг. Напом­
ним основные определения. 

Пред расслоением над М будем называть семейство вектор­
ных пространств Ех, хВМ. Их дизъюнктивную сумму Е= и Ех 

назовем тотальным пространством предрасслоения, множество 
Ех — слоем над х, а отображение 

рг,-.=рг: U-£.<:-•-M> pr(E..) — х Vx&M 
XQM 

— проекцией на базу М. Сечением предрасслоения называется 
всякое отображение вида 

S-.M-+-E, .а(х)вЕх YxGM 
или pros —idjM-. Каждое семейство 2 сечений порождает некото­
рый,С°°.(М) -модуль сечений, состоящий из сечений вида 
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2 a,.*,, a.eC°°(M), s,&. 
t 

Предрасслоение Е называется векторным расслоением над 
М, если в Е введена такая гладкость (а, следовательно, и то­
пология), что выполняется условие локальной тривиальности: 
для VXQM И некоторой ее окрестности Uх существует диффео­
морфизм | : [J Ey — pr~1(':Vx)->6r^XR*, при котором каждый 

Убих 
слой Еу линейно отображается на соответствующий слой 
yXRh прямого произведения. Диффеоморфизм | мы будем на­
зывать тривиализирующим диффеоморфизмом, а окрестности 
Ux — тривиализирующими окрестностями расслоения Е. 

Ясно, что размерность слоя постоянна на каждой связной 
компоненте многообразия М и векторное расслоение Е с раз­
мерностью базы п и размерностью слоя k является гладким 
(fe+n)-мерным многообразием, а соответствующая проекция рг 
является субмерсией Е на М (то есть гладким отображением 
максимального ранга в каждой точке). 

Через i: M{to}E будем обозначать гладкое регулярное вложе­
ние {каноническое вложение), переводящее точку х&М в нуле­
вую точку соответствующего слоя Ех и будем отождествлять М 
с i(M)czE. 

Сечением в векторном расслоении Е называется всякое се­
чение предрасслоения, являющееся одновременно гладким ото­
бражением. Множество аЕ всех (гладких) сечений векторного 
расслоения естественным образом наделяется структурой 
С™ (M) -модуля. 

В самом деле, пусть Si, s2— два гладких сечения и а1, аг1--
6С°°(М). Докажем, что в некоторой окрестности произвольной 
точки х сечение ai.Si!+a2s2— гладкое отображение. Пусть Ux— 
тривиализирующая окрестность точки х, | — соответствующий 
диффеоморфизм. В силу линейности !| на слоях, имеем на Vx: 

go (aisii+fl2s2) =ai ( losi)+a2 (I0S2), 
причем правая часть — гладкое отображение Ux в UxXRk. Так 
как | - 1 — диффеоморфизм, то aiSi+a2s2.—|-1o(ai£oSi+a2.|o.s2) — 
гладкое отображение Ux в E. 

Модуль сечений оЕ однозначно восстанавливает гладкую 
структуру С°° (E) тотального пространства в силу следующего 
предложения. 

П р е д л о ж е н и е 1.1. Функция а принадлежит алгебре 
С°° (Е) в том и только том случае, если для любых фиксирован­
ных сечений si,...,sheaE, где k — размерность слоя, отображе­
ние ц : MxRh-*~R, определенное формулой 

(л, V,..., ^ a | _ . V s , . ( x ) ) 

является гладким. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть agC00(E). Отображение ц, пред­
ставим как композицию 

(x, %\..., Л*).-!^ Vst (х)Ла _2 hlst (х)). 

В силу условия локальной тривиальности, v — гладкое отобра­
жение, следовательно, композиция \i=a.ov также гладкая. 

Пусть теперь вещественная функция в на £ такова, что 
отображение [i = aov=v*a гладкое при любом выборе сечений 
si , . . . ,Sfe6oE. Докажем, что в некоторой окрестности произволь­
ной точки zBE функция а гладкая и, следовательно, абС°°(£). 

Пусть рг(2)=-л: и Ux — тривиализирующая окрестность, | — 
соответствующий тривиализирующий диффеоморфизм. Возьмем 
в ихХЯк к (гладких) сечений ги- ..,гк с компактными носите­
лями и линейно независимых в каждой точке некоторой окрест­
ности VczDa. точки x- Тогда в Е существуют k сечений Si,-.. ,Sh 
таких, что iosi|t- =-г.- Из линейной независимости г, (г/),... 
• • •, i"h(y) следует, что отображение 

(у, %\.,., X^VSl (у) + . . . + %kSk (у) = 

= ГЧУъ (у) + . . . + №sk (у)), y&V, (АЛ..., .\̂ )eRft 

является диффеоморфизмом VXR* на №----рг_1(К) = [J Ey. 
По условию, отображение (у, V,..., %к)*-+а°ч{у, X1,..., Xй), J/6V, 
— гладкое, следовательно, a°v = r*(a|it-')6C0O(VXRA). Но v*—. 
изоморфизм C°°(W) на С°° (V X R"), следовательно, я |и- —гладкая 
функция (при любом выборе zQE), поэтому a6C°°(E). 

Предложение доказано. 
Таким образом, предрасслоение Е—[_]ЕХ превращается 

JCQM 

в векторное расслоение соответствующим выбором в нем G°°(M)-
модуля сечений, который и задает в E гладкость (вместе с топо­
логией). Этим замечанием мы будем пользоваться в дальнейшем. 

Морфизмом векторного расслоения А = U Ах наД M в век-
торное расслоение В = И Ву над N будем называть гладкое 

yQN 
отображение F : А-*-В, линейно отображающее произвольный 
слой Ах в некоторый слой В^х) (размерности слоев Ах и Ву мо­
гут быть различными). Соответствующее отображение баз 
f : M-+N также является гладким, так как представляется в ви­
де композиции гладких отображений: f = prBoFoiM. 

Категорию всех векторных расслоений над произвольными 
гладкими многообразиями и морфизмов между ними обозначим 
через Bdoo. Изоморфизмы этой категории — морфизмы, являю­
щиеся диффеоморфизмами; соответствующее отображение баз 
является также диффеоморфизмом. Так как / определяется по 
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F однозначно, мы будем писать f = 6(F) и говорить о морфизме 
F над /, или же о расширении F отображения f с базы на соот­
ветствующее расслоение. 

F, J>, 
ЕСЛИ Л {to} D{to}C — морфизмы, то e(E2°Ei) — в (/Г2)°в (-/"*i). кроме 

того, 6(idA)----id.w. Изоморфизм F-.A-^A будем называть авто­
морфизмом, если 0(E) = idAf. 

Определим подкатегорию Вйвш—Bdoo' как состоящую из тех 
же объектов, что и Bcb, а морфизмами в ней объявим лишь те 
морфизмы F&Bdo,, для которых 6(F) —диффеоморфизм соответ­
ствующих многообразий. 

Наконец, категория Вйм состоит из всевозможных вектор­
ных расслоений над данной фиксированной базой М, а ее мор­
физмы— произвольные морфизмы между этими расслоениями. 

Обозначим через Hf грассманово многообразие — множество 
всевозможных k-мерных подпространств в Rm с естественной 
гладкостью. Отображение M{to}/i~, x^ExaHf, xQM, является 
гладким в том и только том случае, если для каждой заданной 
точки х&М существуют такие отображения s 1 , . . . , skdC(M, Rm), 
что 51 {у),..., sk(y)QEy УуеМ и векторы s< (x),.. ., sk(x) линейно 
независимы. 

Предположим, что в каждом слое Ех векторного расслоения 
Е— \JEX, iimEx=k, задано подпространство фиксированной 
размерности: АхсЕх, dim Л^—•.?<-.%. Тогда можно говорить о 
гладкой зависимости Ах от хбА1, ибо если x, у лежат в одной 
тривиализирующей окрестности расслоения, то, пользуясь соот­
ветствующим тривиализирующим диффеоморфизмом, мы можем 
•считать, что Ах, Луб//? • На основании сказанного выше, условие 
гладкости отображения х*-*-Ах, XQM, эквивалентно существова­
нию для каждой точки х таких (гладких) сечений s 1 , . . . , s&aE, 
что sx(y),..., S[(y)£AyVyeM и векторы .s1(.x),..., S[(x) линейно 
независимы, 

Объявляя С°° (Ж)-модулем гладких сечений предрасслоения 
A— Ll Ах все сечения sQoE удовлетворяющие условию s(x)£Ax 

*&м 

Vxg/W, мы наделяем Л гладкостью, индуцированной на АсЕ из 
Е. Тем самым мы превращаем Л в векторное расслоение над М, 
которое называется под расслоением векторного расслоения E. 

Если Е'= \ЦЕ' Е" = UE" —два векторных расслоения над 
JCQM х£М X 

М, мы можем естественным образом определить векторное рас­
слоение над М: 

E =-E'©E" ==LJE'©E" 

— прямую сумму расслоений Е', Е", объявив С™ (М) -модулем 
сечений расслоения E прямую сумму модулей аЕ', оЕ". Век-

• % 
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торные расслоения E', Е" естественным образом отождествляют­
ся с подрасслоениями расслоения Е. 

Наоборот, если Е= U Ех — произвольное векторное расслое-
ние и заданы гладкие отображения 

х^ЕхсЕх, Х^ЕХСЕХ, хеМ, 
причем E'xf}Ex = {0}, то X^E'X®EX = AXCIEX, .x:eM, — гладкое 
отображение и подрасслоение U АхсЕ естественно изоморфно 

XQM 

прямой сумме [J Ех® U Ех. 
х£М xgM 

Существует универсальный способ получения векторных рас­
слоений, который описывается следующим предложением. 

Предложение 1.2. Пусть задано гладкое отображение 
M->H'kn, x^A&Hf, x6M. 

Обозначим через А описанное выше подрасслоение А= U Ахс 
Х(<М 

c:MXRm. Гладкость на А индуцируется из MXR"\ а модуль 
сечений а А совпадает со всевозможными гладкими отображениями 
S6GC°(M, Rm)> удовлетворяющими условию s(x)QAx Vx£M. 

Оказывается, что для всякого векторного расслоения 
Е= U Ех над М с размерностью слоя dimE^-=k существует 

Х£М 

такое гладкое отображение M-> Hf при достаточно большом 
т, что соответствующее подрасслоение А = U AxcMXRm, 

XQM 
dim Ax = k, изоморфно Е и, следовательно, изоморфны модули; 
сечений оЕ и аА. 

Обозначим через Вх ортогональное дополнение к Ах в Rm. 
Тогда гладкое отображение x^B£H%_k задает подрасслоение 
5 = U B-cMXR"1. причем, на основании сказанного, А®.8 = 
= М X Rm-

Таким образом, произвольное векторное расслоение Е над 
М можно (изоморфно) вложить в качестве прямого слагаемого 
в прямое произведение MXRm при достаточно большом т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем считать, что MczE, причем 
х —- нулевая точка слоя Ех для Vx-SM. Пусть ТЕ — касательное 
расслоение к (n+fe)-мерному гладкому многообразию Е, ТХЕ — 
касательная плоскость к Е в точке х. 

Рассмотрим предрасслоение D— U ТхЕ. Мы превращаем 
х£М 

его в векторное расслоение, определяя модуль сечений oD как 
С00 (M)-модуль, порожденный сечениями s : M{to}D вида s=X\M, 
где X — произвольное сечение касательного расслоения 7E, то 
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есть векторное поле на многообразии М. Другими словами, се­
чения векторного расслоения D — это ограничения на М вектор­
ных полей на многообразии Е. 

Пусть ТХМ, ТХЕХ — касательные плоскости в точке х£М со­
ответственно к подмногообразиям MczE, ExaE. Отображения 
х i-+TxMczTxE, x^TxExczTxE, хвМ, являются, очевидно, гладки­
ми и порождают подрасслоения 

U TxMcD, U TxExcD, L>= u TXM® U ТХЕХ. 
х£М х£М х£М XQM 

Легко видеть, что векторное расслоение U ТХЕХ изоморфна 
х£М 

E = U E*. 
xQM 

Пусть теперь g : E{to}Rm — гладкое отображение (k-\-n)-
мерного многообразия Е в Rm регулярное в некоторой окрест­
ности М, следовательно, ранг дифференциала Tg равен n-\-k в 
каждой точке М; при достаточно большом m такое отображе­
ние всегда существует (теорема Уитни о вложении). Мы полу­
чаем гладкое отображение 

М^НТ, х~Ах~-Т&(ТхЕх)вН?, хвМ, 
которое, как легко видеть, и является искомым. 

Пусть задано предрасслоение над М, А= {J A- с постоян-
xQM 

ной размерностью слоя dim Ах — k. Двойственным или дуаль­
ным к А предрасслоением мы будем называть предрасслоение 
со А = А* --= [J А \ , где Ах — двойственное к Ах k-мерное про-

XQM 
странство. Если А — векторное расслоение, то и Л* естествен­
ным образом превращается в векторное расслоение, если в ка­
честве его модуля гладких сечений оА* принять сечения 
|:xi{to}g (x)6A.*, для которых отображения 

х^ ( I {х), s {х) > = < I, s) \х, х£Л1, 
где < •, •>.—спаривание между Ах и Ах* — гладкие функции 
при любом выборе сечения sGaA. 

В категории Bdoiff соответствие А*-+А* = соА можно превра--
тить в контрвариантный функтор в себя, если на морфизмах 

F со/-" 
А-+В определить отображение coA-«-co5 no формуле 
< coEr](«/), so/"1 (у) > =- •< ц(у), Fosof'1 (у) > , где т) и s — про­

извольные сечения в со В, А. Линейность отображения со F на 
слоях очевидна, его гладкость легко следует из определения 
модуля а(соЛ) и предложения Ы . 

Существует естественное отображение расслоения А=> \_] Ах 
х£М 

на расслоение co-со А = А**— [J Ах**, 
х£М 
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и АЛ U A/\ 
XQM xQM 

определяемое отождествлением AX=AX**. Отображение / 
устанавливает изоморфизм между модулями сечений аА и 
•о (со-со А) и, следовательно, мы получаем естественную экви­
валентность функторов со°со£ЁИва , из которой, в част­
ности, следует естественный изоморфизм векторных рассло­
ений -A^CO°COA=A**. 

Пользуясь описанным выше вложением A{subset}-MxRm, можно 
построить изоморфизм A«-coA = А* (который не может быть 
естественным), но мы этого делать не будем, так как он 
непосредственно следует из модульного изоморфизма (2.11). 

2.2. Конечно порождённые проективные С°° (М)-модули. Ка­
тегории ModM, ModDiff. Пусть заданы: ненулевой гомоморфизм 
алгебр 

<p:C~(M){to}C°°(N), (2.1) 

С" (М)-модуль g и С°° (N) -модуль @. Отображение Ф : ${to}@ мы 
называем полугомоморфизмом модулей над <р, если 

Ф (а/и' + а"и!') = ср (а') Ф {и')+q> (a") ф (и") 
vfl', a"GC°° (М), Vu', ifQ.%-

Ясно, что существует гладкое отображение / такое, что 

Мч-N, Ф = / * . 
Множество всех полугомоморфизмов над Ф иа 8 в ® обозначим 
Hom->(3, @). Оно естественным образом превращается в 
С°° (А/О-модуль. При & = C°°(N) мы пишем 

Нот ф (§ , С~ (/¥))•= НотФи. 
•ЕСЛИ M = N И cp — id, то С°° (М)-модуль Homia (??, @) — 
--=Hom($, @) превращается в С°° (АО-модуль гомоморфизмов $ в 
<3, а Ноты$ = Но-Т1 .5=$" — двойственный модуль к Щ. 

Результат применения фбНотФй к ибй будем обозначать 
•независимо от ф через <Ф, u}GC°°(N). 

Нот„ можно рассматривать как контрвариантный функтор 
из категории всех С°° (М) -модулей % в категорию всех C°°(N)-
модулей @, где морфизмами в этих категориях являются соот­
ветствующие модульные гомоморфизмы. Этот функтор за­
даётся на объектах соответствием g >-->-Hom-g, а на морфизмах 
•x6Hom(-gi, ga) —отображением % •->-Нотф'х, где 

(Нотф%)Ф—Ф°%,ФбНот,$2. (2.2) 
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Коммутативность диаграммы 

X \. | Нот X 

^г^Нотф^г 
очевидна. 

Можно несколько обобщить смысл функтора НотФ и рас­
сматривать его парах (I?, @) в соответствии с коммутативной 
диаграммой 

(g, ®)~Horn,, (8,®) 
Х.|. fp fHom„,(X,p) 
(Г ®0~Нотф(8', ©'), 

где %, р —гомоморфизмы С°° (М)-, соответственно, С°° (ЛО-моду-
лей, а Нотф(х,р) определяется соотношением 

Ф — Нотф(х, р)Ф /-=роФЧеНотф(8, @), Ф '6Нот ф (Г , ©')• (2.3) 
Имеют место следующие очевидные естественные изоморфизмы 

Нотф (&®&, e)sHom„(8 , i , @)ФНотф(^2, @), 1 
Нотф(,5, ^ © в ^ з а Н о т ф ф в1)ФНотф(8?, <32). ] ^ } 

В частности, 
Нотф(81®&) = НотФ ^ е Н о т ф g2. (2.5) 

Для задания первого изоморфизма возьмём Ф,бНот-.(?у., @), 
i = l , 2 . Тогда элемент Ф1ФФ2 естественно отождествляется с 
элементом из Hom-,(-5$.©g2, ©) согласно формуле 

Ф1®Ф2{и1®и2)=Ф1и-\-Ф2и2, Щ£<5и -=1,2. 
Это отождествление является естественным изоморфизмом. 

Для задания второго изоморфизма обозначим через рг1, рг2 
проекторы из ®i©@2 соответственно на ©i, ©2 и отождествим 
произвольный элемент ФбНогп-, (8?, ©i©©2) c элементом 
рГ1-ФеНотФ(§, ©ОШНот,.^, ©2). 

Пусть задано произвольное подмножество Scz%. Назовём 
аннулятором множества (5 в Hom„-2 множество S ф определён-: 
ное по формуле 

5 1 ф - { Ф б Н о т ф ffl < ф, и > = 0 v«6S}. (2.6) 

Для произвольного S аннулятор S ф является подмодулем 
в НоШф $ и имеют место очевидные формулы 

51
1фП52

1ф-(51 + 5 / ф . ] 
Нетрудно показать (см. ниже), что для произвольного С°°(Ж)-
модуля $ =-- $!©$2 имеет место естественный изоморфизм 

Н о Ш ф ^ Ф ^ ^ Ф ^ - Ч (2.8) 
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причем 
8£фэ..Нотф81 , ^ ф = Н о т ф &, 

и мы вновь приходим к естественному изоморфизму (2.5). 
При ср —id мы получаем естественные изоморфизмы 

Hom^es-)^1©^, | 
ga-saHomg,, ft-a-Hom & J * ' 

где введено обозначение $ 1 - = F [й. 
Для доказательства изоморфизма (2.8) заметим, что 

нотф(&©&)---&Хф+F^p-= {£'+!"| reSilfP, reF21<pl, 
ибо для уФбНоШф 55 справедливо представление 

Ф=-форг.+форг2, Форг16^21ф, Форгаб^^. 

Далее имеем S ^ f l ^ Ф = {0}, ибо (см. (2.7)), 

^ р П^р-(&+&) i(P = {0}. 
Следовательно, мы получили соотношение (2.8), где изоморфизм 
задается соответствием Ф^Форг.ффоргг. 

Для задания естественных изоморфизмов (2.9) заметим, что 
если Ф16?52(р, ®<£$\ ф, то соответствия Ф ^ Ф ^ , Ф^Фг^.. 0ПРе" 
деляют естественные вложения 

& а
1 фсНотФ5„ ^ ф с Н о т ф ( & > ) 

и легко видеть, на основании (2.5), что эти вложения суръек-
тивиы. 

Заметим ещё, что для произвольного C°° (M) -модуля $ и 
С°° (N) -модуля © можно написать естественный гомоморфизм 
С°° (N) -модулей 

X : (НотФ$) ®«-иНот,(8 , @), 
заданный соотношением 

%(!Ф® v) и= (Фа)v, феНоШф®. 
Наше утверждение следует из С°° (N)-билинейности выраже­
ния (Фа)v относительно Ф, v и универсальности тензорного 
произведения (НотФ80 ®@ относительно C°° (N)-билинейных 
отображений (Нотф$)Х®->-Нот-($5, ©). 

В общем случае ничего большего о гомоморфизме % ска­
зать нельзя, однако % является естественным изоморфизмом в 
категории конечно порождённых проективных модулей (см-
ниже), к рассмотрению которых мы теперь перходим. 

Напомним, что модуль (над произвольным кольцом R и не 
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обязательно конечно порождённый) называется проективным, 
если он вкладывается (то есть гомоморфно и инъективно ото­
бражается) в свободный модуль в качестве прямого сла­
гаемого. 

Следующее свойство характеризует проективные модули: 
Если /^-модуль F изоморфен фактору @/@ ^-модуля (5, по 

подмодулю ©, то g вкладывается в 6 как прямое дополнение 
к @, то есть существует такой ииъективный гомоморфизм 
% : g{to}(§, что 

б-=Х(&)Ф®. 
Свободный C00 (М) -модуль ранга m будем представлять, 

как правило, в виде модуля гладких отображений М в Rm: 
С°°(М, Rm)={t.y-=(a1,.. . ,am) ]а;бС°°(М)}. Всякий конечно по­
рождённый С°° (Л4)-модуль g e m образующими ии . . • , ит 
как правило, в виде модуля гладких отображений М в Rm: 
при котором ш< переходит в uf, где шь . - . , шт—-произвольный 
базис в C"(M;Rm) . Следовательно, % изоморфен фактору 
C™(M;Rm)/©, где ©—ядро этого гомоморфизма. 

Воспользовавшись сформулированным выше критерием 
проективности, мы видим, что всякий проективный С™ (М)-мо­
дуль-g с т образующими вкладывается в C°°(M;Rm) в каче­
стве прямого слагаемого. Поэтому для характеристики конеч­
но порождённых проективных С°° (М)-модулей достаточно 
охарактеризовать подмодули в С°° (М; Rm), являющиеся пря­
мыми слагаемыми. Такой характеризацией может служить 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть g — подмодуль в 
C°°(.M;Rm) и М — связно. Обозначим через %х подпространство 

<5х={и(х) : иЩаКт,хШ. 
Следующие условия 1)—4) эквивалентны. 

1) В C°-(M;Rm) существует модмодуль ©, являющийся 
прямым дополнением к F : С°°(М; R m )=g©©. 

2) dim gfK не зависит от х и модуль § конечно порождён c 
числом образующих {le}m. 

3) dimfo. не зависит от х и g совпадает с множеством 
всех гладких отображений w&C°° {М; RTO), удовлетворяющих 
условию w (х) в%х YxGM. 

4) Отображение hi'.x^Fx является гладким отображением 
Мв-H'k, причем модуль сечений векторного расслоения 
U $xczMXRm совпадает с <?. Далее, существует такое гЛаД-

кое отображение h2:M-^ H'm~k, х>-*®х£Н%-ц, что 

C M ( M ; R m ) = . $ ® a U © , . 
JcQM 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Импликация 1)=£-2). По условию, всякое 
отображение wQC°° (M; Rn) (однозначно) представляется в виде 
•w = u-\-v, H6F, vQ<&, поэтому w(x) = a(x)-\-v(x) VxQM, TO 
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есть ^+@,-==R'n, или dim S^+dim <8x>m. Докажем, что 
&-П®.* —{0}. Если 2-с<&*П@--1 то существуют такие й'6.3, а'6<3, 
что и' (x) = v' (x) — z, откуда, взяв базис wu ..., wm 

т 

в C°°(M;Rm), получим: f ' = - n ' - i j ' = 2a'ffl„ al(x) = 0, 
i = 1, ...,tn. Представим wt в виде да2-=м,Ф'о/, и-ё®", ^;6@, 
откуда 

m m 

•та' = 2 «'«< ф 2 ^ =-й" +'-'"' "" С*)='°'/ ( * ) = °-
В силу единственности представления, имеем и —и", следова­
тельно, и'(я) .---«"(л;) -=2=0. Таким образом, имеем 

Ят=$хФ®х YxGM, dim fe+dim ®x=m. 
Так как размерности dimgK, dim @ж полунепрерывны снизу 
(при малом изменении х они могут только увеличиться в силу 
непрерывности элементов С°°(М;Кт) и dimgx+dim ©ж—т, то 
dimg-; и dim ®х не зависят от х (для связного М). Для дока­
зательства конечной порождённое™ 8? представим базис 
Ш|,..., wm модуля СХ(М; ROT) в виде 

Wi='Ui±vh ute%, vft®, i = l,...,m. 
Тогда для Vtt£$ имеем 

т т т т 

;=-1 / = 1 {-.1 г-=1 

ибо 55П@ = {0}, то есть «1, . . . , ит —образующие %. 
Импликация 2){Rightarrow}3). Если ив$, то, по определению, имеем 

u(x)G^jc VxQM. Докажем обратное утверждение: если 
«6GW(M; R-), u(x)6$x УхвМ, то «60. 

Пусть щ, . . . , и„ — система образующих 3, {Л7"-}—настолько 
мелкое локально конечное покрытие М открытыми множествами 
с компактными замыканиями, что для V(Jt из щ, . . . , ат можно 
выбрать к = dim %jx элементов uit, ...,щк, таких, что система 
векторов uit(x), ..., Uik(x) линейно независима для Ухви1г 
Поэтому существуют функции ар), ,..,а^ на Uh удовлетво­
ряющие соотношению 

т 

и (х) = У, а\% (х) VxeUt. 

Пусть {дС)] —гладкое разбиение единицы, подчиненное покрытию 
{Ut}, так что функции а(')а(г> == ЬК можно считать принадлежа­
щими С°°(М), ибо supp&^cUj. Имеем для Vi 
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л(')(л;)й(л:) = 2 К'>(.к)л;(.*) Ух^М. 
-/=1 

Следовательно, 
т 

и(х)=\£ф>(х)у(х)~%{£ь<р{х)у,{х) = 
т 

= 2 bi (Л) UJ (•*) Г"в-ЛГ» 
у — 

где функции bj = 2ub(P^.C°°{M) корректно определены в силу 
i 

локальной конечности покрытия {U,}. Таким образом, 
т 

Импликация 3){Rightarrow}4). Отображение hi : х^ВхвНкт— глад­
кое. В самом деле, для заданного х возьмём отображения 
щ,..., ик линейно независимые в х. Они будут линейно неза­
висимы в некоторой достаточно малой окрестности U~ точки х 
и потому система щ{у),..., их(у) является базисом для 3?./ в 
любой точке y&Ux. 

Таким образом (см. п. 2.1), мы получаем векторное рас­
слоение 

U M - * ) - U F^czyWXR"1, 
Х£М XQM 

модуль сечений которого состоит из всех гладких отображений 
tei&C00 (M; R™), для которых w(x)Q^x Vx£M, следовательно, 

XQM 

Для определения h2 достаточно обозначить через @ж орто­
гональное дополнение к ®ж (например, в .канонической метрике 
координатного пространства Rm) и положить h2: х ^®х. 

Импликация 4) =>\) очевидна. 
Следствие 1. Модуль сечений всякого векторного рас­

слоения Е над М конечно порождён и проективен. 
В самом деле, на основании предложения 1.2 существует 

такое гладкое отображение h-.M-^-Hf, что расслоение Е изо­
морфно векторному расслоению Li h(x)c./WXRm. Следовательно, 

С°° (М)-модуль orE изоморфен модулю сечений векторного рас­
слоения U h (x), который, на основании доказанного выше, 

XQM 
конечно порожден и проективен, 
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С л е д с т в и е 2. Если g лежит в С00(M; Rm) в качестве 
прямого слагаемого: C°°(M; R'")-=S®@, то в C°°(M;Rm) можно 
выбрать такой подмодуль ©', что C°°(M; Rm) —S1©®' и соотно­
шения «gg, t-'G®' эквивалентны равенству {u,v') = 0 , то есть 
(«(x), ^ '(x)) — 0 vx6-M, где {•, •) —произвольное, например, кано­
ническое скалярное произведение в Rm: ((а\ . . . , ат), (Ь1, ..., Ьт)) = 

т 

В самом деле, обозначив через &х ортогональное дополнение 
к F относительно скалярного произведения (-, •) можно принять 
за <3' модуль сечений о U ©'. 

П р е д л о ж е н и е 2.2. Пусть <§ — свободный С00(Ж)-модуль 
ранга i, ©' — свободный С™ (ЛО-модуль ранга гп и cp:C°°(M){to} 
{to} С00(N) —ненулевой гомоморфизм. Тогда НотФ(®, g') —свобод­
ный C°°(N)-модуль ранга 1т, причем его базис {Ф*/}, i — \, . • .,1, 
j = \, ..., т, задается соотношениями: 

где {wt}, [w'j), i = l, ..., I, / = 1, . . . , /га — базисы в g и @'. 
Следовательно, Нот-, <2 —свободный С00 (ЛО-модуль ранга /, 

базис которого задается полугомоморфизмами ФЬ 

Ф,гю £ = ебС" (/>/), Ф ^ - 0 , *-£/ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для уФбНотф(<g, @') имеем однознач­

ное представление 

где #^ определяются из соотношений 
т 

фщ,.= V иг;- ' t =-= 1- . . . , •*• 
-/Я 

С л е д с т в и е . Если §, © — конечно порождённые проектив­
ные модули, то Нотф(5?, @) также конечно порождён и проек-
тивен. 

В самом деле, дополним g и @ прямыми слагаемыми до 
свободных модулей 8?®$.?' и ©Ф©' конечного ранга. Тогда, на 
основании изоморфизма (2.4) имеем: 

НотФ(8Ф8Г, @е@')=НотФ(§, ®)©Нотф($, в')© 
ФНот ф (§ ' , @)еНот ф (Г , ©'), 

где левая часть изоморфизма — свободный С°° (N) -модуль ко­
нечного типа, следовательно, Нотф(г5,@) -—конечно порож­
дённый проективный С00 (N) -модуль. 
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П р е д л о ж е н и е ' 2 . 3 . Для всякого конечно порождённого 
проективного С" (М)-модуля имеет место изоморфизм 

.Base* = Horn S, (2.11) 
который, однако, не является естественным и зависит от неко­
торых неинвариантных конструкций. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим С°°(М; Rm) в виде 
С°° (М; Rm) ---^Ф®, причём ® выберем таким образом, чтобы 
(см. следствие 2 предложения 2.1) имела место эквивалент­
ность 

«eg, uG@-{Rightarrow}<u, w>=0, 
из которой следуют (зависящие от выбора Щ инъективные 
вложения 

Их прямая сумма задаёт инъективный гомоморфизм (см. пер­
вую из формул (2.10) и предложение 2.2) 

i !e i 2 :C"(M; Rm)--=W©<S^©1©F±=Hora(F©©) = 
= Hom (С00 (М; R-^asC00 (Af; R«). 

Следовательно, учитывая крайние члены этих соотношений, по­
лучаем, что ii®ii — изоморфизм, поэтому i\, t*2 также изомор­
физмы. Это завершает доказательство, ибо, согласно второму 
из изоморфизмов (2.10), @J-.=eHom -J. 

Докажем,, теперь, что если ?jf— конечно порождённый про­
ективный C™ (М)-модуль, то имеет место естественный изо­
морфизм 

gasff**=Hom-Homff. (2.12) 
Имеем естественное инъективное вложение i : 8?{subset}8f**, ибо 

для VgGF* элемент neg спаривается с g по формуле (и, £>— 
= <|, «>. Пусть ® дополняет F до C°° (M; Rm). Взяв прямую 
сумму соответствующих естественных гомоморфизмов 

ii : F{subset}Hom°Hom g, i2 • @{subset}Hom°Hom © 
и, учитывая естественные изоморфизмы (2.5) и предложе­
ние 2.2, получим 

i!®i2: C°° (M; Rm)== ^ Ф в с Н о т о Н о т §©Hom°Hom © ^ 
sHom (Нот ^ШНот @)£=НотсНот (^Ф@)= 

ssHom-Hom (C°° (M; R ^ s s C 0 0 (M; Р,т). 
Следовательно, ii, 12 — изоморфизмы. 

Введём теперь категорию модулей Mod» и её подкатегории 
ModD1-fl Modm, соответствующие категориям векторных рас­
слоений Bd-c, Bdmif, BdM, и соответственно им эквивалентные 
(см. пп. 2.3—2.4). 
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Объекты категории Mod» — всевозможные конечно порож­
дённые проективные С00 (М) -модули, где М пробегает все глад­
кие многообразия. Морфизмами категории MocL являются 
произвольные полугомоморфизмы ФбМот,- (gf, ©), где 3,® про­
бегают все объекты в MocL, а ср — произвольные (ненулевые) 
гомоморфизмы соответствующих алгебр. 

Изоморфизмами этой категории являются полуизоморфиз­
мы. над ф, то есть взаимно однозначные полугомоморфные 
над кр отображения ft-v®. Нетрудно видеть, что в этом слу­
чае ф — изоморфизм соответствующих алгебр. 

Подкатегория ModDiff-czModo, СОСТОИТ ИЗ тех же обеъктов, 
что и Modco, а морфизмами в ней являются лишь полугомо-
морфизмы Р над изоморфизмами р : С°° (M){to}C°° (N) соответ­
ствующих алгебр. 

Наконец, объекты категории ModM^-Mod» — всевозмож­
ные С™ (М) -модули, где М фиксировано, а морфизмы — произ­
вольные полугоморфизмы над эндоморфизмами cp:C°°(.M){to} 
{to}C"(M). 

Одно и то же отображение Ф : 3{to}@ может являться полу-
морфизмы Р над изоморфизмами р : C™(.M){to}C°° (N) соответ­
ствующих алгебр, например, нулевой полугомоморфизм, ото­
бражающий весь модуль % в нуль. Тем не менее, для широко­
го класса полугомоморфизмов ФбНотф(§,©) гомоморфизм q> 
однозначно определён и тогда можно писать 

Ф—в(Ф). (2.13) 
Например, это справедливо для класса всех полуизоморфиз-
мов — см. ниже. В этом случае, поскольку композиция полу-
изоморфизмов также полуизоморфизм, вместе с изоморфизма­
ми алгебр 0(Pi), 9(F2) определён изоморфизм 8(Pi"P2) и 

е,(р1°Р2)=е(р1)-9(Р2), е.(Р-1)-е(РГ1 . (2.14> 
Ясно, что автоморфизмом С00 (УИ)-модуля g является такой полу-
изоморфизм, для которого 0(P)=idc-<, • 

Из (2.14) следует, что если полуизоморфизмы Р1, Р2 удовлет­
воряют соотношению e(Pi)-=0(P2), то Pi-Pi - 1 и РГ'-Рг — авто­
морфизмы. В частности, вместе с Р автоморфизмом является 
и Р~К 

Следующее предложение даёт достаточное условие суще­
ствования соотношения (2.13), то есть того, что для данного 
полугомоморфизма Ф6Ногп-,(8:,©) гомоморфизм алгебр 
Ф : C'™(-M)-{to}Cp0(iV) однозначно определён. 

П р е д л о ж е н и е 2.4. Полугомоморфизм модулей Фб 
бНотф($, ©), где $ — С°° (М) -модуль, @ — С" (jV) -модуль од­
нозначно определяет гомоморфизм ф, если для YyQN суще­
ствуют такие иЩ, т]6©*, что 

<л.Ф">и^о. 
В частности, этому условию удовлетворяют полуизоморфизмы.. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное и пусть 
фь ф2: G" (-M){to}C°° (N) — различные гомоморфизмы алгебр, 
причём 

ф{аи)>= (ф1а)Фи—'(ф2а)Фи 

Va6C"(Af), V«6g. 
Тогда существует такая точка y&N и функция ааС°°(М), что 
bi=xpid(y) Ф(р2а{у) =Ьъ и, следовательно, имеем: 

(bi-biYtn, Ф«>|у-0=^<г1,Ф«>|-,'-=0 VT]6@*,«6^, 
вопреки условию. 

В заключение этого пункта докажем естественный изомор­
физм 

Hom,(S,")^(Hom,8f)®® (2.15) 
в категории Mod». 

Выше было отмечено, что отображение 

(НотФф®®Д.НотФ(&,®). (2.16) 
заданное формулой 

(%(Ф® и)) и— (Фи) v, ие-з, vm, Фенотф§, 
является естественным гомоморфизмом. 

Докажем сначала, что % — изоморфизм, если g и ® свобод­
ные модули конечного типа. Обозначим через {«^} базис в 
F. ivi} — базис в ®, {Ф.} — базис в Нот-® : Ф ( « А = 6 * Тогда си­
стема {%(Oi®Vj)} удовлетворяет соотношениям 

%{®i®Vi)Ui=((biUi)Vj=Vh 

ОС (Ф.- Cg> Uj) ыг —= (Ф4«/) -У j —= 0,1Ф1, 
то есть является, на основании предложения 2.2, базисом сво­
бодного модуля Hom-,(g.@), поэтому % — изоморфизм. 

В общем случае обозначим g—Si, @—©1 и пусть ft2, @2 — 
прямые дополнения к Fi, ©i до свободных модулей конечного 
типа. Далее, пусть 

(Нотф&.)®®Диотф(.&,®у) 
— соответствующие естественные гомоморфизмы (2.16), 
.--•X.i — и х прямая сумма. Имеем следующую цепочку естествен­
ных гомоморфизмов: 

(Нощф CSSfi ® &))®(®i ® @ 2 ) = 2 ( Н о г а ф ^ ) ® © / -
i.j 

« " 2 Нощф (&, eJ)-Homq,(8 ,ie8f2, ®-Ф0а). 
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Здесь композиция i2°2xiW. является естественным изомор­
физмом (2.16) крайних членов, ибо 3f1©§2, ®i©@2 — свободные 
модули конечного типа, г., i2 — также естественные изомор­
физмы, см. (2-5). Следовательно, S%.j — изоморфизм, поэтому 
все прямые слагаемые %i} — изоморфизмы. 

2.3. Эквивалентность категорий BcL, Mode-. Если конечно 
порожденный проективный С™ (М) -модуль g вложен с помощью 
инъективного гомоморфизма % в С°°(М; Rm) в качестве прямого 
слагаемого 

C"(M;R™)=x(g)©©> 
то ему можно сопоставить векторное расслоение над М, поль­
зуясь гладким отображением (см. предложение 2.1) 

х^%{%ЪШ\ -*-6M, k-=dimx(S),o 
которое индуцирует векторное расслоение 

Ux (F)*-MXRm , (3.1) 
xQM 

см. п. 2.1. Такое сопоставление неудовлетворительно тем, что 
оно зависит от способа вложения %, — не возникает функтори-
ально. Более того, не видно даже, что размерность слоя 
dim х (30а от х He зависит. 

Существует, однако, инвариантный переход от произвольного 
конечно порожденного проективного С°° (М) -модуля $ к вектор­
ному расслоению $$ над М, который называется переходом к 
расслоению 0-струй модуля g и который мы сейчас опишем. 

Предварительно заметим, что если имеется представление 
С" (М; Rm) =^Ф® и если в некоторой точке хВМ элемент s&§ 
(являющийся гладким отображением 7W{to}Rm) обращается в 
нуль, s(x) =0, то найдутся такие гладкие функции ai,...,am£ 
еС™ (М) и элементы s . , . . . , smG^, что 

m 

s=-{sum}aiS(, aj (JC)==0, i = \,...,m. 

in 

Для доказательства запишем s в виде .-—{sum}^-^, где 
m 

щ, . . . , wm — базис в C°°(M; R"'). Так как {sum}аг (л.)'доДх) —О, то 
2 = 1 

a! (x)— . . . = am(x)-=-0. Представив wt в виде wl = Si-\-,vl, 
St&S}, vtG<8, ii = \, ...,tn, и учитывая, что ф и ©—прямые сла­
гаемые, получим 

m m m 

s = ]£alsi
Jr£iat'vl?='£iaiSi, a-(x) —0. 

1=г i-=i i-=1 
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Предположим теперь, что 5—произвольный конечно порож­
денный проективный модуль над С°°(М). Обозначим через 1Х 
максимальный идеал в С°° (М) всех обращающихся в нуль в 
точке х функций (см. § 1). Имеется естественный изоморфизм 
C°°(M)/IX^R. Возьмем подмодуль 

Ix%=^2iaiUl\a0x, ufc%\<z% (3.2) 

и образуем фактормодуль 
&//*$= {«//*» |"б&}, (3.3) 

который можно естественным образом рассматривать над коль­
цом C°°(M)//X^R. Следовательно, этот фактор — вещественное 
векторное пространство размерности {le}m, где m — количество 
образующих И | , . . . л в §, ибо т элементов ni//KS, £ = 1, . . . , m, 
являются, очевидно, образующими в 3//-.$?. 

Векторное пространство Ъ\1ХЪ будем называть (абстракт­
ным) слоем модуля g над точкой х, а элемент и/1х%^/1х^ — 
значением элемента и в точке х. Будем обозначать его через 

ux=ujlx%. (3.4) 
Определим семейство R-линейных суръективных отображений 

J°x, xQM, по формуле 

А:Ъ-+ЪИ&, и •-У° «=.•=»„ M6F. (3.5) 
Семейство слоев 

s//^=4F—K-l"eF}, xeM, 
образует предрасслоение 

PS=u4s, (з.б) 
которое мы превратим сейчас в векторное расслоение, пользу­
ясь лишь модульной структурой $. 

Определим, прежде всего, ииъективный гомоморфизм /° мо­
дуля $в С" (М)-модуль всевозможных сечений предрасслоения 
pg по формуле 

u^J°a:x^Jlu=ux, XQM. (3.7) 
С°° (М)-линейность отображения .7° очевидна. Докажем его инъек-
тивность. ЕСЛИ Л = 0 , то Jxu=0 для V.-cgyw, To есть и£1хЩ 
VxQM, или 

а=* {sum} ад, a;(x)-=0, u&ft. (3.8) 
i 

Но мы знаем, что существует инъективный гомоморфизм %: F-> 
{to} C°° (M; Rm), следовательно, % (и)=-{sum} -ЭД («/)> M x ) — ° и л и 

i 
% (и) ( x )=0 VjcGM-.*.***—0. 
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Таким образом, образ У°̂ > являющийся некоторым подмоду­
лем в С°°(Л1)-модуле всех сечений предрасслоения р§. изомор­
фен модулю $. Докажем теперь, что размерность слоя dim Jx$ 
не зависит от х. 

Так как %($) — прямое слагаемое в С°° (M; R"2), то, на осно­
вании предложения 2.1, мы имеем гладкое отображение 

x~3.(S),eF-7, хем, * = aimx(8f)*. 
Покажем, что 

dimJx$ = k УхвМ. 
Определим линейное отображение слоя Jx% на подпространство 
X(F)j;CRm no формуле 

Ли=их^% (и) (х), аед-

Данное определение корректно, ибо если Jxtt — 0, то a=-^a/Mi, 
ai(x) = 0, см. (3.8). 
Следовательно, 

% («) (x) = 2 at (x) % (а,) (х) - 0. 
t 

Кроме того, это отображение суръективно, ибо произвольная 
точка подпространства %(F)a- имеет вид %(и)(х), «6g. 
Покажем, что оно инъективно. 

Если •/.*«•-»•% (я) (x)=--0, то, на основании доказанного выше 
утверждения, найдутся такие функции а&С" (М) и элементы 
и&Щ, что %{и) = ^ at%{Ui) = % (^atuX ai(x)=-0. В силу инъек-

тивности х , и м е е м M=-{sum}#A> аг (.*)--= 0{Rightarrow}w67*$--̂ == 0 . И т а к , 
t 

независимость размерности слоя Jx% от х доказана. 
Объявим в предрасслоении pg модуль J% модулем всех 

гладких сечений. Как легко видеть, что превращает р$ в век­
торное расслоение над М (см. предложение 2.2) с модулем се­
чений, естественно изоморфным $, 

<r(PffW8-ff. (3.9 
/-

Докажем, что изоморфизм ^^-J°% является естественным в 
категории Mode». В самом деле, .7° превращается в ковариант-
иый функтор из Mod-*, в себя, естественно эквивалентный тож­
дественному функтору IdMod̂ . если задать его на объектах 
соответствием 
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ewe1, (3.10) 
а для VQ6Hom(p( ,̂ @), где F —С°°(M)-модуль, €S —C~(/V)-Mo-
дуль, ф: С00 (M){to} Сет (TV) — (ненулевой) гомоморфизм алгебр, по­
ложить 

/°Q(/0«) — ./°(Q«), a{in}5. ( З Л 1 ) 

Ясно, что У0йбНотФ(/°$, У0©), причем коммутативна диаграмма 

@{to}yo@ 

Независимо от способа вложения %, расслоение $$ изоморфно 
подрасслоению (3.1), где изоморфизм задается отображением 

Ли=*их»-%(и)(х), ив%, хвМ. 
Векторное расслоение jig называется расслоением 0-струй 

модуля g. 
Легко видеть, что дуальным расслоением к Р5 является рас­

слоение p(Homg), 
со (PS) =P (Horn д.). (3.12) 

В самом деле, обозначив через | произвольный элемент из 
Horn g, имеем 

р(Нот § ) = U А (Нот S) = I.J {ЬI ЕбНот g}. 

Между векторными пространствами {%х| i6Hom Щ и {их\и.£$} 
имеется естественная двойственность, заданная формулой 

<£*, и* >---•<£. а > |-. хвМ.. • 
Следовательно, 

А {Нот %)^{А)*, 
поэтому 

р (Нот gf) =. U А (Нот F)s. U Нот [А$) = со (pg). 

Кроме того, ясно, ЧТО модули сечений расслоений co(pg) и 
Р(Нот^) естественно изоморфны. 

Описанные конструкции можно сформулировать в виде сле­
дующего предложения. 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Каждый конечно порожденный проек­
тивный С™ (.И)-модуль g определяет предрасслоение 0-струй 
этого модуля 

PF= U 8f//*ff, (3.13) 
XQM 
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слои которого имеют постоянную (не зависящую от х) размер­
ность и представляются в виде 

8//*в={«//.г8—и.,-А5и€8[}. (3-14) 
где ux=Jxti— значение элемента и в точке х. 

Отображение /° модуля Щ в С°°(Ж)-модуль всех сечений 
предрасслоения р§, определенное формулой 

u>-+(Jau:x»-Jxu=ux, х£М), (3.15) 
является инъективным гомоморфизмом. 

Объявляя образ J°$ модулем всех гладких сечений, мы пре­
вращаем £..$ в векторное расслоение (над М) 0- струй модуля gf: 

PS— U 4 5 — U{ux\uG®. (3.16) 
xQ'M х£М 

Модуль сечений расслоения $$ выражается формулой 
афЩ) = Л$ = {Ла:х^их\хеМ, «6F}, (3.17) 

причем отображение $-> J°$ является естественным изоморфиз­
мом 

gW°g, (3.18) 
ибо соответствия (3.10) — (3.11) превращают /° в ковариантный 
функтор, естественно эквивалентный тождественному функтору. 

Мы докажем сейчас, что категория Bdo- эквивалентна кате­
гории Mod-o. Именно, будут определены два контрвариантных 
функтора 

2:Bd00{to}Modco, A:ModM->Bdoo 
и будет доказано, что ковариантные функторы ДоЕ и 2°Д есте­
ственно эквивалентны тождественным функторам IdBdM и Ммс^-

Пусть А, В — произвольные векторные расслоения над мно­
гообразиями М, N соответственно, F — морфизм между ними: 

А-> В, FeMorf(A,B), 
где 

M-^N, С" {M)Z-C* (N) 
— гладкое отображение М в N и соответствующий ему гомо­
морфизм алгебр. 

Рассмотрим функтор S задав его на объектах формулой 
A^SA = Hora(aA), (3-19) 

а на морфизмах — с помощью формул 
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Нош {аА) -^Нот (cr.fi), 
< ( S F ) T , , S > | * - < % w , E s ( x ) > | (3.20) 

VT]6Hom (аВ), VsgaA 
Корректность данного определения и его фуикториальность 

непосредственно проверяются. Легко также видеть, что 
SEeHonv (Нот (а-З), Нот (аА)). (3.21) 

Аналогично, пусть g, @eMod-o~-Gco(M)- и С°° (.У)-модули, 
соответственно, ф—полугомоморфизм 

gt@, ФеНотФ(@, $), 
где ф : CO0(.V)->Ceo(7W)—гомоморфизм алгебр. Через f: М-*-1\Г 
обозначим гладкое отображение, соответствующее cp:<p = f*. 
Тогда функтор А определяется на объектах по формуле 

AL = p (Horn L), А/ = р (Нот ©) (3.22) 
а на морфнзмах — соотношениями 

ДФ 
P(Homg){to}p(Hom@), 

(3.23) < (ДФ)£,, •»,(.-, > = < | , Ф « > | . 
vgeHom g, v-oe®. 

Ясно, что 
АфеМоГ/ф^от g), р(Нот ©)). 

Очевидно, что существует естественный изоморфизм Ао+ 
^P(aA), кроме того, мы имеем естественный изоморфизм 
Hom(Hom8f)^8f,— см. п. 2.2, следовательно, см. также 
(3.17)-(3.18), 

До2А .= р (Нот (2А)) = р (Нот [Нот (aA)])sz 
эф (Нот-Нот (aA))sz$(oA)szA, 

2cAg-S(p(Hom F)) = Hom(<- [р(Нот g)])— 
ssHom (У0(Нот 8f))asHomoHom F s F . 

Таким образом, 
AoSsldBdM, SoAsldMo^ (3.25) 

Доказанная эквивалентность категорий Bd«, и Mod» пока­
зывает, что инвариантные конструкции в векторных расслоени­
ях над гладкими многообразиями и в конечно порожденных 
проективных модулях над алгебрами гладких функций находят­
ся во взаимно-однозначном соответствии. Например, для прове­
дения многих конструкций над векторными расслоениями ока­
зывается более удобным проводить соответствующие конструк-
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ции над модулями их сечений и уже после построения 
окончательных объектов в виде модулей переходить обратно к 
расслоениям, см. также следующий пункт. 

2.4. Категории ВсЬш, ModDi». Сопряженные морфизмы. 
Отображения 

•*=Ф* f*-=q) 

M--+N, C°°(Mb-—С°°(Л0 
являются «взаимно сопряженными» относительно спаривания 

<х,а> = а{х), <у,ЬУ — Ь(у), 
xQM, y&N; aGC-(M), b6C°°(N), 

то есть ВЫПОЛНЯЮТСЯ тождества 
<fx,&> = <x,f*&> = <x,cp6>. 

Часто возникают взаимно сопряженные в аналогичном смыс­
ле отображения R, S спариваний, которые R-линейны по обоим 
аргументам, причем сами отображения линейны, а область зна­
чений либо R либо алгебра гладких функций. Во всех таких 
случаях результат перехода от R к 5 и наоборот естественно 
обозначают звездочкой 

S=R*, R = S*, 
причем оператор * имеет в этих случаях функториальиый ха­
рактер и его можно рассматривать, как и в случае перехода 
/•->-f* как «функтор подстановки». 

Мы рассмотрим здесь взаимно сопряженные морфизмы из 
категорий BdoiH, Modnuf, то есть взаимно сопряженные отобра­
жения расслоений над диффеоморфизмами соответствующих 
баз или полугомоморфизмы над изоморфизмами соответствую­
щих алгебр. Мы покажем, кроме того, что в этих категориях 
соответствия р и о, введенные выше, можно превратить во «вза­
имно обратные», см. ниже, функторы, устанавливающие экви­
валентность категорий Bcbiff и Modjjiif. 

Пусть заданы диффеоморфизмы 

M%N (4.1) 

и предположим, что 
. -А—иЛи 5 = U E y 

—-векторные расслоения над М и N. Двойственные расслоения 
обозначим через 

с о Л = и Х , со.В=» ЫЯ», 

— см. п. 2.1. Сечения в A и Б будем обозначать г и s, сечения 
в со A и со В— через \х, v :rBaA, sBaB, jx-ScoA, v6co В. Возьмем 
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произвольный морфизм F над /: 

A {to} E, .FeMor, (A, .S) (4.2) 
и определим сопряженный к нему морфизм 

F* 

соА<-соВ, E*6Mor/-(coco AB,) (4.3) 
по формуле 

<F*v (У), г (/-• (у)) > = <v (у), Fr (/-' (у)) > (4.4) 
которая, очевидно, эквивалентна формуле 

<v(/(x), Fr(x)> = <JF*v{f(x)), r(x)>. (4.5). 
В этих формулах символом <•, •> обозначается оператор спа­
ривания в соответствующих двойственных слоях расслоений А, 
со А и В, со В. Ясно, что формула (4.4) корректно определяет 
F* по F, а формулой (4.5), наоборот, F определяется по F*. 
При этом, 

F=F**, (4.6> 
(если, конечно, со (со Л) естественно отождествлено с А). 

Обозначим точку г(f~l{у)) =z£A; тогда формула (4.4) для 
определения F* принимает вид 

<E*v (у), z>=F*v (у) (z) =v{y) (F (z)) - v (у) oF (z), (4.7) 
то есть для вычисления линейного функционала F*v(y) в соот­
ветствующем слое достаточно в v(y) «подставить» F. 

Предположим теперь, что заданы взаимно обратные изомор­
физмы 

С00 (Ж) :4 с00 (АО 

и пусть ft, @ — конечно порожденные проективные С™ (ЛГ) - и 
С"(N)-модули, соответственно. Нот ft. Мот© — двойственные 
модули. Элементы в этих модулях будем обозначать через 

ие$, об®; geHoing, TieHom®. 
Имеются естественные спаривания 

<1,и>еС"(М), <T],w>eC"(N). 
Возьмем произвольный морфизм Р над p, то есть полугомо-

морфизм над р 

g{to}@, PWorp($,®) = Homp{%,®) (4.9) 
и определим сопряженный к нему морфизм ~ полугомоморфизм 
Р* над р~х 

Нот ffVHom в, Р*еНот-.(Нот &, Нот F) (4.10) 
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по формуле 
< . P 4 a > = j t r 1 < T i , P a > , (4.11) 

которая эквивалентна формуле 
<ц,Ри>=р<Р«-г),и> (4.12) 

Формула (4.11) определяет полугомоморфизм Р* по Р, формула 
(4.12) определяет Р по Р*, при этом (учитывая, что &-Зё 
^HomoHomg), 

•р = Р**. (4.13) 
Корректность данных определений здесь также легко прове­
ряется. 

Если спаривание <г), «> записывать как функцию m-»-Ti(u) — 
= <т],«>, то формулу (4.11) МОЖНО переписать в виде 

Р*х\ (и) = / г - (л (Ри)) =/--• {цоР{и)) (4.14) 
то есть для вычисления Р*г| на иЩ следует результат подста­
новки ц^у\оР вычислить на и и полученную в результате функ­
цию из C"(N) отправить в С°°(М) с помощью р~[. 

Определим теперь ковариантный функтор 
а : BdDiff{to}ModDiff (4.15) 

следующим образом. Произвольному объекту из Bdoift, то есть 
векторному расслоению А над М мы ставим в соответствие 
С°° {М)-модуль сечений oA, см. п. 2.1, а морфизму (4.2) над f — 
полугомоморфизм над /"•* 

aF 
оА^оВ, oEeHom._i*(crA, аВ), (4.16) 

где aF определяется по формуле 
(0E)r|y = F(r-/-i(y))e-9y . y(±N, (4.17) 

которую можно переписать в виде 
(cF)r--E-r°/-1.— se<x8. (4.18) 

Корректность определения очевидна; функториальность также 
ясна, ибо если 

F О aF 00 

A-->5{to}C, <JA{to}ffE->aC, 
то 

o(QoF) = aG°aF, aiUA = iuaA-
Таким образом, соответствие (4.15) является ковариантным 
функтором. 

Аналогично определим ковариантный функтор 
P:ModDiff{to}BdDiff, 

сопоставив произвольному объекту из Мофш, то есть конечно 
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порожденному проективному С™ (М)-модулю .5 векторное рас­
слоение pgf по формуле (3.16): 

FH5S= U . / ° S = U{ux\ue%}. 

Чтобы определить р на морфизме (4.9) обозначим через / диф­
феоморфизм (4.1), удовлетворяющий условию 

Р-(ГТ, (4.20) 
•и определим морфизм рР над / 

pF{to}P@, рРеМ0Г/(р& р@) (4.21) 
по формуле 

( P P ) a , = P « W (4.22) 
Корректность определения легко проверяется: 

(рР) (аах) = Р (аи) |Дж) =- pa |/(jr)P« |«-> = /*°p*a |ЛРи |, (,, = 
=a(x)(pP)u,. 

Имеют место следующие очевидные (и формально легко про­
веряемые) естественные эквивалентности между контрвариант-
ными функторами 

Hom°a =s аосо,1 
coop ss poHom. 

Запишем сопряженное отображение (oF)* к aF в формуле (4.16), 
воспользовавшись определением (4.11). Имеем 

HomoaA-i Нот°сш, 
(aF)*eHom-*(Hpmoo.S,Homeo.A). (4.24) 

Аналогично, запишем сопряженное отображение (рР)* к РР 
в формуле (4.21) и получим 

со (pg).^——со (р@), (рР)*еМог/-.(со(р©), со(Р^)). (4.27) 

Учитывая изоморфизмы (4.23), можно формулы (4.24)—(4.25) 
записать в эквивалентном виде 

аосо А^-^^-аосо В, ((TE)*6Hom/*(cr°co В, аосо A), (лпс\ 
P-Hom %+- (---^роНот @, (pP)*eMor--. (poHom в, р-Нот Щ). 
Сравнивая (4.26), (4.11) и (4.26), (4.3), определяющие (aF)* и 
(РР)* с формулами, определяющими -2E, AF, см. (3.20), (3.23), 
мы получаем естественные эквивалентности 

2 SEHom-a з . оосо; Л ss p°Hom з* coop, (4.27) 
которые вновь приводят к эквивалентиостям (3.25) для более 
узких категорий BdD.ff, ModDm-
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ДоЗ ss (Шот°Нот<>а = Р°а = IdBdDi 

SoA Si ffoCOoCOoP -=-=; аор S* 1dModD]fr 

Полученные формулы придают точный смысл утверждению в 
начале настоящего пункта о взаимной обратное™ функторов 
а и р. 

В заключение рассмотрим с точки зрения проведенных в 
этом пункте конструкций функторы перехода к касательному и 
кокасательному расслоениям, или, соответственно, к векторным 
ПОЛЯМ и дифференциальным формам. Ограничимся случаем ка­
тегории гладких многообразий и диффеоморфизмов между ни­
ми. Пусть f : M-+N — диффеоморфизм. Касательные расслоения 
к М и N обозначим через ТМ, TN дифференциал отображения 
f — через Г/, то есть Т — соответствующий ковариантный функ­
тор 

Tf:TM^TN,TfeNiovf(TM,TN). 
В этом случае о, см. (4.16) — (4.17), дает соответствия 

а:ТМ DerM,o(Tf)=aoTf:X^Ad{f-1)*X 
где X— векторное поле на М. Таким образом, 

ооГ^Бег, а (Г/)-Ad (f-1)*. 
Далее имеем: 

Ooco-̂ -Homoa : 7,M{to}Der*M 
или 

aocooT^Homoffojr=Der!|V 
ибо Homoo(TM) = Hom(Der(.M))~ СМ(.М)-модуль дифференци­
альных форм на М. Наконец, 

Нотоо-оГ/ -= Нот {ooTf) = Нот (Ad f~l) * = T*f, 
см. § 1. 

Таким образом, все функторы, рассмотренные в § 1, выра­
жаются через функтор Т и универсальные функторы Нот, со, а 
(а также р), применимые к категориям Bd-o, ModM или Bdratf, 
ModDiH. Функтор Т специфичен для категории касательных рас­
слоений и расширяет отображения / с многообразий на соот­
ветствующие касательные расслоения. 

2.5. Индуцированные модули — функтор подстановки *. 
Предположим, что заданы гладкое отображение f : M->-N и век­
торное расслоение над N 

B = UByczNX'Rm. 
yCDN 

(4.28) 
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Они определяют предрасслоение над М по формуле 
A = U Ax= U -5/wCMXR"1. 

Отображение x^BfixfiH™, k = d lmf i^ , гладкое, поэтому А 
превращается в векторное расслоение и легко показать, что, не­
зависимо от вложения BczMxRm, все возникающие таким об­
разом расслоения А изоморфны. Поэтому А называется вектор­
ным расслоением, индуцированным расслоением В при отобра­
жении f. 

Мы дадим сейчас «функциональное» описание этой конструк­
ции на языке соответствующих модулей сечений, которое при­
ведет к общему понятию функтора подстановки *, обобщающе­
му функтор 

/.{to}/*:C°°(^){to}CM(M), f*b = h°f, beC^iN) 
и позволяющему рассматривать f* как «оператор подстановки» 
отображения f не только в элементы кольца C°°(N), но и в эле­
менты произвольного С™ (JV) -модуля ©eModso: 

Будем рассматривать © как модуль сечений, что всегда воз­
можно, в силу естественного изоморфизма 

@ .̂У°@, J°v:y^J°yv, y&N. 
Выражение f*v=v°f будем рассматривать как сечение 

f*v:x>-+vfU), xeM, (5.1) 
С00(Ж)-модуль, порожденный всеми сечениями такого вида при 
произвольном -об® состоит из отображений 

* ~ 2 а - ( * ) ^ ) . J-e/W; агеС°°(Л1), в ( ' ) б@еЖ 
i 

Полученный С°° (М)-модуль обозначим 
/*®={2'-//*^|a/ec00(M), ^е@}. (5.2) 

и назовем его модулем, индуцированным, Сх* {Ы)-модулем & 
при подстановке /* . 

Элементы модуля /*<8 естественно отождествляются с полу-
гомоморфизмами из Honv*@*, ибо действие элемента вида f*v 
на т]6@* можно определить по формуле 

< /*-о,т] >=-/*< -а, ц) , 
тогда произвольный элемент 2а>-/*'г'-6/*® будет действовать 

i • ' • 

по формуле 
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< 2 a//*"/, ri> ={sum}̂ < f*vh г] > -{sum} aif* ( vt, ц > . 
Корректность данного определения легко проверяется. 

Очевидны включения 
{f*v | г)ев}с/*®сНотр. @*, (5.3) 

причем, если /*(С°3(УИ))-=С<Х,(Л1), то 
{/*i)|t.e@}--=/*®, (5.4) 

ибо в этом случае 

2^/*^=2(/*6-)/*^ = 2/*(^) = /*2М; — /*'а. 
I I l I 

Каждому гомоморфизму С00(Лг)-модулей %:@'->@" естествен­
но ставится в соответствие гомоморфизм С°° (М)-модулей 

/*%:/*@'{to}/*@", /*x [2 - - ' / *« ' ' ) =- .2 «'/•Х^'- (5-5) 

Как легко видеть, для диаграммы 
X' X" 

У >« 
•t « I I (5.6) 

f-s-f' Т MY" т V ' 

выполняются соотношения 
/*(Х'Ч0 = /*Х"°/*Х', /*id©-id/*©, (5.7) 

которые показывают функто-риальность соотношения @ »->-/*©. 
В частности функториальность / * влечет импликацию об изо­
морфизмах 

@'̂ ©'{Rightarrow}/*@'s=./*@''. , (5.8) 
Если @, ig —ССО(Л/')-модули, то имеет место естественный 

изоморфизм 
/*(@®$)е./*@Ф/*£, (6.9) 

однозначно определяемый соотношениями 
f*(v@w)*f*v®f*wl v£<8, «eft, 1 

/* (X©PW*X©/*P. хенот(®,80, peHom (&,$')• J (5Л ] 

Корректность определения,. получающегося из первого соотноше­
ния (5.10) гомоморфизм'а 

/ * ( © © $ ) - - > / * « © / * $ , • 
его инъективность и суръективность, легко доказывается. Оче" 
видна также коммутативность диаграммы 

f*(v®w)>->-f*v®f*<w 
f*(№P)l I f*X®f*p (5.11) 

/ • (хг>©р«0<-/* (Х*-*)©/* Ср—-) 
42 



i l 

Докажем теперь основной изоморфизм 
/*feHom / t@*, 

который сформулируем в виде следующего предложения. 
П р е д л о ж е н и е 5.1. Пусть © — конечно порожденный про­

ективный С" (./V)-модуль. Вложение 
/*@cHotrv*@*, (5.12) 

однозначно определенное формулой 
<f*v,i\>=f*<v,i\>, vm, r|6@*, (5.13) 

является изоморфизмом, причем естественным, в силу комму­
тативности диаграммы 

/*©cHonv*@* 
f*x| |Hora/i|:Z*,XgHom(®,©'), (5 .14) 
/ • в ' с Н о т , , ® ' 

Таким образом, мы имеем два эквивалентных естественных изо­
морфизма 

/*®-йНот,,в*^-/ '®*ввНот гв, (5.15) 
ибо ®^@**. 

Так как модуль Нот/*®* конечно порожден и проективен, 
см. п. 2.2, то таковым является и /*®, и, следовательно, / * — 
функтор на категории Mod-o в категорию Мой». 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала изоморфизм (5.12) 
для свободного С°° (ЛО-модуля конечного типа. Пусть 
^ь . . . . "От — базис в ©, г.,, ...,г\п— двойственный базис в <$*. 
Тогда f*V\, ...,f*vm—-базис в свободном С°°(.ЛИ)-модуле 
Нот^@* ранга т, ибо 

<рщ.ч,> = / * <*„»i;> =/*б ;У—^—{о; i ^y : 
Следовательно, / * © = Н о т Д ибо все базисные элементы 
f*"ViQf*@. Коммутативность диаграммы непосредственно прове­
ряется по определению Honv*%* в п . •-••--. 

В общем случае, пусть й-прямое дополнение к <$ до сво­
бодного модуля @©£ конечного типа. Рассмотрим диаграмму 

/ *@е/*£ •Hom.-.в'ФНот/.. £* 
•"«t Id t ' " 

/ * (@©£) s-Нот^йФв)*, 
где Ii, h — естественные изоморфизмы (5.9), (2.5), id — тож­
дественный изоморфизм, существование которого только что 
доказано для свободных модулей, наконец, 

£.:/*©-> Нот,* ©\ i2:/*i3{to}Honv*$* 
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— естественные вложения (5.12). Очевидно, диаграмма комму­
тативна, поэтому to/j = ido/2=/2. то есть i=i\®k=hoICl— ес­
тественный изоморфизм, следовательно, 

i,: /*©-> Нот/*© 
— естественный изоморфизм. 

В качестве непосредственного следствия доказанного пред­
ложения получаем естественный изоморфизм 

f *oHom @^Homof *<S. (5.16) 
В самом деле, имеем естественное вложение f*oHom ®c 
crHornof*©, ибо всякий элемент вида /*ц, ч\в®*, естественно 
действует как гомоморфизм на элементы /*уб/*@ по формуле 

< / Ч / * • » > = / * < Л. «>• (5.17) 
С другой стороны, если |бНот°/*@, то \ можно естественно 
отождествить с элементами из Нот/*©, так как положив 
i 0-0 — { I- f*v ) (легкую проверку корректности определения 
мы опускаем), получим 

\{bv)=<\,pbv> = <\, (f*b)f*v> = 
= (f*b)<t,f*v>-ti*b)t(v). 

Следовательно, на основании второго из естественных изомор­
физмов (5.15) можно считать, что |6/*oHom®, откуда следует 
обратное включение f*oHom ©"эНошо/*©. 

Еще одним полезным следствием естественных изоморфиз­
мов (5.15), (5.16) является естественный изоморфизм 

@-^*~(/*@)-\ 
В самом деле (см. п. 2.2), имеем 

(/*0)J.=-{6eHomo/*e| < £, /*-э > = 0 У^е@}^ 
гЦЙбНот,*© | < Q, v ) =0 Уг»е®} = в--Ф. 

Важным и очень полезным изоморфизмом является легко до­
казываемый естественный изоморфизм для тензорных произ­
ведений 

/*(@®£)-^/*@®/*£ , 1 

Если %:©->©', р:ф->ф—гомоморфизмы С°°(Л0-модулей, то 
мы имеем коммутативную диаграмму 

f* (p ®w) •->-/* t><S> f*w 
•iV(X®P> J /*3C®/*P 

/*(%&8р1у)>-*/*(%т))®/*(рт). 
Воспользовавшись этим изоморфизмом легко получить следую­
щее обобщение естественного изоморфизма (5.16). 
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Для произвольных конечно порожденных проективных 
С°° (N) -модулей ©, ф имеет место естественный изоморфизм 

f*oHom(ef$)aeHom(f*»jf*^), '(5.19) 
где изоморфизм / определяется отождествлением элемента f*Q, 
Q6Hom(®, $) с гомоморфизмом из f*® в f*$ по формуле 

I{f*Q)(afv)*=af*(Qv), авС°°(М), иб@, (5.20) 
Для доказательства воспользуемся естественным изоморфиз­
мом, см. (2.15), 

Нот (®,^)^ (Horn <8)®£, (5.21) 

и изоморфизмами (5.16), (5.18); мы получим 
/*оНот (@, £) « / * (Нога ©)®£ at /*-Нот <3®/*jj as 

ss (Нот°/*@)®/*$ s Нот (/*©, /*£) . 
Соответствие /*Q{to}/ (/*й) следует из (5.21), (5.18), (5.16). 

Можно явно описать естественность изоморфизма / с по­
мощью следующей коммутативной диаграммы. Предположим, 
что заданы гомоморфизмы С" (N)-модулей 

Тогда определим функториальный гомоморфизм 
Нот (@, $)———-UHom (©', $') 

по формуле 
Qi-HHom (х, p)Q==poQ-%. 

В этих обозначениях диаграмма запишется в виде 
/*-Нот (®, £){to}Hom (/*©, /*£) 

f*0Hom(3C,p) \. | Hom(f*%,f*p) 

/ • -Нот (©', $')-->Нот (/*©', /*$ ') 
Ее коммутативность легко доказывается. 

П р е д л о ж е н и е 5.2. Пусть заданы гладкие отображения 
M-*-L—>N 

и конечно порожденный проективный С°° (ЛГ)-модуль @. Имеет 
место естественный изоморфизм 

/•og-esaCg-/)*®, 
/V>)~jH=-fe°/)*H> ^ 

действующий, следовательно, по формуле 

/ ^ ^ ( / • - g * » * ^ - 1 ' - 3 / ) ^ " ^ec°°(M), ^e®. (5.23) 
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Учитывая изоморфизм (5.15), .изоморфизм (5.22) МОЖНО записать 
в виде 

Hom/-*°Hotrjg* ss Hom.(gof)*. (5.24) 

Если %&Нот(<3, ft), то коммутативна диаграмма 

/ Ч * @ — { t o } / * ° g * S 

(#-/)*© >-(g-/)*$. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Чтобы избежать путаницы в обозначе­

ниях, положим / * |Соо(/) = ф, g"*lc-o(.v) = T- В силУ доказанных 
выше естественных изоморфизмов, имеем 

/*°g*@ cs Honv*-Hom°g-*@ ss Ho-m^g* (Horn @). 
Следовательно, произвольный элемент 

можно применить к элементу g*r\, т]бНот &, по формуле (см. 
(5.23)): 

< и, g*4 > •--= < 2 aif*°g*Vt, g*4 > — 2 a-fP < ff*4-" £*11 > = 

- = 2 a ^ ° ^ < v" 1i > = 2 ai с?-/)* < %• 11 > = 

= < 2 a - (ff-/)*w*. 1i > = < /M ' 1i > 

Из полученной формулы непосредственно следует корректность 
определения гомоморфизма / и его инъективность. В самом де­
ле, для Ут]бНот® имеем <1и, ц> = <и, g*y\>=0— корректность! 
Наоборот, если /« = 0, то <1и, т)> = <и,д*ц> = 0 для Ут]бНот©, 
следовательно, « = 0, ибо семейство {g*r\; т]бНот<В} является 
семейством образующих для |f*oHom© — инъективность! 

Суръективность очевидна, ибо правая часть в (5.23) выра­
жает произвольный элемент в (gof)*®. Коммутативность диаг­
раммы также легко проверяется. 

Следствие . Если f : M-*-N — диффеоморфизм, то полуго-
моморфизм над ф=/* 

0->/*®, -v^I^v^fv 
является полуизоморфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полугомоморфизм над Ф-1 определим 
соотношениями 

/ . - » : / * « - • (/--)*о/*®-
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2 Ь/**^ «Г1 Ш (.Г1)*-/*©. 
I i 

Он является обратным к /ф , ибо 
/ф---/ф@ = /-1*°/*® as (/о/"1)*© а @, 

/фо/„- . /*® 3S / * о / - » (/*©) 36 (/-'о/)*/*® £S / * 0 . 

§ 3. Потоки на модулях и векторных расслоениях 
В этом параграфе мы будем рассматривать дифференциаль­

ные уравнения в рамках «функционального языка», развитого 
выше, который позволяет нелинейные объекты — обыкновен­
ные дифференциальные уравнения на гладких многообразиях 
рассматривать как линейные операторные уравнения в соответ­
ствующем функциональном пространстве. Построение содержа­
тельного исчисления потоков, порожденных этими уравнениями 
с необходимостью требует также рассмотрения более общих 
операторных уравнений на конечно порожденных проективных 
модулях. Основные результаты данного параграфа — это фор­
мула вариаций (ем. (3.1)) и общая теорема существования по­
тока на конечно порожденном проективном модуле (см. п. 3.4). 

3.1. Дифференцирования и связности в категории ModM. 
Начнем со следующего полезного для дальнейшего замечания. 

Если Sf— конечно порожденный проективный С™ (М) -мо­
дуль, отличный от {0}, то он является точным (или строгим), 
то есть из условия au=0 V«6-g вытекает, что а = 0 . 

В самом деле, пусть % — вложение 3? в С°° (М; Rm) в качест­
ве прямого слагаемого: %(%)®® = С°°{М; R™) для @с=Сот(М; Rm). 
Допустим, что утверждение не имеет места, то есть существует 
такая точка х&М, что a(x){ne}0. В этом случае 

По предложению 2.1 § 2, dimx(F)-x — dim % (ft)-, Vt/, поэтому 
;X(§)-y---{0} для Yy&M, откуда вытекает, что {0}-=%(S), вопреки 
предположению. 

Пусть %—конечно порожденный проективный модуль. На­
зовем дифференцированием этого модуля R-линейное отображе­
ние D : g{to}g такое, что для Va£C°°(M), uGg 

D (аи) = {Ха) u-\-aDu, 
где X—некоторое векторное поле на М. Это векторное поле 
X определено однозначно. В самом деле, если D(au) — Xi(a)«+j 
-\-aDu=Xz(a)u-\-aDu для любых а£С°°(М), иЩ с Хи X26Der М, 
то X.—X2 ибо (Xi(a)— Х2{а))и = 0, откуда, в силу точности мо­
дуля $, Xi (a) =X2(a)Va6C00(M), то есть, Xi=X2. 

Следовательно, корректно определено отображение 6, сопо­
ставляющее произвольному дифференцированию D модуля § 
соответствующее векторное поле X: 

9(D) =X. 
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Обозначим через Derg множество всех дифференцирований 
модуля g; это множество имеет естественную структуру С°"(М)-
модуля, отображение 6 : Der $~{to}Der M является гомоморфизмом 
С™ (М) -модулей Der g , Der-M и ядро этого гомоморфизма кег 0 
состоит из множества End ft эндоморфизмов (то есть С°°(М)-
линейных отображений ft в себя). 

Всякое векторное поле XGDer M является дифференцирова­
нием С™ (М)-модуля С°°(М) в смысле данного определения, так 
что 

Der McDer С (М) 
и это включение — с т р о г о е , так как дифференцированием 
С" (М) -модуля С°°(М) является также произвольный его эндо­
морфизм, то есть оператор умножения на произвольную функ­
цию а0, а^а0-а Va6C°°(..M). 

Кроме модульной структуры, Der ft имеет естественную 
структуру вещественной алгебры Ли с умножением — комму­
тированием дифференцирований A , D26Der ft: 

[Ри D2}---D10D2—D20D1. 
При этом, 0 : Der ft{to}Der M есть также гомоморфизм алгебр Ли 
Der ft и Der M: 

e(TDb D2])==[e(D1), e(D2)]; vDu D2eDerft. 
В самом деле, высказанное утверждение доказывает формаль­
ная выкладка Va.3C°°(.M), «eft 

[ Д , D2](aM) = (D1oZ)2-~D2oD1)(ffl«) = A (0(А)(я)и+яА")-
- A ( e ( A ) ( a ) « + a A « ) — e ( A ) ° 9 ( A ) ( a ) « + 0 ( A ) ( a ) A " + 

+ 6 ( A ) (a)D2u+aDx°D2u-Q (А)°0 (A) (a)4i-9 (A) (a)D&— 
— Q{D2)(a)Dxu—aD-°A«=[0(A), 0(A)] ( a )a+a[D u D 2 ]u . 
Справедливо 
П р е д л о ж е н и е 1.1- Пусть ft — конечно порожденный про­

ективный С°° (7W)-модуль. Отображение 0 : Der ft{to}Der M обла­
дает следующими свойствами: 

1) ker9 = Endft. 
2) Существует гомоморфизм модулей V : Der Af{to}Der ft та­

кой, что 
8°V — -dDei-M-

3) Der 8 = E n d $® vDer MssEnd g0Der M. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение 1) уже доказано. До­

кажем утверждение 2). Ясно, что достаточно рассмотреть слу­
чай, когда ft является прямым слагаемым в С00 (M; R"1): сущест­
вует подмодуль ®аС°°{М; Rra) такой, что С°°(М; Rm)i=ft©®. 

Пусть prg — эндоморфизм свободного модуля Cc°(M;R'n), 
сопоставляющий элементу w = u-{-v(aQ%, vQ&) элемент uG$. 
Для любого векторного поля X6DerM определим дифферен-

—>• 
цирование X свободного модуля C°°(M;Rm) по формуле 
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X(w\ ..., wm) == (Xw\ . . . , Xwm), w -•— (да1, . . . , дат)еС°°(М; Rm). 
Положим теперь 

V*-prg°.-Y|.g, 
определяя, таким образом, отображение 

V:DerM{to}Derg, J H - V X , XeDerM. 
Тогда v —гомоморфизм модулей Der F и Der M, ибо 
Va6C°°(M), «6S 

—> —> 
V * (яи) == prg°X (au) = prg ((Xa) и + аХи) =-

==£Xa) M-f-aprgo^rr./-=(Ara) r^+aVxK 

и 
—> 

V ах (и) = p rg (aX«) -= aVxU. 

При этом, по самому определению, Q(Vx) = X, так что 
0-V—idDer.W. 

Утверждение 3) предложения есть прямое следствие 1) и 2). 
Предложение доказано. 
Отображение V, фигурирующее в формулировке предло­

жения 1-1, называется связностью на модуле g. 
Если V — некоторая связность на Ъ, ,то Vx^Der Щ и любое 

дифференцирование DGDer-g с Q(D).— X имеет вид 
D = V x + # , 

где Н — некоторый эндоморфизм модуля F. 
Оператор V.-- называется ковариантным дифференцирова­

нием вдоль векторного поля X. 
К рассмотрению связностей мы ещё вернёмся в п. 3.6 на­

стоящего параграфа и в § 4. 
В заключение ЭТОГО пункта отметим, что если S—конечно 

порождённый проективный модуль, то множество Der ft его 
дифференцирований также является конечно порождённым 
проективным модулем, так что для любого целого k итерации 

.Der ( . . . . (Derg) . . . ) 
йраз 

дают серию конечно порождённых проективных модулей. 
В самом деле, Derg.=s.Endr?©DerM. Так как g — конечно 

порождённый проективный модуль, то End $ — конечно порож­
дённый проективный модуль (см. § 2, следствие из предложе­
ния 2.2). Проективность модуля DerM следует из предложе­
ния 2.1 § 2 (см. следствие 1 этого предложения). 
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3.2. Нестационарные векторные поля, дифференцирования и 
потоки на многообразиях и проективных модулях. Начиная с 
этого момента мы будем считать, что на алгебре С" (M) 
задана стандартная топология, превращающая её в пространство 
Фреше (полное, метризуемое локально выпуклое простран­
ство). Эта топология может быть задана различными спосо­
бами, например, с помощью семейства полунорм 

|M|-,. .-,x—stjp\y.\X lo...oXJa(x)\ + \a(x)\ , аеС°° {М), 

где /( пробегает все компактные подмножества М, sGN, Х--= 
-'(XI Xs), XfiDerM. Если многообразие М регулярно 
вложено в пространство Rd, то, как нетрудно показать, эта 
топология совпадает с топологией С°° (М), описанной в 
И , [4]. 

Обозначим через 3? (М) ассоциативную алгебру всех 
R-линейных непрерывных отображений С°° (М) в себя с топо­
логией простой (поточечной) сходимости: последовательность 
операторов {Tj}cz3?(M) сходится к нулевому оператору в 
S£(M) в том и только том случае, если Г.-а-Ю, /{to}oo для 
VaGC"(M). 

Из определения топологии С" (-М) непосредственно выте­
кает, что Der MczS? (M). Кроме того, Iso MczS'(M), где 
Iso M — множество всех автоморфизмов алгебры С°°{М); эле­
менты последнего множества мы иногда будем называть так­
же диффеоморфизмами (см. предложение 2.1 § 1, оправдыва­
ющее эту терминологию). 

Обозначим через &{М\ R) множество всех линейных 
непрерывных функционалов на С°°{М); точки х многообразия 
М (рассматриваемые как линейные функционалы, облада­
ющие свойством мультипликативности — см. § 1, предложение 
1.1.), являются, очевидно, элементами &(М; R). 

Свободный модуль С™ (М; Rm) канонически наделяется то­
пологией пространства Фреше — топологией прямого произве­
дения m экземпляров С™ (М). 

Если $ — конечно порождённый проективный С" (М) -мо­
дуль, то на $ можно ввести топологию пространства Фреше, 
определив её как проективную (или инициальную) топологию, 
порождённую сопряжённым модулем Homg—а именно, это 
слабейшая топология, в которой непрерывны все отображения 

g{to}C°°(M), u»(%,u), %еНот§. 
Из определения вытекает непрерывность любого гомоморфиз­
ма •х6Нот(Я?,@) модулей g,®, в частности эндоморфизмов 
модуля F. Отсюда также следует, что если % является подмо­
дулем свободного модуля C°°(M;Rm), то индуцированная из 
C°°(MT;Rm) топология на нём совпадает с определённой выше 
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топологией. Более того, можно доказать, что топология $5г 
совпадает с проективной топологией, порождённой семейством 
{НоШр-З; pGlsoM}, в частности, отсюда вытекает непрерыв­
ность произвольного полуизоморфизма модуля P6Homp(F, g) 
над диффеоморфизмом р. 

Докажем, что множество S^ift) всех R-лииейных непрерыв: 
ных отображений проективного конечно порождённого модуля 
g в себя содержит множество Per(g) дифференцирований этого 
модуля. 

В самом деле, пусть g — прямое слагаемое в С°° (./W; Rm). 
Тогда (см. предложение 1.1 этого параграфа), любое дифферен­
цирование DgDer g с Q(D) = X, может быть представлено 
в виде D — v * + H , где / / — некоторый эндоморфизм F, а 
Vx —• каноническое ковариантное дифференцирование, VAT = 
= pr---X |g; А—дифференцированиесвободного модуля С°°(М; Rm), 

X (да1, ...,wm) = (Xw\ ..., Xwm) V (Wi, . . . , wm)£C™ (M, R'"). 

Поскольку ЩЕпй $, pr^eEnd С°° (М; Rm) непрерывны, то для 
доказательства непрерывности D достаточно установить непре­
рывность дифференцирования X свободного модуля C°°(M; R"1)—• 
она, в свою очередь, вытекает из непрерывности поля 
X6Der М и определения топологии С°°{М; Rm). 

Используя ТОПОЛОГИИ С" (М) и конечно порожденного про­
ективного С" (М)-модуля 8, на однопараметрические семейства 
аи tGR, и щ, /6R, элементов С°°(М) и ^ соответственно, можно 
перенести основные конструкции анализа. 

Непрерывность и дифференцируемость этих семейств по 
параметру t6R, не требует специальных пояснений, поскольку 
С°°{М), g — линейные топологические пространства. 

Семейство att t6R, элементов С°° (М) называется измери­
мым, если для VxGM измерима скалярная функция х>-+а(х); 
соответственно, семейство ии z?GR элементов модуля S назы­
вается измеримым, если для V%6Hom g измеримо семейство-
#/ = <%.м*>, ^eR> элементов C°°(M). Измеримое семейство а,, 
t6R, элементов C°°(iW) называется локально интегрируемым, 
если локально интегрируема скалярная функция t^WcttWsA,X 
для любой полунормы 11-11.,-ci х. При этом, интегралом ло­
кально интегрируемого семейства a., t6R, в пределах от ti до 
t2 называется функция 

t, 

' .*.->•] at{x)dt. 

Можно доказать (см., например, [3]), что эта функция принад­
лежит C°°(M) И При ЭтОМ ДЛЯ ЛЮбОЙ ПолунормЫ || • \\s /с,к И ДЛЯ 
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j a,dt < j \l at \\s,K,\dt. 
tt s.K.X d 

Соответственно, семейство щ, 2-gR, элементов $ локально 
интегрируемо, если для у%6Нот ^ локально интегрируемо 
семейство а.— < %, щ ) , t£R, элементов C°°(M). В этом случае 

t, 
однозначно определен элемент j utdt модуля Щ, называемый 

tt 
интегралом локально интегрируемого семейства в пределах 
от t-1 до t2; он характеризуется соотношением (при естественном 
отождествлении Hom°Hom % с F): 

- Z * 2 

{%, j Щ<И > --=] (%,at)dt. 

Семейство ah a.GR, элементов С°°(М) называется абсолютно 
непрерывным, если существует локально интегрируемое семейство 
•bf, z!6R, такое, что для любых t0, tQR 

t 

at=at; + ]bxdx. 
to 

В этом случае at, /6R, дифференцируемо при почти всех tGR, 
и ------ at=bt (доказательство см., например, в [1]). Соответствен­
но, семейство щ, t6R, элементов Щ назырается абсолютно не­
прерывным, если существует такое локально интегрируемое 
•семейство vt, tGR, элементов $, что Vt, t06R 

, + ^v^dx; -«< 

в этом случае также при почти всех tGR существует -jf = ^f 
В алгебре ^ ( F ) , как и в алгебре .^(М), введём топологию 

'Простой (поточечной) сходимости. Тогда измеримость, ло­
кальная интегрируемость, дифференцируемость семейства 
Tt,teR, операторов из 3?(Щ (или из 2?(М)) определяется тре­
бованием, чтобы Для любого wS-g (для любого абСт(М)) се­
мейство vt = Ttu, tGR [bt=Tia, t6R) обладало бы этим свой­
ством. 

Производной дифференцируемого в точке t0 семейства Tt, 
teR, операторов из .^(g) (или из S'(M)) называется линей­
ный оператор 
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Tt „---= 1im •—- {Ttt+ы — Tto}. 
6t->-0 0T 

Его непрерывность следует из теоремы Банаха — Штейнгауза, 
Интегралом локально интегрируемого семейства операторов 

Г;, ^6R. из .-~?(F) (или из 3? (М)) называется оператор 
/f- \ й 
JTTdt и - | Т т « ^ г , и£% {u£C°°{M)\ 

Доказательство его непрерывности проводится также, как в [3]. 
Семейство Pt, t6R. операторов из .£?(§) (или из 3? (М)) назы­

вается абсолютно непрерывным, если существует такое локально 
интегрируемое семейство Qt, tQR, что W, t0£R, 

t 

Pt-Pto + ^Qxdr. 
to 

В этом случае при почти всех z-gR существует -jf = Qt-
Отметим, что если семейства операторов Т'(, T"t, .?6R. m 3? (%) 

(или из 3? (М)) абсолютно непрерывны, то абсолютно непрерывно 
семейство Tt = T'°T], t£R, и при этом имеет место формула 
Лейбница 

d , лт\ „ , &т\ 
-d7TioTt~-dToTt + Tt°-dT-

Приведённые выше понятия естественным образом также 
переносятся на однопараметрические семейства функционалов 
1иШ, из 3?{М,Щ 

Нестационарным векторным полем Xt, t£R, или просто по­
лем на многообразии М назовём произвольное локально ин-, 
тегрируемое семейство Xt,t£R, элементов DerMcr-g^M). 

Если поле Xi, t£R задано, то мы можем рассмотреть обык­
новенное дифференциальное уравнение 

gf^ — A-X, (2.1) 
с начальным условием 

-4 = 0 =1d , (2.2) 
где id=1с!Соа(дИ)—тождественное отображение С°°(М), относи­
тельно семейства Ait t6R, элементов 3? {М) и аналогичное ему 
уравнение 

£Bt=-Xt?Bt (2.3) 

с начальным условием 
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-9*Lo----d, (2.4) 
которое называется сопряжённым к (2.1). Подчеркнём, что эти 
уравнения линейны. Решением уравнения (2.1) при условии 
(2.2) называется абсолютно непрерывное семейство At, t6R, 
элементов 9?{М), удовлетворяющее уравнению (2.1) при поч­
ти всех 6̂R и начальному условию (2.2). Абсолютная непре­
рывность гарантирует эквивалентность (2.1), (2.2) интеграль­
ному уравнению 

t 

A , - A + j A°XTdT. (2.5) 
о 

Аналогичным образом определяется решение уравнения (2.3) 
с условием (2.4) и эквивалентность (2.3) — (2.4) интегрально­
му уравнению 

Bt = BQ~$'xxoBxdx. (2.6) 
о 

Абсолютно непрерывное семейство Т(, t£R, элементов 3' (М) 
называется обратимым, если каждый оператор Tt (z.gR) обра­
тим и обратное семейство ТТ\ tQR, абсолютно непрерывно. 

Назовём потоком на многообразии М произвольное абсо­
лютно непрерывное семейство pt, t6R, диффеоморфизмов (то 
есть абсолютно непрерывное семейство автоморфизмов ал­
гебры С" (М)), удовлетворяющее условию рь~id-

Если pt, t6R, —поток на М, то семейство ft, f*—pt, диф­
феоморфизмов многообразия М абсолютно непрерывно и его 
также называют потоком. Из теоремы об обратной функции 
следует абсолютная непрерывность семейства / Г 1 , ^GR, и, сле­
довательно, семейства —-- — (/Г1)*. Поэтому любой поток обра­
тим. 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Если хотя бы одно из уравнений 
(2.1), (2.2) и (2.3), (2.4) имеет обратимое решение, то обра­
тимое решение имеет и второе уравнение. Эти решения един­
ственны и являются взаимно обратными потоками. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, во-первых, что любое ре­
шение Af, /GR, уравнения (2.1) с начальным условием (2.2) яв­
ляется левым обратным для произвольного решения Ви t6R, 
уравнения (2.3) с начальным условием (2.4), ибо, в силу фор­
мулы Лейбница, 

JL л , - 5 , - 4 т B( + Ato^=AtoXtoBt-At°XtoBt=0, 
а вследствие абсолютной непрерывности семейства At°Bt, полу­
чаем At°B tssid. 
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Далее, если Tt, tQR, —обратимое решение одного из урав­
нений (2.1) или (2.3), то 7Т1, ^6R,— обратимое решение, соответ­
ственно, уравнения (2.3) или (2.1). Действительно, так как 
id=T t°T7\ то, в силу формулы Лейбница, 

dTt ™—1 . ~ rf~-' 

откуда 
dTt l .p-i dTt 7--1 

Следовательно, если, например, Г,, tgR, удовлетворяет (2.3 
то ^-=-T7lo-^-oT7^TTloXtoTtoTf = T7l°Xt. Поэтому 
решения единственны. В самом деле, если Tt, At, tGR, —реше­
ния (2.1)— (2.2) и At — обратимо, то, по доказанному, Bt = A7l — 
решение (2.3) и значит Г^—.id , откуда Tt = B71=Ai. Анало­
гично, если Tt, Bt, tgR, — решения (2.3) и В{ обратимо, то 
At = B7l — решение (2.1) и опять _4.-°r.- = id, откуда 
Tt = A7x = Bt. 

Из обратимости и единственности решений уравнений 
(2.1), (2-2) и (2.З), (2.4) вытекает (подробности см. в [3]), 
что At, Bt — взаимно обратные потоки. 

Предложение доказано. 
Пусть pt, t6R,— поток, удовлетворяющий уравнению (2.1). 

Тогда для любой точки хвМ семейство x°pt, t&R, является 
абсолютно непрерывным семейством мультипликативных 
функционалов ИЗ 3?{М\\К), то есть абсолютно непрерывной 
кривой на многообразии М, удовлетворяющей обыкновенному 
дифференциальному уравнению 

^ - = х ^ pt = xoPtoXt^xpXu t6R. 

Обратно, если ft{x), tgR, —абсолютно непрерывное семейство 
диффеоморфизмов многообразия М удовлетворяющее уравнению 

jtft(x) = ft(x)oXt, /0(x)==x. 

то рt — fu *6R, —поток, удовлетворяющий (2,1), ибо семейство 
рь tGR, обратимо и ft(x) = x°ph так что -^• ft(x) --=•— *.-/?,-= 
—x°-rrpt=xopt°X{, откуда, в силу произвольности х, 

dt 
dpi it -PfiXt. 
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Следовательно, вопрос о существовании потока сводится к 
выяснению условий существования потока, определяемого 
обыкновенным дифференциальным уравнением 

*2L=*XpXt, x0 — x. (2.7) 

Если рассматривать (2.7) как уравнение относительно аб­
солютно непрерывного семейства хи *GR, функционалов из 
3?(М; R) (не обязательно мультипликативных), то в условиях 
предложения 2.1 это уравнение не может иметь более одного 
решения. В самом деле, если Bf, zfeR,— поток, удовлетворя­
ющий (2.3) то, «умножая» (2.7) на Bt получаем: 

— XfSf=XtoX,oBt=—Xt^, 

откуда 
XtoB~t = X, 

и, следовательно, ..е—л-оЛ ,̂ /6R. Так как Л/, t&R — поток, то 
xt=x-A; — мультипликативный функционал0 и потому других 
решений, кроме абсолютно непрерывных кривых в М, уравне­
ние (2.7) иметь не может. 

Итак, единственным обратимым решением уравнения (2.1) 
может быть только поток, определяемый обыкновенным диф­
ференциальным уравнением (2.7). 

Из теоремы существования решения обыкновенного диф­
ференциального уравнения на многообразии вытекает, что 
решение уравнения (2.7) существует локально по времени t и 
локально по х. Существование (и единственность, в силу пред­
ложения 2.1) потока имеет место в случае, если, например, 
носители полей Хи ^-R, лежат в некотором фиксированном 
компактном подмножестве КаМ : {supp Xt; tGR}{subset}./С. 

Нестационарное векторное поле Хи t6R, называется пол­
ным, если существует поток pt, tB'R, удовлетворяющий уравне­
нию (2.1). 

_ i _ t 

Обозначим через exp j Xxdx и exp J —Xxd* — (единственные) 
о о 

решения уравнений (2.1), (2.2) и (2.3), (2.4); если они суще­
ствуют, то, на основании предложения 2.1, они являются вза­
имно обратными потоками, что выражается формулой 

exp j Xxdx j =- ехр j — • Xxd*. (2.8) 

•' Если x мультипликативен 
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t t 
Мы называем exp J Xxdx и ехр J Xxdx соответственно правой 

О О 

и левой хронологическими экспонентами, порождёнными 
(нестационарным) векторным полем X*, <?6R, на многообразии М. 
Стрелка в обозначении ехр указывает, куда выносится п о л е ^ 
при дифференцировании соответствующей экспоненты по вре­
мени t: 

t ' t . t t 

— exp f Xxdx = exp \ XxdxoXt, ~ exp f Xxdx = X>exp \ X%dx. 
at ^ -J0 at .; JQ 

Рассмотрим теперь аналогичные понятия для операторных 
уравнений на конечно порождённом проективном С°°(М) -мо­
дуле F. 

Потоком на модуле .5 будем называть произвольное абсо­
лютно непрерывное семейство полуизоморфизмов Pt, t&R, это­
го модуля, удовлетворяющее условию P0=id . 

Если Pt, t&R, — поток на С°° (М) -модуле ft, то ему однознач­
но (см. § 2) соответствует семейство 

л-е(ял, *eR-
автоморфизмов C°°(M) или, эквивалентно, — абсолютно непре­
рывное семейство диффеоморфизмов /?*, Z-6R, многообразия М. 

Из абсолютной непрерывности семейства Pf, tgR, вытекает, 
что это семейство pt = 8 (Я;), 6̂R> также абсолютно непрерыв­
но и, так как Р 0 = idg, pt, tQR, является потоком на Л1. 

Поток Pt, t<3R, на М (если он существует) естественно рас­
сматривать как результат распространения потока pt, tGR, 
базы (многообразия М) до потока на модуле и соответству­
ющем векторном расслоении. Существование такого расшире­
ния будет доказано в п. 3.4 этого параграфа. 

Заметим, что всякий поток Ри tGR, на % является обрати­
мым семейством: обратное семейство Pt~\ t&R, существует и 
абсолютно непрерывно. При этом 

е(РГ,)--=е(я,)-1. 
Пусть Рь tGR,—поток на конечно порожденном проективном 

С°°(Л1)-модуле F. Определим семейства операторов 

Тогда Dt, At, ^6R,—• локально интегрируемые семейства диф­
ференцирований модуля ft и при этом 

0(Dt)l-X*, А Р - С 
где Xf, tGR, — векторное поле, соответствующее потоку 
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t 
p — e (Pt) = exp j X-tdt. 

В самом деле, например, для Dt> t6R, имеем, в силу фор­
мулы Лейбница: VaGC°°(M), иб^ 

Dt (аи)-РГ!о~Р, (au)=P7x<4t Pia'jV-= 

«ЯГ» (*§£ />,«+ (p,a) ^ и) = Р Г ' (л №«) P/«+ M d-Wu)-

= (Xta)u+aPrl~^-u=(Xta)u+aDtu. 
Введем обозначения 

_ t _ i _ t 

/.••-= exp j Dtdt, .Р.Г—exp j A-cdT — exp j — L\dt. 
0 0 0 

Формально, эти правая и левая хронологические экспоненты 
от семейств Dt и — D., Z-6R, дифференцирований модуля g яв­
ляются решениями операторных дифференциальных уравнений 

dPt 
d 

И 

dt -PfDb P0 = id, (2.9) 

d-jf=-Dt°Qt, Q0^iu, (2.10) 

аналогичных паре сопряжённых уравнений (2.1), (2.2) и (2.3), 
(2.4) 

Решениями этих уравнений будем называть произвольные 
абсолютно непрерывные семейства Pt, Qt,t6R, элементов .^(ff), 
удовлетворяющие этим уравнениям при почти всех £6Ri и для 
которых выполнены соответствующие начальные условия. 
Имеет место следующий аналог предложения 2Л. 

Пред ложен и е 2.2. Пусть Dt,t6R, — локально интегриру­
емое семейство дифференцирований конечно порождённого про­
ективного модуля g. Если хотя бы одно из уравнений (2.9), 
3(2.10) имеет обратимое решение, то обратимое решение имеет 
и второе уравнение; эти решения единственны и являются вза­
имно обратными потоками 

Р, = ехр J Dxdx, expjDxdtl = exp j — Dxdt •= PT1. 
о \ о / о 

При этом 
t __i_ t 

pt=d exp j Dxd$ =-= ехр j QDxdx, 
о о 
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/?<
1 = 0expj —-Dtdt = exp j — 9-0Xc?t. 

о о 
— потоки на многообразии М, порожденные нестационарным 
векторным полем 0D(, tGR. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по той же схеме, что и 
доказательство предложения 2.1. В самом деле, любое реше­
ние Pt, /6R, уравнения (2.9) является левым обратным для 
произвольного решения Qt, t&R, уравнения (2.10), ибо 

&pt°Qt=4hQt+p^~p*oDrtt--pfDtoQt=0-
С другой стороны, если Р{, t£R,-— обратимое решение одного 
из уравнений (2.9), (2.10), то обратное семейство Qt = pj\ г-gR, 
является решением второго уравнения и потому решения един-

. t t 

ственны. Наконец, поток ехр J Dxdx или ехр J —D%dx (если он 
о о 

существует) является решением (2.9) или (2.10); так как 
поток обратим, то других решений (в силу единственности) нет. 

Предложение доказано. 
С л е д с т в и е . Пусть F — конечно порожденный проектив­

ный С™ (М)-модуль и существует поток 
t 

ехр f Dxdx, teR. 
0 

Тогда существует и единственно решение дифференциального 
уравнения 

~ut^Dtut X-.11) 
с начальным условием 

а,|'-о.---«ье& (2.12) 
(Под решением этого уравнения понимается произвольное абсо­
лютно непрерывное семейство щ, tHR, элементов F, удовлетво­
ряющее начальному условию (2.12) и уравнению (2.11) при 
почти всех /6R.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование решения очевидно: 
этим решением является абсолютно непрерывное семейство 

_ t 
и — ехр J D%dxuD, ибо 

о 
__ t _i t 

^=§t ехр j Dxdхщ =-- L>exp j D^dxuu=•Dtut. 
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t 
В силу предложения 2.2, существует поток exp | —D%dx = 

'о 
— e x p j D T d t . Поэтому, если щ, tQR, --произвольное реше­

ние рассматриваемого уравнения, то 
t t t 

—-ехр ) — Dxdxut = —-exp jDTdtoZ)^ + exp DxdxoDtut = 0 at о о о 
откуда 

_ t _ t 

zj-ssexp J — Dxdxuf=>ut = exp j Dxdxu0, 
о о 

то есть решение единственно. 
3.3. Основные формулы хронологического исчисления. 

В этом пункте мы установим ряд формул для хронологических 
_ t _ t 

экспонент ехр J Dxdx и ехр J Dxdx, порожденных локально ште-
о о 

грируемым семейством дифференцирований конечно порожден­
ного проективного Соэ(УИ)-модуля & и соответствующие фор­
мулы для хронологических экспонент 

i t , t t 

0 ехр J Dxdx = exp J QDxdx, 9 exp J Dxdx --= exp ) QDxdx. 
0 0 0 0 

И З соображений единственности (см. предложение 2.2) сразу 
получаются формулы 

t t 

exp j A_Tdt=-exp expj .O-cdt, 
b o 

__ t _ t, i 

exp j E V i t = exp fDxdXo\ D dx V^tfiR, 
o 6 tt 

_ t _ Г 

exp j D0da = exp j De{x)Q' {*)dx 

(для строго монотонной абсолютно непрерывной функции 0, 
6(0) . -0 , Q(t) = T). 

Наиболее валяная формула — это формула вариаций, выра­
жающая возмущенный с помощью локально интегрируемого се­
мейства Dt", t&R, дифференцирований поток 
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expj (Dx + E\)dT 
о 

через невозмущенный поток 
t 

exp j £>tdt. 
о 

Прежде чем сформулировать соответствующее утверждение, за­
метим, что если 3? — конечно порожденный проективный 
С" (М)-модуль, то множество Der 5$ его дифференцирований яв­
ляется конечно порожденным проективным С°° (М) -модулем 
(см. п. 3.1 § 3). Любое дифференцирование DeDerg модуля S 
порождает естественным образом дифференцирование ad D мо­
дуля Der g: 

ad Ш> - [ Д Z)'] VD'eDerg. 
В самом деле, то, что adD — дифференцирование доказывает­
ся формальной выкладкой: ~VaGC°°(M), D'6Der 5$ adD(aZ)')-= 
= [ Д aD'] ==. D(aD')—aD'oD = X(a)DoD'~\-aDoDt~aD'oD = 
= (Xa)D /

i+adZ)(D'). При этом 0 (adD)=0(D) . Следовательно, 
можно говорить о хронологической экспоненте (потоке) от се­
мейства adD., tGR, на конечно порожденном проективном мо­
дуле Der g, если задано семейство Д , tBR, дифференцирований 
конечно порожденного проективного модуля g. 

Пусть, как и выше (см. § 1), для полуизоморфизма 
Р : F-HS модуля g через AdP обозначается оператор 

D Ad PD: Der g{to}Der g, Ad PD = PoDoP~\ 
Имеет место 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Пусть Д ' , Д " , t6R, — локально ин­
тегрируемые семейства дифференцирований конечно порожден­
ного проективного С™ (М) -модуля %. Тогда, если существует 
поток 

_ t 

exp j Dxdf, 
о 

то потоки 
t t X 

exp j (Dx + Dv)dx, exp J exp J adDode-Otdt 
6 o o 

существуют (или не существуют) одновременно и при этом имеет 
место формула вариаций 

t __ t _ х t 

exp j" (L>t+ D%) dt==exp Jexp j adDedOLV/toexp j D'xdt = 
0 0 0 0 
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= exp j Ad ехр j DBdeDi'dfoexp j Dxdx. (3.1) 
o o о 

В частности, 
_ / _ t 

Ad exp J Dxdx = ехр j ad D'xdt. (3.2) 
o o 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению оператора Ad, для 
vDeDer % 

_ i _ t _ t 

Ad exp j D'xdxD — exp J DxdtoDoexp j — Dxdx. 
о о о • 

Дифференцируя это соотношение по t, получаем 

•Adexp JDidt=--exp \lD'xdxo(D'ioD — DoDt)o&xp j -~Dxdx*= dt 
0 0 0 

_ t 

= Adexp jDidtoadDiD. 
о 

t 

Таким образом, Adexp J D-tdt является решением уравнения 
о 

dt 
с начальным условием P--=-id, в модуле Der F и, следователь­
но, по предложению- 2.2, 

_ ' _ - • 

P/-=exp^adDtdt--=Adexp ^D'xdx. 
о о 

Этим доказана формула (3.2). Для доказательства (3.1) запишем 
t _ t 

^\{Dx^D"x)dx = Ct^\D'xdx. (3.3) 
о о 

Тогда, дифференцируя это соотношение, находим, что подлежа­
щий определению поток Ct (если он существует), удовлетворяет 
уравнению 

d ( — • ' N - - - ' - - ' 
Л С̂ оехр \Dxdx 1 — -—-оехр \D'xdx + C^expjj D;dTD; = 

\ о / о о 
_ I 

= C<oexp5(£>T+D;)d-r, 
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или 
d — i - ' 

-£ Ct — C,-Adexp J D'xdxDt, 
о 

то есть получаем, ЧТО ПОТОК Ct, в силу предложения 2.2, выра­
жается формулой 

/ х 

С..==ехр J Adexp J DedQDxdx. 
о о 

Следовательно, учитывая (3.2), (3.3) получаем (3.1) 
Предложение доказано. 
Аналогичную формулу можно получить и для левой экспо­

ненты. Отметим, что из (3.1) вытекает также формула 
_ • _ ' _ - _ т 

exp j (Dx + Dt) dt = exp J Dxdr°exp j Ad exp J DedQDxdx •= 
о o o / 

_ ' _ ' _ У 
= ехр J -D^dtoexp j exp j ad DodQDldx. (3.4) 

о о < 
В частности, при §=--C°°(M) и при Dt = Xt, D] = Yt, где X„ 
У,,-—(нестационарные) векторные поля на М, т. е. элементы 
DerM, получаем формулы: 

t t % t 
•--— ~>•> Л —-—>• л —— —*- п — —>• Л 

exp J (Xt + Y{cdot}-,)dt==exp 1 exp j ad XedeYrdtoexp J X-,dt = 
о 

= exp j Ad exp j Xed6YTdt°exp j Xxdx, (3-5) 
o o о 

t 
exp Г ad Xxdx •= Ad exp j Xidt, (3.6) 

о о 
t t t % 

exj5 J (Xx + Yt)dT —exp J Xtdtoexp J exp J ad XodeY^dt =-
о о о t 

__^ t __^ t X 

=- exp j XTdtpexp j Ad exp j XedeYtdt. (3.7) 
о о t 

и соответствующие формулы для левых экспонент. 
С помощью формулы вариаций (3.1) можно установить важ­

ную формулу для производной по параметру е от хронологи­
ческой экспоненты 

t 

exp j Dx (e) dt, 
о 
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где А(е) , teR, локально интегрируемое семейство дифферен­
цирований конечно порожденного проективного С°° (М) -модуля 
%, гладко зависящее от параметра e6R: 

t % 
- ^ exp ) Dx (е) dx = 1 exp J ad £>9 (в) de —f—- d*°exp J Dx (e) dx. 

n n о 0 0 

В самом деле 
t 

о о 
(3.10) 

З?ехр \ Dx{&)dx = lim-gj exp f,'L\(e+ 8e)dx—exp J Dx(e)dx = 
" 68-i-0 [ 0 0 J 

= Hm ei- exp [ .9,(8) + 
бе-ч-0 [ 0 L 

68 

i f - ' T 

—Ms) 
rfx От(е) dT — exp j D T ( 8 ) d t = 

^ — + oT(e))dto 
1 I " С Г r-.. -, , I dDX О ) 

= 1im - exp exp adDo (e)d6 
бе-,0 [ 6' 6 

exp j Dx(&)dx — exp J D t (e)dt> = 

а л , (6) , r _ _ < < t 
• H m - jexp | D{tau} (e)dr+ I exp adDo(s)dO 

6E-+0 [ 0 - ~ о о dF - Ot (e) d t o 

°exp jM E ) dT+ . . . + 1 —exp J D^e)d0 

f" —* f , oDr(e) —»- f 
= ) exp ad £>- (s) d0 - - dt-ехр ) fl, (e) dr . 

о б 6 

Аналогичным образом получается формула: vD'gDerF 

Si ' exp j ad Z>T (e) d tD ' •=• 
o 

с —*" p d.O (e) —•- с 
J exp J ad Do (в) de J6 drr, exp j ad Xx {&) dxD' 
t T 

0 0 
.(3.11) 

Имеет место следующий мультипликативный аналог 
формулы интегрирования по частям, установленный 
А. В. Сарычевым [6]: если Dt, -<GR. — абсолютно непрерывное 
семейство дифференцирований конечно порожденного проектив­
ного С°° (М)-модуля Щ и—измеримая и ограниченная функция, то 
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exp^tt(x)Dxdt^exp ] - \ е
ш*1х)Ух dQv (x)Dx dx.ev{i)D,, (3.12) 

0 0 0 
t 

где v (t) -=- f и (x) dx, Dx =^Z) -
о 

l _ l 

eD = exp j Ddx — exp J Ddt vDgDer 8f. 
о о 

_ t 

Пусть Pt = exp J Dxdx - поток на конечно порожденном 
о 

проективном модуле §, порожденный локально интегрируемым 
семейством дифференцирований Dt, t£R. Тогда (см. § 2) мы мо­
жем рассмотреть сопряженный поток Pt* в модуле Derg. По 
определению (см. § 2), 

(Р*%,и) = #-• (%,Ptti), pt = B(Pt) 
v«es, хеНот g. 

Поскольку для V^gHom ft, K6F 

5f <-°;х,"> —5Г/7 1 <Х,Ла>=--А ;
< о Л - 1 <Х.Л«> + 

+ V°<X.-°<0AH>, (З.1З) 
то, если обозначить через DJ оператор 

D*:r ->F*, D ( X=-I f »)(+X«A 1 (3.14) 
то D*t, t£R, является локально интегрируемом семейством диф­
ференцирований сопряженного модуля Нот §==§*, ибо 
vaec°°(M), %бНот§ 

D] (ax) = - Х^ах, + Х<А = - (Xta) % + D,%, 
причем, 0 (D'D = -- Xt. Поэтому (3.13) дает, что 

_ t 

P*==exp jD ;d t . 
о 

В частности, данная конструкция, примененная к потоку 
t 

P,=exp J adX-cdt 
о 

на модуле Der M (Xt, tgR,— нестационарное векторное поле 
на Л/), приводит к важной формуле 
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/ ' у -.._< / - . г - у1 

expjadX-;dt = ехр] — Lxxdr = ехр-j Lxxd% \ , (3.15) 
где Lĵ E) — производная Ли 1-формы со вдоль векторного поля Xt: 

Z^m = ;^M — M-adX .--(adX ,)*. (3.16) 
t 

По хронологической экспоненте ехр J Dxdt однозначно вое-
о 

станавливается порождающее эту экспоненту локально интегри­
руемое семейство D.., 2-6R, дифференцирований конечно порож­
денного проективного модуля %. Поэтому корректно определено 

—> 
отображение In, 

In ехр J Dxdt J — J Dxdt, 

_ t 

называемое хронологическим логарифмом потока ехр J D%dx» 
о 

Из формулы вариаций следует, что хронологический логарифм 
_ t _ t 

от произведения потоков ехр j LVdtoexp j D"xd* равен 
о о 

/ t 
~> / — • 

In ехр j LTdtoexp j D"xdx 
\ о о , 

— j Adexp J -D'edQD'x+D"\dx (3.17) 

3.4. Теоремы существования потока. Здесь будет доказана 
основная теорема о существовании потока в произвольном ко­
нечно порожденном проективном модуле g над C°°(M). Она по­
лучается как простое следствие общей теоремы «об устойчиво­
сти конечно порожденного С" (М) -модуля» — см. теорему 4.2. 

3.4.1. Теорема существования для свободного модуля. 
Рассмотрим свободный модуль С°° (М; Rm) ранга т. На этом 
модуле определена (см. п. 3.1. настоящего параграфа) канони­
ческая связность v:DerM-t-Der C°°(M; Rm), Xi->V^=X, где 
~X (u\ . . . , um) = (Xu\ . . . , Xum) У и - (и1, . . . , ит)£С°° (M; Rm). Если 
Dx - произвольное дифференцирование модуля С°° (М; Rm) и 
Q(Dx) = X, то, в силу предложения 1Л § 3, 

Dx = Vx + H , 
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где Н—некоторый эндоморфизм свободного модуля С00(M;Rm), 
представляющий из себя т X /га-матрицу (Ар), компоненты Ар 
которой —элементы С°° (М). Таким образом, У и =. (и1, . . ., ит)£ 
еС°°(УИ; ROT) 

C m m \ 

2^p. • •••2^1. 
р=1 р=1 / 

Если Р —произвольный полуизоморфизм свободного модуля 
C°°(M;ROT) над автоморфизмом pglsoM, то он представляется 
в виде 

Р^р°А, 
где р —канонический, полу изоморфизм. C00('M;R'n), порожден-
ный автоморфизмом p: 

р(и\ ..., и"1) = {ри\ ..., рит) У и =- (и1, . . . , й-)бС°° (М; Rm), 
a A —некоторый автоморфизм свободного модуля С°° (М; R"1), 
то есть тх от-матрица A — (aj*), компоненты которой а<к принадле­
жат C°°(M) такая, что det (a« (х)) фО, 

(Aw)a----2^p«p- — —=1. • . . . tn-
Лемма 4Л. Пусть pelso M, #eEnd С°° (M\ Rm). Тогда 

Adp#=ptf==(pAg). (4-1) 
Д о к а з а т е л ь с т в о состоит в прямом вычислении; V# =•= 

= (и1, . . . , ^еС"(ЛГ; R"*) 
Ad рН (и\ ..., ит)—potf-p-i (М-, ...,«'")•= po# (/Г1**1,... ,p-Iam) =-

( т т \ 

2л^««, ...,2.-^-U 
а-1 а=1 / 

( m m \ 

2 Р &ар-щ,..., 2 р WP-IU*) = 
а-=1 а--1 . У 

( m m \ 

2 M U ° S • • • > 2 -эА«"а = ^H ) («l- • • • •мт)-
а=1 а=1 / 

Лемма 4.2. Пусть Xt, *-6R, —локально интегрируемое 
семейство элементов Der/Vf такое, что существует поток 

i 
exp ^ Ххс?т. 

о 
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Тогда семейство дифференцирований V*,, i-GR, где V — стан­
дартная связность на C°°(M;Rm), локально интегрируемо и су­
ществует поток 

й р $ VxTd*—(exp j X,dx J. (4.2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о : 

exp^X-tdt (и1, . . , , un)= 

== — exp 5 Xxdxu\ . . . , ехр ] Xxdxu" 
\ o o 

— I ехр \ Xxdx (Xtu\ . . . . Xtum). 

/ t 

Поэтому, в силу единственности потока ехр \ Xxdx (предложе­
ние 2.2), 

_ ' _ • -

ехр j XTdt=exp J 4xxdx. 
о о 

Лемма доказана 
Л е м м а 4.3. Пусть Ht, t£R, — произвольное локально интег­

рируемое семейство эндоморфизмов свободного модуля 
С°°{М; Rm). Тогда существует поток 

t 

ехр j Hxdx. 
t 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению, поток ехр j Hxdi 
о 

если он существует), является решением уравнения 
**±-РрНи P- = id. (4.3) 

Пусть xGM — некоторая точка М, тогда применяя мультиплика­
тивный функционал х:Ст(М)~+-Я к обеим частям (4.3), полу­
чаем: 

X^P^XoPtoH^-^xPt^xPfXHt, 

xHt=~{xhlt)~(hlt(x)), 
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то есть 
~xPt = xPt-xHt. (4.4) 

Уравнение (4.4)—это обыкновенное матричное дифференци­
альное уравнение (зависящее от параметра х^М). Следователь­
но, оно имеет единственное решение, гладко зависящее от х&М, 
представимое в виде равномерно и абсолютно сходящегося мат­
ричного ряда 

_ t со t %k-i 

xPt = exp \ xHxdx = I+']?l ) dx,. . \ dxk(xHXl)...(xHXk) = 
a ft--i о о 

oo t T-.-, 

= j + * ° 2 ]dxx... j dxk[Hxo...°H4). 
ft-l 0 0 

При этом 
_ t 

exp \ xHxdt£A\it С" (Ж; Rm). 
о 

Следовательно, существует (и единственно, в силу предложения 
2.2 этого параграфа), решение уравнения (4.3) и имеет место 
формула 

_ t _ t 

xoexp j Hxdx=e,xp \ xHxdx. ' (4.5) 
0 0 J 

Лемма доказана. 
Простая проверка показывает, что если £>GDer 8, HpEnd F, 

то [D, Я]еЕпй^. 
Имеет место 
Т е о р е м а 4.1. Пусть C°°(yVf; Rm)—• свободный модуль ранга 

т, Dx{, t&R,—локально интегрируемое семейство дифференци­
рований этого модуля, Q(Dxt) = X{, такое, что существует поток 

_ t 

exp J XTdT. 
о 
t 

Тогда существует поток exp J Dxxdx. Если И ^ - ^ У х + Я ) , 
о 

#(6End C°° (M; R"'), то имеет место равенство 
_ ' _ ' _ т — ', 
ехр j Dx%dx = ехр j ехр j ad V.v0deHtdt°exp j Vxxdx. (4.6) 

0 0 0 0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку семейство Dxt, •-'GR, пред " 
ставлено в виде D ^ - V x + Я , , где VA-,— каноническое кова-
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риантное дифференцирование свободного модуля вдоль Xt, Hu 
tgR, —локально интегрируемое семейство эндоморфизмов 
С°° (М; Rm), то мы можем воспользоваться формулой вариаций 
(3.1) для доказательства существования потока 

< t 

exp j D*TdT=-exp \{^7xx-\-Hx)dx. 
о о 

А именно, формально 
_ t _ t _ х _ t 

ехр j Dxxdr = exp j ехр j ad Vxed0H-,d-'°exp J *7xxdx, 
о o o о 

_ t _ t _ X 

и потоки, ехр \Dxxd% и ехр J ехр j ad VxedQHxdx, ввиду 
0 0 0 

_ < 
существования (по лемме 4.2) потока ехр j S7xxdx, суще-

о 
ствуют (или не существуют) одновременно. Докажем, что суще­
ствует поток 

_ - _ х 

ехр j ехр j ad 4xRdQHxdx. 
о о 

В самом деле, в силу (3.2), 
t X t X 

ехр J ехр J ad Vx dQHxdx = ex<p J Ad exp J VxedBFAdt, 
o o o o 

и потоки в левой и правой части этого равенства существуют 
(или не существуют) одновременно. Поскольку существует поток 

t 

expj VxedQ, 

то существует и поток 

ехр j V*flde j •- ехр J - Vx0d8. 

Так как 

exp J VArTdT= I exp j Xxdxl 

то, по лемме 4.1, 
_ t t 

Ad expj \7xxdxHt = exp j X%dxHt. 
о о 
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Это значит, что существует и локально интегрируемо семейство 
эндоморфизмов 

_ t _ t 

Adexp J s/xxdxHt = exp j &&\jx%dxHt 
о b 

модуля C°°(M;Rm). По лемме 4.3, тогда существует 
t т 

exp J ехр | ad Vxgd6^.-dT. 
0 0 

Следовательно, в силу предложения 3.1, существует поток 
_ t _ t ' ' 

exp [ DXxdx = exp \ ( v x , + #т) d t --= 
6 о 
t t t 

= exp ) ехр J ad V-Y9dB#tdT°exp J Vxxdx. 
b o о 

3.4.2. Теорема об устойчивости конечно порожденного мо­
дуля. Пусть g — конечно порожденный подмодуль свободного 
модуля C°°(M;Rm), D — некоторое дифференцирование свобод­
ного модуля С°° (М; Rm). Будем говорить, что дифференцирова­
ние D сохраняет модуль §, если 

Пусть теперь Dt, te.R, — локально интегрируемое семейство диф­
ференцирований свободного модуля С°°(М; Rm). Естественно 
назвать это семейство сохраняющим модуль g, если Dtu&S 
Yu£$ и для почти всех /GR. Однако, отсюда, вообще говоря, не 
следует, что для каждой системы образующих ии...,щ, этого 
модуля можно указать такие локально интегрируемые семейст­
ва Ьа' t, t&R, ЧТО 

Dm- 2 &м*«. P=l . -.-Л. (4-7) 
Поэтому мы будем говорить, что семейство дифференцирова­
ний D{, tGR, сохраняет модуль %, если для каждой системы 
образующих щ, . . . , « / модуля F существуют такие локально 
интегрируемые семейства b%t, tQR элементов C^iM), что выпол­
нено (4.7). Ясно, что это условие достаточно проверить хотя бы 
для одной системы образующих ии • • •, Щ. 

Те о р е м а 4,2. Пусть Dt, tQR, —- локально интегрируемое се­
мейство дифференцирований свободного модуля C"(M;Rm) 
такое, что 0(Di) =Xt, и существует поток 

_ t 
exp \ Xxdx. 

6 
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Предположим, что семейство D*, £6R, сохраняет конечно порож­
денный подмодуль gcrC°°(M; Rm). Тогда существуют потоки 

exp | D-dT, exp j — Dxdt, 
о Ь 

сохраняющие модуль $, то есть для Vaggf, tGR 
_ t _ i 

ехр j Dxdiuefi, exp \ — DtdtuZft. 
о 6 

В частности, если X— полное векторное поле на многообразии 
М и дифференцирование Dx модуля $ с е(£>лг')-— X сохраняет 
подмодуль g: Эхи£Щ VuG$, то поток 

t < 

е'-—ехр [Ddt=-exp ] Ddt 
о 6 

сохраняет этот подмодуль: Vt6R> и&Щ 
etDti£%. 

Эта теорема называется теоремой об устойчивости конеч­
но порожденного модуля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем, что уравнение 

•^r —— Dtut, щ\^=*Щ (4.8) 

при иа£Щ имеет решение *г.6$ vt6R. В самом деле, для любого 
а=(а\ . ..,al)£C°° (M, R0 определим семейство 

i 

a = l 

где Pt — поток в свободном модуле С (М; R')> удовлетворяю­
щий уравнению 

^ - - ( V ^ + -S,)oP,, P.+=o = id, 

V — стандартная связность на C°°(M;R'), «1, . , . ,щ — система 
образующих % и j8. — соответствующая этому семейству щ, ..., щ 
матрица Б,— (&?,) из определения сохранения семейством Dt, 
i£R, модуля % (см. (4.7)): 

i 

DtUa= 2 bi,tttk. 

Тогда непосредственно проверяется, что -—-- = — Dtut. 
at 
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Поскольку а-1 произвольны, а и,, . . . ,w f — семейство образующих 
модуля %, то а> можно взять такими, что 

i 

^|i=o= 2 ааия--=гг-
для v^eg. 

Поскольку уравнение (4.8), в силу следствия предложения 
2.2 §3, имеет единственное решение и этому уравнению удовлет­
воряет 

_ t 

vt = exp J —D-tdTiiQ, 
о 

то получаем отсюда, что t», = и£Щ vtQR.. 
Докажем теперь, что для V*-6R, «06F 

_ t 

z7,--=exp J Dxdxu&%. 
0 

Для этого достаточно проверить справедливость следующего 
утверждения: 

для любых «06F> *GR существует элемент «6F такой, что 
., *t 

ехр Г — DXdt/i==«-. 

В самом деле, если это так, то в силу соотношения 
t 

й=ехр J DxdxttQ, 
о 

_ ,_ / 
мы получаем, что ut = ехр \ Dxdxu0—и6§ вследствие единствен-

о 
ности решения. 

Докажем сформулированное утверждение. Для этого поло. 
жим a = Pjlc, c6C-°(M, R'), где Pt — поток в Ст (М, R0. опре-

деленный выше. Тогда семейство ™if----2 (Pia)aUa удовлетворяет 
а— 1 

уравнению 
dw{ 

i 
= —DtWt, ^ 1 ^ 0 = 2 аааа, dt «=i 

и при t = i 
i t i 

да;-=23 (Л*-»)"--•-=-S (я^Я71с)а"«=_ с«ии. 
а-.«1 а=1 а=1 

Следовательно, для г^—2сви~. и любого <?6R. а^ =-й0. 
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3.4.3. Теорема существования для конечно порожденного 
проективного модуля. Пусть д? — конечно порожденный проек­
тивный С°° (уИ)-модуль, вложенный как прямое слагаемое в свобод­
ный модуль C°-(M; Rm): существует подмодуль ёсС0*(М; Rm) 
такой, что C°°(M; Кт) = §Ф®. Пусть далее Dt, teR, — локаль­
но интегрируемое семейство дифференцирований модуля §, 
8 (Dt) = Xf Это семейство продолжается до семейства D{, tQR, 
дифференцирований модуля С00 (Ai; R'n) по формуле 

D,—-D.©pr@Vx,,> 
где pr@: C°°(M; Rm) ->@ —проектор C°°(M; Rra) на @, V — 
каноническая связность на С°° (М; Rm). 

Легко видеть, что семейство Dt, t£R, сохраняет модуль % и 
следовательно, из теоремы 4.2 немедленно получается следую­
щая теорема существования потока для произвольного конечно 
порожденного проективного модуля g: 

Т е о р е м а 4.3. Пусть Dt, tQR, — локально интегрируемое 
семейство дифференцирований конечно порожденного проектив­
ного С™ (М) -модуля JJ с 0(D.)=X.: такое, что существует поток 

_ t 

expj Xxdx 
о 

Тогда существует поток 
__ t 

exp j Dxdx 
о 

на $. 

Таким образом, мы видим, что произвольный поток exp J XTdx 
о 

на многообразии М может быть поднят до потока на произ­
вольном конечно порожденном проективном С00 (М)-модуле § 
и, следовательно, до потока на соответствующем векторном рас­
слоении. 

3.5. Некоторые приложения — теорема Стефана—Суссмана 
об орбитах и интегрируемость распределений. В этом пункте мы 
применим развитую выше технику для доказательства теоремы 
Стефана—Суссмана [11]\ [12] и покажем, как последняя мо­
жет быть использована для получения условий полной интегри­
руемости гладких распределений на многообразии М. 

Напомним, см. § 1, что диффеоморфизм f: М-*-М порождает 
автоморфизм p = f* : С°°(М)^>~С°°(М) алгебры С" (М) по форму­
ле f*b — bof Yb&C"(M). Если хВМ, то х моншо отождествить с 
мультипликативным функционалом на Ст(М), и при этом 
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отождествлении xop = f(x); в этих обозначениях дифференциал 
Tf : ТМ-+ТМ отображения f действует на касательные векторы 
по формуле 

-".vf(Xx)=f(x)oAd/*-1X = xopoAdp-1X VXeDerM. 
Пусть £czDer М—произвольное семейство полных вектор-

ных полей на многообразии М. Рассмотрим подгруппу $ группы 
автоморфизмов Iso М алгебры С°° (М), порожденную элемен­
тами 

p-e^.-...ое'Л tjQR, XjeZ, keN, 
' _ * 

где е'х = &хр \ Xdt — expj Xdx. Пусть, далее, S) — семейство 
'О О 

векторных полей S) = {AdpA'; ре$, ХеЩ и Пх—span{jeoA, Xe&}. 
Назовем орбитой Dx семейства Э£ векторных полей, прохо­

дящей через точку х, множество 
D*={xop; p6i?} = {f(x); p = FW}c:M. 

Определим на £>х топологию, как финальную топологию, по­
рожденную семейством отображений 

Xj&, t= ( t l t ...,t*)eR*, keN, 
то есть топология Dx — это сильнейшая топология, в которой не­
прерывны все такие отображения. 

Т е о р е м а 5.1. Пусть Ж—-семейство полных векторных полей 
на многообразии М. Тогда для любого х^М орбита 0Хв 
семейства Ж, проходящая через точку x0, является (иммерси-
рованным) подмногообразием М. При этом, касательное про­
странство к орбите 0Хв в точке xQOx„ совпадает с 11х: 

Т ^ о - - п . vxe$Xt. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала, что размерность 

плоскости ПЛ. постоянна на любой орбите £>.»-„. 
В самом деле, пусть х, уфх,\ докажем, что dimlT —• 

=dlmlly . Так как х, уеОХо, то существует рб-Р такой, что 
у = хор -— / (.х). Следовательно, для v<j-gsp, XQ% имеем: 

уо Ad qX = xopokd qX = x°p°Ad p~^Ad poAd qX •= 
= xcpoAdp-1 Ad(p<?) X = f (.x)oAd(/--)* AdpqX = 

= Txf(AdpqX)eTxfUx, 
откуда, П у с Г , / П г Аналогично, П^СГ,/"1^. Так как Г.,/ , 
Tyf~l—изоморфизмы, то dimn^=-dimlly. 

В дальнейшем размерностью орбиты, 0Xt мы будем назы­
вать размерность плоскости TiXt. 
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Пусть k — размерность орбиты DXa и .xGO.».— произвольная 
точка. Тогда молено найти k векторных полей 

Adp,Xi, ...,AdpftXb 
таких, что векторы 

xoAd^Xj, . . . , xoAdpftXA 

линейно независимы и, следовательно, порождают плоскость ГГ... 
Определим отображение 

<M'i, . . . . tk)*+x°A<iplei*>o...oAupllei*x*:R*+0Xt 

Ранг дифференциала этого отображения в точке t=-=(̂ i, . . . , •-*•) = О 
равен k, ибо 

ТоЧ*£]1 = щ<РЛО, ...,0) = XoAdpjXj, у-—= 1, . . . , k . 
Следовательно, по теореме об обратной функции, существует 
такая окрестность V х начала координат пространства Rft, что 
•5.-==Ф.-.(̂ .г) является -̂мерным подмногообразием М и ц>х~ 
диффеоморфизм Vх на Sx, так что, в частности, ранг щх равен 
к всюду на Vx. Заметим, что SxaOx,- Пару (Sx, ф-1 |5j.) 
естественно взять в качестве карты на £>Хо. Если мы докажем 
согласованность соответствующего семейства карт {(Sx, ф-1 \s ); 
XQOJC,}, TO есть дифференцируемость отображений 

(p-io<py:Vy-+Vx> 4>~^yx:Vx^-Vy, (5.1) 
то £>Xt будет гладким подмногообразием М. 

Назовем карты (5*, Ф-1 |5v.) и (Sy, ф"1 \s,) инцидентными, 
если центры хну этих карт таковы, что x£Sy и yQSx. 
Достаточно проверить дифференцируемость отображений (5.1) 
для произвольной пары инцидентных карт. 

Пусть карты {SX1 Ф^1 \SX) и (Sy, Ф -1 \s ) инцидентны. Тогда 
nWx- у — ф..,̂ ?.. . . . , ф^хоАйр^'^'о. ..оАйрье1***. Рассмот­
рим Отображение Fx: VyXVx~>-M, определенное формулой 

Fx(su . . . , sk, tj, . . . , 4 ) - -
= * A d A e v ' ° . . .oAd^cs'^cg^^^Ad^r1-.. .°e-s^y^ AuqT\ 

где У.-, q,, j = \, .. .k, — определяющие элементы карты 

Фу (51, . . . , sft) = t/- Adtf-e^'o.. .oAdes"rK 
Поскольку Fx(0,t°)=y и ранг отображения t>->-F(s,t) в точке 
(О, °̂) равен k (ибо равен k в точке t° ранг отображения 
^Фж(^) — F*(0, 0 ) , то ранг отображения 

fx,y:VyxVx^Vy, fxy(s,t)~^oFx(s,t) 
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также равен к в точке (0,t°). Поскольку fx,v(Q, t°) =0, то по 
теореме о неявной функции, существуют окрестности нуля в Rft 

и t°GVx, а также гладкая функция t=t(.s) такие, что 
/,y(s,t(s)) = 0 

в окрестности нуля. Следовательно, .si{to}..f (.s) =--= Ф~'°ФУ (5)—глад­
кое отображение. Аналогичным образом доказывается гладкость 
отображения <>-+ф-1офЛ(̂ ). 

Для завершения доказательства теоремы остается заметить, 
что касательным пространством к £>Хв в точке х£рх, является 
плоскость Т1Х. В самом деле, пусть уеОх, — произвольная точка 
Слго и (Sx, Vx\sx) карта, такая, что 

0 —<Ы*1. •••• -л). 
Тогда для t=-(ti, . . . , t/j) имеем: 

-=jcoAdpje'«--"io... oAdpJeiix'XfAupi+leti+^xJ+^ ... oAdp^^^ 
— xoAdpie'^o... °Ad.pkeikXkae~ikXkA& p^ 'o . . . ое~'/+Л+'Ad p~|j 
XjAupj+ie'J+^J+to . . . oAdpke'^/l=xcAuple'iX,o... 0Ad рке'*хК 

Ad (е"'у+Л+- Adp7+io... oAdpJ1) = 
= фЛ (t,, . . . , ^)oAd ?X=£/°Ad ^Xeny, 

где (j = r'/+'X/+'Ad p7.[]0 . . . oe~tfXhAup^. Следовательно, 

Теорема доказана, 
Замечание . Если М — вещественно аналитическое много­

образие и Ж — семейство вещественно аналитических векторных 
полей на М, то орбита D-. , проходящая через произвольную 
точку хфМ является вещественно аналитическим подмногообра­
зием. 

Назовем приведенной орбитой, или t-орбитой £>x{t) семей­
ства a,crDer M, проходящей через точку х, множество 

Ox(t)={xoeilX\...°ei*x*; tfcR, St — t, X0L, k{in}N}, 
Пусть 

!р (-=(е'А».. . .е (Л; XfcX, ij№, St - t , kgN}-
11%-= {̂ oF; У6©J, 

где ®{ = {Adp(X—Y); peqJr, X, Y63£}cDerM, 
Небольшое изменение рассуждений, использовавшихся при 
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доказательстве теоремы 5.1, приводит к следующему утверж­
дению. 

П р е д л о ж е н и е 5Л. Всякая t-орбита &Xl>(t) семейства 
XcDer М полных векторных полей на многообразии М является 
иммерсированным подмногообразием М. При ЭТОМ, касательное 
пространство TyOXa(t) к 0Ха совпадает с П^. Более того, 
Е>ха if) сОХв и коразмерность Ox„(t) в 0Х> равна нулю' или еди­
нице. При любых t', t"QR орбиты £>Хо (Г) и £*, (t") диффео-
морфиы. 

Теорема 5.1 часто используется при изучении вопросов ин­
тегрируемости гладких распределений на многообразии М. 

Напомним, что распределением А на многообразии М на­
зывается отображение, сопоставляющее точке х^М линейное 
подпространство А (х) czTxM. Всякий набор Ж векторных полей 
на М естественным образом порождает распределение А на М, 
а именно, распределение 

A'(xi)=span{xoX; ХЩ 

Заметим, что далеко не все распределения возникают таким 
способом, например, при M = R распределение A, A(x)==R при 
x = 0 и A(x)-=0 при Л-4--0, не порождается никаким семейством 
гладких векторных полей. Те распределения, которые порожда­
ются некоторым набором $ векторных полей называются глад­
кими распределениями, а само семейство £ — семейством обра­
зующих этого распределения. Существует для данного гладкого 
распределения А н а / W м а к с и м а л ь н о е множество Ж (А) 
образующих этого распределения. Это множество Jt{A) состо­
ит из всех векторных полей JGDerM, таких, что л:оХ<ЗД(л.) 
VxGX (в этом случае говорят, что векторное поле X принадле-
оюит распределению А и пишут XGA). Ясно, что ^(А)-—это 
С" (Af)-подмодуль С™ (M) -модуля Der-M и по распределению А 
этот модуль восстанавливается однозначно. На этом основании 
гладкие распределения А часто отождествляют с Ж (А): то есть 
гладким распределением на многообразии М называется такой 
С" (М) -подмодуль SczDer M, что из условия хоХ$Хх= 
= {xoY; Уе£} следует, что X63f. Последнее условие называется 
также условием полноты модуля X. 

Всюду далее мы рассматриваем только гладкие распре­
деления, 

Распределение А (л:), хШ, называется инволютивным, если 
из условия X, УбД следует, что [X, У]|6Д, 

Распределение А(х), х&М называется регулярным, если 
dim А (я) == const. 

Регулярные распределения естественным образом отождеств­
ляются с подрасслоениями касательного расслоения ТМ много­
образия М. 
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Связное гладкое подмногообразие NczM называется интег­
ральным многообразием распределения А(х), х£М, если для 
V-V6/V TxN = A{x). Распределение А на М называется вполне ин­
тегрируемым, если через каждую точку хВМ проходит интег­
ральное многообразие этого распределения. 

Очевидным необходимым условием полной интегрируемости 
распределения А является его инволютивность. В общем случае, 
из инволютивности гладкого распределения А на М не следует 
его интегрируемость. Однако, имеет место 

П р е д л о ж е н и е 5.2. Если A(JC), хШ, — гладкое распреде­
ление на М такое, что оно инволютивно и модуль 

Ж{А) = {ХЮегМ\хоХвА{х) УхеМ} 

конечно порожден, то А (я), хВМ, вполне интегрируемо. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из максимальности Ж {А) и инволю­

тивности А вытекает инволютивность C°° (M) -модуля ^ ( А ) : 

Х,УвЛ[(;А)=>[Х,У]бЖ{А). 

Поэтому для любого XBJ?(A) оператор adX сохраняет конеч­
но порождённый модуль .^(А). Следовательно, по теореме 4.2 
об устойчивости конечно порождённого модуля, имеет место 
включение 

et**xYejz(A)vm, X, Уел {А). 

В частности, 

TjA{x)\=A{f{x)) Vx&M, ieR, где /* = е»-. 

Отсюда следует, что для любых X, Хи • • •, XkeJH(A),ij&R, 

etMXl°... °е1^йХьХ%М (А). 

Пусть £>ж— орбита семейства .#(Д), проходящая через х&М. 
Касательное пространство к £>х в точке £/б£)ж, в силу теоре­
мы 5.1 равно 

7y^-=span{t/oAdpX; Xe^(A), pe$p} = Пу, 

где %={etlX'°... og'A; Xfi%]. По доказанному, yp=e'lXt°... 
... oe-***e$p 

AdpX==e ( i a d X ,o. . . °е'»айХьХ = Ай{еих>0... eg-***) X£M (А). 

Поэтому 
ЩсА(у) = {у°Х; XQJC(A)}, 
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откуда следует, что П-,='Д-,. Поэтому, в силу того, что орбита-
гладкое подмногообразие М, мы получаем, что распределение А 
вполне интегрируемо и его интегральными многообразиями яв­
ляются орбиты семейства Ж {Is) векторных полей. 

Предложение доказано. 
З а м е ч а н и е . Заключение предложения 5.2 справедливо 

также в случае, когда Л (IS)—локально конечно порождён­
ный модуль, то есть когда конечно порожден С°° (U)-модуль 

М(Ь)\и=-{Х\и\ А'бЛГел)}. 

где U — некоторая окрестность произвольной точки х&М. 
В качестве прямых следствий предложения 5.2 получаются 

следующие классические результаты: 
П р е д л о ж е н и е 5.3 (Теорема Фробениуса, см. [8]). 

Если Л — регулярное распределение на М, то оно вполне ин­
тегрируемо в том и только том случае, если оно инволютивно. 

П р е д л о ж е н и е 5.4 (Теорема Нагано, [10], [12]). Если А •— 
распределение на вещественно аналитическом многообразии М, 
порождённое семейством вещественно аналитических векторных 
полей, то оно вполне интегрируемо в том и только том случае, 
если оно инволютивно. При этом, его максимальные инте­
гральные многообразия являются вещественно аналитическими 
подмногообразиями многообразия М. 

3.6. Дальнейшие приложения — поднятия диффеоморфиз­
мов базы, плоские связности и параллельный перенос. В этом 
пункте мы рассмотрим некоторые другие приложения основных 
результатов данного параграфа — формулы вариаций и теоре­
мы существования. 

3.6.1. Поднятия диффеоморфизмов базы. Пусть g —конечно 
порождённый проективный Ст (М) -модуль; в силу естествен­
ного изоморфизма ^=Р%— см. § 2, мы можем всегда считать, 
что § реализован как С" (М)-модуль гладких сечений соответ­
ствующего векторного расслоения. 

Если N<^M — гладкое подмногообразие М, iN : .V{to}M— 
вложение, то любой поток 

i 
—*• с * 

p, = exp J X-dt----/, 
о 

определяет полуизоморфизм над pt С00 (Л^)-модулей i*N$ и i*$, 
где it = ft°iN'. 

2^i.v^^2{cdot}p<--«-3vP<B"> ^^"(N), 
_ t 

где ,P.=--expJ Vxxdt, V—некоторая связность на %. 
о 
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Простое обобщение этой процедуры позволяет доказать 
также, что если f, g : N-+-M— гомотопные отображения, то 
С" (N)-модули f*% и g*$ изоморфны. В самом деле, пусть 
F : [0, 1]X-W-{to}Af — гладкая гомотопия, F(Q, x)=f(x), .Р(1,х) = 
— g(x), xGN. Чтобы не включать в рассмотрение многообра­
зия с краем, будем считать, что F некоторым образом про­
должено на всё многообразие RXN- Определим вложения 
ix '• N-+-RXN, T6R, формулой i-(л:) = (т, x). Легко видеть, что 
t0*.F*S«f*g, i{*°F*$ttg*%. 

В то же время поток Ф. : (т, х) '*+ (x-\-t, х) в RXM опреде­
ляет изоморфизмы 

itl*F*%&it*F*$, УU, t2ZR. 
Отсюда следует, между прочим, что произвольное векторное 
расслоение над стягиваемым многообразием тривиально. 

3.6.2. Плоские связности. Пусть V : Der M{to}Der 5 — связ­
ность на конечно порождённом проективном С" (M)-модуле 5. 
Напомним, что V — это инъективный гомоморфизм С°° (М) -мо­
дулей Der M и Der S?: 

Vô r —ffiVxi V -̂f-Y- — V^!+ 4x, 
VagC°° (M), X, Xu XtfDetM и e-V=i.. 

Однако, этот гомоморфизм лишь модульный-—вообще говоря 

[Vx, V.V..----VI.--.J-]-

Отклонение V от гомоморфизма Der M и Der Щ как алгебр Ли 
характеризует кривизна /?v связности V — билинейное отобра­
жение R-7:Der-MXDerM->-End^, определенное формулой 

Rv(X,V) = [Vx, V H - V [ A ' , K I V x , F e D e r M . (6.1) 

Связность V называется плоской, если кривизна этой связ­
ности равна нулю: 

П р е д л о ж е н и е 6.1. Пусть V —некоторая связность на 
конечно порожденном проективном С°°(М)-модуле Щ. Отображение 

_ t / ' 

/:ехр J Xxdx>-^exp j Чх^йх, teR. 
о о . .. . .. 

является гомоморфизмом группы потоков на многообразии М в 
группу потоков на модуле g в том и только том случае, если 
V — плоская связность. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о основывается на следующем утверж­
дении, которое представляет и самостоятельный интерес. 

Л е м м а 6.1. Соотношения 

exp j ad VjfTdtVK-= V + 
expJadXrrftJ' 

0 

exp j ad 4xxdx4r — V _ * 
0 ехр!яйХхйт:У 

(6.2) 

справедливы в том и только том случае, если V — плоская 
связность. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что V —плоская связ­
ность. Тогда 

[Чх{, VK] = V[x,,n 

и, следовательно 
d dt^^t =V_^ [X„Y\=~4_bt [Vxt, ЧУ]\ 

expUdX~dxY expSauXxd% expfad.X"TdT 
0 0 0 

^ i _ t 
— exp j" ad 4xxdxY =-= exp j ad 4xxdx [4xt, ЧУ], 

о о 
t 

откуда вытекает, что потоки ехр ad ЧхМх, V t удов-
0 expJadX.j.-ft 

летворяют одному и тому же уравнению. Поскольку при ^ = 0 

exp jadV.YTdtVY—V _^t — ЧУ, 
expIadX^TK 

то, в силу единственности, см. предложение 2.2, 
_ t 
exp ) ad 4xxd cF = v _+t 

0 expJadXTd'Cl' 
0 

Обратно, если имеет место последнее соотношение, то, 
повторяя рассуждения в обратном порядке, получаем, что /?v==() 

Лемма доказана, 
Используя эту лемму, при ./?у — 0 имеем: 

f 

f 
I 
f 

f 

f 

i 

f 

k 

r 

> 
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/ exp ] Xxdx уI ехр J5 Yxdx = exp ̂  VA-Tdt--exp jj 4y%dx = . 
\ b J \ b J о о 

t ^ t 
= охр j exp j — ad Vr-d9 (V.y, +. VKT) rft =-

о о 

= ехр v<- i = / I exp f Xtdtoexp | FTdt . 
i exp \buredB(XT+Yx)d% \ О О / 

6 

Эта же выкладка, проведенная в обратном порядке, дает, в си­
лу леммы 6.Г что Rv=0, если / — гомоморфизм. 

Предложение доказано. 
Пусть V—плоская связность и pt(s), tGR, — семейство по­

токов на М, гладко зависящее от параметра sGR: 
/ V p.(s) = exp jX - ( s )d t . 

о 
Допустим, что при t = 1 поток pt (s) не зависит от s6R^ 
—- Pi (s) = 0- Тогда, поскольку —- exp j Dt(s) dx=> 

о 
t t X —•• с с —•*• г dD-(s) 

= exp J DT (s) dx о J exp J ad De (s) d8 ——— df, имеем: 
о 6 < 

0 = 4 P\ (s) = exp j Xx (s) dx о jexp \ ad X0 (s) de - ^ - - dr , 
0 0 1 

_ 1 

откуда, сокращая на поток ехр j X-(.s)dT, получаем, что 
о 

1 _ t 

f ехр j ad Хх (s) dx Щ&- - 0. 
6 l 

Следовательно, по лемме 6.1, 
1 

ds о 
^ i_ < 

= ехр j VxT(^)dt - j exp J ad V^wd* —- Vxt[s)di = 
0 0 1 

1 1 _ < 

=-exp ? v » w f exp \ ad V.?,(-)(it- a „, ,dt = 
о о Г er**'--

o 
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1 1 

= expj Vx to,dt°V_^ =exp5J VjfTdtVo — 0, 
0 e\pjadXx(s)dx-^~Xt(s)dx ° 

и этим доказано 
П р е д л о ж е н и е 6.2. Если V — плоская связность на ко­

нечно порожденном проективном С" (iW)-модуле 5> то из усло­
вия 

следует, что 

Aex;jx,(s)dT—o 

^expJv-4(-)d*=o. 

3.6.3. Параллельный перенос. Пусть, как и выше, & — конеч­
но порожденный проективный С™ (М) -модуль, реализованный 
как С" (M) -модуль сечений; элементы g — это гладкие сечения 
U : х >->-uxGjx

c$. В этом случае, по аналогии с обозначениями, 
принятыми ранее для алгебры С°°(М), мы будем писать хои 
для обозначения «значения» элемента и в точке х: 

Точно также мы будем приписывать точку слева и от операто­
ров 3{to}ff. Например, если D — дифференцирование модуля g, 
то (xoD)f=(Df)x и xo(D(af))=xo(aDf+(Xa)f)=a(x)o{Df)x-{-
j+j {Xxa)f = a(x)o(Df)x t+.(xoX)(a)f=a(x)(Df)x + №0 M f -
^ a ^ ) (xoD/-)+(xoX) (a)/, что согласуется с принятыми ранее 
•обозначениями (см. § 1). 

t t 

Пусть p.---=exp J Xtdt, t/n — exp J YTdt —потоки на М такие, 
что для некоторой точки x6M, xopt = xoq{ "VtgR. Оказывается, 
что тогда для любой связности V на % 

t t 

xoexp J Vxtdf«-=x-exp J Vyxdxu V«gg. (6.3) 
о о 

Мы не будем давать здесь довольно громоздкого доказательст­
ва этого факта. Отметим только, что при доказательстве нужно 
воспользоваться следующей формулой композиции 

xoexp J Dxdx =• xoexp j "kxD^^dt, (6.4) 
о о 
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где •---•[*, (jc) = \Jjcoe.xp J e (£>,) dr , AGDer F, ^eC°°(M) . 

Эта формула доказывается с помощью формулы вариации и яв­
ляется естественным обобщением формулы замены переменной 
в хронологическом экспоненте (ем. п. 3.3 этого параграфа) на 
случай, когда производится замена времени, гладко зависящая 
от точки многообразия М. 

Формула (6.3) и наличие СВЯЗНОСТИ V позволяет корректно 
определить понятие параллельного переноса семейства щ, tgR, 

t 
элементов модуля Щ вдоль кривой xt = x°exp J Xxdx, tgR, на 

о 
многообразии М. Именно, мы будем говорить, что uh t6R, па­
раллельно вдоль кривой xt, i6R, на М, если, 

* p i ( ^ a ( + VJt/«i)!-- °. 
t 

где Л —expj S7xxdx. 

§ 4. Расслоения и модули с дополнительными структурами 

В настоящем параграфе рассматриваются семейства диффе­
ренцирований конечно порожденных проективных модулей, в 
том числе связности специального вида. Описываются порож­
денные ими алгебры Ли и соответствующие группы потоков. 
Указана связь с традиционными геометрическими объектами: 
редукциями главных расслоений, группами голономии и т. д. 

4.1. Группы Ли. В этом пункте приводятся в нужной нам 
форме используемые в дальнейшем сведения о группах Ли. Ос­
новные факты теории Ли формулируются в несколько большей 
общности, чем это принято в учебной литературе, однако все 
они являются простыми следствиями формулы вариаций и тео­
ремы существования потоков, и доказательства мы опускаем; 

Напомним, что группой Ли называется группа G с заданной 
на множестве G структурой гладкого конечномерного многооб­
разия, причем так, что групповое умножение (х, у)*-* (ху) и 
взятие обратного элемента х^х"1—гладкие отображения соот­
ветственно GXG в G и G в себя. 

Пусть G —группа ЛИ; для всякого x&G через \(х) : G-+G 
обозначим левый сдвиг %{х) :у-*-ху, VydG. Легко видеть, что 
%(х)—диффеоморфизм многообразия G; соответственно, 
К(х)* — автоморфизм алгебры С°°(G). Кроме того, Х(ху)*=. 
=к(х)*Х{у)*, и соответствие х^к(х)* есть изоморфизм G на 
.некоторую подгруппу X(G)* в группе автоморфизмов алгебры 
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Рассмотрим теперь произвольное гладкое многообразие М. 
Напомним, что через Iso М обозначается группа автоморфиз­
мов алгебры С°°(М). 

Множество IsoM лежит в пространстве Фреше 3?(М) всех 
непрерывных линейных операторов в С°°(М). Подгруппами Ли 
в IsoM называются подгруппы, которые обладают структурой 
(конечномерных) подмногообразий в 3?(М), причем групповая 
операция непрерывна в топологии этих подмногообразий. Опи­
санные выше левые сдвиги дают каноническое представление 
произвольной группы Ли в виде подгруппы Ли соответствующей 
группы автоморфизмов. 

Пусть Der -M:z> 2 — произвольное множество векторных полей 
на М. Положим 

Ln.P = {/>-1°4A|A-noTOK,/-<6!P WeSplcDeryH. 

Т е о р е м а 1,1. 1) Пусть Gdso-M— подгруппа Ли, g = 
:LnG- Тогда д— подалгебра Ли в DerAf, состоящая из пол-

Ехр Ж=- ехр J X%dr | Х^Эс, t, teR c l s o M. \ 

Легко видеть, что Exp Ж всегда является линейно связной под- \ 
группой в Iso M (но необязательно подгруппой Ли). С другой 
стороны, пусть Iso Мгэ!р — произвольное подмиох<ество в Iso M. * 
Положим ! 

w 

ных векторных полей, dimg—dim G. t, 
2) Пусть д—конечномерная подалгебра Ли в DerM, состоя­

щая из полных векторных полей. Тогда Ехр д— связная под­
группа Ли в IsoM. 

3) Операции Ехр и Ln взаимно обратны на множестве ко­
нечномерных подалгебр Ли в Der.M, состоящих из полных век­
торных полей, и связных подгрупп Ли в Iso M. 

4.2. Группа голономии и главные расслоения. Пусть 
©cDer<5 —произвольное множество дифференцирований конечно 
порожденного проективного С°° (Ж)-модуля <S. Положим ExpS — 

— ехр ] Dtdx |.Dt6®, t, tgR . Легко видеть, что Ехр® —под­
группа в группе Iso® всех полуизоморфизмов модуля © на себя. 
Обозначим S|J---ExpS). Из теоремы 5.1, § 3 (Стефана — Суссма- *'•• 
на) вытекает, что орбиты группы 0(5J})c:IsoM в М являются t\ 
гладкими подмногообразиями в М, Однако пока мы ничего не 
знаем о «вертикальной части» группы 5J3, в частности, о структу- *; 
ре группы Кег efl.Pc:Aut <$. ^ 

Пусть M.D .У — подмногообразие, iN:N^- M — вложение, 
i^€ — индуцированный вложением модуль над С00 (N) (отвечаю-

•И 

<-; 
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щий «сужению» расслоения р.3. на N, см. § 2). Пусть P,6lso @ 
таково, что 8 (Я) преобразует подмногообразие 7V в себя: 
xoQ (P)QN vxgyv. Тогда корректно определен полуизоморфизм 
i*NP£[so i*N<£l). Аналогично, если DgDer <£, и векторное поле О (D) 
касается подмногообразия N (т. е. x°D&TxNc:TxM v^g/v), то 
корректно определено дифференцирование t^.-DgDer i*N(g. 

Вернемся к рассмотрению группы ф = Ехр®. Пусть M:oA/ — 
некоторая орбита группы е($р). Мы хотим изучить i*Nty; дабы 
не загромождать обозначения, в дальнейшем будем предпола­
гать, что N—M (ясно, что это не ограничивает общности). Итак, 
мы считаем, что 0($) транзитивно действует на М. 

Для всякого х£М обозначим $p,v = {Рбф | x°Q(P) = x}~-ста­
бильную подгруппу точки х при действии 6($), и Нх — i*(x-$x. 
Пусть p g = U ЕХ = Е. Тогда Нх — подгруппа в GL(E.,.), xQM-

П р е д л о ж е н и е 2.1. Для любых хх, х2&М подгруппы 
#*.c:G.L(E.--,) и #*,, с GL (£...„) подобны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р6$, причем x2°6(P) — x1, тог­
да i* JAdP):EXl->EXl отображает подгруппу HXlcQL(EXi) 
на подгруппу HXa<^QL(EXi). 

З а м е ч а н и е . Пусть А — произвольная группа и ВстЛ — 
подгруппа. Так же как группа обычно определяется с точ­
ностью до изоморфизма, подгруппа определяется с точностью 
до подобия, т. е. изоморфизма пар (А, В). 

О п р е д е л е н и е . Подгруппу #-.{subset}GL(E;-) назовем группой 
голономии семейства ©cnDer <3. 

Дальнейшее изложение концентрируется вокруг понятия 
главного расслоения реперов, ассоциированного с <2. Пусть 
dim£ ,-=ft , XQM. Рассмотрим модуль g"----...?®.. .©<£ и обозначим 

п раз 
£"==pg" соответствующее векторное расслоение, Еп

х = Ех®... 
. . . ®ЕХ, х£М. Имеется естественное правое действие группы 
GL(n) автоморфизмами модуля @" (а значит и сохраняющее слои 
правое действие GL(n) в En). Это действие определяется как 
умножение строки на матрицу: 

(е . , . . . , е,.) А - - = ( 2 е . а п , . . . , ^etalni A&OL (п), е,б€, 

t - = l , , . . , п. 
Обозначим R(Ex) = {(ex(x), ..., еп(х))еЕ$\ех(х),..., еп(х) ли­
нейно независимые векторы в Еп

х}, 
-) Более общим образом, если в{Р) отображает подмногообразие .Vt на 

подмногообразие JV2, то определен полуизоморфизм i* Р: (i* -5)-> (i* <S). 
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A>(E)- U-?(Ex)cE". 
X6M 

Легко видеть, что i?(E) переходит в себя под действием 
группы GL(n). Кроме того, на каждом слое R(EX) группа 
GL(n) действует свободно и транзитивно. Многообразие i?(E) 
с заданным правым действием GL(n) называется главным рас­
слоением реперов (ассоциированным с 6) и обозначается 

Пусть G — некоторая подгруппа Ли в GL(n), a 'S — гладкое 
связное подмногообразие в R(E). Пара (&, G) называется 
редукцией расслоения реперов к подгруппе G, если для всякого 
х£М множество $X=R{EX){)$ является одной из орбит действия , 
подгруппы G на R(EX), причем &х гладко зависит от х. j 

Под гладкостью здесь подразумевается следующее: каждая 
точка многообразия М обладает такой окрестностью U, что f 
некоторое гладкое сечение расслоения pt"u*@n принимает зна­
чения в множестве *§. 

Каждому полуизоморфизму Р модуля @ очевидным образом 
ставится в соответствие полуизоморфизм РФ . . . ®Р модуля ©n \ 
и, следовательно, диффеоморфизм тотального пространства Еп, 
который, как легко видеть, переводит R{E) в себя. Если соот­
ветствующий диффеоморфизм переводит 3? в себя, то Р пазы- ь 
вается диффеоморфизмом редукции ($, G). Совокупность всех 
таких диффеоморфизмов обозначим Diff(^; G). Ясно, что 
Diff(^; G) является подгруппой в группе |5 Iso @, состоящей из f 
диффеоморфизмов многообразия Е, линейно отображающих 
слои на слои. Аналогично определяется подгруппа Aut(.?; G) 
в группе pAtitS, состоящей из диффеоморфизмов многообразия -• 
Е, линейно преобразующих каждый слой в себя. Таким об­
разом, 

Aut($; G)=Diff(^;G)npAut@. 
В дальнейшем, компонента линейной связности, содержащая 

единицу, в произвольной топологической группе Г будет обозна­
чаться Г°. Подмножество Г° является, очевидно, подгруппой (и 
даже нормальным делителем) в Г. Например, для группы 
Diffikf диффеоморфизмов многообразия М подгруппа (Diff M)° 
состоит из всех диффеоморфизмов, которые можно включить в 
поток, 

П р е д л о ж е н и е 2.2. 1) Группа Diff($?; G)° действует 
транзитивно в подмногообразии 2? и t-

6 (Diff (S'; G)0) = (DiffiW)°. .* 
2) Произвольная орбита группы Diff($; G)° в R(E) имеет *• 

вид §А, где A6GL(n). В частности, такая орбита определяет .. 
редукцию расслоения реперов к подгруппе A^GA. 

Мы сформулируем еще несколько утверждений и лишь за­
тем, в конце пункта, приведем их доказательства. *. 
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Вернемся к рассмотрению группы 5)3 == Exp S. ВСЯКИЙ полу-
автоморфизм модуля @ стандартным образом определяет диф­
феоморфизм многообразия R(E), причем композиции полуавто-
морфизмов отвечает композиция диффеоморфизмов. В част­
ности, возникает действие группы .р на многообразии R(E): 
Поскольку никаких других действий !# на -R(E) мы не рассмат­
риваем, то для обозначения стандартного действия не будем ис­
пользовать никаких специальных символов. 

Т е о р е м а 2.1. 1) Группа голономии Нх является подгруп­
пой Ли в GL(E-;). 

2) Произвольная орбита группы ф в R(E) есть редукция 
расслоения реперов к подгруппе, подобной Нх. 

3) Алгебра Ли hx группы Нх описывается следующим об­
разом: 

/jx=span{x°Ad PD | PG-P, D6£>}ngl (Ex). 
С л е д с т в и е . Пусть I? — некоторая орбита группы 33 в 

R{E) и Н — подгруппа в GL(n), подобная группе голономии, 
так что ($?, Н) — редукция расслоения реперов к подгруппе Н. 
Орбиты действия (справа) группы Я0 на Ф определяют отно­
шение эквивалентности на ;?; факторпространство по этому от­
ношению эквивалентности является накрытием многообразия 
М. Легко видеть, ЧТО ЭТО накрытие связно, поскольку & связно 
как орбита связной группы ф. Следовательно, компоненты связ­
ности группы голономии Нх находятся во взаимно однозначном 
соответствии с классами смежности фундаментальной группы 
щ(М) по некоторой подгруппе. 

С л е д с т в и е . Пусть L(&) — подалгебра Ли в Der (S, по­
рожденная множеством £>. Если С00 (М)-модуль, порожденный 
L(S>), имеет конечное число образующих, то hx=X"L(S))f\ 
ngl(Ex). В частности, это справедливо, если множество ® со­
стоит из аналитических полей. 

Последняя наша задача в этом параграфе — дать инфини-
тезимальное описание редукций расслоения реперов R{®), 
этой цели послужит обобщение обычной теории Ли на некото­
рый класс подгрупп в Iso <S и подалгебр Ли в Der @-

О п р е д е л е н и е . Подалгебру Ли S c D e r ® назовем глав­
ной, если © является проективным подмодулем в Der @ и 
0(®)-=DerM. 

П р е д л о ж е н и е 2.3. Для любой главной подалгебры Ли 25 
в Der@ идеал S П End <£==£> П к ег0 в S> обладает следующим 
свойством: подалгебры Ли i^xy{S)f]kexQ)<^GL(EJC) подобны друг 
другу при всех xQM. 

Для произвольной линейно связной подгруппы -jpczDlff -2 поло­
жим 
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Пусть OcGL(/г)— подгруппа Ли и gcgl(n)—-ее подалгеб­
ра Ли. 

Т е о р е м а 2.2. 1) Пусть ф =• Diff($; Q)° для некоторой 
редукции ($, О) расслоения реперов к подгруппе О. Тогда 
Ln ф —- главная подалгебра Ли в Der<£, причем подалгебра Ли 
i^ j (kerenLn.p)cgl (E x ) подобна д VxeM. 

2) Обратно, пусть © — главная подалгебра Ли в DerS, причем 
подалгебры С^ (ker 6 Г) ®)cr gl (_"jc) подобны д Ух^М. 

Тогда Exp ®=Diff (!?-; Go)0 для некоторой редукции 
(^о. Go) расслоения реперов к подгруппе Go, причем связные 
компоненты единицы групп G0 и G совпадают. 

3) Операции Ехр и Ln взаимно обратны на множестве 
групп Diff(^; G)° диффеоморфизмов редукций главного рас­
слоения реперов и множестве главных подалгебр Ли в Der S. 

С л е д с т в и е . Если ®—DerM то редукции главного рас­
слоения реперов к подгруппе G называются G-структурами 
на М. 

(Например, риманова метрика — это О(п) -структура, рас­
пределение -%-мерных плоскостей — это G-структура, где G — 
подгруппа в QL(n), сохраняющая фиксированную /г-мерную 
плоскость.) Из теоремы 2.2 и предложения 2.1 вытекает, что 
имеется естественное взаимно однозначное соответствие меж­
ду главными подалгебрами Ли в Der Der M и всевозможными 
G-структурами на М. 

Доказательство большинства из сформулированных выше 
утверждений о редукциях расслоения реперов основано на су­
ществовании специальных связностей в модуле S, связанных с 
редукциями. 

О п р е д е л е н и е . Связность V в модуле @ называется связ­
ностью на редукции (&, G) расслоения реперов, если 

ехр f V ^ d t e D i - f ^ ; -)° для всякого X-.eDer.M, t6R-
о 

П р е д л о ж е н и е 2.4. На всякой редукции главного расслое­
ния реперов имеется связность. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ($, О) — редукция к подгруппе 
О и д —алгебра Ли группы G. Предположим сначала, что редук­
ция (.?, О) имеет сечение г:М~>&, г€€". Ясно, что любая связ­
ность в @ однозначно определяется своими значениями на г, 
причем VAT' — г А (X), где Xi-+A(X) — произвольный гомоморфизм 
из Der М в модуль С°° (М, gl («)). Кроме того, для всякой 
матрицы E6gl(«), '\/х(гВ) = (к7хГ)В. Учитывая то, что 
*3 — U г (х) О и обычные свойства связности, получаем следую-
щее описание всех связностей на редукции (&, G). 

Л е м м а 2.1. Связность V в @ в том и только том случае 
является связностью на (,?; О), когда S7xr = rA(X), причем 
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Х^А(Х) является гомоморфизмом из DerM в С°° (М, $)с 
cC~ (M, g\(n)). 

Произвольная редукция расслоения реперов, вообще гово­
ря, не имеет глобальных сечений, однако всегда имеет локаль­
ные сечения. Стандартное применение разбиения единицы 
позволяет склеить из локальных связностей глобальную. 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 2.2. Докажем сна­
чала утверждения пункта 1. Равенство Diff М°=${Т)Ш(3?; G)°) 
моментально следует из существования связности на (2, G). 
Далее, поскольку многообразие 3? связно, для доказательства 
транзитивности действия группы Diff(2'; G)° в 9? достаточно 
установить, что, какова бы ни была точка poGi?, орбита груп­
пы Diff (S7; G)°, проходящая через ро, содержит некоторую 
окрестность тачки ро в &. 

Пусть p06/?(EA-0) и г—-некоторое локальное сечение расслое­
ния (2?, О), проходящее через р0, г(х0) = р0. Кроме того, пусть 
абС°° (Ж) — функция, равная единице взлизи х0 и обращающаяся 
в нуль вне достаточно малой окрестности точки х0. Тогда для 
всякого i3ggcgl(ft), корректно определен автоморфизм 
(reaBrl)£kut(&', G), при каждом xQA4, г(х)еа^вГ1(х) — это 
такое преобразование пространства Ех, которое в базисе г(х) — 
= {ех(х), ...,еп(х)) представляется матрипей еа^в; или (то же 
другими словами) преобразует репер г(х) в репер г (х) еа(х)в. 

Пусть V—некоторая связность на ф, G). Для произвольных 
XeDerM, БбЗ преобразование eVx°{reaBr%D№ {&; Of. Кроме 
того, отображение 

{X,B)~eVxo(re»Br-4\^ 

имеет, очевидно, полный ранг в точке (0,0). Следовательно, по 
теореме о неявной функции, это отображение покрывает окре­
стность точки ро в 3?. 

Утверждения пункта 2 легко следуют из пункта 1 и очевид­
ного тождества 

P(pA)=-P(p)A, VPelso<g, AeGL(ft), pQR(E). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.1. Пусть P6lso€, 
.AeGL(n-), p6.R(E). Из формулы P(p)A = P(pA) 
вытекает, что А преобразует орбиты группы ф в орбиты. 
Положим G={A6GL (я) ISA ==.?}; G — подгруппа в GL(n). 

dcf 
Ясно, что $X = R {ЕХ)С\& является орбитой группы О на R(EX) 
для всякого x6M. Далее, из определения группы монодромии 
(Зх следует, что она транзитивно (и, очевидно, свободно) дейст­
вует на &х. Пусть р=--(е1, . . . , <3n)6S.f и Л:Е*{to} ^-—элемент 
группы Нх\ тогда Ap = pA для некоторого однозначно опреде­
ленного A6GcGL(h). Получаем взаимно однозначное соответст-
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вие А<-*А групп Нх и G. Покажем, что это соответствие — 
изоморфизм: 

А (В (р)) == А (рВ) = (Л (р)) В = pA5 =-- АВ (р). 
Поскольку этот изоморфизм очевидным образом распростра­
няется до изоморфизма GL(EX) и GL(n), то группы Нх и G 
подобны (ср. с доказательством предложения 2-1). 

Доказательство гладкости и описание касательного про­
странства основывается на тех же аргументах, что и доказа­
тельство теоремы Стефана—Суссмана (теорема 5.1, § 3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 2.3. Пусть £-46®, 
_ / 

t6[0, г.'], тогда изоморфизм exp I ad Dxdx алгебры Ли Der <5 
о 

.преобразует подалгебру © в себя; если при этом 
x2°exp J Q{Dx)dx=xu то Цх^ expjadDtdt отображает 

подалгебру г|Xl}(ker 9П®) на подалгебру / ^ ( k e r en®)-
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.2. 1) Равенство 0(Lnф) — 

=-DerM вытекает из существования связности на ($, О). Пусть 
UcM—-такая окрестность, что существует сечение r:U-+&. 
Тогда i*u<&, следовательно, и i*иEnd @ — свободные С°° (^-моду­
ли. При этом (kerGnl-nsp)ciyEnd(.? состоит из элементов вида 

xM-r(.x)J5(x)r1(x), 5(x)e3, vxeu. 
Из такого локального представления сразу следует, что 

кегепЬпф —проективный модуль и if*ri (ker 6Л Гпф) — подалгеб­
ра Ли, подобная g в gl (n). 

Осталось доказать, что Гиф —подалгебра Ли в Derg. 
Снова воспользуемся локальным представлением. Пусть V—не­
которая связность на (2?, U), из проведенных рассмотрений 
вытекает, что г'у(Ьпф) состоит из элементов вида 

V* + /-£({cdot})r-\ XeDerU, £(.):U{to}8. 

Напомним, что X/xr = rA(X), где A(.-Y)(x)6g, Ухв1/. Тот факт, 
что [Vx1 + /-51(.)/-~1, Vx, + r.#2(-).~~I]ei*£/

LnSP проверяется те­
перь прямым вычислением. 

2) В силу теоремы 2.1, произвольная орбита $ группы 
Exp® в R{E) является редукцией расслоения реперов к неко­
торой подгруппе G-, причем д —алгебра Ли группы G0. Пусть 
V: Der M{to}S—связность на <&, принимающая значения в S. 
Тогда, очевидно, v есть связность на редукции ($, G) расслое-

ния реперов. Пусть P.eDiff (9; Q), Я,...-- ехр j CTdt и Xt<=Q{Ct). 



Тогда LP(oexp j — VxTdt eAut (^; G). Таким образом, доста­
точно доказать, что для любого потока Q(QAut(&;G), Ln(Q*)6 
•SDeren®. Последнее вытекает из очевидных включений 
( z ^ L n Q^gker 9П® и проективности модуля кег0П®. 

Утверждение 3 вытекает из рассмотрений, проведенных в 
1) и 2). 

4.3. Калибровочные преобразования. На ВСЯКОМ конечно 
порожденном проективном С" (М)-модуле @ существует неко­
торая связность V. В то же время ни откуда не следует, что 
связность определена однозначно. Попробуем описать всевоз­
можные связности на (5. 

Рассмотрим, во-первых, проективный модуль Н о т (Der M, 
Der Щ. Все связности лежат в этом модуле. 

Если V1, V2 — некоторые связности на <5, то, очевидно, для 
всякого XgDerM, ( v l — V.v)6End(.?. Следовательно, 

(V — V2)6Hom (Der M, End«)cHom (Der M, Der <£), 
С другой стороны, для произвольного T/gHom (Der M, End Ч.) 
гомоморфизм V1 + H — снова связность. 

Окончательно, получаем: пусть V—некоторая фиксированная 
связность на 6, тогда все остальные связности имеют вид 
V + H , где #6Hom.(DerM, EtidS) произвольно. 

Таким образом, совокупность всех связностей — это «аффинная 
плоскость» в модуле Нот (Der M, Der @), представляющая собой 
«сдвиг на элемент V» подмодуля Нот (Der M, EndS). 

Группа Iso (g естественным образом действует на Der -5 и 
Der M посредством внутренних автоморфизмов. Именно, если 
P6Diff ® и 9(Р)'—pGDiff M, то внутренние автоморфизмы дей­
ствуют по правилу 

D (-*AdPD=P-D=P-1
J 

X»kdpX=poX°p~l, VPGDer®, XGDer M. 
Эти представления задают естественное действие той же груп­
пы Iso -3 в модуле Horn (Der M, Der ©). 

Такое действие, обозначаемое Р*, определяется формулой 
P-A-AdP-AoAdp1"1, VAeHom(DerM, Der®), 

VPeDiff ©, e(p).=p. 
Легко видеть, что Р,.. является полуизоморфизмом модуля 

Hom(Der.W, DerS), причем 6(р.)==б(Р) =,р. Кроме того, не­
посредственно проверяется, ЧТО полуизоморфизм Р... переводит 
связности в связности; такие преобразования связностей обыч­
но называются калибровочными. Если V ' — Р * - ' для некоторо­
го PGDiffGi,, то говорят, что связности V и V ' калибровочно 
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эквивалентны. Иными словами, классы калибровочной эквива­
лентности— это орбиты естественного действия группы IsoS 
на связности. 

Пусть Pv—тензор кривизны связности V» Pv6 
6Hom(DerMADerM, ЕййЧ). Имеем P P , V — P ^ P V . гДеР*Ру — 
результат естественного действия Р на тензор Pv, т. е. 
(P*Rv) (X, У) - Ad PRv (Ad P~lX, Ad р~ЧГ). 

Предположим теперь, что задан поток 
_ t 

Р-=exp jL>Tdt в Dlff S. 
о 

Нетрудно найти инфиштезимальную образующую потока Р...... 
В самом деле, пусть Q(Pt) = Xt, тогда » 

^P iH=AdP i°(adD,-A-A-adX . )oAdp71= : * 
= Р ^ (ad D<-A — A°ad Xt). 

t 
ехр j Dxdx ==ехр j p (Dx) dx. 

Заметим, ЧТО 
6(p(D)) = 0(D). 

Легко показать, что p(D) переводит подмодуль Hom(Der.M, 
Der@) в себя я, кроме того, произвольную связность перево­
дит в этот же подмодуль. Проверим это, например, для связ­
ности: 

0(p(D)Vx) — e([D, V^) — 0(V[G(D)^])-= 
= [0(D), X]-[Q(D), X] = 0. 

Если D = sjx, то p(D)==p(VA-) называется коварианшньш 
дифференцированием, вдоль поля X (в силу связности V). 
Имеем, в частности, 

(P(V*)V)(r)=[V*. V r ] - V [ * . n = j ? v ( X Y). 
Таким образом, кривизна — это ковариантная производная 

связности в силу себя самой. Для калибровочных преобразо­
ваний получаем 

(-°<*У)у= ехр fp(Vjft)dtV —VK+f(P**°P(V*t)V)(.K)dT = 
V о /У о 
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Обозначим p(Di)—дифференцирование модуля Hom(Der.M, j, 
DerS), a также модулей гомоморфизмов из «тензорных моду­
лей» над М в «тензорные модули» над S, действующие по * 
правилу: p(Dt)A = ad D.-A--A-adD4. Тогда i 



=.jAd/V? v (XT , Adp-'-ndT+VK. о 
Тождество 

t 

(Pt*4)y-Vv = \ AdP-/MXt- Adp7'F)dT=-
o 

t 

— j(P{tau}*#v)(Adp{tau}XT, F)dx (3.1) 
о 

связывает калибровочные преобразования и кривизну. В частно­
сти, если pv==0, то PX»V-=V. В полном объеме эта связь 
описывается теоремой о голономии. 

Пусть im v = {Vx|XeDerM}cDer@-С°°(Л1)-подмодуль 
Обозначим через НХ(Ч) группу голономии подмодуля im V 
в точке х и через hx(sj) алгебру Ли этой группы. 

Теорема З.1 (о голономии). Для всякой связности V на @ 
и любого х£М справедливо равенство 

A,(V) = span{*o(P„./?v)(.X, Y) | Ре Exp (im V), X, YQD&T M}. 
Следствие . Предположим, что V — аналитическая связ­

ность, тогда 
hx (V) = span {x°p (V*>.. • °p (Vx.) Vx„ | X& Der M, k> 1}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы о ГОЛОНОМИИ. Обозначим 

ф = Exp (im V). Из теоремы 2.1 следует, что 
hx (V) = span {xoAd P\7x | P£% X6 Der M) П gl (E*). 

С другой стороны, очевидно равенство 
span{AdPV*|Pap, Х6 Der M}=span {(Р^И-РбФ. Кб Der M]. 
Следовательно, 

^ ( V ) — span{(P!!.V)K--Vr|Pe513, FeDerM} = 
= span((P*VV-(Q:..V)H-0. <2бф, Кб Der M}. 

Утверждение теоремы теперь следует из тождества (3.1). 
4.4. Линейные связности. Линейными называются связно­

сти на модулях векторных полей. Пусть 
V : Der M-> Der (Der Л1) 

— связность на DerM. Для любого подмногообразия N в М 
определена связность i*NS? :Der 7V->-Der(i^DerM) (здесь 
iN:N-*M — вложение). Заметим, что подмодуль Der N является 
прямым слагаемым в i^DerM. 

Подмногообразие N называется вполне геодезическим, для 
связности V, если для всякого X6Der N дифференцирование 
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(i*NV)x модуля i^DerM оставляет инвариантным подмодуль 
DerTV. Одномерные вполне геодезические подмногообразия назы­
ваются непараметризованныма геодезическими. 

Векторное поле X6Der N (где подмногообразие N не обя­
зано быть вполне геодезическим) называется геодезическим полем 
для связности V, вели S7xX = Q. Гладкая кривая у (•):R{to}M" 
называется геодезической (параметризованной), если ее скорость 
--——геодезическое векторное поле на т (R)1— M> T- е . 

dt 
Можно показать, что подмногообразие N положительной 

размерности является вполне геодезическим в том и только том 
случае, когда для всякой геодезической кривой ч(*) и любого 
tgR условий *-jj£Tnt)N влечет -у (т)бУУ для всех t, близких к t. 
Векторное поле X тогда и только тогда является геодезиче­
ским, когда все его интегральные кривые — геодезические. 

Рассмотрим теперь нестационарное векторное поле XtnaN, 
гладко зависящее от tGR, Все интегральные кривые этого по­
ля являются геодезическими в том и только том случае, когда 

Нестационарные поля, удовлетворяющие последнему равенству, 
называются геодезическими. Множества геодезических кривых 
для двух связностей V и V совпадают тогда и только тогда, 
когда S (X, Y)= VXY— VXY — кососимметрическое С°°(М)-били-
нейное отображение Der-M в себя. 

ДЛЯ любой связности V на DerM величина 
def 

Tv(X,V)=~Vxr-VyX-[X,V] 
называется тензором кручения связности V. Ясно, что 
-rv(.> •) —кососимметрическое С00 (УИ")-билинейное отображение 
Der-M в себя. Из сказанного выше следует, что связность V 
однозначно определяется множеством своих геодезических кри­
вых и тензором кручения. При этом в качестве кручения мо­
жет быть выбран произвольный элемент из Hom(DerMA 
ДБег М, Der M) при сохранении множества геодезических. 

4.5. Лево(право)инвариантные связности. Пусть G — груп­
па Ли. Не ограничивая общности, можно считать, что G есть 
подгруппа группы автоморфизмов алгебры С°° (М) для неко­
торого гладкого многообразия iW:Gc:1soyVl (см. п. 4.1). Обо­
значим через g алгебру Ли группы Ли G. Таким образом, 
G — конечномерное подмногообразие в пространстве непре­
рывных линейных операторов над С"(М), a Q — касательное 
•пространство к G в единице. Произвольный касательный век-
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тор K G B точке peG имеет вид p-X=Y°p, где Х У<-8, y=AdpX. 
Произвольные гладкие сечения касательного расслоения — 
суть векторные поля на G. Векторное поле является лево-
(право)инвариантным, если оно имеет вид р^-р?Х(р t->-Y°p), 
где X (соответственно, У) не зависит от p&G. Таким образом, 
сопоставив каждому лево (право) инвариантному полю его 
значение в единице, получим канонический изоморфизм про­
странства таких полей и g. 

Линейная связность на G называется лево(право) инва­
риантной, если ковариантная производная лево(право) инва­
риантного поля вдоль лево(право) инвариантного поля снова 
является лево(право) инвариантным полем. 

Пусть (X, У) {to} УхГ — произвольное билинейное отображе­
ние алгебры Ли б в себя. Определив ковариантную производ­
ную поля р°УР вдоль поля Р"ХР, p&G формулой 

P<VxpYp + (TpY)Xp), (5.1л) 
получим левоинвариантную связность на G. Аналогично, опре­
делив ковариантную производную поля Ур-р вдоль поля Хр°р, 
P-3G формулой 

(-4xYp + (TpY)Xp)op, (5.1п) 

получим правоинвариантную связность. 
Все лево (право) инвариантные связности описываются та­

ким способом, поскольку они полностью определяются своими 
значениями на лево(право) инвариантных полях. 

Положим Rv{X,Y) = [S7x, V-H-VuM-i . - T v ( X , n = 
= X/xY — \7rX — [X, Y], УХ, F6g. Тензоры кривизны и кручения 
для связности (5.1-) имеют вид 

и 
(poX,, poYp)~p>T4 {Хр, Yp), 

а для связности (5ЛП) — вид 
(Xpop,Yp°p)~Rv(Xp,Ypyp 

и 
. (Xpop,Ypop)»Tv{Xp,Ypjop, рев. 

Пусть pt — абсолютно непрерывная кривая в О. Элемент 
Xt = prl°^-p — — ln/>*68 называется левой угловой скоростью 

кривой pt в момент t, а -^ ——- Pt°pTl —-— In P&g — правой уг­
ловой скоростью. Эта терминология подчеркивает аналогию 
с традиционными понятиями, относящимися к группе SO(3). 
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Параллельный перенос вдоль кривой 

р т — /?0оехр JX-d6-= exp JYedGopo, 0< t<z f , 
. 0 0 

в силу левоинвариантной связности (5.1 •), преобразует^касатель-

ИЫЙ вектор p0°zQTPaQ в вектор pt°e.xp j — VxTdf. Параллельный 

перенос вдоль той же кривой, в силу правоинвариантной связно­
сти (5.1п), преобразует касательный вектор z°pu£TPoG в вектор 

exp J \jY%dx°pt. 
b 
Кривая pt в том и только том случае является геодезической 

для связности (5.1 Л) (связности 5ЛП), когда она гладкая и 

i^+V^>0 (^(=V,t4 
§ 5. Возмущения потоков и хронологическая связность 

Пусть М — гладкое многообразие, -3 — проективный конечно 
порожденный С™(Ж)-модуль и Dt(e)—бесконечно дифферен­
цируемо зависящее от e6R семейство полных нестационарных 
дифференцирований модуля -3, а Д(е) —аналогичное семейство 
стационарных дифференцирований. 

Обозначим 
_ е _ i 

Q. (s) = exp J А (е) de°exp j Dx (8) d t — 
0 0 

гладко зависящее от параметра е семейство потоков па <§. Вся­
кому полуизоморфизму Р модуля <$ канонически соответствует 
диффеоморфизм расслоения реперов R(E) (см. п. 4.2), для 
обозначения которого будет использоваться символ 
R(P) :R(E)^R(E). 

Пусть t6R и рб^(£)—репер, одним из результатов наших 
дальнейших вычислений будет инвариантное выражение для ка­
сательного вектора в «точке» R(Q.(0) (р) к кривой е>-> 
<->R(Qi(8))(p) в R(E) при наличии вырождений сколь угодно 
высокого порядка. 

Воспользовавшись формулой (3.10) из § 3 для дифферен­
циала хронологической экспоненты, получаем 

^Q^—zF'o-HMs), (i> 
t 

где Z, (1)(8)==A(e)+5AdQT(8)-—-DT(e)dt. • 
о 
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Обозначим 

^'4--)--=-|^rA(8)+jAc1Qx(e)-|r.£)..(e)dT> i — 1,2,.. 

В таком случае (см. (3.11) из § 3) 
t 

i z" ) ( 8 ) = | rA ( 6 ) +SA d^ ( e )^Sr^ ( s ) r f t + 
о 

t 

+ \ (ad ZV (s))oAd Qx (г) ~ Dx (e) dx = 

= Z r l ) + S(adZ^(B))4-:4 i>dt==zr i ) + (Z(,>*Z(V 

i где «« — операция хронологического умножения, сопостав­
ляющая произвольной паре нестационарных дифференцирований 

? A(, Bis абсолютно непрерывно зависящих от t, дифференциро-
» ' 
i вание (A*5)(=-\ А-, ----- 5Т dr. Заметим, что умножение «*»• 

о 
\ неассоциативно, однако справедливо следующее соотношение., 
\ более слабое, чем ассоциативность: А*(В*С) — В*{А*С) = {А*В — В*А)*С VA, В, С. 

Итак, 
f 4-Z^^Z{%ZV)^i+l\ i = l,2, . . . 

. (2> 
' Zl° (0) = — ^ А (0) + 5 Ad QT (0) - £ - D t (0) dr. 

Соответствие 6.->Qt(e) определяет гладкую кривую в простран­
стве нестационарных дифференцирований модуля <§.. В силу 
уравнения (1), эта кривая имеет смысл «правой угловой ско-

} рости» для кривой Et-*Q.(e) в группе потоков на g. 
со 

\ Пусть zr4e)^.S8 ; _ 1^"~Pa 3 , 7 1 0 3 K e H H e в РЯД Т е й Л 0 Р а - Систе-
ма (2) дает рекуррентные формулы для последовательного 
вычисления нестационарных дифференцирований &, используя 

I только поток Q((0) и высшие производные по в дифференциро-
f ваний А (е) и D,(s) в нуле. 

Обозначим 

А«-^А(Р), А(0 — 4--А(0). да1 w де,1 
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Имеем, в частности, 
t 

С?- А(,) + А(0), JAdQT(0)L>^dr + 
+ j fAdQ e(0) .D^de, A d Q . - ^ D i 0 d t + j A d Q t ^ D ^ d r . 

о Lo J o 
Чтобы получить компактную запись выражения для Qt при 

произвольном /, введем в рассмотрение специальную после­
довательность ПОЛИНОМОВ от неассоциативных переменных. При­
ведем соответствующие определения. Рассмотрим свободную не-
ассоциативиую алгебру со счетным числом образующих 
Ль %2,..., обозначим ееЩ(Яь Лг, • • • ) . Факторалгебра %{Ки Х2,...) 
.по идеалу, порожденному элементами a (be)—b(ac) — (ab—ba)c, 
a, b, cG%(%i,...) называется свободной хронологической ал­
геброй с образующими Xi, Л 2 , . . . . Обозначим эту свободную 
хронологическую алгебру буквой Л и введем в Л градуировку, 
положив deg Я,г = г, i = l , 2 , . . . (Подробности о хронологических 
•алгебрах, в частности, построение базиса свободной хронологи­
ческой алгебры см. в [4].) 

Зададим в алгебре Л дифференцирование я степени 1, опре­
делив его действие на образующих формулой: nXi=XiXi-\-h+\-
Интересующие нас полиномы имеют вид 

nft (ku . . ., %ц) — (я/г-1) \ . 
В частности, щ(Х1) = %и л-г^ь .̂ 2) —-"^I—-^Л + г̂» щ (̂ ,1, Л̂ , ^з)— 
=--- я (%i%г + Я2) = (А.1--Ч) Я2 + Ki (Л1 А,,) + 2-А,,.К2 + ^ 1 + h- Соответст-
•вде 

>.£-*[A('~,) + if AdQ.-(0)DV-'-] 

•однозначно определяет гомоморфизм свободной хронологической 
алгебры Л в алгебру нестационарных дифференцирований на 
М с операцией умножения «*». Имеем 

£ ? - пп( А(0) + ] Ad Q9 (0) D^dQ, . . . , Л*""5 + 

+ JAdQe(0)-D^dej, (3) 
о jt 

где полином пп рассматривается относительно умножения «*». 
(1оо 



Зафиксируем некоторый момент времени T6R, репер ро& 
£R(EXl))czR(E) и обозначим рг(е) — R(QT(&)) (po). Тогда 
s .-+рт(е)—гладкая кривая в R{E). Проведенные вычисления 
позволяют выписать явное выражение для касательной к этой 
кривой в точке pT{0)4R(E), даже если рт(0) является особой 
точкой данной кривой СКОЛЬ угодно высокого порядка-

Каждому дифференцированию D модуля <£ отвечает вектор­
ное поле R(D) на R(E), определяемое правилом: 

Пусть А —наименьший такой номер, что £* отлично от нуля 
в точке x06M. 

И З уравнения (1) без труда выводим 

Рг (8) = 9т (0) + 4 R (Ad QF' (0) IT) (?T (0)) + О <в*м). (4> 
Нетрудно получить рекуррентные выражения непосредственно 
для A d Q r ' W S i * ^ Обозначим 

оо 

Y\k) (г) =- Ad Q? (0) Zf (в), Y\l) (6) = 2 8wn'. 
где 

r i ^ A d Q r 1 ^ ) ^ . 
Воспользовавшись уравнением (2), получаем 

A A 7<ft) — 
де, dt - i ' ' ~ 

z< '^? z ' J + "57z' 
^ rf4+adD,(0))rf )—H 1 ) , (4 + adD,(0))Yrl + де, dt 

+ (^ + adD,(0))Yr,), 
^ + adD;(0))Y(ft) (0)=-£>(Д УГ(0)—Д(*_,). 

Как мы видим, уравнение для У\к) отличается от уравнения для 
Z\k) лишь тем, что вместо -т, используется оператор 

й + а-Д(0) . 
Для коэффициентов разложения Y\k) в ряд по степеням в 

получаются уравнения 

d
 + adD j (0 ) )T | ! - - [T , J 1 / J ^ ] + Di2>, ч2о = А(1) 

<̂  
и т . д. 
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Следовательно, 
_, t t t 

ц) -= wp j - ad .0 , (0) dx;A(0) + J exp f - ad E>e (0) dQD^dx; 
О О т 

н t t _ t 

-* = exp j — ad Dx (0) dtA(1) + J elcp f — ad E>e (0) d6 [ni, M'>] dt ; 
о о т 

и Т. д. 
Рассмотрим подробнее полученное выше выражение для £Й, 

представляющее t,h в виде полинома относительно хронологи­
ческого умножения «*»; при этом мы будем предполагать, что 
А не зависит от е, следовательно, E;oft = 0 при k~^2. 

Интегрирование по частям дает для произвольных А(, Bt: 
(A*B)t-(B*A)t = {AhBt}~-[A0,B0]. 

В частности, если -90 = 0, то А*В — В*А = [А, В]. Пусть x06.M, 
в силу равенства (4), для нас особенно важно уметь вычислять 
значение |* в точке х0 при условии, что Q обращаются в этой 
точке в нуль для г<&. Ясно, что это значение не изменится, 
если к дифференцированию е*|* прибавить произвольный ком­
мутаторный полином от &%\, i<_k. В этом смысле, описанная 
выше последовательность хронологических полиномов не яв­
ляется единственно возможной. Последовательности, отличаю­
щиеся от (3), приведены, в [3], [4] (см. также [2]). Сформули­
рованная ниже лемма позволяет обозреть все возможности. 
Пусть Л, как и прежде, свободная хронологическая алгебра с 
образующими 11, к2,. .., deg Kt = i. 

Операция коммутирования (a,b)*+(ab—ba), где a, 6GA, 
определяет в Л структуру градуированной алгебры Ли — тож­
дество Якоби легко выводится из соотношения а(Ьс)—Ь{ас) = 
,= (ab—Ьа)с. Эту алгебру Ли обозначим СИМВОЛОМ [Л] и поло­
жим, как обычно, (айа)Ь = аЬ—ba, Va,bGA. 

Л е м м а . Пусть L - подалгебра Ли в [Л], порожденная эле-
кентами я. (Я,!,. . . Д . ) , с.= 1, 2 , . . . , а'%— совокупность всех од­
нородных элементов степени к в 8. Тогда 

8s = Span{A,iA,i+A.2}l %+1 = n8A+(adl1)fift, k>2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что .8—это минимальная под­

алгебра Ли в [Л], содержащая А,- и выдерживающая дифферен­
цирование я. В пространстве [A]©Rn можно ввести структуру 
градуированной алгебры Ли, положив 

def • 
[я, а] — па, VagA, deg я = 1 

(тождество Якоби вытекает из правила Лейбница для диффе­
ренцирования я ) . В этом случае подалгебра Ли в [Л]Фкя, по­
рожденная элементами .11, я, совпадает с L©RiT, а однородная 
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компонента степени k ЭТОЙ подалгебры совпадает с Lh при k~^2. 
Утверждение леммы теперь вытекает из стандартных свойств 
алгебр Ли (см., например, [7], гл. 4, § 8). 

Рассмотрим отдельно случай, когда семейство дифферен­
цирований Ь((г) аффинно зависит от е (а А, по-прежнему, не 
зависит от 8), иными словами Dt (&) = At-{-e.Bt. В этой ситуации 
D ^ — Z ^ (&) = 0 при i > 2 , и мы вправе обозначить Zt^ — Zf 
Основные уравнения (1), (2) принимают вид 

d&Qt = Zt0Qh 
t t 

j&Zt^\\Z%/Zx\d%, Z.(0) = A+jAdQ t(0)5xdT/. 
о о 

Таким образом, кривая e.->Qt(e) является геодезической для 
некоторой правоинвариантной связности V на группе потоков, 
причем для произвольного абсолютно непрерывно зависящего 
от т. нестационарного поля Z- имеем 

i 

(4zxZx)t = $[Zx,Zx)dx. 
о 

З а м е ч а н и е , Строго говоря, правоинвариантные связности 
и их геодезические были определены выше только для конеч­
номерных групп Ли, Однако использованные при этом формаль­
ные соотношения без всяких изменений переносятся на группу 
потоков. Кривая е •-> Qf (e) и ее разложение получают при этом 
прозрачную геометрическую интерпретацию. 

Искомая нами связность уже определена «на диагонали», 
чтобы однозначно определить ее везде остается подобрать кру­
чение. Если потребовать выполнения равенства Ту=0, то для 
произвольных нестационарных абсолютно непрерывных полей 
At, Во 

i 

(VAXBX)( = j [Ax, Bx] dx + \ [A0, B0]. (5) 
о 

При этом кривизна JRy (At. i-Ч) == - ad [£0, A-]. 

Рассмотрим подробнее геодезический поток на группе пото­
ков, определяемый связностью V. 

П р е д л о ж е н и е . Пусть At — нестационарное дифференци­
рование на €, абсолютно непрерывно зависящее от t, Q / - • 
поток на <2. Тогда существует единственная геодезическая 
st-^Q^e) связности V, удовлетворяющая условиям Qt (0) = Qt, 
jr-Qity^AtoQ^. Эта геодезическая определяется формулой 

Юз 



Qt(E) = eeA'oexp j eAxdt°Q°. 
о 

To, что приведенное выражение действительно определяет гео­
дезическую СВЯЗНОСТИ V, следует из проведенных выше рассмот­
рений. Единственность мы докажем несколько позже. 

Обозначим Q((e,A) правую угловую скорость геодезической 
_ t 

Qt (8)-б~л-оехр j aXxdx, j& Qt (e).= Q, (s, A)°Qt (e). 
о 

Из равенства (1) следует, что 
t 

Qt (s. A) — A0 + j Ad Qx (a) Axdx. 
о 

Из формулы вариаций прямым вычислением выводится тож­
дество 

•2.(61+82, A ) = a ( 8 l , Q (62, A ) ) . (6) 
Оказывается, это важное свойство сохраняется, если скаляр за­
менить на скалярную функцию от t. Более точно, пусть и : R{to} 
->-R— абсолютно непрерывная функция. Положим 

_ 1 t 

Qt(u) = е-^с-ехр ]"«(-•) Axdx, Qt(u, A ) = UQA0+j AuQt (u) Axdx. 
о .j 

Тогда 
Qt (И.+ v, A) = Qt (a, Q (v, А)), У a, v, A. (7) 

Последнее тождество также является прямым следствием фор­
мулы вариаций. Оно выражает тот факт, чсо соответствие и.-»-
I-.- Q (и, •) определяет (нелинейное) действие аддитивной группы 
{«} — R©L°°(R) в пространстве абсолютно непрерывных по t 
нестационарных векторных полей. 

Мы воспользуемся тождеством (6) для доказательства един­
ственности геодезической с данными начальными условиями. 
Собственно, мы должны доказать единственность решения зада­
чи Коши для уравнения 

t 

§Vt(e) = fj[Vx(s),Vx(e)]dx, V.(0) — .A,. (8) 
о 

Пусть V. (б) —некоторое решение; достаточно установить, что 
-з—£2/ ( — е, V (s)) = 0. Поскольку, очевидно, V-(е) зз А-, то доста-
точно доказать равенство ------- Qt (—- в, V (e))s=0. Обозначим 
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со, (s) = ~ Qt {— е, V (8)) = e-EadA»oexp j — e ad Vx (e) dti-", (e) 
о 

и 
_ * 

И; (8) = -3-<-adA-oeXp j — 8 ad V.t (8) d t V , (8). 
о 

Дифференцирование хронологических экспонент приводит 
к тождествам 

_ - С О = С0 — 8 [03, СО], СО 0 (8 )= - .А 0 

и 

d г ' 1 
— © = [©, со] 

Следовательно, 

Соотношения, полученные в настоящем параграфе, находят 
приложения при исследовании гладких управляемых систем. 
Для этого используется слегка упрощенный вариант развитой 
здесь теории, при котором вместо семейств дифференцирова­
ний D<(e), А (в) модуля <3 рассматриваются семейства вектор­
ных полей на М. Мы завершим параграф описанием инва­
риантных коммутаторных выражений для высших вариаций 
управляемой системы. 

Рассмотрим систему 
.p--=po/,(M), ае-R*. pelsoM. (9) 

Здесь ft (ti) — бесконечно дифференцируемо зависящее от «6R'" 
семейство нестационарных векторных полей на М. Допустимыми 
управлениями называются элементы пространства I » [0, Т] огра­
ниченных в существенном измеримых r-мерных вектор-функций на 
[0, Т). Предполагается, что все нестационарные поля вида 
ft(u(t)), w(")6L£-[0, Г] являются полными. __ 

Зафиксируем некоторое допустимое управление u(-)QLL[0,T] 
и введем обозначения 

k раз 

_ t 

/•>,-= ехр \fidx. 

\ СО + 8 [СО, СО] d T , СО •[•А>.-°1 

дА 
со = 0 . 
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Возмущение Начальных условий посредством векторного поля 
eAgDerM и возмущение данного управления и(^) посредством 
управляющей функции ev (t) приводит к семейству 

t 

Qt(e) = ееД°ехр j / т (и (х) + sv (t)) dt. 
о 

Воспользовавшись проведенными ранее вычислениями, получим 

AQ ( = = Z
( 1 )(8)oQb Q,(0) = p,-

Причем коэффициенты разложения угловой скорости Z}I)(e)Bpfl« 

Тейлора по степеням е, Ztl) (е);---.^е/г_1£Д имеют вид (см. (3)): 

£,*----«*( А+ f Adp6^(9)7 d0..., f Adp9^(e) ?ed8 I, (10) 
\ 0 0 0 / 

Выражение (10) однородно (степени однородности k) зависит от 
возмущения (A,t)(.)). Отображение 

(A, -о (• ))*п J А + j Ad^e^(e) /ede,. .., j Ad pe«* (6) /ed0 J 

называется А-й вариацией управляемой системы (9) «.вдоль 
в (О». 

Разумеется, можно выписать и соответствующие выражения 
для V = Adp."1^*. 
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