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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК 

В МОСКОВСКОМ МАТЕМАТИЧЕСКОМ ОБЩЕСТВЕ 
СООБЩЕНИЯ МОСКОВСКОГО МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБЩЕСТВА 

ЕЩЕ ОДНО УСЛОВИЕ УСЛОВНОГО ЭКСТРЕМУМА 

А. А. А г р а ч е в 

Хорошо известны трудности характеризации точек условного экстремума в слу­
чае, когда ограничения не являются независимыми. В настоящей заметке формулирует­
ся необходимое и достаточное условие, учитывающее, с одной стороны, подход А. А. Ми­
лютина [4], а с другой — результаты работ [1, 3]. Рассматривается только конечномерная 
-ситуация, где суть дела не затемнена функционально аналитическими подробностями» 
Я благодарен А. В. Арутюнову, обратившему мое внимание на то, что было бы инте­
ресно иметь подобное условие. 

1. Пусть V — конечномерное вещественное векторное пространство. Обозначим 
через ЗР (V) пространство всех вещественных билинейных симметричных форм на F , 
а через S2 (V) — симметрическое произведение V на себя. Произвольное g e ^ ( F ) 
можно рассматривать как линейную форму на S2 (V), так что *S2 (V) = ЗР (V)*. Каждому 
g e ^ ( F ) отвечает число ind q — максимальная размерность подпространства в Vy 
на котором отрицательно определена квадратичная форма v н-> q (v, v), а также простран­
ство 

ker q = {v 6= V | q (и, V) = 0}. 

Пусть С с V — выпуклый многогранный конус (с вершиной в нуле), через С 
обозначается, как обычно, его поляра, С° С V*. 

О п р е д е л е н и е . Произвольное линейное отображение ср: V —* ЗР (М) назы­
вается регулярным на С, если 

Ф (С)° П S2 (ker ф (и)) = 0 V* e С \ 0. 

Используя теорему Сарда, нетрудно доказать, что среди всех линейных отображений 
У в ЗР (М) отображения, регулярные на данном многогранном конусе, образуют открытое 
шсюду плотное подмножество. 

2. Пусть / е С2 (UN; (Rn), / (0) = 0 и i£ С Rn — выпуклый многогранный конус 
с вершиной в нуле. Обозначим через f'0: RN —» Кп дифференциал / в нуле, а через f'Q: 
ker f'Q X ker fQ —> Rn — сужение второго дифференциала на ядро первого. Таким обра­
зом, /0 — линейное, а /0 — билинейное симметричное отображения. Пространство К71 

состоит из векторов-столбцов, a Un* — из строк; если г|э е DRn*, то 
i | 5 / 0 e ^ ( k e r / ; ) . 

IB ведем обозначения: 

¥ = Z ° n ( im/^) 1 , r = d i m ¥ , Чг = {г|э е= ¥ \ 0 | ind -ф f"Q < г}. 

Т е о р е м а . Предположим, что г > 0, г (г — 1) ^ JV — п и отображение г|) (-• 
«-> г|5/0, г|з е IRn*, регулярно на Т. Тогда следующие утверждения эквивалентны: а) / (О0) f] 
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Г) К = 0 для некоторой окрестности О0 нуля в (R ; б) / (О0 \ 0) П К == 0 &ля неко­
торой окрестности О0 нуля в \RN; в) Т г =̂= 0 u max г|)/о (и, и)^.0 Va e ker /„. 

3. Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через П максимальное подпространство 
в конусе im / ' + К, и пусть л: Кп —» К?г/П — каноническая факторизация. Тогда я (К) — 
острый многогранный конус. Пусть S = {и <= ker / || и \ = 1} — единичная сфера 
в ker /0. Введем отображение р: S -* Кп/П, положив р (и) = л/ (и, и), и е 5. Из ре­
гулярности отображения а|? ь->. i|)/ на конусе W = я (Х)° можно вывести, что р трансвер-
сально конусу я (К) (определение трансверсальности отображения выпуклому множеству 
см. в добавлении к [2]). В свою очередь, если р трансверсально л. (К), то, как нетрудно 
показать, каждое из утЕсркдений а), б) эквивалентно соотношению 

(1) р (S) n я (К) = 0 . 

В то же время утверждение в) эквивалентно соотношению 

(2) р (S) П int (% + л (К)) = 7). 

Дальнейшие рассуждения следуют тому же плану, что и доказательство предло­
жения 2.1 из [2]. Прежде Есего, из доказательства леммы 2.3 упомянутой работы выте­
кает, что в условиях теоремы int Wr =f= 0 . Для доказательства теоремы остается пока­
зать, что из (1) следует (2). 

Предположим, что равенство (1) выполняется, а (2) нет. Тогда найдется такое и0 е Sr 
что 

р (щ) <ЕЕ int (Т° + л (А')) 
и 

(р (и) — ар (uQ)) ЗЁ л (К) Vcc £Е [0, 1), и s S. 
В этом случае существует такое г|з е л (А)0 \ 0, \[р (и0) > 0, что и0 является критиче­
ской точкой функции \|:/), и гессиан функции \\р в точке и0 имеет индекс меньше, чем г = 
= dim (Кп/П). Вспоминая, что г|)р есть сужение на S квадратичной функции и н-> 
н-> г|з/0 (и, и), получаем ind гр/ < г. Итак, if G ? r П " (^0°- Следовательно, для любого 
ненулевого г/ GE int (¥*r + л (А)) имеем г['г/ < 0. Последнее противоречит неравенству 
Ч>Р Ы > 0. Н 

Удобство приведенной теоремы состоит в том, что как формулировка, так и дока­
зательство опираются лишь на элементарные факты выпуклого анализа. Главный недос­
таток очевиден: для проверки условия экстремума приходится рассматривать максимум 
семейства квадратичных форм, а это, в отличие от самих квадратичных форм, очень слож­
ное образование. Однако более основательное исследование квадратичного отображения 
u>->f0(u, и) требует гораздо более сильных средств (см. [2]). 
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