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УДК 514.763.637+514.154 

КВАДРАТИЧНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 
В ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ 

А. А. Аграчев 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

1. Пусть М — дифференцируемое многообразие с выделенной 
точкой |x06M и fo({mu}) —гладкое векторное поле на М. Полю f 
отвечает кривая на М — решение дифференциального уравне­
ния а£\ =fo(nO с начальным условием ц,(0)=ц0. Пусть 
g({mu}) —еще одио гладкое векторное поле. Возмущая поле f0 с 
помощью полей, пропорциональных g, получим новые кри­
вые— траектории уравнений вида 

4£~/o0*)+«(-)g(i-) a) 
с тем же начальным условием (х0. В качестве и(т) можно 
брать произвольную локально суммируемую функцию, но коль 
скоро такая функция выбрана, уравнение (1) (вместе с на­
чальным условием) однозначно определяет траекторию ц(0, 
f.3R. Возникают отображения Ft :«(•)•-»• \i{t) пространства 
функций в многообразие М. Отображения довольно замыслова­
тые: в то время как скорость каждой траектории, проходящей 
через точку ц,<Ш, лежит в одной и той же аффинной прямой 
fo(ii)+ug({mu}), u6R, совокупность точек всех траекторий может 
образовывать множество сколь угодно большой размерности; 
как правило, образ отображения Ft имеет непустую внутрен­
ность в М. 

Можно рассмотреть более общую ситуацию, заменив 
f0(H)+ag({mu}) на произвольное семейство f{\i, и) векторных по­
лей на М, гладко зависящее от иб.7, где [/ — некоторое глад­
кое многообразие. 

Снова определены отображения Ft: u(-)^\i(,t), где 
-•{mu}(t)---./(ii(*),a(^),. li(q)- lv' (2) 

Однопараметрическое семейство отображений Ft, />0, мы на­
зываем гладкой управляемой системой. 

Согласно принятой в этой работе точке зрения, теория опти­
мального управления состоит в изучении эволюции образа и 
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множеств уровня отображений Ft с ростом параметра t. Здесь 
проводится только локальное исследование — изучается поведе­
ние отображений Ft вблизи фиксированной критической точки 
«(•) (легко видеть, что любая точка, критическая для F., кри­
тична также для всех Fx, 0<x<t). 

Взгляд на управляемую систему как на семейство отобра­
жений ц(.) -+|и,, ^ 0 , восходит к основополагающим работам 
Л. С. Понтрягина, В. Г. Болтянского, Р. В. Гамкрелидзе и 
Е. Ф. Мищенко, подытоженным в книге [14]. В работе [11] яв­
но сформулирован геометрический подход к оптимизационным 
задачам, при котором оптимальность в том или ином смысле 
траектории n----.,FT(u(-)), 0{le}T{le}f, интерпретируется как при­
надлежность точки ц,( границе образа Ft или некоторой моди­
фикации этого отображения. Если речь идет о локальной опти­
мальности, то рассматривается сужение Ft на малую окрест­
ность и (•). 

Ключевой результат классической теории — принцип мак­
симума Л. С. Понтрягина — дает необходимое условие опти­
мальности, полученное при помощи линеаризации системы (2) 
по переменной ц вдоль траектории \ix. Этот принцип оказался 
очень эффективным орудием для решения задач оптимального 
управления. Тем не менее, во многих задачах, в первую оче­
редь, для важных в приложениях систем, обладающих т. н. 
особыми экстремалями, применение принципа максимума ока­
зывается недостаточным для выявления оптимальных траекто­
рий (см., например, [10]). Для исследования таких систем уси­
лиями многих специалистов были найдены различные дополни­
тельные условия оптимальности, учитывающие приближения 
более высокого порядка, прежде всего второго. В рамках гео­
метрического подхода условиями оптимальности высокого по­
рядка, начиная с середины 70-х годов занимались также 
Р. В. Гамкрелидзе и автор. Для того, чтобы добиться настоя­
щего понимания, пришлось основательно перестроить язык те­
ории и значительно расширить постановку задачи (см. [3]—-
[7])..Важным моментом в начале этой деятельности явилось 
знакомство с работой [18]. 

Интуитивно ясно, что строгая локальная оптимальность 
траектории {mu}x=Et («(•)) — это почти то же самое, что изолиро­
ванность точки й(-) на множествах уровня -Р-Т1 ({mu}t)- В настоя­
щей работе предпринято изучение локальной структуры мно­
жеств уровня E.T1 (}!,)• традиционный вопрос о, том, лежит ли 
точка р".* на границе или внутри образа малой окрестности а(-) 
при отображении jFt, вкладывается_в задачу вычисления относи­
тельных групп гомологии H* (-РГ1 (l~<)5 FT1(l--<)\«(")). 

Классическими примерами и образцами являются регуляр­
ные вариационные задачи. Стандартная вариационная задача в 
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R" с интегральным функционалом 
т 

/==^ф(„(т), -^— )d * , Ф>0, 
О ' ' 

и краевыми условиями x(0)=--x0, л;(Т)----.л;г, по существу, экви­
валентна управляемой системе 

F9 :a(-)~x(e), г д е Ж^ц^Щ-
t 

В самом деле, замена времени 0 (t) — J ф 1.x (re)', —z-J dtt при-

водит к гомеоморфизму множеств уровня FQ1 (хг) и 1~1 (е) 
При таком гомеоморфизме критические точки отображения Fe 
переходят в критические точки (экстремали) функционала I. 

Кроме того, при разумных ограничениях на ср оказывает­
ся, что: 

минимум функционала-*-*-*!—граничная точка 
/ равен 0 образа Fe. 

Важнейшую информацию о поведении функционала / в ок­
рестности фиксированной экстремали x(.) дает вторая вариа­
ция (гессиан / в *(•))• Д л я регулярных задач вторая вариа­
ция является интегральной квадратичной формой конечного 
индекса, причем индекс этой формы полностью определяв* по­
ведение функционала / вблизи х (.). 

Аналогом второй вариации для общей управляемой системы 
является гессиан отображения Ft в критической точке "(•)• 
Однако, в отличие от регулярной вариационной задачи, возни­
кающие квадратичные формы обычно оказываются сингуляр­
ными, и, что даже более существенно, гессиан является, вооб­
ще говоря, не скалярной квадратичной формой, а векторным 
квадратичным отображением! Причем эти эффекты возникают 
не в каких-то патологических случаях, а для совершенно ес­
тественных систем: например, когда f(\i, и) =fo(|x) +ug(\i), 
u6R, fo(M-). £(1--)—левоинвариантные поля на полупростой 
группе Ли. Явления такого рода сильно обогащают предмет по 
сравнению с классической ситуацией, и существенной частью 
исследования становится изучение топологии квадратичных 
отображений. Однако, прежде, чем описывать полученные ре­
зультаты, необходимо уточнить исходные понятия. 

2. На протяжении всей работы гладкость означает беско­
нечную дифференцируемость, а кусочно-непрерывные и кусоч­
но-гладкие функции вещественного аргумента считаются непре­
рывными слева; группы гомологии (когомологий) везде, где не 
оговорено противное, есть группы сингулярных гомологии (ко­
гомологий) топологического пространства; утверждение о том, 
что типичный элемент данного топологического пространства 
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обладает неким свойством, означает, что это свойство выпол­
нено для всех элементов некоторого открытого всюду плот­
ного подмножества. 

Пусть М, U — гладкие многообразия размерностей d и г со­
ответственно, ц0вМ и (г—>•/, (|j,, и)—гладко зависящее от uGU 
и кусочногладко от /GR семейство гладких векторных полей 
на М. Таким образом, ft(\x, i^TJA Vfx&M, u&U, t&R. Многооб­
разие M называют фазовым пространством, a U — множест­
вом управляющих параметров. 

З а м е ч а н и е . Как правило, в теории управления рассмат­
риваются множества управляющих параметров более общей 
природы, чем гладкие многообразия. Методы настоящей работы 
вполне приложимы в случае, когда U — многообразие с краем 
и «с углами». Они рассчитаны на такие приложения, но суть 
дела, на наш взгляд, лучше видна в чисто гладкой ситуации. 
Встречаются также задачи, в которых f,(\i, и) недифференци-
руемо зависит от р,, к таким задачам наши методы принципи­
ально неприменимы. 

Через L»([0, f\; U), как обычно, обозначается совокуп­
ность всех таких измеримых кривых u(x)&Ut тб[0, t], что мно­
жество и ([0, £ ] \ Г ) с : £ / компактно для некоторого (зависяще­
го от «(•)) подмножества меры нуль r{subset}[0, t]. Легко видеть, 
что Lco([0, t], U) — банахово многообразие класса СМ, модели­
руемое на L,L[0, t]. 

Пусть «(•)eL tr.([0, / ] ; U). Рассмотрим дифференциальное 
уравнение 

•^ • -Л( [* ,« ( - - ) ) , *e[<U] (з) 
с начальным условием \i(Q) ~ц0. 

Решение такого уравнения, вообще говоря, не определено 
на. всем отрезке fO, t]. Чтобы избежать подобных затруднений, 
предположим выполненными следующие условия: 

. Многообразие М вложено в евклидово пространство Rw в 
качестве гладкого подмногообразия и, одновременно, замкну­
того подмножества; в частности ft(\i, u)6T]iMc:TrLRN=Wr. Для 
любых Кши, t>0, найдется такая константа ct(K), что 

|Мц, u)|{le}c((K)(l + | p | ) при ибК, те[0, t], tiGMcrR^ 
Сделанное предположение, очевидно, обеспечивает продол­

жимость решений уравнений вида (3) на весь отрезок [0, t], 
Определим отображение E ( :L„ ( [0 , t]; U)-*-M, положив 
Ft(w(-))==M'(07 гДе M-(+), 0{le}T.{le}£, удовлетворяет дифференци­
альному уравнению (3), р,(0)-=(io. 

Нетрудно показать, что Ft — бесконечно дифференцируемое 
отображение. Критические точки отображения Ft по аналогии 
с классическим вариационным исчислением называются экстре­
малями. 
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Зафиксируем некоторую точку Й(.)6М[0, *]; U), пусть н^--
=-F,(«(.)). 

Нас интересуют следующие вопросы: 
I) Верно ли, что j^e in t ' / ^^ -^ ) для любой окрестности О-

точки я(-) в -Loo ЦО, .*]; 17)? 
II) Что МОЖНО сказать о топологии пересечений множества 

уровня FT1 («(•)) c малыми окрестностями точки и(-), в первую 
очередь, о группах гомологии 

яДр^Ы-^ЫМО))? 
Если Ъ{•) — регулярная точка отображения Ft, то, согласно-

теореме о неявной функции, найдутся такие локальные коор­
динаты Q:tf~(-){to}LJo[0, t] и ф:0(хГ->'К-', определенные в неко­
торых окрестностях точек. и(.)е1-о([0, <-]; U) и ^б-М, что 
Ф.̂ оФТ'-̂ юДО. i]{to}R<--— линейное сюръективное отображение. Сле­
довательно, ответ на вопрос 1) положительный. Множество уровням 
FT1 (&) вблизи «(•) устроено совсем просто: Er1 (i-Ofl 0~^ диф-
феоморфно подпространству коразмерности d в L4 [0, ^], в част­
ности, Hi (Er'G.O. F r 4 ^ ) \ " ( - ) ) = ° > i>0. 

Предположим теперь, что «(•) —экстремаль и, кроме того, и(т) 
кусочно гладко зависит от тб[0, t]. Обозначим через Ft диффе­
ренциал отображения Ft в точке и(-), тогда F'^.T-^L^; t\\ U)-> 
->F~M—-линейное отображение. Касательное пространство 
Т~, ^«([O. t]\ U) состоит из всех таких измеримых ограничен­
ных в существенном кривых v(x), 0<т<г , в TU, что 
f i^GT-^U Vt6[0, t]. Каждое из пространств T~{x)U, 0<x<t, 
изоморфно Rr, причем изоморфизмы Ii'-T~{x)U->#г можно, ра­
зумеется, выбрать кусочно гладко зависящими от t. Получается 
изоморфизм v(x)v-+I%v(%), t€[0, t], пространств T-^L^^O, t]; U)-
и 7«[0, t]. Поскольку экстремаль й(-) в дальнейшем фиксиро­
вана, удобно, в целях упрощения обозначений, зафиксировать раз 
И навсегда некоторый изоморфизм пространств Т^Ь^ЦО, t];U) 
и -С [О, t], и в дальнейшем вообще не различать эти про­
странства. В частности, мы будем писать 

Тот факт, что Ъ(-) экстремаль (критическая точка отображения. 
F,). эквивалентен соотношению 

8* -}*-" 
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Пусть .Ц,[0, *].--.kerE.—ядро, a r^M/ im E;== coker F^ - -
коядро отображения Ft в точке и(-). Обозначим через Ft гес­
сиан отображения Ft в точке и(-), тогда 

F]: ker F't X кег .К -> coker F't 
--симметричное билинейное отображение (см. [1, § 1]). 
• 3. Ответы на вопросы I), II) мы будем искать, изучая квад­
ратичное отображение v(-)^F't(v(•), v(•)), o(-)6kerE<. В слу­
чае, когда dim coker E.J = 1, это квадратичное отображение 
является, по-существу, вещественной квадратичной формой. Ес­
ли, вдобавок, квадратичная форма оказывается знакоопреде-
ленной на некотором подпространстве конечной коразмерности 
в кег/7/, то для ответа на интересующие нас вопросы достаточ­
но найти ее индекс инерции (см. [1, § 1]). В действительности, 
однако, ЭТИ замечательные свойства очень часто не выполня­
ются. Чтобы не быть голословным, приведу характерный при­
мер. 

Предположим, что на М определена структура полупростой 
группы Ли с алгеброй Ли 3JJ, причем цо=е— единичный эле­
мент в М. 

Рассмотрим управляемую систему на М, определяемую 
.дифференциальным уравнением 

•^=/o(!- ') + "(t)g([x), ц(0) = е, K(t)eR, 0<*<г., 
где /о(И), g(\i) —левоинварйантные векторные поля на М. По­
ложим й(т) =0, 0{le}T{le}/. 

Пусть a=f0(e), b=g(e) —элементы алгебры Ли Ш=ТеМ-
Вместо отображения Ft : u(-)-+ii(t) удобно рассматривать эк­
вивалентное ему отображение • 

Qt:u{')^e~ia]x{t). 
Легко видеть, что Gt(0)=e, пусть O^Lco [0, t]{to}~t, Oj:ker С?.. X 
XkerQt-ycokerС?*'—дифференциал и гессиан отображения Ot 
в нуле. Несколько позже, в § 2, будут получены явные выра­
жения для производных сколь угодно ВЫСОКОГО порядка произ­
вольной гладкой управляемой системы. Пока же приведем нуж­
ные нам формулы без обоснования 

t 

С?;-т» С•) == J e~a—6t; (rt)tirt, V-o(.)eLoo[0, i], (4) 
о 

( 1 4 
: GvC-'-O). "°2(•)) — ,[ [e^abvx{$)№,e™iabv2{x) 

о Lo 
v"i(-)> «2(-){in}kera;; 
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квадратичные скобки [•, •] обозначают, как обычно, коммута--
тор в алгебре Ли Ш, и (adna)6= [a, (adn'' ,a)6], п=1, 2 , . . . 
. . . , (ad°a)6 = &. 

ИЗ (4) следует, что im G/==span{l(adna)&|n=--0 , 1, . . .} . 
Предположим, что а — регулярный элемент полупростой алгеб­
ры Ли Ш. Пусть На — подалгебра Картана, содержащая а, и 
<•, •>—форма Киллинга на ОТ. Поскольку <На, adnab>=0 
Vn>0, а сужение формы Киллинга на Яа невырождено, то 
dim (#enimG.').{le}l. Следовательно, dimcoker G/rs-rankffll—1„ 
где, no определению, rank£Ш-= dimЯ„. 

Таким образом, для любой алгебры Ли ранга не меньше 
трех Qi" заведомо является векторным (не скалярным) били-
нейным отображением. Кроме того, его скалярные проекции 

- Г " - . " 
•ф\ (Vi (•), щ (•)) = J -ф j etotobvi (9) dQ, e™6abv2 (x) dx, 

о Lo 
где ij>G(im G/)--, являются вполне непрерывными формами, и 
ни о какой знакоопределенности думать не приходится. 

Возвратимся к общему случаю. Разумным условием невы­
рожденности билинейного отображения Ft" является требова­
ние, чтобы нуль в пространстве cokerE/ не являлся критиче­
ским значением отображения 

•o(.)~F't (v (•)•'»(•))- г>(.)екегР;\0. (5) 
Если dimcokerF-;----1, и Ft— вещественная билинейная форма, 
то это условие невырожденности эквивалентно обычному условию 
kerE*=0. Однако в случае dim coker F.. > 1 невырожденность 
F] вовсе не влечет невырожденности всех скалярных форм <pE<. 
96(imF<)x\0 (последнее означало бы, что отображение (5) вообще 
не имеет критических значений). 

Если F] невырожденно в указанном смысле, то конус 
{-"(jker E) | Z7/(о, v) — 0} неплохо аппроксимирует множество 
уровня Er1 (и-,) вблизи точки а(-), а естественным «квадратичным» 
аналогом вопроса 1) из пункта 2 оказывается вопрос о том* 
является ли квадратичное отображение v(-)f-+F"t(v(-), v(-)) 
существенно сюръективным (см. [1]). 

Спаривание произвольных вектора х£ГцМ и ковектора IQT^M 
мы обозначаем просто gx (как произведение строки на столбец). 
Таким образом, для любого ipGOmE^C-T-M выражение tyFl 
представляет собой вещественную квадратичную (----симметричную 
билинейную) форму на kerE,\ Важнейшим инвариантом про­
извольной вещественной квадратичной формы q является ее 
индекс инерции ind q — целое неотрицательное число либо + оо . 
Для векторного квадратичного отображения F] роль индекса 
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играет функция 4lj.{to}ind.-|>FV, ^e(imF,.)-L\0, принимающая целые 
неотрицательные значения и + • » . В работе [1] показано, как 
c помощью этой функции выявлять различные свойства отобра­
жения F]. Однако, чтобы успешно применять методы упомянутой 
работы, необходимо иметь гибкие явные формулы для indt|,F,-, 
Описанию таких формул посвящен § 3. Перед этим, в § 2, мы 
приводим одно специальное представление разложения Тейлора 
отображения Ft, из которого, в частности, получается инвариант­
ное выражение для F]. Общее исследование квадратичного 
отображения ti (•).-+ F] (V (•), v (•)) завершается в § 4, а § 5 
посвящен конкретным вычислениям для некоторых специаль­
ных классов систем. 

В заключение я выражаю благодарность моему учителю 
Р. В, Гамкрелидзе за постоянную поддержку и внимание к 
этой работе. 

§ 2. ВАРИАЦИИ УПРАВЛЯЕМОЙ СИСТЕМЫ 

1. При работе с гладкими управляемыми системами (как и 
во многих других случаях) удобно использовать следующую 
операторную символику. 

Точка \i&M отождествляется с гомоморфизмом Ф—>-Ф См.) ал­
гебры C--(M)' в R. Диффеоморфизму Ф : М-+-М соответствует 
автоморфизм Ф* : ф(-)->-ф(Ф(.)) алгебры СХ(М); значение 
Ф(ц) диффеоморфизма ф в точке ц на операторном языке за­
писывается в виде ц-Ф*— композиция автоморфизма и мульти­
пликативного функционала (которая снова является мульти­
пликативным функционалом). В то же время, операция компо­
зиции (Фь Ф2)~->-Ф2-Ф1 превращает совокупность всех диффео­
морфизмов в группу, обозначаемую DiffM. Заметим, что (Фз° 

* 
°Ф1)=Ф1*°Ф2*, нетрудно показать, что любой автоморфизм ал­
гебры C-„(M) имеет вид Ф* для некоторого (DGDiU M, так что 
соответствие Ф-.-Ф* устанавливает изоморфизм группы DiffAf 
и группы автоморфизмов алгебры Со-(М). Гладкие векторные 
поля на М отождествляются с дифференцированиями алгебры 
СиЩ), т. е. R-линейнымн отображениями X; CM(Af){to}C.-„(.M), 
удовлетворяющими правилу Лейбница: 

X (ФгФа) — (X<Pi) Фг + Ф1 (X<P2) VViV&C* (Щ. 
Коммутатор [X, Y]=X°Y—Y°X превращает пространство 

всех гладких векторных полей в алгебру Ли, обозначаемую 
DerM. Значение векторного поля X в точке цШ (касательный 
вектор к многообразию М в точке ц-У записывается в виде 
{mu}°X. Символом Т^М, как обычно, обозначается касательное про­
странство к многообразию М в точке ц — для нас это про­
странство всех R-линейных функционалов £ на СЖ(М), удов-
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летворяющих условияю -gОфхфг) — (|ф1)Ф2(М<)+ф1(|-1) (1ф2)- Сим­
волом Ad®, где <peDiff.M обозначается внутренний автомор­
физм Ad© : Х^- Ф*=^ф*--1 алгебры DerJW, a.символом ad У, 
где yeDerM, внутреннее дифференцирование adT:Xi-> [Г, X1] 
той же алгебры Ли, X6Der M. 

Пусть N — еще одно многообразие класса CN, и Ф : M-*-N — 
диффеоморфизм. Символом Ф.: Der M{to}Der N обозначается 
дифференциал отображения ф, а символом Ф.й: TJA-*-T<b '^N, 
где ц,бМ, — соответствующее линейное отображение касатель­
ных пространств — оно определено для любого гладкого ото­
бражения, а не только для диффеоморфизмов; если ФЮШМ, 
то ©.«Ad©*-1. 

В алгебре C„ {M) вводится1 топология Уитни — топология 
равномерной сходимости производных любого порядка на ком­
пактах. Топологию Уитни можно задать с помощью семейства 
полунорм ||-ЦА, к, k^Q, КшМ, где полунорма ||-||-,,ж определяет 
топологию равномерной сходимости всех производных до по­
рядка k на компакте К. Полунормы ||-||л,г, в отличие от зада­
ваемой ими топологии, не определяются однозначно многооб­
разием М и могут быть выбраны многими способами. В даль­
нейшем считается, что такой выбор произведен и полунормы 
фиксированы. Для произвольного векторного поля X6DerM 
положим 

II AT IU.̂ J- =-= sup {|| .ЛГф ||ft, - 11| Ф 11*+,. - = 1>, k = 0. Кем. 
Диффеоморфизмы и векторные поля определяют непрерыв­

ные линейные операторы в пространстве Фреше С„(М), а точ­
ки и касательные векторы — непрерывные линейные функци­
оналы. В пространстве .^(C™ (-M)) всех непрерывных линейных 
операторов в М и пространстве С«,(М)* всех непрерывных ли­
нейных функционалов на М вводится топология поточечной схо­
димости: последовательность А^2?(С„{М))~, 1—1, 2... (соот­
ветственно, a.GCo-(M)*) в том и только том случае сходится к 
АЬ2{С„{М)) (aeCCM)*), когда Л,<р->-Лф (а.(ф)-^а(,Ф)) УФ6 
6С„(М). 

Пусть ф,, £6R — однопараметрическое семейство элементов 
из Сос(М), оно называется измеримым, если У|абЛТ скалярная 
.функция t—>-ф<(jx) измерима; измеримое семейство называется 
локально интегрируемым, если 

и. 
jlKII*,jr<fr< + <» Пи t£R, k>0, Кем. 
и 

Легко видеть, что для локально интегрируемых семейств ф, 
tt t, 

функции j^d t rp , -* - |ф--(р,)Л, ц&М, принадлежат GM (M). 
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Семейство ф„ tgR, называется абсолютно непрерывным, если 
существует такое локально интегрируемое семейство ¥.., что 

Ф<=—-ft. + J .̂V-fo. Воспользовавшись сепарабельностью С№(Щ, 
t* 

можно доказать также, как и для скалярных функций, что для 
почти всех t 

t 

о 

Для однопараметрических семейств A,, ĜR. операторов из 
2?{С„,{М)) понятия измеримости, непрерывности, дифференци-
руемости, локальной интегрируемости, абсолютной непрерыв­
ности определяются требованием, чтобы У(рбС*,(М) семейство 
Л.ср обладало соответствующим свойством. Тот факт, что "ло­
кально интегрируемое семейство можно интегрировать, а диф­
ференцируемое дифференцировать, а также справедливость 
формы Лейбница 

£№,)-[£ А ^ + А^В,) 
доказывается с помощью теоремы Банаха — Штейнгауса (бо­
лее подробно обоснование основных операций анализа для та­
ких семейств см. в [4], [5]). Аналогично для однопараметриче­
ских семейств линейных функционалов из С^^М). 

Семейство А(, tfGR, называется абсолютно непрерывным, если 

оно представимо в виде Л, = Л,0+ \Bxdx. Имеем 4iAt=Bt для 
о dt 

почти всех t. 
Локально суммируемые семейства X,6DerM, iGR, называются 

нестационарными векторными полями на M, а абсолютно непре­
рывные семейства Ф*, где Q^DiffM, Z.6R, удовлетворяющие 
условию Ф- —id,—нестационарными потоками на М или просто 
потоками (символом id обозначается тождественное отображение). 
Нестационарное поле Xif £6R, определяет обыкновенное диф­
ференциальное уравнение — ц=p°Xt на М. Нестационарное поле 
Х( называется полным, если для vp,06M найдется абсолютно 
непрерывное решение этого уравнения n(t), удовлетворяющее 
условию ц'(0)== jx0 и определенное при всех t6R. Полное поле 
определяет поток Ф* — единственное абсолютно непрерывное 
решение операторного уравнения -г.А^ At°Xt с начальным усло­
вием A-=id, здесь ц,(^)=-р0оф*. Для потока Щ используется 
следующее обозначение, хорошо отражающее его происхождение 
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и удобное при вычислениях 
t 

Q*=exp jXxdrt. 
о 

Имеет место асимптотическое разложение 

exp J Xvdt«id + 2 j dti j dt2 . . . j (X-.,0... °XTl) dt„ 
0 m=-X 0 0 0 

точный смысл которого состоит в неравенствах 
_ < m t * a - l 

exp J Xx dt— i d - 2 j" <**i • • • J (Xta°. • .-Xt,) rfta) Ф 
a=-l 0 

i 

<C:e ° *•* ^||X{tau}!Um^drtj | |Ф||й + т + 1 ,^ (1) 

VcpeC-o (M),. k, да > 0, А 'бД 
где Ci, c2 зависят лишь k, /re (подробности, включая оценки 
констант fc Т(шМ см; в [4]). 

Далее, семейство операторов Adfl>*, t6R, действующих 
в пространстве DerM, является единственным абсолютно непре­
рывным решением операторного уравнения ----•i#<---=-ŝ -.adX.. с на­
чальным условием s&0=id, откуда вытекает Асимптотическое 
разложение 

со t t i -m-i 

Ad ф*Г « Y + 2 J rf«i J rft-a • •. j (ad •**.--... -ad X-. Л dtm, 
•n-=-l 0 0 , 0 

Y6Der M с оценками остаточного члена, аналогичными (1) 
(см. [4]). Эти факты отражены в используемом ниже обозначении 

t t 

Ad ехр j Xtdt—ехр j ad Xtdt. 
о о 

В случае, когда Xt не зависит от t, Xt==X, t&R, исполь­
зуются традиционные обозначения 

t . t 

ехр f Xdit = etx, exp j ad Xdx = eMX. 
0 , 0 

Для полных нестационарных полей Xt, Xt-\-Yt нестационар-
t 

иое поле exp j ad Xxd'tY, также является полным, и справедлива 
о 
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«формула вариации ПОСТОЯННОЙ» 

exp J {Xx +K t) d f - exp П ехр J ad X«dWx Ototxp f -АГЖ (2) 
0 0 \ 0 / 0 

которая проверяется прямым дифференцированием по t правой 
и левой частей. 

2, Пусть Xt, Yt, ieR — такие нестационарные поля в М, что 
все нестационарные поля вида Xj + еУ., sGR — полные. Рас­
смотрим однопараметрическое семейство потоков 

t 

Ф;(е) = ехр [(X^ + eK^dt, e, teR. 
6 

Из формулы (2) и разложения (1) следует, что 
t 

± Ф; (е) == jj Ad Ф; (е) У%СИОФ; (е). (3) 
о 

П о л о ж и м 
t 

s<(6)=jAd©:(6)rTdt. 
о 

Лемма 1. Предположим, что для данных igR, k > 1 имеют 
место равенства 

де.1 

Тогда 
8-о * w de*-1 

е=0 

M>?(e)--fw+T-5JJ-,->;(0)+o(e*«). k 

Утверждение леммы непосредственно следует из (1) и (З). 
В условиях леммы 1 вектор 

fM (о)—(Ф, (о), hW^m^M 
касается кривой е-»-Ф.(8) (цо) в точке Ф((0)(ц-). Иными сло­
вами, главный член в разложении в ряд по степеням е кривой 
е |-̂ -ц1(б) = Ф|(е)(р.о) в М совпадает с ТОЧНОСТЬЮ до положи­
тельного множителя с главным членом разложения в ряд по 
степеням е кривой е |->-!х,(0)°Ф..(0).В.;(е) в Т^0)М. В то же 
время, если для кривой ц((е) лишь главный член разложения 
является касательным вектором, то все разложение кривой 
Мч(0)-Ф((0)»а((е), по определению, состоит из касательных 
векторов. Поскольку сказанное относится к произвольным по­
лям Xt, Ут, разложение в ряд по степеням е семейства полей 
S, (е) должно, в принципе, дать универсальные выражения для 
дифференциала, гессиана и всей инвариантной информации о' 
высших производных произвольной управляемой системы. 
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Воспользовавшись формулой (3), получаем 
t 

^ад е ) -Ц (Ф;(й)гг«(е)Г)̂ --= 
о 

=- J [Ad Ф; (8) Yod$, Ad С (е) Yx] d t = j f S t (8), -|- ST (&)1 .-R 
Итак, 

Э7 s< (e)= J [Bx (e), — 3T(e)] d*, Et (0)= С Adф*г(0)YTdt. 
о о 

Для произвольных абсолютно непрерывных по t стационарных 
полей -^t, -Я* положим 

dtf. 
о 

Имеем 
— S. —Vs--.. 

Дифференцируя это соотношение по е, получим 

------- S. = VvaB--. + VaVs--.. 

Еще раз продифференцировав, получим выражение ------ S через Э 
с помощью операции V и т. д. Таким образом, можно выписать, 
все разложение Н.(е) в ряд по степеням е через Е((0), исполь­
зуя лишь операцию V. Можно, однако, действовать иначе. 

Положим 

Z, -=- Ad Ф* (0) Yt = exp j ad Xxd-rFt. о 
Из (2) следует, что 

Щ (е)=- j Ad ехр J X<> + eY^dd I Yxdt -
0 \ 0 / 

- j [Adexp J eZodflj f Ad exp j XodO J Yxdt-

-=-j"expjsadZoduZ-W*. 
o o 
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Следовательно, 
°° t To tm-i 

S*<«)~2 e - j d t t j r f t , . . . J (adZTm...adZ t lZ t i)dftm. (4) 
m---0 0 0 0 

Рассмотрим более общую ситуацию, заменив семейство по­
лей Xi+еУ, на произвольное гладко зависящее от 86R семей­
ство полных нестационарных полей X ((e). Из «формулы вари­
ации ПОСТОЯННОЙ» с учетом (1) вытекает равенство 

t t х 

-— exp jj Xx (8) dx = jj ехр С ad X<> (s) d-d — XT (e) d*> 
0 0 0 

i 

oexp J Xx (e) dr. 

Стало быть, утверждение леммы 1 останется верным, если по­
ложить 

t 

<tft (е) = ехр j Хх (e) dx, 

б б 

Для k -=-1, 2 , . . . положим 

-Мв)-=$Аа<ВД^*т(в)Л--ч 
о 

(• {to} т 

• J (ехр J ad X* (в) do — Хх (г)) dx. 

t 
l . - I I . - /.".Л * . " -J*> = e"xp С ad XT (0) dt i j . I Xt (e), 
J 3e* |8=o 

Нетрудно показать, что все коэффициенты разложения семей-
t t 

ства полей \ (ехр \ ad X-e (e) dft - - X.- (е)) dx в ряд по степеням s 
о о 

выражаются через нестационарные поля ZJ*\ £ = 1 , 2, ..., с по­
мощью V. Мы на этом останавливаться не будем, и выпишем 
разложение, обобщающее (4). Имеем 

'• ' {to} ' / {to} 'с А 

e"xp jj ad Хх (е) dt== -exp J ad ехр jj ad X* (0) rffr (Xt (s) - Xx (0» jo 
о о V о ' 

t ' / °° ' A \ {to} 'i~ 

oe"x"p С ad X, (0) -ft » « P § ad ( 2 Й" Z ^ ) rfrC°e^P J a d Х * (0)'dX' 
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Следовательно, 

с- t 

Ц —Р J adX* (8) d^)~X^ (&) dt« 2 ^ rft° S rftl • • * 
0 \ 0 / .7.-=00 0 

"m-i / / oo ft 

Теперь все готово для определения вариаций системы (1.2) 
в точке м(-). Мы приведем это определение в предположении, 
что U—открытое подмножество в R". Общий случай сводится 
к этому введением локальных координат в Ьх ([0, i]; U) (вариа­
ции, вообще говоря, зависят от выбора локальных координат 
в пространстве управлений Lm ([0, t], U), но не зависят- от ло­
кальных координат в фазовом пространстве М). Полной вариа­
цией системы (1.2) называется однопараметрическое семейство 
отображений Wt.L^, ([0, *]; V) XL» [0, t] {to}T^M, t > 0, определяе­
мых правилом 

2-.И-); -о <•)).-

- = ^ ' - ~ Р [ ad.M-, и(Щ оГО^--- (., и <*)) v ( t ) W 
'о \ о 

Для k = l , 2 , . . . , вариацией порядка k в точке (й(-),0) назы­
вается (к — 1)-я производная отображения Vt в точке («(•), 0). 
Вариация порядка к обозначается 

ф\к) (и (•)):£» [0, t]X... XL«[0, t] + 7V,M 

и представляет собой симметричное полилинейное отображе­
ние, 

Мотивировку такого определения вариаций доставляет лем­
ма 1, а способ вычисления—формула (5). Пусть 

*(-)6L»[0, t], 
положив 

Z J ^ - f r a p J a d / t (%«№)<*-•) ~ / t<- .«(«) ) ( 'o ( - i ) , ...,c(t)), 

k = 1, .4| . . < | 
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получим 

^(1)(a(.))t.(.)—!x0oif4],dt, 
• • • • • o 

° Lo J 

Vf>(u (•)) (* (•). v (•), v (•))—ivj (^f> + j ([Z?>- Z Л + 

+ 2[Z<1),Zf]+2 d^d-c (6) 
0 J/ и т. д. 

Обратимся, наконец, к отображениям Ft. Пусть Ф*-
==exp J / т (-, K(x))dr, t€R, из леммы 1 вытекают следующие 

о 
соотношения для дифференциала и гессиана Ft в точке #(•): 

^ ( • ) - Ф ^ 1 ) ( й ( - ) ) о ( . ) , 
Vo(.)eZ.4[0,t]; 

E;(O l( .) ,W 2(-))==*^P )(«(-))(0i(-) )^(-))+imF; ) 

Vvt(-),v2{-)&kzTF't. 
Удобно сделать замену переменных' в М, рассматривая 

вместо Ft отображение 0( = ФТ1°Р{, для которого выполняется 
равенство ОДи(.))--=[х0. Поскольку Ф, —диффеоморфизм, то, с-
точки зренця интересующих нас вопросов, отображения Ft и Qt 
полностью эквиваленты, например, FT1 (|1/)-=СгГ1(р0). Пусть G\— 
дифференциал, а Gi—-гессиан отображения Gt в точке #(•), тог­
да F't = (btifi't, Fl^O^Gl, так что 

Ci'0(-)-= WP (и(-)М-) 
O;(o,(-).fi('))-=!^8)(«(0)(oi(-).Oa(-)) + imO;, (7) 

ti(.){in}C[0,t], w1(.), a2(.)ekerC?;. 

§ 3. ВТОРАЯ ВАРИАЦИЯ И СИМПЛЕКТИЧЕСКАЯ 
ГЕОМЕТРИЯ 

1. Начнем с того, что выпишем явные выражения для Gt и 
Gf Пусть 

2<-=ФГ;-£/,(•.«(-)).. tf,-^^/,(.,a(t)),-t>0 
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I н апомнйм, что Ф(* =-- exp j ad /-. (., и{%)) dt, а экстремаль и (т) 

кусочно гладко зависит от т). Тогда lt: Rr{to}Der M — линейное 
отображение, a Ht : RrXRr-{to}Der M — симметричное билинейное 
отображение, кусочно гладко зависящие от t^=0. Из формул 
(26), (27) следует, что 

t 

G^(.)----{mu}0ojz,-u(t)dT, \mQ't=- {sum} (ZTR0 
1 0<t<* 

t 

Q"t (»i (•). "2 (OH i v j (Ht (">! (t), »a (*)) + 
0 

+ dx + imQt, j" Z9D- (0) de, ZTo2 (t) 
.0 

«(OeL^tO.tLtuCO.o-COekerG/. 
Зафиксируем момент времени i > 0 и положим 

n=imG;= 2 z~Rr 

Пусть •З'п — подмодуль в Der M, состоящий из всех векторных 
полей, значение которых в точке |х0 лежит в П, и norm {&и ) — 
нормализатор подпространства S'n в алгебре Ли Der-M, т. е. 

norm (<ГП) ={XeDer М | [X, Su\с*п}с#п. 
Положим En — •Fn/norm-Fn. Операция коммутирования век­

торных полей следующим образом определяет структуру ниль-
потентной алгебры Ли на пространстве Еи@Т^М1Т1. 

Пусть .х, yeEn. I, ц&Г^М/Л, причем x-=X+norm^n, 
t / = r + normJrn, где X, Y6#n, тогда 

def . . 

[x+i, y+T)]-=(ti0o[X, у]+п)егд0ж/п. 
Для любого п.€[0, t] обозначим через hT (о1, v2) образ вектора 

Ho.-//-; (olt v2) при факторизации Т»0М^Тц0МЩ vu Я26КГ. а 
через Stt* — образ векторного поля Ъхп при факторизации 
#n{to}$n/norm.§'n—En. Тогда 

t • • 

G; (МО. «2 (О) = J (A* (vt (t), a2 (t)) + 

+ J3oOi(e)de, J A W d i (i) 
.0 J 

Перейдем к описанию пространства En. 
Пусть /ц0 — максимальный идеал в алгебре C-o(M), состоящий 

из функций, обращающихся в нуль в точке ц0. Следующая 
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цепочка включений проверяется непосредственно: 
/^.DerMc/^ncnorm.Fnc/n.DerMc-IS'n. (2) 

Используя предпоследнее включение в цепочке (2). получаем, 
что отображение Z{to}|.i-.Z, сопоставляющее всякому полю 
Z6#n его значение в точке ц0, обращается в нуль на norrndPn, 
следовательно, индуцирует некоторое линейное отображение 
ц-гЯп-э-П. При этом, как нетрудно видеть, 1 т ^ = П , кег ц- = 
= /ixCiDerM/norm<!?n. Далее, учитывая первые два включения 
в цепочке (2), получаем, что отображение (<р, X)->9X, сопостав­
ляющее функции фб/р,0 и векторному полю X6Der M поле 
qpX67fi0 Der М, индуцирует некоторое линейное отображение 
j:Tl0M®(TiloM/Il)-*-En- Легко убедиться, что 

im 7 = -V„ Der M/norra #п, ker / = П1 ©(Т^М/П). 
Поскольку Т£0Ж/ПХ = П*, то мы получаем (естественную) 
точную последовательность 

0->П*Ф(Г,глЖ/П)4яп^П->0, (3) 
где вложение J индуцировано отображением /7 

Пусть codimn=k>0. Из ТОЧНОЙ последовательности выте­
кает, что dimEn—(d—£)(k + 1). Операция коммутирования 
в алгебре Ли Еп®Т»,М111 следующим образом связана с точной 
последовательностью (3): 

[z, /(co©v)]-=(co]I0z)v, VzGEn, co®ven*e(rn0M/Il). 
Задание произвольных локальных координат q = (gi, . . . , Яа)7'-

:0->R-T в некоторой окрестности О точки р,- в М приводит 
к отождествлению пространства векторных полей на О с про­
странством гладких отображений q>-+X(q) из W в Rd. Оно 
автоматически определяет также координаты в пространстве En. 
Пусть координаты qa таковы, что qa(fi) = О, сс= 1, . . . , d, и 
подпространство ИаТ^М отождествляется с плоскостью qx= ... 
...== qk = 0 в Rd. Тогда модуль &•& отождествляется с подмо­
дулем {X=(Xi, . . . , ^ ) Г бС1 (К-) |^ (0)-=0, t - 1 k) 
в Cl(R-), а пространство погт^п с подпространством 

{X == (Xx,.... X/ec£ (R-) \ х (о) - о, 
—Ч0)-=0, i = l, ...,k; / = k + l, . . . ,d}. 

Следовательно, величины ^ДО); -—--- (0); i —1,. . . ,k; ./-=-£-{-
+ 1, . . . , d , задают координаты в пространстве En--=#n/norm#n. 
Пусть *=(Xi+1(0), ..., ХЛ% 4t^^''--lft{0)) ~~ веК0Т°* 
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рый элемент пространства E n , выраженный в этих координатах. 
Ясно, что iiDx^(Xk+1(Q),..„Xcl(Q))T. Таким образом, наши ко­
ординаты расщепляют точную последовательность (3). Кроме 
того, для любых х, t/6En, . ' 

Заметим, что в важном частном Случае k=codlmII==l ото" 
бражение (х,у)у+[х,у\ из EnXEn в Т^МЩ^Я является 
симплектической формой на En, причем введенные выше коор-.. 
динаты-— канонические для этой формы. В этом случае алгебра-
Ли En©r^0M/n.=--En©R изоморфна обобщенной алгебре Гей-
зенберга (см, [1 3]), а точная последовательность (3) принимает вид 

Пусть теперь к произвольно и афбП-"\0. Отображение. 
(x. У) {to} ̂ >[х, у] определяет кососимметричную билинейную форму 
на En . Из тождества о|э[z, J(co®v)] —(a> 0̂2-)(i|,v) вытекает, что. 
ядро этой формы совпадает c J (П*Ф(г|5--)). Следовательно, форма 
(x, у) {to} ij> [х, у] определяет симплектическую структуру на про­
странстве 

En,1t,--=En/y(lI*ffi^1)). 
Поскольку, очевидно, (Т^М/ЩЦ^1-)^^, а / — инъективное 
отображение, то имеется точная последовательность 

О {to} Д* {to} En,-* {to} П {to} О, (4) 
индуцированная последовательностью (3). Как и в случае k= 
==Д введение локальных координат в окрестности точки ,ц0 рас-:. 
щепляет точную последовательность (4) и определяет канони­
ческие координаты. • , . . . • • • : 

Н а ч и н а я с этого места и до конца настоящего параграфа 
вектор г^ГР-ЧО фиксирован; положим 2.-=£п,-+ и обозначим 
через а симплектическую структуру на 2. В соответствии с вы­
шесказанным 2 является факторпространством & и по некото­
рому подпространству коразмерности 2dimII=2(d—k) в'<?п. 
Симплектическая структура а индуцирована кососимметриче-
ской «формой (X, У) {to} q{\io°[X, X]) pa &п. Обозначим П0== 
s-kerцо - образ в 2 подпространства i,jo ё п- Ясно, что По — 
лаграижево подпространство в Е. В координатах (qi>..., Ц*) 
каноническая факторизация ^ n - ^ S имеет,вид. 

Х = {Хь...,Ха)"(.Хь+Л%--->Ха(°)> • ' 

• |л'^ (0 )'-"1*^4" ::'. 
где ij) =- (tyi, . . . , "фй. О, • • •> О)-
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Пусть zx {$)•&•— образ поля ZT{cdot}t» при факторизации ^"n-vS, 
тогда 

i 

\|)G; (px (•), г>2(-))=j (o|)At (и1 (t), щ(*)) + 

+ ° ( J 2e (4») ox (0) rfe, г , (~4>) i"2 (rt)) dtt. (5) 

Условие vt (')eker G't эквивалентно соотношению ] zx {<§) 0*(т) d-.6.H0. 
o 

В дальнейшем, аргумент я|э в обозначении zx(ty) и г*0 (ij>) =-• 
==•—гг'СФ)> -t>0 мы будем, как правило, опускать. Поскольку 

ах' 
ковектор i|> фиксирован, это не вызовет недоразумений. Положим, 
наконец, m = d — k--=dimIL 

2. Основной целью настоящего параграфа является получе­
ние явных и возможно более гибких выражений для индекса 
инерции квадратичной формы $Gt". Задача вычисления индек­
са интегральной квадратичной формы имеет длинную историю; 
для второй вариации регулярной вариационной задачи она бы­
ла решена Морсом [19] в терминах т. н. сопряженных точек. 
В ряде работ (см. [|15], [17]) формула Морса обобщалась на 
некоторые вырожденные ситуации. Достаточно хорошо извест­
на и интерпретация результата Морса в терминах симплекти-
ческой геометрии (см., например, [9]). Наша задача — полу­
чить явное выражение для индекса, устойчивое практически к 
любым вырождениям. При этом разумно вообще отказаться 
от того, чтобы следить за сопряженными точками. 

В первую очередь следует установить условия конечности 
ind^GJ Или (что очень близко) условия неотрицательности 
yQ"t (v (•), v(•)) для любых «(•), отличных от нуля лишь на под­
множествах достаточно малого диаметра в [0, t], 

Л1!эмма_1. Предположим, что для некоторого 1>0 и полу­
интервала (х, т]с(0, t) выполняются тождества: o(zi%i, ZQV2)—0, 
vee(t,T], Wb tiaSR-, v i < / . Тогда 

\) a{z\i
t~%l,z[l)v2) = (--\)io{z'g)vbZev2), * < 9 < т , vlt ti26 

6R', Kl. 
2$Если t>2m, то а(г{

в%иЛпщ) = 0, Vi, / > 0 , * < e < * , 
Щ, o26Rr. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Воспользуемся индукцией по вели­
чине I. При i = 0 доказывать нечего. Шаг индукции: 

o(4°0i. ee^a) —-g§T а{гЧ~%ь ze, щ) — а ( 4 / _ 1 Ч , Zo1^) — 
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+ о(4'-*Ч Л2)=-с-(4'-2Ч, Л ) — ... 
...—(—1)'a(2^-'4,z^4). 

2) Поскольку dimS-2w, то для acex it из некоторого ог 
крытого всюду плотного в [0, t] подмножества справедливо раз-

ложение z{?m)v= 2 «,(*, v)zx
l)v, где аг (t, и) гладко зависят" 

от *. Дифференцируя это тождество по t, мы можем представить 
прОизводную сколь угодно высокого порядка от zxv в виде 
линейной комбинации первых 2г - 1 производных. • 

Каждому тб(0, t] следующим образом сопоставим целое числе* 
k.->0 и квадратичную форму ух на Rr: если форма -фАе не райна: 
тождественно нулю ни на каком интервале * < Э < х, то положим 
kt — 0> V{tau}(o) —"]jAx(~, о), в противном случае пусть kx — такое-
максимальнйе число k, что а(гв%и ze~J2)--s0 при i < 2 (й —-1), 
•vb v2GRr на некотором интервале т < 9 < т , 4%(р) = 
— a[zx

kx)v, z\k%^X)v\ o6Rr, если же максимального k не суще­
ствует (т.е. o(zkl)Vu ZbV2)=Q при г<2от), то положим k,=-
•=от + 1, yt—0» 

Предложение L Если indi|)GJ< + оо, то: 
а) a{z^-%bz^-l)v2)=0, vob v£W, -€(0, *]; 
б) Yt (г>)> 0, те(0, *], 06Rr. 
Обратно, если выполняется условие а) и -/т (я) > е | и р для-

любых vQRr, .te(0, *] и некоторого е>0,-то ifld^GJ< + oo. 
Доказательство . Предположим, что yhx=0 ира 

T.6(ti> h)i а 2т—гладкая на этом интервале. Тогда для всякой 
функции v(-), отличной от нуля лишь на отрезке [̂ , i2]> имеем; 

ijjG; («(•), -v(-))--= J a f J z0v (9) de, zxv (t) j dt. 

Производя интегрирование по частям (при котором o(t) интегри-
т 

руется, а jz9t)(9)d8 и zx дифференцируется) и положи» 
X 

щ (т) ---. j о (9) dQ, получим 

< • 
il)G/'(t)(-), a ( - ) ) = - J a(ztz)(t), zxwx(x)) d<c-



J" о I j zev (e)de,:'41} « i (T)) tf-+c(J гто (t)dt, .g/.Wi C-̂a» = 

j 0(2-^1 (t), 2 tt)(x))dT+J.of^VVCt), •et«v1(t))rfT + 
. . . , • . < i • • • * 

+.I(r{cdot}(if'2-1)e'l(e)rf0' ^ ^ i W J d t -

- o ( j .2^1 (T) df, «,,*», (i2) j . 

Если k t > l при Te(tb t2], то первые два слагаемых в правой 
части равны нулю; в этом случае третье слагаемое снова про­
интегрируем по частям и. т. д. Если вдобавок •&-.=const при 
Т-Н*1, h), то в конце концов получим 

^o/'= j ff (4*-"1}'«».4 W. ^ " V ^ i (т)) d t + 
.• < - : . • • • 

+ J yr {Щн (*)) dx + f or j г .**> «»*, (0) de, «f^w», (t) rfr-

- _ ( - -)'гт+^ ( j ^ " Т Ч (в) dQ, z\»wjA (tA (6) 
x . 

где w0 (т) == v (t), wt (t) =— j -Wi_i (9) da при j > 0. 
• • • : . • - ' i - . • 

Заметим, что || ВД/,(-)||оо<| t2—ti l.|| ^_i(')i|oo. Ясно, что 
(01, v2)>-*a (-.•f-_l)a1, .z'x x~})v^ — кососимметричнаяо форма на R". 
Предположим, что эта форма отлична от нуля для некоторого 
."f6[tj, is], не уменьшая общности, МОЖНО считать, что t— t2. 
Нетрудно видеть, ЧТО на подпространстве коразмерности 
rkx в L»[ii., 2̂], определяемом условиями 4^t2)----0,y=---L . . . , 

1 kt, справедливо соотношение ' 
.-

. W(i> ( - ) , -'(•)) = | с т № - 1 ^ ( - г ) , . г{ /Г 1Ч г_ 1(г))Л + 
+ 6(|'t2—t1 | | |«y/4(.)f). , 

Если форма tyGt" имеет конечный индекс, то из неравенства 
j|-3Ax(;)||w<|t2—til ||'а'А-с_1(-)||-о без труда-выводим, что форма 

и 
,fa(2^-Vx?(T), ^ - % T _ 1 ( t ) ) d T (7) 

« * « . ' ' • 
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также должна иметь конечный индекс В то же время сущест­
вует такая инволюция J:R-{to}R-, ./2=-id пространства Rr, чтд 

(соответствующая инволюция имеется, очевидно, для каждой 
кососткметричной формы на R0. Следовательно, каждому 
подпространству в 1$ \tx, i2], на котором форма (7) положитель­
на, соответствует подпространство такой же размерности, на 
котором форма (7) отрицательна. Поскольку ядро формы (7) 
имеет, очевидно, бесконечную коразмерность, мы пришли к 
противоречию. 

Итак, конечность индекса формы $0/' влечет' тождество 

В этом случае из равенства (6) вытекает, что на подпространст­
ве коразмерности rkx в Lo-r[¥i, tz], определяемом условиями 
--•jCta) =0, / - - - 1 , . . , , kx выполняется соотношение 

$Q't (v (•). *(•))— J Ъ(«л,(?)) dre+O (| h-hl2 || w*, (•) ||2J-

Если индекс формы конечен, то должен быть конечен и индекс 

формы J yx (wkx (т)) drt, что, очевидно, возможно лишь прау т>0- ' 
< , ' ' • • • • • ' • • . - • : 

Предположим теперь, что условие а) из формулировки 
предложения 1 выполнено и, кроме того, чч(и);5-е|у|-, Yv&R\ 
Из определения чисел кх и форм у- следует, что в этом случае 
kx терпит разрывы лишь в точках нарушения гладкости кри­
вых ТКZt И t**-tyhx. 

Пусть 0--=To<-;i< . • • <.ti—t— некоторое разбиение отрез­
ка [0, it], причем среди точек ti содержатся все точки наруше­
ния гладкости zx и tyhx. 

Всякая z>(-)6j--o [°> -1 однозначно представляется в виде 
i ' 

-о (•)-=-2«((•), где •*»;("-) отличны от нуля лишь при -.•*_!< 

< t < , ! . Пусть о(•)€--«[0,il-такова, что 
• • " • - 1 ; • • • • 

j zTt) (*) dt—0, i==l , . . . , / . - (8) 
... I г , . , . . • ' 

• . ' . l -• • ' . • ' . . . . • 

Тогда ^о;(©(-у. ̂  (•))-= 2 ^ ; м-). м-))-



Условия (8) выделяют в Li [0, t\ подпространство конечной 
Коразмерности. Следовательно, для доказательства конечности 
индекса" формы у<3] достаточно доказать конечность индекса 
каждой из форм v(-)*->^Qt(Vi(-), Vi(-)). В частности, достаточно 
рассматривать лишь такие ?•(•), которые обращаются в нуль 
вне некоторого отрезка (т/_1, rt;]. Поскольку к% -— const при 
f-̂ Cfj..-, *.], то справедливо представление (6), где ti — ^i-u 
t2.= tt. С учетом условия а) получаем, что на подпространстве 
конечной коразмерности в Ц [*._-, xt] наша форма совпадает 
с формой 

J YT (тх (у)) dx+ j - ( J з<*-> *»*_ (e) de, 4*-> wk %(x) dx, 

т. е. с сужением на некоторое подпространство формы 

Q-(w)== J-/,(<-• (*))<** + j о) j 2
( f t ^ ( 0 ) d 9 , z^w(*)d*, 

xi-i xi-i T - - i ° 

•ay(.)eL2K-x. *•/]• 
Однако, согласно классической теореме Гильберта — Шмидта, 
квадратичная форма Qi положительно определена на некотором 
подпространстве конечной коразмерности в LrfVi-i, t i l . 

Как мы уже отмечали, если у,(У)^е|у|2 Vt<3[0, t], vGRr, 
то у, н ^ , - кусочно гладкие, непрерывные слева функции на 
IJfi, t], гладкие в любой точке гладкости кривой т .{to} z%. 

Мы сначала научимся вычислять индекс формы ф# / ' в слу­
чае, когда Yt(f)^e|w|-", а затем в п. б) отметим, что нужно из­
менить, если ft вырождается. Таким образом, везде ниже, если 
не оговорено противное, предполагается, что ^x(v)^e\v\2 

Ут<3[0, t], o6Rr и некоторого Е > 0 . 
3. В этом и следующем пунктах широко используются обо­

значения и результаты симплектической геометрии, собранные 
в приложении к настоящему параграфу. 

Рассмотрим семейства подпространств 
kx— 1 2ft r-1 

г . - 24°Rr. r-= _4;)Rf. 
1-0 J~*kx 

Лемма 2. а) Г , П Г ^ ==0, Г.сПГ^—0; б) сВтГ,.—dlmT7,.— 
--=rkT; в) семейства подпространств Гх, Г-, кусочно гладко за­
висят от х&[0, t], причем эта зависимость гладкая в любой точке 
гладкости кривых Xy+zx, Xv+^hx. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Тождество a{zt
l>, г{)=0, i, j<kx, 

равносильное включению Vx с V~f> вытекает из леммы 1. Предпо, 
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ложим, что I ^z^vA^Y, причем щфО, kx<n<.2kx—l. Тогда 

О—аLp*-*-l)v„ 24^A-o(2f--n-l4,2(")^— 

что противоречит положительной определенности формы ух. Сле-
- ' ' - • > * -довательно, Г-.ПГ* = 0. 

Аналогичные рассуждения доказывают соотношение ГТП 
П Г х = 0. а также утверждение б). Утверждение в) следует 
из б) и постоянства kx вблизи любой точки гладкости кривых zx, 
i|)A (т). 

Форма y..-, как и всякая квадратичная форма на Rr, опреде­
ляется некоторым самосопряженным отображением Yt:Rr->-R''* 
так, что ух (и) = fix®) V- Обозначим через y7J квадратичную 
форму на Rr*, определяемую отображением уГ\ т. е. у-Г1^*)-' 
==•»* (y^t)*). Далее, для всякого х& отображение vi-b-oizf^v, х) 
есть линейная форма на R", таким образом, a{z^x-\ JC)6Rr, 
а соответствие 

^ у Ч ^ ' М ^ Ч X)), Х&, (9) 
определяет квадратичную форму на симплектическом пространст­
ве .S. 

Предположим, что ю\,..., ~vr
x—-такой базис в Rr, что 

(Ут-У^-О при 1ф j , тогда 

-Ч- И*, ,x))-Z 2Ух{<] • 
Всякая гладкая функция на симплектическом пространст­

ве — гамильтониан - - определяет гамильтонову систему диффе­
ренциальных уравнений на этом пространстве; если гамильто­
ниан зависит от времени х, то система нестационарна, если 
гамильтониан—квадратичная форма, то гамильтонова система 
линейна. Нестационарному квадратичному гамильтониану (9) 
отвечает гамильтонова система 

* - 2 ° i _ ^ I l f i «Wfl l; Д:б2, t€[0, t], 
& vtK) . 

которая называется системой Якоби для рассматриваемой экст­
ремали управляемой системы. Поток на 2, определяемый систе­
мой Якоби, представляет собой однопараметрическо..., семейство 
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линейных симплектических преобразований пространства 2. По­
скольку симплектические преобразования переводят лаграц-
жевы плоскости в лагранжевы, система (10) опреде­
ляет также поток на лагранжевом грассманиаие L(S). 
В соответствии с обозначениями, приведенными в приложении, 
этот ПОТОК на L(S) порождается нестационарным векторным 
полем —y^laiz^-, A))., A6L (2). Дифференциальное уравнение 

• ' •А-=--^уГ1(--''(4*,)-.А)), AeL(2), t6[0,t] (11) 
также назовем уравнением Якоби. 

В дальнейшем, решениями уравнения (11) будем называть 
не только непрерывные, но и кусочно-непрерывные кривые, счи­
тая производной по т в точке разрыва предел слева соответст­
вующих производных. Таким образом, чтобы однозначно опреде­
лить решение уравнения Якоби, нужно, кроме начального значе­
ния, задать еще скачки в точках разрыва. 

Следующее понятие является для дальнейшего ключевым. 
Определение. Якобиевой кривой называется кусочно-

гладкая кривая ЛТ на L (S) удовлетворяющая уравнению Якоби 
и условиям Л0=П0, At+0=~-A^+°, V-te[0, t]. 

Прямое вычисление показывает, что а(Л-, Г-)=0, следова­
тельно, Г-с:Л,Уг6['0, t], поэтому кривая является непрерывной 
в любой точке непрерывности Г-. 

Пусть набор точек'0-=To<Ti< .. . <тг-=.4 содержит все ТОЧ­
КИ нарушения гладкости кривых zx, tyhT. Более явно кривая Л* 
описывается следующим образом: 

A 0 =IV: Ati+o = (ATi+rt;+o)1nTt;+o, i==0, 1, ..., I— 1, 

At—Ьстб---|хв = J • ° **в "f[*в> z{oe)vl
Q, ft(<6<t, .жт.+оеГ,1+о' 

при *,<*<:-;,+1. / 
Для вычисления индекса квадратичной формы tyG] нам 

потребуется один симплектический • инвариант тройки лагранже-
вых плоскостей, IПусть А-, А2, А 3 с 2 - лагранжевы плоскости, 

• . ' • ' ' • • • " з „ 

и Яб(Л1+Аз)ПЛ2/П At. Тогда % представляется в виде 
. . ., з 

Л—Я1+Я-, где ^€Лу/ПЛ/, / = 1 , 3 . Предположим, что 
з ~ • ., 

%)=Xj-{- (\ А.ц / = 1,3 и положим д(Х) = а(Кь %3). Легко видеть, 
что величина q (i) определена корректно, т. е. выражение а(Хь Я3) 
не зависит от выбора представителей соответствующих смежных 
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классов. Таким образом, соответствие i*+q(i) определяет квад­
ратичную форму на (Л1+Л3)ПЛ2/ п Лг. Введем обозначение: 

indAl (Ль Л3) = ind д + — dim ker q=ind q + — (dim (Л1 П Л2) + 

+ dim (Л3 П Л2)) - dim ( Q At], 

где ind «у-индекс инерции квадратичной формы q{i), a kerq — 
Ядро ЭТОЙ форМЫ; '. 

Ясно, что 0<indAs(Ai, А3)<т, причем indAl(AbAi)=0, 

indAt (Ли Л2) = indAl (Ль Л2) - ^ - {т—dim (Л1 П Л2)), 

indAl, (Ль Л3)+indAi (Л3, Лх) + dim (Лг П Л3) = т. 
Мы рассмотрим другие формальные свойства ЭТОГО индекса 
(и, в частности, его выражение через индекс Маслова тройки 
лагранжевых плоскостей) в п. 4, а пока еще одно определение. 

О п р е д е л е н и е . Пусть Л., №[to, h], — некоторая кусочно 
гладкая кривая на многообразии лагранжевых плоскостей 
L(2). Кривая Л. называется простой, если существует такая 
лагранжева плоскость &с~Ъ, что 

Л ( П ^ = 0, ind^(A,,A^o)==0 V ^ o , ^ ] . 
Л е м м а 3. Пусть Лг, t&[ta, t\],—- кусочно-гладкая кривая на 

L(S). Тогда для всякого t&[t0, ti] найдется такая окрестность 
О. точки t в [1*0, ti], что кривая Л-|0 .— простая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предложения П 5 приложения 
к настоящему параграфу вытекает существование такое лагран-
жевой плоскости 5s, что квадратичная форма A,>-*o(..v,-Wo) н а 

(At~\-Ai+o)r\&, где b----X/ + VMb ^бЛ,.' Х{+0ЪА1+0, неотрицатель­
на, и Л^П^ — Л^+оП--33—0- в э т о м случае ind^(A;, Л / ^ — О-

" Т е о р е м а 1. Пусть Лт> 0{le}t<tf—• якобиева кривая, и 
-ti+1 =-0-—it-<к1<... <*,-=--•--»произвольное разбиение отрезка 
[О, t]. Тогда 

_ indn. (Л,(; Лт.+1) < ind фО; + т. (12) 
' i-=0 

Если же данное разбиение отрезка [0, t] таково, что все куски 
ЛЛг " 1 якобиевой кривой простые, 0{le}i<7r то неравенство 
в формуле (12) обращается в равенство. 

Прежде, чем доказывать теорему, опишем еще некоторые 
способы вычисления indijjG.", все они тесно связаны с форму­
лой (12). . . . 
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Рассмотрим зависящее от s6[0,t] семейство квадратичных 
форм 

.г 

^ («(•), о (•))—j # t ( f (т))dt + 
о 

+ J а 11 ZQV (9) d9, zxv (t) j dx, 

s 

0 

Нетрудно видеть, что ind^Gl—неубывающая непрерывная 
слева функция параметра .s. Эта функция полностью характери­
зуется своими скачками в точках разрыва, т. е. величинами 
inutyGl+o—indiJiC?!. Если в теореме 1 indi|)G* представлен в виде 
«интегральной суммы», то теперь мы хотим явно вычислить 
«производную» этого «интеграла». Чтобы это сделать, придется 
ввести еще одно семейство подпространств в S; впрочем, для 
построения этого семейства не нужно даже решать дифферен­
циальных уравнений. 

Пусть 0{le}a{le}{i{le}tf, положим 
Ag = n on{zT t - |a<t<p, vGRr}^, Др+о- U Ap+e-

E>0 ' 

Легко видеть, что 

dim Ар—codW {sum} i.-o^R7')' 

В самом деле, это следует из очевидных- соотношений: 

А5-------П0+ 2 z*Rr, keriTfl=n0. 
a<x<3 

В частности, Д?-=0, так как {sum} ц0г.Дг=11. Заметим еще, что 
_ 0<x<t 

Д^сДр+осДр, если a < a < p < p . Если же \л0гх аналитично зави­
сит от te[0, t], TO Д£+0—0 va{in}[0, t]. 

Т е о р е м а 2. Для любого sQ[0, t) справедливо соотношение: 
ind г|^+о - ind qGl = dim (Л-+0Л П0/ Л-+0 П А^о) - dim (дМ+о) + 

+ indn. (Л ,̂ Аш)+- (dim (A.s П П0) — dim (Л*+0 П П0)). 
Приведенное выражение внецше ВЫГЛЯДИТ достаточно гро­

моздко, однако последние три слагаемых дают вклад лишь в 
том случае, когда «-—точка разрыва кривой Якоби, второе сла­
гаемое почти тривиально. 
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Точка s6(0,t) называется сопряженной нулю ТОЧКОЙ ДЛЯ 
уравнения Якоби, если ЛзПП0-7--0, а величина (Ит(А,ППо) на­
зывается кратностью сопряженной ТОЧКИ S. Следующее утверж­
дение указывает точные рамки, в которых справедлива класси­
ческая формула Морса для индекса второй вариации. 

С л е д с т в и е . Предположим, что AS°-A--H>, и s — точка не­
прерывности якобиевой кривой А. Тогда 

Ind i])Gl+o—ind yG"s=dim (As ПП-.). 
4. Доказательство теорем 1, 2 будет приведено в п. 5, а в 

настоящем пункте дана гомотопическая интерпретация форму­
лы (12). 

Пусть A6L(S). Ниже без специальных оговорок постоянно 
используется отождествление касательного пространства 7VL(-£) 
с пространством квадратичных форм на Л, описанное в прило­
жении к настоящему параграфу. 

О п р е д е л е н и е . Кусочно гладкая кривая s^x, tG[*0, .,1], на 
L (2) называется неубывающей, если скорость •----• &£Т&L (2) 
есть неотрицательная квадратичная форма на s&x-

Иными словами, ^-.—неубывающая кривая, если — - ^ т > 0 
Vt.[t0, ti]. В частности, якобиева кривая Лт—неубывающая, по­
скольку 

^ Л , = 1 ^ ( а ( г ^ ) - , Л Т ) ) > 0 . 

Лемма 4. Любые две лагранжевы плоскости &Q, .^.eL (2) 
можно соединить простой гладкой неубывающей кривой s&x, 
0 < т < 1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 3 следует существование 
такой лагранжевой плоскости Ш, что sl0, &&&& и ind^(^0 , 
•^1) = 0. В предложении П1 и его следствии на множестве &w 

определена структура аффинного пространства. Прямолинейный 
отрезок, соединяющий ^ 0 с {cdot}J#, в этом аффинном пространстве, 
является, как нетрудно видеть, простой неубывающей кривой 
в L(2). 

В предложении П6 приведена формула, позволяющая вы­
числять индекс Маслова данной непрерывной замкнутой кривой 
через индексы Маслова подходящих троек лагранжевых плос­
костей. Если кривая — неубывающая, удобнее использовать ин­
декс, участвующий в формулировке утверждения теоремы 1. 
Для начала выразим один индекс через другой. 

Л е м м а 5. Пусть Ai6L(2), i = l, 2, 3, тогда 
1* (А1, Ла, Дз)+2in<U. (Ai, Л3) + dim (Л1 П Л3) =-т. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним, что 
indA| (Ль Л3)--= indq+---• dim ker g, 

где q—-квадратичная форма, заданная на пространстве 
з 

Л2П(Л1 + Л3)/П Лг. При этом .7(Х) = а^ьЯд), где^/бЛ;, У—-.3, 
з" 

Л-Я1 + Я3+ Г1 Лг, В то же время {mu}(Aj, Л2, Лз) совпадает c сиг-
натурой формы q. Утверждение леммы вытекает теперь из ра­
венства 

з 
dim (Л2 П (Л1 + Лз)/ П Л-)-== т - dim (Л- П Л3). 

С л е д с т в и е . Пусть Л^ЛззЗ-изотропное подпростран­
ство в 2. Тогда 

indA,(ЛЬ A3)-=-ind.5 (ЛЬ Лз). 
л2 

В самом деле, Лf•—ЛЬ Л | = Л3, м- (Af, л | , Л3) = 1~-(Л-,.Л2, Л3). 
П р е д л о ж е н и е 2. Пусть s&x, t0<t<^,~-непрерывная 

замкнутая неубывающая кривая на L(2), й £0--=тг-<т.1< . . . 
...<tN<Tyv-j-i=-ti — некоторое разбиение отрезка [i0, ti], 
$6L(2). Тогда 

N 

{sum}ind^(^v^+i)<Ind^. (13) 

Если же разбиение отрезка [t0, t1] таково, что все кривые 
-& | [Т.,tt+1\—простые, то неравенство в формуле (13) обращается 
в равенство. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала рассмотрим случай, когда 
кривые •s*-|[t,,tH.,]—простые. 

Пусть Т,—лагранжева плоскость, трансверсальная к кривой 
•^ I [t,,tj+J]. i—0,.. . , N. Тогда, согласно предложению П6, 

N 

21ndpStf.=20-(T., -».••*-:,)-1*(Т„ # , -*tl+1)).. 

В то же время из цепного правила для индекса Ма слова сле­
дует * ' 

-{mu}(Ti, .*,,, - * , ж ) - - -ii(-*r,, -*.--ftUx)'-i-(Ti. ---Ч- • * % ) . ; 
Пусть тб[тл t,+i], обозначим через />, :2 {to} .#, проектор про­

странства 2 на ,s&, параллельно Ti. Тогда —-.р(Tf, .я£г,, s&%i+j 
совпадает с сигнатурой квадратичной формы a{to}<-(pti+ia, a), 
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заданной на пространстве,^,.. Поскольку •#.. — неубывающая 
кривая, то квадратичная форма at{to}a(pta, ее) неотрицательна 
на зФх, утб[т., tMi]. В то же время, из тождества а{рхх, | ) = 
= b ( x , I), верного для любых rtefr, тг+1], х&, --еТ^см.т) , 
вытекает, что a(px.-c, i|)=0, vx&, № . ' Поэтому форма 
со-* о (p-joc, а), будучи неотрицательной на подпространстве .i#x> 
являющемся прямым: дополнением к Т£ в, Б, неотрицательна 
также на всем 2. Далее, для любого аб^т; имеем 

•7(Pt i + ia,a)= J o(p%a, a ) d T > 0 . 
•i 

Ядро формы a^a(p t,+ia,'a) на -ŝ -,, совпадает с ^ n -^xm» 
Следовательно, 

— !-• (Т2,' ̂ v . s ^ ) - ~ - dim («я--г, П •5-V.). 
Согласно лемме 5, 

- \х {st%l, a, i ( l + i ) = 2 ind^ (s$%i, -я. i+i) - m. . 
Все складывая, получаем 

N 

Неравенство (13) теперь является следствием «неравенства 
треугольника» для ind, которое важно и само по себе. 

Л е м м а 6. Для любых'Ai, A2, А3, ^?6L(S) справедливо не­
равенство 

d im (А- П А-)+ind# (А1, As) < lnd# (Аъ А2) + 

+ ind^ (Аг, Аз)+dim (П Ai]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу следствия леммы 5, достаточно 
з 

рассмотреть случай П A ; c J . Соединим простыми непрерывными 
z = - i • ' . • • 

неубывающими кривыми последовательно Ai с А2, А2 с Аз и 
As с Ль В результате получится непрерывная неубывающая 
замкнутая кривая. Согласно уже доказанной части предложе­
ния 2.индекс Маслова d этой кривой можно вычислить по фор­
муле 

d--=lnd^(A1I A2)+ind^ (Ла, A3)+ind^ (Л3, Л1)-= .... 
=-ind^ (Л1, A2) + ind^(A2, A3) + w-dim(A1nA3)-ind^(A1, Аз). 
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Воспользуемся тем, что это равенство справедливо при любом 
3S. Подставляя вместо Я лагранжеву плоскость Л ь получим 

-<---)i--<W(A1,A^+incU1(Aa,Ae)+in(UI4A9,Ai).-
— - (да - dim (Л1 п Л2))+1 (м - dim (Л- П Лз)) + 

+-ndAl(A2,A3)>m—dim(n л Д 

Сравнивая два выражения для d, приходим к неравенству 
Шс1Л(Л1, Л2)+ind-(Л2, Л3)-ind #(Л-, Л3)>dim(Л1 ПЛ 3 ) -

-Шт(плД 
Лемма 7. Пусть &х, t 0 < t < t 1 —простая неубывающая 

кривая в L(2). Тогда <#,,[.-*,.---• fl J*T. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предложения 2 вытекает равенство 

ind^(^„, ^ . J - i n d ^ ^ . . rf,) + i n d ^ ( ^ , ^ . ) , 
VT6[t0, !•-], ^6L(S). Поэтому, согласно лемме 6, 

dim <?Л,0 п Л,,) < dim (Л,0 П ЛТ П Л,,). 
Последнее возможно лишь в случае Л, л Л, с Л*. 

Следствие . Пусть Жх, ^0<тг<^,-непрерывная неубы­
вающая замкнутая кривая в L(~). Тогда 

Ind ̂ .> / га -d im/ n -ЯМ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим S 3 - . ^ - . s ^ , и пусть 
*о-• то < 1̂ < •. • < f.v < t.v+i - t1 - такое разбиение отрезка 
[to, rf,], что все кривые rf|lt.>t.+i]_простые. Тогда 

Ind J*. - m - -i- (dim (S3 n J*XJ + dim (53 D ^ i ) + 
*£- .v-1 

+ Zlndtf (s*b,-j*t.+i)>m + 2 dim(S3n•**,)-
- - 1 У=-2 
• V - l 

— 2 dim (rft П й Л •#,....) > /» — dim fSB л -s*t, )• 

Воспользовавшись леммой 7, получаем S3 Л Жх == П «-̂{tau}. 
Т е о р е м а 3. Пусть Лт, *G[Q, ^-якобиевд'1 кривая, 

ть . . . , *лг-все ее точки разрыва. Соединим в указанном ниже 
порядке простыми непрерывными неубывающими кривыми П0 
с Д+о, Л-, с ЛТ;+0, i=-1, . . . , Ы, Л{ с П0. Якобиева кривая Лх 
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вместе с добавленными таким способом кусками образует непре­
рывную неубывающую замкнутую кривую в 1(2), которую мы 
обозначим Л. Тбгда 

ind г|?0< == lnd Л. — т. 
Доказательство немедленно следует из теоремы 1 и предло­
жения 3. 

5. Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Из неравенства тре­
угольника (Лемма 6) следует, что достаточно доказать теорему 
в случае, когда вое кривые Л |ix-,t-+l] простые. В то же время, 
из предложения 2 вытекает, что для неубывающей простой 
кривой Л|1т.,тж] и произвольного *d[xh t,+1] справедливо ра­
венство 

indn. (Л-.,, At) + lndn. (Ax, At;+1)--=lndn0 (At,, ЛТж), 
т. e. неравенство треугольника в этом случае превращается в 
равенство. 

Таким образом, теорему 1 достаточно доказать для какого-
нибудь одного произвольного достаточно мелкого разбиения 
отрезка [JO, t]. В частности, мы будем считать, что среди точек 
к , . , . , tj содержатся все точки нарушения гладкости кривой 
At, т.«5[0, t]\ когда kt, постоянно на полуинтервалах [т., ti+i]» 
положим k — ki при tGflti, ti+i], i=0, 1 , . . . , l—Л. 

В дальнейшем мы будем использовать специальные про­
странства распределений с носителями на заданном отрезке 
вещественной прямой — соболевские пространства с отрица­
тельными номерами. Напомним определение этих пространств. 

Пусть -• оо < t 0 < t 1 < + оо и к>0—целое. В пространстве 
Сю [t0, ti] введем скалярное произведение 

л ft 
(а, Ь)кЛ,)АЛ = I 2 (-4°. b\l)) dxt yat, &TeG» [to, t1]; 

здесь-4 ' - -—ra - , &У ——т-ч. (•,•)-стандартное скалярное 
произведение BR". 

Пополнение пространства C«[t0> h] в норме |[а||ы<-,ы = 
= V{a, a)kl[io,tA является, очевидно, гильбертовым пространст­
вом. Оно 'называется соболевским пространством порядка k и 
обозначается ЯЙ [t0, U\. Легко видеть, что Я* [t0, ti] состоит и» 
таких k—1 раз непрерывно дифференцируемых функций Ох, что 
а%к~Х) абсолютно непрерывна и a{tau}A)6L2 [-o> til-

Далее, пусть я(*)е£а[*0. ti]=Ho["0, til- Отображение 

ах~ j(ax,u(x))d%, где a&Hk[t<» til, определяет линейный 
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непрерывный функционал на Н1[к> ti]. Положим ||и(-) \\k,\u,t\\ — 

sup j (ат, «(x))dT—обычная операторная норма. 
= = = l |a l |A,[<o,<il ' -"W-
Пополнение пространства L2 [to, ti] в норме || • Н-и--.*.] называ­
ется Соболевским пространством порядка (—k) и обозначается 
Hlft[to,ti]. Пространство #Lfc[to> ti]> очевидно, изоморфно 
сопряженному пространству к Hr

k [t0, ti], следовательно, оно 
гильбертово. Кроме того, поскольку любой функционал на 
С»[to. ti]. непрерывный в норме || • \\к,\и.нь тем 
более непрерывен в стандартной топологии пространства 
C4[t0.. ti]> T 0 Hs[-o> ti] содержится в пространстве всех 
r-мерных векторных распределений с носителем в [t0, t1]. 
Распределения, лежащие в HLk [to, ti]> могут быть охарактеризо-

й , , . [О, т < 0 
ваны следующим образом: пусть %-(т) = Г^ т > о , t== 0, 1,2, , . . , 
%°(х) = %(х) (функция Хевисайда), и знак «*» означает операцию сверт­
ки двух распределений: векторное распределение a(х) = (и1 (t)^ . . . 
. . . , W(x))T с носителем в [t0, tx] в том и только том случае 
лежит в HLk[to, ti], когда распределение %А-1 (•)*«(.)— 
==(Х*_1)(-) *$(•),..., %k~l(•)*W(-)f является локально сумми­
руемой вектор-функцией, причем 

%k-y(-)*ti(-)\lto,tl]QLr
2[tQ, Ь]=*Н'0у0, *,]. 

Заметим, что, каково бы ни было распределение г> с носите­
лем в [to, ti], результат его свертки с х*-1 имеет носитель в 
[t0 , - | -co) , причем на полуограниченном интервале [ t1 ,+оо) 
совпадает с некоторым полиномом степени не выше k—1. 
Коэффициенты этого полинома вместе с ограничением %k~l*v 
на [to. ti] содержат полную информацию о распределении о. 
В случае, когда a6H-ft [to. ti]. это дает возможность определить 
норму, эквивалентную || • Ц-А,!,!.,,,] при помощи нормы прост-. 
ранства LS. Поскольку для наших целей не имеет смысла раз­
личать эквивалентные нормы, мы сохраним для новой нормы 
обозначение || • \\-k,[to,it\- Точное определение таково: для всякого 
«eH-A.i^.M положим 

ll«IUu..«.1-- JlX*"1*«(f)|-rf'- + 2 | <a,x*>|- f 
Vo . • . ' . ' /=о / 

(угольные скобки (и , %1) означают результат применения 
векторного распределения и к функции т', если 

Шл [to, ti], то < и, %с) — j tlu (т) d%GRr. 
to 
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, • Вернемся к рассмотрению, разбиения 0=т0 < т-1 < . . . < т, < 
<"-z+i = t отрезка [0, t]. Поскольку любая функция из£^[0,£], 
будучи сужена на отрезок Ut, ti+1], заведомо принадлежит 
пространству Я1Й,[Т|,-tw].D//o[T„,tw.1].D.tJe[t„ Tft+i], то на про­
странстве LM [0, t] определена норма 

|| • ||-*...• — y2i\\ • •ll-ftpft,,*^,! I • 

Л е м м а ' 8. Билинейная форма ^/ 'непрерывна в норме 
| | - | | . - * . , < . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно, очевидно, доказать, что 
для всякого i, удовлетворяющего условию ki > 0, квадратичная 
форма 

О (•)•-*• J ~ I J «в» (в>. «тО ('О'] 

непрерывна в норме ||.||--^,1т4.*ж]. Н° э т о непосредственно сле­
дует из равенства (6), выведенного при доказательстве предло­
жения 1, и очевидного неравенства 

• • ж 
$\w{X)tfd*<\\v(-)\\\lXi,rlHb 

где w((t)= \ -^—j—-d0—- ЛГкратный неопределенный интеграл 
о ' • 

ОТ "О ( - ) . 

. Пополнением пространства L«[0,a.] в норме ||-||_А.,. является 
• - - . • • • ' 

гильбертово пространство ©Я1Й. [-.j, ti+i]. Введем обозначение 

Я1».[0, <]•---eoi-flftJ.tlf <£+1];'элемент • • 

будем обозначать единым символом а; заметим, что 
ы — (и0, . . . , щ_х) не является, вообще говоря, распределением 
на отрезке [0, t], поскольку в точках л}, . /—1, •»., I, этот эле­
мент принимает .«два значения»: например, если йг_1--=бт.6 
6H-...1 K_i, *А, а •«;•— б^еЯ_аК, T-i+i]. Пространство HI-JO, t] 

является двойственным к пространству Я£.[0, t\= ®tfr
ki[tt, tt+1]. 
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В свою, очередь, любая кусочно гладкая функция на [0, t], 
гладкая на каждом интервале (rtt, t /+1), i==0, 1, . . . , i , очевидным 
образом отождествляется с элементом пространства Hk.[0, t], 
элементы пространства Я-!*, [0, t] действуют на такие функции, 
как обычные векторные распределения—-на гладкие: 

(и, а) - = 2 < и{, a\\Xi,tiJri\ > (именно «раздвоенность» иеЯ1АД0, t] 
1=0 

в точках re. позволяет и действовать на функции, имеющие раз­
рывы в этих точках, но гладкие и слева, ц справа). Элементы 
HL.k. [О, t] можно также умножать на кусочно гладкие функции, 
гладкие на интервалах (т„ ri+1), и на матрицы, элементы которых 
являются такими функциями. В частности, для vQH'L.k. [О, Ц 
определены z.v и faz-v, которые при фиксировании базисов 
в пространствах 2 и П становятся элементами из Я!^.[0, t\ 
и Hlk, [0, t] соответственно. 

Пополнением области определения формы i|)C?< в норме 
|[ • K—A.J- является подпространство 

— def __ 
{veHLk. [О, t] | < ii0z.v, 1 ) == 0}={ix0z .}\. 

— гильбертово подпространство коразмерности т в HLk.[0,t]. 
Билинейная форма tyG"( однозначно продолжается no непре­

рывности до формы Q, заданной на пространстве {р0г}-к,. При 
этом hid Q = tod i|)G,*. 

Чтобы записать форму Q в явном виде, надо придать точный 
смысл выражению %*(z.v), где v£HLk. [0, t], a %, как и раньше, 
функция Хевисайда (двусмысленность может возникнуть опять-
таки из-за «раздвоения» <о в точках xt). Пусть и=*(щ, ...,щ_т), 
u&HL-kfit, t i + 1] , распределение x*tf* имеет носитель в [т,, + о о ) , 
причем на интервале (xi+l, -f- ©о) оно совпадает с вектором 
< щ, 1 > 6R'. В свою очередь, распределение ((х*^)^) — 
— < Щ, 1 > % (t--Tz+i))e#i_ft, [*„ . t^ -JcH- k l fri, ttt+1]. Положим 
Х*и = (щ, . . . ,©,_i), где 

«i (*)=--(2'<«/» - > J(X('--^)-X(J-iti.fl)) + (x*tti)(rt)-

— < «i. 1 > 5C(t-rt i+1). 

Пусть Лт—симметричная r X г-матрица, отвечающая квадрат 
тачной форме §hx, т. е. ^ ( r - j , о2)-=(Атг»1,- ~2). 

Л е м м а 9. Каково бы_ни было Щу^г.}^.» векторное распре­
деление d(x*(z.v), z.'f + h.v лежит в пространстве НЦО, t]c 
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СНГ-к.[0, t], При ЭТОМ 
Q (-у, 1)).=- < vT, a(%*(zv), z-f+hv >. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать существование 
такой константы с, что 

о j Zef(e)d6, 2t« +ATX)(it) 
ft.,< 

«?И|_*..,, yvec^io, t],-
из этого неравенства утверждения .леммы выводятся по непре­
рывности. Для' доказательства последнего неравенства доста­
точно, в свою очередь, установить неравенства 

<y[§zQv (9) d8, ZT-

i==0,1 1 — 1 

при некоторых константах ct. 
Пусть 0</г<£ г , тогда, учитывая лемму 1, получаем 

-— а ( f zG^ (6) de, я,- J =<т I j zeo (0) de, -W' J -

•—(—i)*i-1(j(2.;*i*-1>-»(t)L, 4B )•)+(--)*'- ' ( J 4*Me)rfe, 4 " b 

где 

«w-S-^S^-^e)^. 
Требуемое неравенство теперь вытекает непосредственна 

из определения норм ||.||А..,к;,-с/+11 и IHI-Mv'-W-

Лемма 10. Квадратичная форма Q положительно определена 
на подпространстве конечной размерности в {ц0г)-цш. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для i = 0, 1, . . . , I — l имеем 

HLh[xh t ^ l c t f l * . [0, < ] - - V ^ f t , .+1]; 

при этом 
//l*.lti,ti+i]n{1io«}--*. -L _ 

def _ 
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l~\ _ . 
Подпространство Ф {ii0z}±k, имеет, очевидно, конечную коразмер-

_ 2=0 
ность в {\iDz}±b, Квадратичная форма Q, будучи сужена на под-

[-1 - , , . _ , 

пространство '© Ш0г}--й.> рашадается в прямую сумму форм: 
/—1 

•2 
i -0 

Q (". *>)*--• 2 < °Г» °(y.*(zvi)' Z')T +hx)i > • 

если 
o-=(/i?-, . . . . •»/_!), ^гбСио-*}-.-/' i —= О, 1, . . . , / — 1 . 

Поэтому для доказательства леммы 10 достаточно установить 
положительную определенность каждой из форм 

Q'(o, о)-— (Vt,o(%*(zvt), z-) -hhvt) 
на подпространстве конечной коразмерности в {щг}-н^ 

' • " А — 1 

i = 0, 1 , . . . , I— 1, Обозначим •zoi — -—^———*'-'•<•• Если 

J z{
x
kl)Wt(x)dx=О, то . 

Q-fa, о,) = J 7т{«У (̂*))̂ ^+-

+ j а И 4 * ' Ч (в) de, 4 * ' Ч (т) aft. (14) 

В самом деле, в случае, когда -̂ gL-L. [ть т ж ] , равенство (14) 
вытекает из (6), а общий случай получается по непрерывности. 
В свою очередь, поскольку ут (•ш) > е | w j2 , квадратичная форма, 
•Стоящая в правой части равенства (14), положительно определена 
на некотором подпространстве конечной коразмерности 
в HLftAjj,-xl+1]. Это следствие теоремы Гильберта—-Шмидта 
о спектре компактного самосопряженного оператора. Отсюда 
следует, что форма Q положительно определена на некотором 
подпространстве конечной коразмерности в //!..%_ [О, t] . 

З а м е ч а н и е . Очень существенно, что форма Q, в отличие 
от \$G"t, не просто положительна на подпространстве конечной 
коразмерности, а положительно определена. 

Л е м м а П. Пусть р—.непрерывная квадратичная форма на 
гильбертовом пространстве Е, положительно определенная на 
некотором подпространстве конечной коразмерности в Е. Для 
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произвольного 'замкнутого подпространства V в Е символ р\У 
обозначает сужение квадратичной формы р на подпространст­
во У, и 

V^={eBE\p(e,v)=0, Yv&V}. '• . 
Тогда 

lnup~m{p\V)+m[p\V£) + dlm{VnV}-) — 
— dIm(Vnker/>), (15^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Переходя, если надо к пространству 
E/kerp можем считать, что 1сегр=0. Если вдобавок пространст­
во Е конечномерно, то утверждение леммы превращается в 
стандартный факт линейной алгебры. Доказательство общего 
случая дословно повторяет конечномерное, поскольку условия 
леммы обеспечивают конечность всех входящих в .равенство 
(15) величин, а также (при кегр=0) выполнение тождества 
dim WJ---=codim W для любого замкнутого подпространства ТС7!: 
конечной коразмерности. • 

. Пусть Vi = {v--= (v0, . . . , vu^Q^z^-n. I^y—0 при i < ; ' < 
—<i—• 1}. В частности, V0—0, \//={{mu}02;}ife.. Введем обозначение 
•Q - =—= Q | V-. Тогда, в силу леммы 1, 

inuQ{+1 = indQi + inu{Qi+1\Vf-Qi+l)Jtuim{Vi^VtQl+1)--
— dim^nkerQM). (16> 

Лемма 12. Пусть 
-*»—{(*., г),)елТгея_йдтг, ?,+1]| я + < zvt, 1 > eiLjc-At.® 

©HI», [nfi, t ^ ] „ 

и - _ ' • • 

ДГ-(К vd» < < . о $+•%•№,), z-Y + hvt), (X, vt)e^i 
— квадратичная форма на 52,. Тогда 

2) ulm{V if] Vki+i)-dim (Vir\teTQi+i)= 
= Шт(П0ПЛг,/П0ПЛт.ПЛт,+1)-ага( П А,/ П Л-Л. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко видеть, что 
Vfei+-{o6V',-lfl|Ato(.t)+or(Ce-»2p)(<)+,4. 2f )т==0} 

при 0<rt<-c- для некоторого ц&10. 
Представим "6V«?J+1 в виде v=(a,vi), где .„, 

aeioHift, '[*y,itM], oieHi*, К . ti+il» •••••••-



ц положим y=r) + x*(zu). Пусть те(0, ^)\{г1, . . . , *._-}; диффе­
ренцируя соотношение 

hxv((C)-\-a(y(x), zx-)T=0 
2kx раз по t с учетом леммы 1, получим 

yxutf)i-{-\pa{y„ ^ - . р - О , . 
где yx — симметричная г X/"-матрица, отвечающая квадратичной 
•форме Y-. Следовательно, 

Поэтому распределение у (а, стало быть, и и) является гладкой 
функцией вблизи т, причем ее производные равномерно ограни­
чены по т. Таким образом, если и=(щ,щ, ...,ut_i), то каждое 
из и} представляется в виде суммы гладкой функции на [*;, t/+ij 
и распределения порядка k/— 1, сосредоточенного в точках п̂  
н ггу+- (напомним, что a'priori ufiHLk-ltj, "-7+.]). 
• Следовательно, у также представляется в виде суммы неко­

торой кусочно гладкой функции у-, и распределений, сосредото­
ченных в точках itj, / = 0 , . . . , i . Ясно, ЧТО' (ух,+о—г/т^бГ^ + 
+Г^+0, причем любой вектор из Гг +Г Т +0 может быть пред­

ставлен в виде ухj+o—Ух, за счет подходящего выбора «точечной 
•'•тасги» распределений щ_\ и и,-. Кроме того, у0=т1бГо> Ух== 
= < zu, 1 > -|-г\ при t>tl. 

Для -о—(и, vi)GViQiH имеем 

Qi+t(«. '-')— < "0TW> °(Ух—Ч> zX')T + hxv > = 
= (vT(x), a(yx, zx-)r±Exv) — cj(T), <ZT,, 1>) — 

= ( -of, ofat+%*z-ot, z-f + h-Vi > —0 

(В этой выкладке мы воспользовались условием < zv, 1 > eII-V'.yg 
•€V(+i, а также тождеством 0(r/T, zx-)T -\-hTu($)=0 при 0<x< t i ) . 

Утверждение 1) леммы 12 вытекает теперь из следующего 
представления якобиевой кривой. 

Л е м м а 13. Пусть 

Лх = Ух& 
0М-Уе(0<9<п;)—-кусочно-гладкая кривая, 
ye = Z9tiQ при 6=7--т;-; а(Уе. 2в)-" + Йейв = 0) «/0бПо.' 
(Ух}+0 — ̂ у)бГ-:у + Г Xj+o. 

Тогда At — АтФГх 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Дифференцируя соотношение о (уе, 
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•--e-)r + hea9-=0 2йе раз по е в силу уравнения уе— е̂Иэ полу­
чаем 

а(у е ) 4°) -0 , i - 0 , 1 , . . . , 2 k e - ~ 1 , йв•---<-l/^vr"1»О/в, 2е)г. 
Отсюда заключаем, что Дгс(Г- ;+1\)'<----Г^р1г~< *•. 

Кроме того, dim Д.- локально постоянно при t ^ t , . 
Пусть теперь xe6Ae, причем -xe удовлетворяет уравнению 

Якоби при 0<6<~-, тогда 

— apce, t/e) = cr(Vi'14fte)o(4fte)- XY' Ув) + а(хе, гвщ)^0, dQ 

°(xv Ух;)=о, it/<-;. 
•~< - ^с 

Следовательно, Д-.сЛт =Л , . Таким образом, АтсЛгПГ . 
Далее, 

д+0=(п0+г+0) n r f пг^—л+0 пТ-^. 
Из соображений размерности получаем, что Ax=^f\f^ 

при 0 < t < t b Поскольку ГтПГт — 0 и ГгсЛт , то Лг-=Д-.®Г-. 
при 0<ft<T,i. Следовательно, 

Дт.+о—(At, +Г*.+Гг1+о) П r"f1+0 ПГ ̂ f+ о == л£«+° гГг^о= 
= Л-с.+о П TTt+o» 

Л--..+0— А.с.+оФГт.+о и т. Д. Для любого t получаем равенство 

Перейдем к доказательству утверждения 2) леммы 12. 
Элемент (и, •u£)eViQ в том и только том случае лежит в УгП 
nV^—kerQj , ' когда а, —0; элемент (a, 0)eV^i+1 тогда'и 
только тогда лежит в Vlt когда т]+ ( zu, 1 > бП-ПЛ-:, Для не­
которого т]бП0. Следовательно, 

d l f f l ( 1 / l n^,J=-dim(n o nAt . / П Л, 
-•*•• . [ I 0<т<г-

Элемент (и, 0)eker Q£ в том и только том случае лежит в V.n 
nkerQjrt.1, когда т]+- < zu, 1 > 6П0 П Л* Для некоторого Tie-V 
Поэтому 

dim(l^nkerQm) — dim(II0 П Лт / П .•&-.' 

Напомним, что A|[t.,t.+1i—• простая неубывающая кривая и, со­
гласно лемме 7, П At==A-;,nAti+j. 

Лемма 12 окончательно доказана. 
*•• Определение и свойства пространств Г., см, В начале п.,3. 
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Итак, применение леммы 11 позволило нам все свести к 
вычислению индекса формы Ru это вычисление мы проделаем 
также, многократно применяя лемму 11. Сначала преодолеем 
возможный разрыв в точке т.. 

Пространство HI*, [-г,, ti+1] содержит гАгмерное пространство 
H-fe,(iti+0)) состоящее из векторных распределений, сосредото­
ченных в точке хг. Положим 

/ = ^ п { Л г . е Я 1 Л Д ^ + 0)} = 

-Ц*" 2«/у 
J=o 

Элементарное вычисление показывает, что 

— o k 2^-гов/ • (17) 

а индекс формы /?/| / ^ совпадает с индексом формы 

заданной на пространстве 

«t=*{{K c)6A-i+o©H-*( hi, <%1] | (я+ < г*., 1 > )ец} . 
(выражения для форм J? ; и JRf совпадают, а области определе­
ния несколько отличаются; напомним, что Лт.+о-=(Лт1+Гт<+о)П 
ПГт..-ьо)> Следующее равенство—прямое следствие определений 
и соотношения (17): 

ind (i?i | /)=indn0 (Av Лт.+о) - — (dim (Л*. П П0) + 

+ dim (Лтг+о П П0))+dim (AT. П Л, ,+о П П0). 

Далее, элемент (%, ^а.—г ) из / в том и только том 

случае лежит в ker(??i|/), когда ^ + Л + 2.г^о)бЛ*,+оПЦ) Для 
некоторого vgAt. ПП0: Этот элемент лежит в /nke r /й если 
и только если 

(v+^+{sum}4^^)en0 n л-.-=п0плТг+оп Лг Ж 

Следовательно, 
-nd2?j« ind (#; j / ) + ind7# + dimker(^ |/)--dim (ker/^П7) -
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- iha Rt + lndn..(/V-f, At.+o) + -|- dim (Л-, n П0) -—dim (Л,. п П0) -
- dim (AT/ n A{tau},+1 П П0)+dim (AT. n Л--ж П П0). 

С учетом равенства (16) и леммы 12 получаем 
ind Q i+1=ind Q,+indn. (Лт., At.+o) + ind Rt + 

+ - dim (Л,. П П 0 ) + \ dim (AT.+o П П0) -

-dim(AT .+ 0nA t i + inn0)-dimf П A{tau}/ П АЛ. (18) 

Осталось вычислить ind Rii.. Как видно из предыдущих 
рассмотрений, использование нашего основного орудия —лем­
мы . 11 сопряжено с довольно громоздкими вычислениями. 
Чтобы упростить эти вычисления хотя бы внешне, в дальней-, 
шем будем предполагать, что &.>0, и следовательно, hx==0 
при t,<~;{le}t.+i. В действительности, случай k{=0 самый про­
стой, но некоторые выражения являются более симметричны­
ми при й .>0 . 

Рассмотрим подпространство 
Wt•=-- {(X, v)Q&t | % + < zv, l)=0)c3lt. 

Л е м м а 14. Если разбиение 0=т- < t1 < . . . < t , = t доста­
точно мелкое, то формы Rt\Wt неотрицательны, т. е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подпространство -Wt—{$, t))6WL\*>€ 
6—S [-j, t^i]} всюду плотно в Wi, поэтому достаточно доказать 
неотрицательность формы Rt на Wt.. Положим w{x) = 

• fej—.1 

— [ (9
f71!) 1 м ~ (Q) dQ> обычная процедура интегрирования по 

J \Ri—U' 
частям приводит к включению 

J ^ ( t )dt+ j г ^ м л ertJ+.. 

' Поэтому для (Я, v)&Wi имеем I X - j 4*'Ve)d8 1бГг,+, и 

Rt ((x, «))=- j о u + j *e« (e) de, м (*), d* = • 
'". . 4 V T ; • . , , • . . . . - • ' . ' - • ' • т ж I х \ 

e j . „ U - j 4*'V (8) dO, zTt> (т) J d*. 
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Многократно интегрируя последнее выражение по частям 
(у(т) интегрируется, а все остальное дифференцируется), по­
лучим 

Rt((\,v))~ J оHz^wWdQ-K z^w(x) +yT(«;(t))dt. 

Достаточно установить неотрицательность квадратичной фор­
мы от (Я, w), стоящей в правой части последнего равенства, 
на пространстве 

' • ж \ 
| 4*|>-» (т) Л - Я 6Гт, S' — \(К «»)eAc.+o©.ta К . ti+i] 

если t .+ i - т. достаточно мало. 
г 

Положим Jct-=J ẑ Nsif (8) d9 - А,, ^ < т < г г + 1 , и пусть 

2 \ — {(Л, w)Q2> | о (x t, z^ ' • ) т + yxw (-)=0, rtfj < t < ti+1> 
Пара (Я, w), очевидно, в том к только том случае лежит в 3?ь 
когда кривая хх является решением системы Якоби (10) 
с краевыми условиями -xT.+06A.c,+0, xttJcfiVxi+1- Гак как Гт;+1С 
сЛг.+1, то, по определению якобиевой кривой ЛТ, любое 
решение системы Якоби х-, удовлетворяющее условию xXl+lG 
£Т%[+1, удовлетворяет также и условию ^-жёЛт1+.. Следовательно, 

Кроме того, пространство 3?\ содержится, очевидно, в ядре 
нашей квадратичной формы, а при (X, w) &3?Q эта форма имеет 
вид 

-1+1 / -• \ 

J j z^w (e) de, «<•-••-» (-.) d t + y T (W (ft)) d*. (19) 

Поскольку Yt(ay(T))>e|t.y(T) |2, то форма (19) положительна 
при Ti+i-Tf достаточно малом, щ 

Мы вправе с самого начала выбрать сколь угодно мелкое 
разбиение 0 - t o < T i < . . . < т . = t , поэтому, согласно лемме 14, 

ind Rt=ind {Rt | Wj;t) + dim IW f] W^A - dim [W n ker Rt). 
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Пара (Я, v) m Rf в том и только том случае лежит 
в W\, когда 

а (X+(х* (2t))) (it), zx.) ss <у (К0, zx •), .* ,<-; « А Ц , 
для некоторого Я,0бЛ-,.+о. 

Положим у=Х—%0-\-%*(zv). Те же аргументы, что и при 
доказательстве леммы 12, показывают, что распределение у 
представляется в виде суммы вектор-функции у*, гладкой на 
("-i> ti+i]. и распределения порядка k£ — 1, сосредоточенного 
в точках тг, ii+1. Из леммы 13 вытекает, что .У.сг+16ЛТг+1. При 
этом , 

* # ( ( * , 0)))= < ОТ, (J(X + X*(2^), Z.)T > = (DT, O(X0, 2-)T > =: 
= а(.\0, (го, 1 )) = а{\,уч+). 

Напомним, что h0+g г+1
Г==(^+ <•—,-> )6П0. 

Из приведенных соотношений следует, что индекс квадра­
тичной формы Rf\Wx

+ совпадает с индексом заданной на 
•"г 

(Лт!+о+Лг.+1)ПП0 квадратичной формы, которая сопоставляет 
каждому 

а = (Я1 + ^(Лт.+о+Лх,+1) ПП0 (где Xi6At-+o, bau-Vt (+1) 
величину о(Хь Яг). Таким образом, 

5nd(#t|№£+)--=indn.(A*,+o, A--.J—-ydim (Лт..+оПП0)-

—j dim (Лт.+. П П0) + dim (П- n Atf+o П A,.+1). 

Далее, пусть (X,v)eW f)W\, тогда 

A.+ {zo, 1 > - ^ = - ^ Л - , П Л ( , + о - - П ЛТ. 

В этом случае t/Ts= —•.•v-,—-константа; стало быть, T,(t)—0 и 
Х = — ( zv, 1 > = 0 . Следовательно, 

Wf]W^ = 0, ind^=--=ind(Rt|W^). 

Подставляя выражение для ind (Rt \ W^ \ в (18), получаем 

indQi+1 —indQ/=--indn0(A-.., A--i+o) + indn,(/Ц+о,Л;,+1) + 

+ у dim (Ati П П0) —i-dim (Л,ж П П0)+ 

+ dim[ П A t \ -dimf n ЛЛ i - 0 , 1 » - b (20) 
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Из предложения 2 и леммы 4 вытекает, что . 
indn. (A-,, At£+o) + indn- (Лт-+о, Лт.+1) — indn. (ЛТ|, Лт.+1). 

Кроме того Qi±=Q и 

indn, (Л,, А-) = indn, (Л„ П0) - -j {m — dim (At П П0)). 
Поэтому, складывая равенства (20), получаем 

indQ = {sum}indn-(A-.,Ax..)+dim( П \х)-т. (21) 
f^a t t+i \0K-tKt ) 

Лемма 15. Для любых tu i&[0, t], t i < t 2 . справедливо 
равенство 

П A T = A ( i n f {sum} z T R-) - . 

Доказательство. 1) Если zx гладко на полуинтервале 
.-1<^<^2> то 

П ЛТ--=Л(1+0п( {sum} z f T V l / 

точка В самом деле, если !/_[ 2 z TRr |>'TO Х-неподвижная 

системы Якоби (10) нэ [^,.^2]. т . е . постоянный вектор Л.------Х, 
t i< -<^2> является решением системы (10). Обратно, пусть 
Х6 П Лг, тогда \/_ и Л т . Следовательно, для всякого решения 
системы (10) хх, удовлетворяющего условию х*1+обЛ/,+о, выпол­
няется тождество СУ(Х, л:х)=---0, t - < T < t 2 . Дифференцируя по t , 
получаем 

л Л V v <V i \ От- Л V '/ <*т- г v /., (*•-) к _ 0 = О X, 2 J <* (---с •Ot.-Xr) 2t "т = 2d ° (Z* °*> X") a (X> ^ ^ О ' 
\ i-1 J i=i 

r' 

Следовательно, 2 a ( ^ > z г »т) г-.т »тбЛт. Поскольку Х также 
лежит в лагранжевой плоскости А.-, то 

0 = а (х, 2ог(Я,2% г )4* г ) ^ ) = _ (а (X, zx
k\)J . 

\ i - l г-l / 

Стало быть, Хб(г.сТ *г»̂)—., / = 1, . . . , r ; t i < t < t 2 . 
15& 
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2) При тех же условиях • 

Л*,+оп( {sum} 2?T)R'Y--=A,1+on( 2 2~* г)~-

В самом деле, из очевидного включения 

tl<t<t, 
l следует, что 

! . " ( 2 *&Yc( - z^r)-• 
1 / 
J С другой стороны, .гтг.еЛ-;—Лт, следовательно, 

2 - A R V - C п лт)=--л<1+оп( 2 z(MRr] / 

\ 3) Пусть т:6[г.1, --2], причем т не обязана быть точкой гладк о-
• ста кривой z. Имеем 
\ ЛтПЛт+0=ЛтПГг+0. 
; Поскольку 

Г-.+о-= span {z{+ov 10 < I < kt+0, oeR^c-
cspan{2et)]t<e<x+e, vQRr}, 

i то, в силу 1) • и 2) 

П Ae^A^nf 2 zeR r)". V&>0-

\ Обратное включение непосредственно вытекает из 1), 2). 
С л е д с т в и е . П0 П AT=A/„nA/f). В частности, 

П AT*=A?=0. 

Для завершения доказательства теоремы 1 остается босполь-
: зоваться равенством (21) и вспомнить, что 

inda|>G*==mdQ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Применяя теорему I к 

формам tyGl и -фСг̂ +е, получим, что при достаточно малом е>0 
ind tyQl+B—ind ojjGI = indn, (As, AJ+E) + indn, (Л-+е. По) -

j *) Определение пространства д'; см. на стр. 138 (перед формулировкой 
теоремы 2). 
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— indn, <ЛУ, П0) — dim (Д?/ А?+е) •— indn. (Л-, Л,+е) + 
+ - (dim (Л, п П0) - dim (Л-+Е П ГУ) - dim (Д°/ Д?+8) 

Далее, indn0(Ai, Л-+8) =-indn- (As, Л-+0) +iudn0 (Л*ю, AJ+E). Легко 
видеть, что отображение т-*-А-ППо полунепрерывно сверху (от­
носительно включения подпространств) в любой точке непре­
рывности кривой Ах. Поэтому при е, достаточно близких к ну­
лю, подпространства ПоПА8+е монотонно не возрастают с ро­
стом е. Кроме того, коль скоро At — неубывающая кривая в 
L(S) то indtio (As+o,Ae+e) не убывает с ростом е 
fridn,(A-+0, As+o) = А. Отсюда нетрудно заключить, что при 8 
достаточно близких к нулю 

indn-(AJ+0, А~+Е) =-= dim (As+QПЩ)-dim(А*+ЕПЩ = 
= dimfA^onnoJ—dimPo n Ат). 

-<T<i+e 

Утверждение теоремы 2 вытекает теперь из следствия лем­
мы 15. 

6. Уравнение Якобй и •' формула для вычисления индекса 
квадратичной формы ij)G/' были получены в предположении, 
что ^x{v)^z\v\2. Однако, согласно предложению I, необходи­
мым условием конечности ind if G/' является лишь неотрица­
тельность форм у-- --• настоящем пункте мы кратко опишем, 
как следует видоизменить уравнение Якоби, если формы ух 
вырождаются. 

Пусть 0<k<tf i , ггб(0, (\- Обозначим через ^подпространст­
во в R", состоящее из всех таких vQRr, ДЛЯ которых найдется 
гладкая кривая щ, определенная на некотором отрезке т<9<ч ' 
и удовлетворяющая условиям: 

vx = v, ke(w,v(Q)) = 0(z^w,zov(B))~BO,~(i<Q<x, 0< i<2k , 

для любого -z2)eRr. 
Ясно, что V^cVx' при ki<k2; кроме того vx—Rr при k < 

<kx, 1/*-=-=кегу*. 

Для 0 < А </гс положим 

y*:(iy + K*){to}(—1)*-1a(4 ,̂ z*v), veVt1 

•—квадратичная форма на v^/V*. \ 
def def 

Пусть, кроме того, Vx =-Rr, •yx-= hx. 
Имеем yt-=0 при k<.kx, y*-—yf 
Следующее утверждение является существенным усилением 

предложения 1, хотя его доказательство отличается от доказа-
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тельства предложения 1 лишь необходимостью использования 
большего количества индексов. 

П р е д л о ж е н и е 3. Если indifGj< + оо, то 
а) a(242ft4, ztTJ2)—О V©!, v£V$, 0<.k<m, *6(0, t]; 

б) y*>0, 0 < . 4 < Ж 1:6(0, t]. Обратно, если выполняется' 
условие а) и Чх(ъ)>&\1с>\2 для любых -гГе1-7*-1/ V*, 0<к<т, 
Щ% t] и некоторого е > 0, то ind ̂ Q"( < + оо. 

Нетрудно видеть, что 

HmVfaVn 0<jfe<«, «6(0, Л; 

если же х—точка гладкости z9 и dim V\=const при 9 близких 
к я:, то Ve гладко зависит от 9 вблизи х. Предположим, что вы­
полнено достаточное условие конечности ind^Gi', приведенное 
в предложении З, тогда подпространства V%, 0<k</re, кусочно 
гладко зависят от гб(0, t], причем гладко в любой точке глад­
кости z%, tyhx- Оказывается, при выполнении этого условия конеч­
ности inutyGt можно так определить (обобщенное) уравнение 
Якоби и якобиеву кривую At, чтобы выполнялось утверждение 
теоремы 1 (1и разумеется, все ее следствия). 

Положим 
Г?.---.spanj—,(zxvx)\veQVt'1, 0 < i < k | , 0<k<m, 

CO 

r ,=2r*, te(0,t] 

—•кусочно гладкие семейства изотропных подпространств в 2. 
Пусть тгб(0, t] и Ve~~*d ve—такая гладкая кривая, определен­

ная при 8, близких к х, что vvQV*. Тогда, очевидно, —- {zxvx)Q 
6Г£ + Г*+1. Поэтому, каково бы ни было x/JVx-\-Tx

k+1), COOT-
ёетствие 

£*(*):«-* о (---{zxvx),x). 

где 
•z»=(4»T+v*)e^7V? и v&vr1 ve, 

корректно определяет линейную форму цх{х) на V*_1/V_.. Сле" 
довательно, отображение 

х~±{£)-ЧгЦ(х)), x / ( r^+r^ + I ) 
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определяет квадратичную форму на (Г т+Г т
+ )— 

т. 

Х-*~1'%(Ч$ГЧ'£(,Х))' ^_/(Тт+Гг+1)' 
ft-0 

а отображение 
т. 

x~4" 2 (^(ч* (•*))> *+Тт, (22) 
ft=0 

—квадратичную форму на Г-гс-З. 
Продолжим форму (22) произвольным образом до некоторой 

квадратичной формы Ут на всем пространстве 2. Форма Л опре­
деляет векторное поле Л»->-/1-(Л) на 1(2). Дифференциальное 
уравнение 

л=л(л), левд. *e[o,t], (23) 
назовем (обобщенным) уравнением Якоби. Заметим, что урав­
нение (23) определено однозначно лишь для таких п. Л, для 
которых ЛзГ-с. 

Как и для уравнения (11), решениями уравнения (23) на­
зываются не только непрерывные, но и кусочно-непрерывные 
кривые. Якобиевой кривой называется решение Л- уравнения 
(23), удовлетворяющее условиям 

Л0-П0, Лт+о=Л^+°, 4te[0,t). 

Нетрудно показать, что Гтс:Лт, vte(0, t]. Следовательно, 
якобиева кривая (в отличне от обобщенного уравнения Якоби) 
однозначно определяется формой (22) и не зависит от выбора 
продолжения этой формы на все пространство 2. Если выполне­
но достаточное условие конечности ind tyGt" из предложения 1, 
то кривая At, очевидно, совпадает с якобиевой кривой, опреде­
ленной для этого случая в п. 3. 
. П р е д л о ж е н и е 4. Предположим, что выполнено достаточ­
ное условие конечности ind tyG/', сформулированное в предло­
жении 3, и At, tSfjO.t], — якобиева кривая. Тогда для кривой Л» 
справедливо утверждение теоремы 1.' 

Предложение 4, обобщающее теорему 1, доказывается тем 
же способом, что и эта теорема, только еще более громоздко 
из-за необходимости использования большего числа индексов. 

Мы научились строить якобиеву кривую и вычислять 
indole?., в более общей ситуации, чем в теореме 1, тем не 
менее, между необходимым и достаточным условиями конеч­
ности inutyGt остается еще некоторый зазор. 
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Предположим, что выполнены условия а), .б) предложения 3, 
и пусть • . -

Т=П ( [М ] \Х ) , 
Е>0 

где 
f̂E-{--e(0, t]|Yt(?)>e|̂ ]2, vuev*-1 ivk

x, о ^ к 4 
Нетрудно показать, что множество Т нигде не плотно на[0, t], 
если же Z- кусочно аналитично зависит от т, то Т состоит из ко­
нечного числа точек. 

Дальнейшие рассмотрения проводятся в предположении, 
что Т — конечное множество (кусочная аналитичность необяза­
тельна). 

ДЛЯ всякого т6(0, t].\T определены изотропное пространст­
во Г, и квадратичная форма (22). Уравнение Якоби (23) не оп­
ределенно (имеет особенности) лишь лри тбТ. Пусть 5>0 и 
%&(х)—кусочно постоянная функция на [0J], равная нулю на 
б-окрестности 06Т множества Т и единице —вне замыкания 
этой б-окрестности. 

Рассмотрим «урезанное» уравнение Якоби 
Л-Хб(Т)Л(Л), Л6- (S), (236) 

\ определенное уже для всех тб [0, t]. 
| Обозначим через Л / решение уравнения (236), локально 
| постоянное в 06Т и удовлетворяющее условиям 

л 0 -п 0 , лт+0—л^+°, v<te[o,t)\o6T. , 
I Предложение 5. Пусть б > 0 и it;+1=---0 = ! t 0 <t1< . . . 
j ...<,xt = t—, такое разбиение отрезка [0, t], что все кус-
\ ш A?f]tj, т. .1]. 0 < i < i , кривой Ах—простые. Положим 

i -(6)==.2 indno(A-£'ATi+1)-
! -=-
I Тогда i(6)t indTQj+T» при б | 0 . 
j Это предложение, по-существу, содержится в предыдущих 
j результатах. В самом деле, обозначим Qa сужение формы 
] tyG] на пространство функций, обращающихся в нуль на ОаТ. 
j Нетрудно показать, что indQ в find ijJGi при б ф 0, Перейти от 
I tyG] к Qt — эт то же самое, что «вырезать» ОоТ из временной 

оси. После такого вырезания оказывается выполненным доста­
точное условие конечнооти индекса из предложения 3, причем 
At—якобиева кривая для формы Qu и, согласно предложению 4, 
lndQ6=-.(6) — т. В 

Замечание 1. В предложение 5 linn(6) = ind^C. может 
ею 

быть как конечным, так и бесконечным. 
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. З а м е ч а н и е 2. Отметим, что и в том случае, когда zx 
гладко, или даже аналитично зависит от т:, кривые A{tau} оказы­
ваются, вообще говоря, разрывными. Это одна из причин, по ко­
торым мы упорно рассматриваем не только гладкие, но и ку­
сочно гладкие кривые. Учет разрывов помогает и в гладкой си­
туации: если уравнение Якоби имеет изолированную особен­
ность, мы получаем рецепт, в соответствии с которым следует 
состыковывать решения, определенные слева и справа от осо­
бенности. 

ДОБАВЛЕНИЕ К § 3. ЛАГРАНЖЕВ ГРАССМАНИАН 

Здесь в нужной нам форме приведены сведения из симп-
лектической геометрии, использованные в § 3. Доказательства, 
как правило, заменяются ссылками на литературу. Везде ниже 
S — симплектическое пространство размерности 2m с симплек-
тической формой а. Выражение S i^ /S 2 для подмножеств 
S\, S2{subset}2 означает, что cr(s1, s2) =0, Vsi6Sb s2<-S2. Через S— 
обозначается косоортогональное дополнение подмножества 
Sc.2T S-- = {x6S\a{x,s) ==0 VsGS}. 
Подпространство TczS называется изотропным, если ГсгГ—, и 
лагранжевым (лагранжевой плоскостью), если Г = Г—. Мно­
жество всех лагранжевых подпространств образует замкнутое 
подмногообразие в грассманиане Gm(S), это подмногообразие 
обозначается L(S) и называется лагранжевым грассманианом. 
Таким образом, 

L(S) = {A{subset}S|A-=A}. 
I. Естественный атлас в L(S). Пусть A6L(S), обозначим 

через А л совокупность всех лагранжевых плоскостей в 1(2), 
трансверсальных Д, и для произвольного ЛбАд пусть PA: 2{to} 
{to}A—проектор 2 на Л параллельно Д. 

П р е д л о ж е н и е П1. Для всякого A6L(~) и ЛбД'Л спра­
ведливы тождества: 

i) д(РАхи х2) + о(хи Рлх2) = а(хъ х2) Ухъ Л:262; 
11) РЛД={0}. 

Обратно, если некоторый линейный оператор Р: E{to}E удовлет­
воряет условиям i), ii), то Р—Р*. для некоторого Л6ДД'. 

Доказательство см. в [12, стр. 136—137]. 
С л е д с т в и е . Множество Л*обладает структурой аффинно­

го пространства, причем ассоциированное с ним линейное про­
странство естественно изоморфно пространству ^(Е/Д) всех 
симметричных билинейных форм на 2/Д. ' 

В самом деле, то, что совокупность линейных операторов, 
удовлетворяющих условиям i), ii), образует аффинное простран­
ство, очевидно. Из этих условий, кроме того, следует, что 
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?л„Л-еЛА выражение a({PAl-РЛг) xh х2), хь x2es определяет* 
симметричную билинейную форму на ^(2/Л). Нетрудно пока­
зать, что любая форма из 9 (2/Д) реализуется таким образом.-

Совокупность аффинных пространств ДЛ для всевозможных 
Д является естественным атласом в L(S), dim Z(2) —----—---_., 

11. Касательное пространство ГЛЦ2). Пусть AeL(S), и ЛЕ,. 
e(«R —гладкая кривая в 1(2), удовлетворяющая условию Л0-=А* 
В таком случае, |— — Л8 |е=с касательный вектор к 1(2) в точке 
Д. Пусть Х6Л и %г— гладкая кривая в 2, удовлетворяющая 
условиям Хе6ЛЕ Ve, %0=*i. Легко видеть, что смежный класс 
ft J 

---Я-е |е-=о + Л зависит лишь от А-бЛ и -Ле|Е--о, а не от выбора-
кривой ks- Следовательно, соответствие Х->-̂ -Хе|Е=о определяет 
линейное преобразование Dg: A{to}2/A. Ясно, что отображение 
-|{to}D- линейно, причем D----0 в том и только том случае, когда 
1 = 0. 

До сих пор мы нигде не воспользовались тем, что имеем де­
ло с лагранжевыми подпространствами, все сказанное верно 
для любого касательного вектора к грассманову многообразию.-
Из лагранжевости следует, что корректно определена билиней­
ная форма---аОО-А.ь Яз), ^l ta-Л. Более того, из тождества 

0 = Ж а № $ le=o-=or (D&u Я2) + а (А.1, Вл%2) 

следует симметричность этой формы. Соответствующую квадра­
тичную форму на Л обозначим символом ----а (£>|Л, Л). Сравнивая 
размерности, получаем: 

П р е д л о ж е н и е П2. Соответствие £.->---- о(D|A, Л) устанав­
ливает естественный изоморфизм пространства TAL(2), касатель­
ного к 1(2) в «точке» Л, и пространства 9 (Л) квадратичных 
форм на Л. 

Для нас особенно важно то, что изоморфизм, описанный а 
предложении П2, определяет отношение частичного упорядоче­
ния в пространстве ГлЬ(£): касательный вектор |erAL(2) назы­
вается неотрицательным, если соответствующая ему квадратич­
ная форма неотрицательна. _ 

Пусть hfi&CZ), *6R, — семейство квадратичных форм на £ 
(нестационарный квадратичный гамильтониан). Гамильтониа­
ну hu £6R, отвечает линейная гамильтонова система в 2, обоз­
начим через Ht: 2{to}2, *teR, фундаментальную матрицу этой 
системы, #0 = id. Ясно, что Я* — линейное симплектическое пре­
образование. HteSp(.S). Поскольку симплектические преобразо-



вания переводят лагранжевы плоскости в лагранжевы, то поток 
Ht* в S определяет соответствующий поток 5#.*, t6R в L(-S), 

def 
5МЛ)=-Я,Л VAeL(-). 

: С другой стороны, семейство квадратичных форм ht, ^6R, 
—> 

очевидным образом порождает нестационарное векторное поле ht 
на L (2): Достаточно сузить квадратичную форму ht на плоскость 
Д-5_ (S), чтобы получить касательный вектор в «точке» Л, 

_> def 
; /Ы{Л} — Л,|Л VAGL(2), 
или, используя введенную выше символику, 

А^|{Л>=-А,(Л, Л). 
Следующее тождество устанавливается прямым вычислением: 

t 
о 

Ш. Вложения и проекции. Пусть TczS — изотропное (под­
пространство, т. е. ГсГ— d i m r = /2{le}m. Легко видеть, что косо-
скалярное произведение о (•, •) индуцирует симплектическую 
CTpyKTypjB пространстве Г—/Г, при этом dim(T~/T) =2{m—k). 
Пусть s4-£L(r—/T), тогда полный прообраз подпространства $Ф 
при факторизации Р---/Г является лагранжевым подпространст­
вом в S. Описанное соответствие определяет вложение много­
образия Ь(ТС/Т) в многообразие L(S). При этом вложении 
многообразие 1(Г—/Г) переходит в подмногообразие в L(S), 
состоящее из всех лаграюкевых плоскостей,; содержащих Г 
(или, что эквивалентно, содержащихся в Г-~). Отныне мы бу­

дем отождествлять многообразие 1(Г--^/Г) с соответствующим 
ему подмногообразием в L(S). 

Обратно, для любого Лб1(2) положим Лг---ЛПГХ+Г. Легко 
видеть, что A—6L(rJ-/r), и отображение Д-^Л1, определяет про­
ектирование L(2) на , подмногообразие L (Г~/Г ) . Это проекти­
рование разрывно на L(S), но гладко и сюръективно на под-
.многообразиях (Ле1(2) |dim(ЛПГ)-const}. Если Лб! (Г—-/Г) <=. 
• czL (_), то касательное пространство TAL(T— /T)c:TAL(S) да 
• « ^ ( Л ) состоит из таких квадратичных форм q на Л, что Та 
•crker .7. 

П р е д л о ж е н и е ПЗ. Вложение L(Г—/Г)czL(2) индудиру-
•ет изоморфизм фундаментальных групп. 

Доказательство см. в [12, стр. 152—154]. 
С л е д с т в и е . • jti(L(2))-=Z. В самом деле, пусть dimr = 

-п— 1, тогда d im ( r—/r )=2 . В то же время, L(R 2 ) -RP I = .S1. 
В действительности, вложение L (Г----/Г) crL(S) при dimF= 
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= n—1 не только индуцирует изоморфизм фундаментальных 
групп многообразий L(S) и S1, но и канонически определяет 
образующую •уе.гс1(1(Е)). В самом деле, ненулевые касательные 
векторы к подмногообразию L(r---/r){subset}L(.S) представляют со­
бой квадратичные формы ранга один. Любая такая форма 
либо неотрицательна, либо неположительна. Обозначим через f 
ту образующую группы m(L(.S)), которая представляется кри­
вой в L(I—/Г) с неотрицательной скоростью. 

Можно показать, что это определение корректно, т. е. не за­
висит от выбора Г. Действительно, симплектаческая группа 
Sp(2) траызитивно действует на множестве изотропных под­
пространств фиксированной размерности. Поскольку, при этом, 
группа Sp(S) связна, то для любых изотропных Гь Г2сг2 оди­
наковой .размерности существует изотропный тождественному 
диффеоморфизм многообразия L(2) на себя, переводящий 
itiv-Vr-) вх(г2---:/Гг). 

О п р е д е л е н и е , Пусть Ае, 6651, — непрерывная замкну­
тая кривая в L(S). Кривая Л9 представляет некоторый элемент 
d фундаментальной группы многообразия L(S), deZ. Число d 
называется индексом Маслова кривой Лв и обозначается d=, 
= 1ndA0. 
IV. Индекс Маслова. 

О п р е д е л е н и е . Пусть Л.1, Аь Лзб£(2), индексом Маслова 
ц(Л1,Л2, Л3) называется сигнатура квадратичной формы q не 
векторном пространстве Ai®A2®A3, определенной формулой 

<7(Xi> >*. h) = a{K h) + a{h, X3)-T-o(X3, X.), Х.6А„ i-=1, 2, 3. 
П р е д л о ж е н и е П4 (важнейшие свойства индекса Маслова). 

1) Индекс р. (Л1, Л2, Аз) антисимметричен по всем аргументам. 
2) Справедливо тождество (цепное правило): 

I* (Л2, Л3, At) — р. (Ль Л3Л4) + р. (Ль Л2, Л4> — р. (Ль Лз, Л3) =- 0 . 
VAieL{2), i==1,...,4.*) 

3) Для любых ЛгбД2), i = l , 2,3 и любого подпространства 
Г с Л1 П Л2+Л2 П Лз + Лз П Ai справедливо тождество 

4* (Л^, Л2, Лз)= I*(Ль Л2, Лз). 
Доказательство свойств 2), 3) см. в [13, стр. 32—34] свой­

ство 1) очевидно. 
Приведем другое определение индекса Маслова, именно 

оно используется в основном тексте. 
О п р е д е л е н и е . Пусть Л,еЬ(2), t=l , 2, 3. Произвольный 

вектор ХеЛ2П(Л1 + А3) можно представить в виде %=>Х\+%з, где 
^GA,,| ЬвбЛз. Положим q{%)=a(Ku X3). Нетрудно видеть, что со­
ответствие X-+q{k) корректно определяет квадратичную форму 

*> Свойства 1) означает,- что ц является «2-коцепью» на L(S), а свой-
ство 2) означает, что .ц•—«коцикл» на 1(2) . ... 
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на Л2Л(Ai+A3), т. е. что выражение а(%и %а) зависит лишь от 
суммы Xi+Яз, коль скоро Я) и Яз лежат в фиксированных лаг-
ранжевых плоскостях. Индексом Маслова {mu}(Ai, Л2, Лз) назы­
вается сигнатура квадратичной формы q на ЛгП (.-A-i+A3) • 
Заметим, что кег<7=Л1ПЛ2+Л2ПАз. 

Эквивалентность двух определений индекса Маслова в слу­
чае AiDA3 = 0 доказана в [13, стр. 31]; общий случай сводится 
к этому при помощи утверждения 3) предложения П4. 
Из второго определения индекса Маслова вытекает оценка 

|{mu}(Ab Л2, А3)\<тп—dim(AinA2+A2nA3)VAi6L(S). 
П р е д л о ж е н и е П5. Пусть Ai, A26L(S). Тогда для любо­

го целого числа k, удовлетворяющего неравенству |&|{le} 
{le}m—dim(AiflA2), существует такая лагранжева плоскость Д, 
трансверсальная Ai и Аг, что {mu}(Ai, Д, Аг) — k. 

Доказательство использует описание множества лагранже-
вых плоскостей, трансверсальных данной, приведенное в 
пункте 1), а также антисимметричность индекса Маслова. 

П р е д л о ж е н и е Пб. Пусть A,, f6[f1, t2]—непрерывная 
замкнутая кривая в L(S), Л*,,—Aj,. Пусть, кроме того, заданы 

такие точки î = To<xi< ..„ <T.v<-.w+i —<?2 и лагранжевы пло­
скости До, Ai AN, что Aif|A----0 при Ti{le}T{le}Ti+i, t = 0 , . . . , N. 

Тогда УПбА(2) справедливо равенство 
лг 

2 Ind Д. — 2 ^ (п- Ал A-{tau};+1) — Р (п. Аг. --Ц). 
г=о 

Доказательство следует из результатов параграфа 1.9 ра­
боты ![13] (см., в особенности, предложение 1.9.5). 

V. Унитарная модель. Рассмотрим пространство Ст с эрми-
т 

•товьщ произведением { v, w > = {sum} vLwt. Билинейная форма 

1т<о, ш> задает симплектическую структуру на С* a Re<a, 
w}—евклидову структуру. Обозначим через А к совокупность 
всех вещественных векторов в Ст; ясно, что AR , а также £AR — 
лагранжевы подпространства. 

Любое унитарное преобразование, сохраняя эрмитову 
структуру, сохраняет и симплектическую структуру, следова­
тельно, переводит лагранжевы плоскости в лагранжевы. Таким 
образом, группа U(n) действует на многообразии лагранжевых 
плоскостей L(Cm). В действительности, это действие транзитив-
ио. В самом деле, пусть A6L(Cm) и е., .. •, ет—базис в А, ор-
тонормированный в смысле евклидовой структуры Re<-, •> 
т. е. Re<ei, ej> s=6ij, i, j = 1 , . . . , m. 

Поскольку Im<e., e..>—0, i,}—1,. . . ,m (A — изотропная 
плоскость), то базис е\,...,ет — ортонормированный также и в 
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смысле эрмитовой структуры ,<ei, ei>---5i.., t,/ = l т. По­
этому существует унитарное преобразование U, переводящее 
стандартный базис в базисе еь . . . , ет. Ясно, что [/AR -=Л. Да­
лее, унитарное преобразование U: 0{to}0 в том и только том 
случае переводит AR в себя, когда все элементы матрицы U 
вещественны. Вещественные матрицы в U(m) образуют под­
группу 0 ( т ) . Таким образом, мы установили изоморфизм 
L(C™)«U(m)/0(m). 

Пусть i76U(m) ясно, что величина det2([/) зависит лишь 
от смежного класса U в U(m)/0(m) и, следовательно, кор­
ректно определена на L(Cm). При этом det-(f/)e'{t,GC : \v\ == 
—'} = S • 

П р е д л о ж е н и е П7. Пусть Ae, ueS1 — непрерывная 
замкнутая кривая в L(O), Ae=C/fl-0(m). Тогда IndA равен 
степени отображения d.-+ det (С/о) из S1 в S1. 

Пусть A6L(S), |6ГЛ1(2), как и выше, касательный вектор 
I отождествляется с квадратичной формой ^ оф.Л, Л) на Л 
(см. предложение П2). Наличие евклидовой структуры позво­
ляет сопоставить квадратичной форме симметричный оператор 
s(l) :A{to}A, где 

Re < s {%) Хь Х2 > - 1 a (D^h h) П ь X26A. 

Из предложения П7 можно вывести 
П р е д л о ж е н и е П8, Пусть Ae, 6-3S1 — абсолютно непре­

рывная замкнутая кривая в L(O). Тогда 

S1 

Следствие . Пусть К, тб[0, t] — нестационарный квадра­
тичный гамильтониан на 2 и Я-: S{to}S — гамильтонов поток. 
Пусть A0-3L(.-.) —таково, что кривая АХ=НХА0, тб[0, t) в L(E) 
удовлетворяет условию Ai-=Ao. Тогда 

t 
IndA.=-4-5trs(At|At)dt. 

§ 4. ГОМОЛОГИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ 
ВТОРОЙ ВАРИАЦИИ 

В настоящем параграфе описаны некоторые инварианты се­
мейства кривых на лагранжевом грассманиане, и с их помощью 
исследуется вторая вариация управляемой системы. 

1. В этом пункте используются обозначения пункта 1 §d. 
Напомним, что О! есть квадратичное отображение пространства 
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кетОг в ^-мерное векторное пространство сокегф —(П1)*. 
Положим •F={ij)6nJ-|ind\l)GJ<+ оо}. Множество W является, 
очевидно, выпуклым, но, вообще говоря, ни открытым, ни замк­
нутым конусом. 

Следующее правило сопоставляет каждому тб(0, t] целое 
неотрицательное lt<tn: если квадратичное отображение 
v>->-he(v,v), »6R',. не равно тождественно нулю ни на каком 
интервале тГ<е<т, то положим /...=-0; в противном случае 
пусть 1Х — такое максимальное (среди чисел 1,2, ...,т) число 
I, что [Зе(гЦ.. ЬвЩ]^0 при i < 2 ( i — 1), olt t>26Rr> на некотором* 
интервале т < 6 < т . 

Из предложения 3.1 непосредствено вытекает следующее 
Предложение 1. Множество Y e l l 1 содержится в пере­

сечении подпространства 
{ [ ^ - ~ V , 4 ' - - 1 ) o 2 ] | 0< t< t , К ь ^ б И 1 (1) 

и выпуклого замкнутого конуса 
{[t^vai'Ml0<х<*> »eRr}°- (2) 

Если, вдобавок, замыкание множества {[&т'т>о, 3{cdot}c/t~1>o]|0<t<t, 
|и|=-1} не., пересекается с подпространством (1), то внутрен­
ность множества Ч*" относительно пространства (1) совпадает 
с внутренностью пересечения (1) и (2) относительно (1). 

З а м е ч а н и е . Предложение 3.3 позволяет существенно 
уточнить описание конуса W-, данное в предложении 1, причем 
можно выделить не только внутренние, но и граничные точки 
W относительно (1). Мы, однако, на этом останавливаться не 
будем. 

В пункте 1 § 3 каждому г|)бПх\0 поставлено в соответ­
ствие симплектическое пространство Еп,^ и (естественная) 
точная последовательность 

0{to}n*{to}En,1i)->n{to}0. 
Введение локальных координат в окрестности точки ц,о при­

водит к изоморфизму En,.* и пространства ПФП* со стандарт­
ной симплектической структурой o(xi®.-t, x2©l2) =<|2, .x.i>— 
—<11> x2>> xfiU, 1;бП'*, причем диаграмма 

коммутативна (нижние стрелки обозначают вложение W в 
ПФП* в качестве второго слагаемого и координатную проек­
цию ПФП* на первое слагаемое). Этот изоморфизм не являет­
ся естественным и зависит от выбора локальных координат. 
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Впрочем, для построения такого изоморфизма нужно много 
меньше, чем введение локальных координат. Следующее ут­
верждение-точно описывает ситуацию. (Напомним что ц* = 
----Тк-М/П--). 
_ Л е м м а 1. Пусть Ф : n--{to}Der* M — такое линейное отобра­
жение, что для ©сякого фбП-1- выполняются соотношения 
ц0оФг|>=гГ, (xood(®^) 1 П Л П . Тогда для всякого i|.en--\0 ото­
бражение 

X••-••ю-ХФСщ-.Г.лФф+П--), Xe.Fn-
'индуцирует изоморфизм симплектических пространств 

S* : £n>^{to}n©n*. 

- Доказательство -— прямое вычисление. 
Зафиксируем теперь раз и навсегда отображение Ф, удов­

летворяющее условиям леммы 1. 
Пусть •фб"Чг\0 таково, что определена отвечающая форме 

•фО;" якобиева кривая Л-бХ(£п,*), тб[0, t] (наиболее общие 
условия существования якобиевой кривой на всем отрезке [0, t] 
приведены в предложении 3.3). Положим A(^)-=S^Atc:n®ri*, 

; Ч-[0, t]. Тогда Лт('ф) — неубывающая кривая в 1(ПФП*), 
; ЛоСФ) = П*б1(ПФП*). Результаты § 3 позволяют вычислить 

ind^G/ ' в терминах кривой Ат(я|)), 0{le}x.{le}f. 
; 2. Проведенное в [1] исследование квадратичных отображе-
; ний на RN+l опиралось на объекты, связанные с пространством 

квадратичных форм, а именно, индекс формы и классы уп-
Теперь уже видно, что при исследовании интегрального квадра­
тичного отображения Q" роль, аналогичную пространству 

• квадратичных форм, играет совокупность всех неубывающих 
кривых на 1(ПФП*), начинающихся в П*. В настоящем иунк-

; те дается определение индекса для этих кривых и вводятся 
I аналоги классов уп- Собственно, определение индекса подска-
• зано результатами § 3. 
; О п р е д е л е н и е . Пусть At, 0{le}x{le}<, —неубывающая ку-
. сочно гладкая кривая в ПФП*, Ло—П*, и T I + I = 0 = T O < • • . 
! ...<ixi = t — такое разбиение отрезка [0, t], что кривые 
; А.\[Ч, T i+1], 1=0, 1 , . . . , 1-1, — простые. ПОЛОЖИМ 

ind Л. «=-• 2 indA» (At,. ЛТг+1)+dim ( П А*)- т-
з . T f i 0{le}'C<!r 

Величина indA. является целым неотрицательным числом и. 
согласно результатам § 3, не зависит от выбора разбиения отрез­
ка [0, t]. Более того, если в каждой точке разрыва т кривой 
Л. вставить простую неубывающую кривую, соединяющую Л- с 
Л-+о и, кроме того, соединить простой неубывающей кривой 
Л* c Ло, то для полученной в результате неубывающей непре-
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рывной замкнутой кривой Л. справедливо тождество 
IndA --=indA.=--IndA,+dim( П А*)-/»- (3) 

Напомним, что Ind обозначает индекс Маслова замкнутой кри­
вой. Тождество (3) следует из предложения 3.2 (см. также 
теорему 3.3). 

В дальнейшем будем предполагать, что в пространстве ПФ 
ФП* фиксирована некоторая комплексная структура и эрмито­
ва форма <-, •> так, что a(xi©gi, х2Щ2) ~1m<;ci®ii, л.2©.;2>« 
В приложении к § 3 описано отождествление касательного про­
странства TAL(U®U*) с пространством .^(А) квадратичных 
( = симметричных билинейных) форм на Л, ниже это отождест­
вление используется без специальных оговорок. Каждой фор­
ме q&£P(A) ---Г^(ПФП*) соответствует симметричный линей­
ный оператор s{q): A{to}A, где q{%\, %2) =R&<s (q)%\, Kz> Vku 
АгбЛ. Зададим риманову структуру на £(ПФП*), определив 
скалярное произведение пары касательных векторов .71, qz& 
е7ЛЬ(ПФП*) формулой (<7ь qz) ̂ 'tr (s(qi) s(-72)). Длину про­
извольной кусочно гладкой кривой Л-бЬ(П©П*), 0{le}t̂ if, 
обозначим символом р(Л-), 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть Ат, 0 <x<t,.—неубывающая 
кусочно гладкая кривая в ДФП*... Л0—П*, имеющая не более 
N точек разрыва. Положим v-=-m — dim( П Л.-). Тогда 

0<X<t 

| р (Л.) - v < (ind A.) < | V^P (A.) + v7V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку Л.-—неубывающая кривая, 
то ее скорость Лг6Тл£(—ФП*)—неотрицательная квадратичная 
форма, a s(Ar) — неотрицательный симметричный оператор, 
причем rank s (AT) < v. Поэтому tr (s (At)2) < (tr s (At))2 < 
<-vtr(.s(A.i;))2. Если Л. —непрерывная замкнутая кривая, то 
доказываемые неравенства следуют из предложения П8 при­
ложения к § 3 и равенства (3). В общем случае нужно еще 
воспользоваться тем фактом, что любая пара лагранжевых пло­
скостей Дь А2 лежит на некоторой неубывающий непрерывной 
замкнутой кривой Ae, 06S1, удовлетворяющий условию IndAe = 
= m—dim(AinA2). Устанавливается этот факт совсем просто: 
то, что хоть какая-то пара лагранжевых плоскостей лежит на 
такой кривой, очевидно, в то же время симплектическая груп-
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I 
па транзитивно действует на парах лагранжевых плоскостей с 

! фиксированной размерностью пересечения. 
Обозначим гсерез L[0,f[ пространство всех кусочно гладких 

монотонных кривых А-ЩПФП*), Ло—IF, Непрерывных 
на ' п о л у и н т е р в а л е (0,if] с топологией равномерной схо­
димости на каждом отрезке [в, t], где 0<8{le}t Разрыв в нуле-

I вой момент времени допускается, т. е. возможно П*=Л-¥=, 
] =^Л+0. 
! Через Ls[0, t] обозначим подмножество в й [ОД состоящее 
] из всех таких кривых Л.б.В[0, t], для каждой из которых най-
\ дется разбиение 0 = xo{le}Ti< . . . <Tj+i = t отрезка [p, t] со сле-
I дующими свойствами: а) кривые А.| [%1, Т.+1] — простые для 
\ i = 0 ) . . . , Z + 1 ; б) ЛТгиП*=0, t=T, . . . Д Aeljn*=0 на некото-
] ром интервале т < в < ^ . 
} З а м е ч а н и е . Подмножество й[0, t] \fis[0, t] имеет беско* 
| нечную коразмерность в й[0, t], т. е. для произвольного конеч-
j номерного многообразия U и пространства C(U,5&[0,t]) всех 
| непрерывных отображений из U в L[0, t] подпространство 
| C(U, Ls[0, t]) является всюду плотным подмножеством, 
} с (t/, as[o, t ] )=с (с/, а[о, 
| Разбиения отрезка [Q,t], удовлетворяющие условиям 
: а), б), будем называть согласованными с данной кривой. Л. 

Пусть Л.№[0, f\ и 0=xo<Ti< . . . <Ti+i=it — разбиение, 
согласованное с этой кривой. Обозначим Di=\[xbti+i], D — 
= {TI, . . . , %i), и положим 

•АоДЛ)= 2 (п*плт)сп*, i - 1 , . . . ,г, 

#о (Л)-.iff о, (Л). 
Пусть, наконец, ft3 (D) — подмножество в frfO, f\, состоящее из 
всех кривых, с которыми согласовано данное разбиение D. 

•• Легко видеть, что й8 (D) — открытое подмножество в й8[0,t]. 
Множества уровня целочисленной функции ind определяют 

некоторое разбиение пространства й-[0, t\. положим Sл [0, t]-= 
-== {A,6SJ [0, t ] | ind Л. = n}. Соответственно, 

def 

&s
n(D)-8>s

n[0, t\f\&{D). 
Л е м м а 2. Пусть ге>0, l < i < / . Тогда 
a) dim KDi (A) = indn* (Av A{tau}/+1) - \ Шт (Л*. П Д*) *•, 
b) подпространства /Co. (Л.) непрерывно зависят от Ae8n(D). 
c) если некоторое подразбиение r;i--='i'(0<tn<...<"•£(;.+i)-== 

*•> Подпространство \ ("1П* может быть отличным от нуля только 
при i=>l. 
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= t w отрезка Di таково, что D*nAt.- —0 при /==0, 1, ...,l{. 
i i ' 

TO АГо2 = ©-~G>.,, где •Dy=[t/-,i:/(y+i)]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть T — такая лагранжева пло­

скость, что TU-П*'—TUAt—0 при T.{le},T{le}Ti+i, При доказатель­
стве предложения 3:2 было установлено, что 

2indn*t<4, Axi+1) = t-(AT;+i, П*. T)-{mu}(ATi, П*, Т), 
где ц( . , ., •) —индекс Маслова тройки лаграижевых плоскостей. 
Пусть рт:П©П*->Ат —проектор _ пространства ДФП* на At 
параллельно Т (т.е. kerp t —T). Тогда ц,(Лт,П*, Т) совпадает 
с сигнатурой квадратичной формы |i->cJ(p-;.;, £), -;6П*. Ядро 
этой квадратичной формы "совпадает с 11*0 At. В то же время 
для всякого |6ЛТПП* имеем — o(pt.5.-|)>0> поскольку ЛТ — 
неубывающая кривая. Следовательно, 

KDl (Л) = span {ёбП* | от (рф |) < 0, а (р,.+£ \) > 0} 
и 
(11т.^оДЛ) = 4-0-(Л.,+1.П*, T) - |* (A V П*, T)-dlm(At i+ inn*)) 
(напомним, ЧТО заведомо ЛТ. П П* = 0). 

в) Из а) следует, что dim АГо. (Л) локально постоянно 
в-81(D). Поскольку KD{(A), очевидно, полунепрерывно сверху 
зависит от Л, то из локального постоянства размерности выте­
кает непрерывная зависимость. 

11 

с) По определению, KD , (A)-={sum} KD „(Л), с другой стороны, 
из предложения 3.2 следует, что 

indn*(Av At )={sum} indn* (Л* , ЛТ;/+.) 

• • ' » 

и, согласно утверждению a), dimАЪ, (Л)= {sum} dim/Co., (Л). Сле-
h 

довательно, сумма {sum} KDU — прямая. • 
> - * 

Пусть A.eSs(L>), положим KD(A)= ©.АЪ, (А), согласно 
P 

утверждению а) леммы 2 dim KD (A)-=-{sum} indn*(At., AT.+1). 

Далее, т.к. A t ,nn*-=0, то indn*(n*, A-.)-=-Q <™> П AT=0; 
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indn*(A., 11*) = ----(от — dlm(A ;nn*)). Следовательно, ШтЯЪ(Л)= 
= indA. 

Из утверждения в) леммы 2 вытекает, что семейство линей­
ных пространств KD (Л.), Л.68л (D), образует /г-мерное векторное 
расслоение над S>s

n{D), которое мы обозначим №n(D). 3 то же 
время, множества 2n(D) при переменном D образуют открытое 
покрытие пространства £«[0, t]. Для произвольных D\-— 
= {%[, . . . , t r } и _>'i —= {ti, ...,#.•»} имеем 

S>s
n(D')(]2n(D'% Qs„(D'[jD"). 

Пусть D'i=[x'i, -t..+i], D"i = [x"h t]+ i] , a Dj — j-fi отрезок разбие­
ния D'(JD". В таком случае каждый отрезок D} содержится 
в некотором отрезке Daj и в некотором отрезке D$j. Из 
утверждения с) леммы 2 следует, что вложения 

KDAA)czK> (Л.), КоЛА.)сК- (Л.) 

определяют канонические изоморфизмы 
- адл.)«..-со.(л.), KD(A.)~KD»(A.), vA.eQn(D')c\tfn{D"). 
В результате, расслоения Жпф) при всевозможных D оказы­
ваются склеенными в единое векторное расслоение Жп 
над 8>% [0, t]. v , 

Пусть у.п&Нг(2,sn[Q, î ]) —одномерный класс Штифеля—Уитни 
расслоения $п, т . е . xn=Wi(%fn). 

3. Возвратимся к исследованию квадратичного отображения 
О]. В пункте 1 был определен конус f e l l 1 . Обозначим через 1 Р 
подмножество в ¥ , состоящее из всех г|з, для которых определена 
якобиева кривая Л. (ty)G£s [0, if]. Кроме того, положим 

-/•„ ={г|)6¥\01 inda|)GJ = я.}, ¥?, «{^еТ-1 ind Л. (л|>) == «}. 

Из теоремы 3/1 следует, что 
ind ipG" = ind Л. (•]>), уЦЯТ*. 

поэтому хГ^сгГ. 
Квадратичное отображение G* определено на подпространстве 

kerGr банахова пространства LL[0, t]- В то же время, / 4 J0 , ]̂ 
является всюду плотным линейным подпространством гильбертова 
пространства Ц [0, t]. Легко видеть, что О] непрерывно в топо­
логии пространства li[0jj\—это' прямо следует из формулы 
(3.1). Обозначим через kerGi замыкание пространства кег 0\ 
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в Lr
2 [0, t], 

icer G't = \v (.)6L2 [0, t] | hf J z ^ (*) dx=o[, 

а через g,—продолжение отображения GJ на kerG^ по непре­
рывности. Отображение &, как и G't, определяется формулой (3.1): 

& {v (•)- "О С-»=—= I Ut- (^ ("-). «(«-)) + J -tee (0) d0, i,t» (t) dt, 

^(•^kerG*. 
ЯСНО, что ind -ДО = ind -фО* v-^gn1. 

Итак, & представляет собой квадратичное отображение бес-
конечномерного сепарабельного гильбертова пространства ker Q{ 
в k-мерное пространство сокег G^—TV.M/n. Таким отображениям 
посвящен пункт 7 в [1], § 2. Каждому ^Тл отвечает «.-мерное 
векторное пространство Lacker Gt, такое «-мерное инвариантное 
подпространство самосопряженного оператора, определяемого 
квадратичной формой ~фд, что *4>Gj | ^ < 0. Семейство пространств 
1Ф, г̂ Ч*,,, образует векторное расслоение 3?п над ¥,,. Через 
яп£Й1(х¥п) обозначается одномерный класс Штифеля—-Уитни 
расслоения &п, т. е. л.,-----.»! (..?„). 

Обозначим через У: Ч*"-5 —v S* [0, t] отображение г|).---Л. (ф) я|)6гР, 
а через / „ ^ н - В И О . *•] сужение отображения J на ¥«, т. е. 
/„•-=•./|ЧГ„*. 

П р е д л о ж е н и е 3. Отображение Jn непрерывно J на Y,t 
для всякого « > 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть •фб'Ч'л) в соответствии с опреде­
лениями из § 3 якобиева кривая Лт(г|)), 0<т<1 ! , является 
интегральной кривой некоторого нестационарного векторного 
поля на L(n©n*). Напомним определение этого поля, при 
этом для простоты ограничимся случаем задачи с одним 
управляющим параметром (г—1). В пункте 1 § 3 введены ку­
сочно гладкая функция -jjht и кусочно гладкая кривая 
2t(i[))6En,.4>, 0{le}T{le}t. Поскольку на протяжении настоящего па­
раграфа фиксирован изоморфизм S^: £п»*-НП©П*, мы будем 
отождествлять кривую z-(i]>) с образом этой кривой при ото­
бражении 54. 

Каждому тб(0, t) сопоставляется целое число kx(ty)^Q и 
вещественное число y-W- ё с л и tyhj=£0, то kt(i|))--=0, y-("]3) — 
---•фЯ/, в противном случае, kT(i|)), — минимальное среди чи­
сел к, удовлетворяющих условию 

<K*?} (Ч>). г ? " " (#¥=0, Vt(-l>)---a(4M*))^).4*,(*)"1)(*))-
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Из условия a|)61F-' (гарантирующего отсутствие особенностей 
у уравнения Якоби) следует, что kx<m и к% (г|э) локально 
постоянно в любой точке гладкости функции ^Л* и кривой zx(ty), 
0<i,{le}t; -..-•>->в для некоторого s > 0 и всех ft6(0, t]. Положим 
Г-r (пф) ==• span {z^ (-Ф) | 0 < i < к (ф) — 1} —- кх - мерное изотропное 
подпространство в ПФП*, кусочно гладко зависящее от it. 
Пусть Л6.1 (П©П*), как и в § 3 (см., в особенности, приложение 
к этому параграфу), квадратичная форма •Wff(2.(/)(ij)), X)2, XQA, 
а также отвечающий этой форме элемент пространства 
ТЛ£(П©П*), обозначаются символом о(г['Ц^), Л)2. Якобиева 
кривая Лт (ty) является непрерывным на (0, t] решением диффе­
ренциального уравнения 

JL л -= -— a (z{'^W) Ш А)2 

rf-c / v 27... (-ф) a ^ x W' -V 
с начальным условием Л+0(ф) ----II*r+-w. 

Легко видеть, что /г-С-Ф) полунепрерывно сверху зависит 
от г|). Если i|) таково, что k,(ty')]—kt(ilp) для всех -;G[0,t] и 
ф'бЧ'8, достаточно близких к -ф, то непрерывность отображе­
ния J в точке ф> есть следствие стандартной теоремы о непре­
рывной зависимости решений дифференциальных уравнений от 
параметров. Если же для некоторой последовательности 
-j).e4-rs, / — j , 2 j . . . . Ф..-У..Ф (i{to}oo) выполняется неравенство 
•М'Ф<)<'М'Ф)> то Т*(•Ц-1*)-—-"О (..{to}oo), и вопрос о непрерывной 
зависимости решений от параметра становится далеко не три­
виальным. Более того, отображение J может оказаться раз­
рывным в точке 1ф, непрерывны лишь отображения Jn=J\XY n 

Итак, пусть $Щп , ${-+^(1-*-°о) ий.Д'.К) <й-("|)) для неко­
торого тб(0, t]. Из определения векторов 2.-(ф) вытекает суще­
ствование такого разбиения 0 = T o < t i < . . . <Tjv+i—t отрезка 
[0, /] , что все целочисленные функции т.->-&т(ф.), t—.1,2, . . . , 
локально постоянны на множестве (0, i ] \{Ti , . . . ,Tiv}. Посколь­
ку все рассмотрения вполне можно проводить отдельно на 
каждом отрезке [T^TJ+I] , j=0,l,... ,N, то, не ограничивая 
общности (но упрощая обозначения), можем считать, что 
kx(tyi) и &-(-])) не зависят от т, т, е. .-^(ф,)1—&(ft|).), 0<T{le}t, 
i = 1 , 2 , . . . , kz(ty) =£(1ф). Более того, переходя, если надо, к 
подпоследовательности, можно добиться того, чтобы Kx(^t) не 
зависели также и от i, fe- (i|).) = & при t—= 1, 2 , . . . . 

Таким образом, мы приходим к следующей ситуации. 
Имеется такая последовательность о|),, i—1, 2, . . . , i|)i-M|) (i{to}oo), 
что 

&ьш~ъ^°№Чмл)\ ^м=п*г+Мч), (4) 
i;e(M]; indA.(i|).)==n; k<k(ij>). 
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Требуется доказать^ что Ae_(i|>i) {to} Л.- (ф) (i {to} oo) равномерно 
на каждом отрезке х£[х, t], 0<.tf<t. Из предложения 2 вытекает, 
что длины кривых Л-(1|)), T6[0,t], ограничены равномерно not. 
Сделаем замену параметра на кривых Л-(г|э.) параметризовав 
эти кривые длиной дуги: пусть функции 8.--*т.(9), т,(0)=- О, 
таковы, что скорость кривой 0--->-Лт<е)(д|).) имеет для любого 0 
единичную длину, i-=1, 2 , . . . . 

Для целых a, -£{le}|<%, тб(0, t], положим 
£<а> =.. {A6L (П0П*) | z[}) (^)бЛ, к < j < а) 

— гладкое " подмногообразие в L(II©II*), диффеоморфное 
L (R2<m+ft~a)) при k<a<k(q), 

0=Li"m+1) Ыт ' с . с4Й)=L (пеп*). 
Рассмотрим нестационарное векторное поле a (z{

x
k) (ф), Л)2, 

x&(0,i], Лб/.(ПФП*). Для Ae4 a ) \L ( a + 1 ) имеем 

__(0, при J<2(a-k) 
\2a-kG{z{

x
a){ty),Ay^0 при ; = 2 (a -k ) , k < a . W 

ПОСКОЛЬКУ Z ^ ' ^ y ) paBHOMepHO СХОДИтСЯ К ZxJ) (ty) При f - > o o 
для любого / > 0 , а функции y%(\pi) ограничены равномерно по rt, 
i (в действительности, yx("-|-'j){to}0 при i{to}oo), TO из (4), (5) 
следует равномерная гёльдеровость функций ^ (0), 

к,(0,)-т.а02)|<с101—02](2('Ф|,,-'г)+1), 
где с не зависит ни от i, ни от 01, 02. 

Таким образом, последовательности кривых 0i-+At;(e) (фг) 
и скалярных функций 0 ^ ^ (0) содержат равномерно сходящиеся 
подпоследовательности. Не ограничивая общности, можно считать, 
что сами последовательности к%1ф) (ф^ и xt ($) равномерно сходят­
ся к некоторой кривой Ае и скалярной функции t(0), O<0<0 , 
t(9) = /. Поскольку At.(е) (%), •tj(e) —неубывающие кривая и функ­
ция, то же верно и для Ао, x(Q); кроме того, indA.<ra. Мы 
покажем, что АТ(о) (ф) = Ло, О<0<0, причем существует такое 
0О > 0, что функция х (0) непрерывно и взаимно однозначно ото­
бражает полуинтервал [0О, 0] на (0, t ] . 

Во-первых, из (4) и (5) можно вывести следующий факт: если 
на некотором интервале (0i, 02)-(О, 0) выполняется соотношение 

Лоб^оД^е) 1 ' , 01<6<02- то ---положительно пропорциональ-
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Но а(4(^)(г|)),Лв)2, т. е. 
•-• 6 

—Г=й(0)а(г^)(я])),Л6)2, и(9)>0, 9i<9<02-
Соотношение Ae€Li"o) эквивалентно равенству 

с [г§в)1) (ip), Хе) •= О, УХебЛе, 0i < 6 < 62; 
дифференцирование этого равенства по 0 (в тех точках, где про­
изводная существует) приводит к тождеству 

0(4<e)№, ХО)(§ + 2И(0)0(4(е11)(^), 4<Ш))-=-0, 
ХебЛе, 06(01,02), 

а разностный аналог этого тождества (справедливый уже во всех 
точках) устанавливает абсолютную непрерывность функции пС (е) 
на (9i, 02). Таким образом, -Ц-—0 при « < А (-ф) и — - = 
= и (6) yt(o) (•])) > 0 при а = k (f). 

Мы видим, что на любом интервале, удовлетворяющем усло­
вию Ae€L*$l, 0i < 0 < 02, функция т (9) обратима и кривая Л под­
чиняется уравнению ' 

4?-чма(4*<1Ь))'Л)2> *(9i)<х<х(б2)' 
— тому же уравнению, что и кривая Л--(1ф). 

Поэтому 
Ao6LiU))) (0i < 9 <0.2)&Ло1+о — Лг(е1)=>Лв = Лг(0) (i*)(0i < 0 < 0 2 ) - (6) 

В то же время на интервале 06(0i> 02). удовлетворяющем 
условию AQQLXU)\Lx(eV> c «<А("!•)» функция тг(в) постоянна, 
t(0)-st-;(0i), а кривая Л подчиняется «почти автономному»,урав­
нению • 

- ^ — и(0)а(4&), Л)2, и(0)>0, 9 i<0<0 2 . (7) 

Пусть Де1 = Ло,+оП{2т^1)}- — (/n — 1)-мерное изотропное под­
пространство в L(n©n*). Уравнение (7) оставляет инвариантным 
подмногообразие 

Заметим, что 

L l A g r / A ^ i n L ^ ' — A^ + s p a n ^ o J ^ A r + i ^ ' ^ 
— единственная неподвижная точка уравнения (7) на ЦА~/А). 

Доказываемое предложение теперь вытекает из (6) и следую­
щего утверждения. 
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Лемма 3. Пусть a(8)=max{a|Ae6---$ej}. 0 < 9 < 0 . Цело­
численная функция a(9) не убывает с ростом 0, О<0<9 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0i6(0,0), t(9i)<a.. Предполо­
жим, что a = lim a(0)<a(9i). Тогда существует такое 02>91, 

— е---е,-|-о 
удовлетворяющее условиям t(92)=-t(91), A^ — A?,, что неубы­
вающая кривая А | .е.,ад содержит всю окружность 
L (Д5,"+о/ Ае.+о), где Ае,+о— lim Д§. В самом деле, попав на эту 

e-*-9i+o 
окружность с «положительной стороны>. от неподвижной точки 
уравнения-----------и (9)0(2^,), А)2, мы не можем вернуться в 
1?<0,), не пройдя ее всю (вернуться можно только по этой ок­
ружности и только с отрицательной стороны); в то же время, 
пока мы не вернемся, л(%) не (вырастет. 

Из приведенного рассуждения и (6) следует, что кривая Ае, 
06(0,0), содержит всю кривую Л*(г|з), 0 < t < t , да еще окруж­
ность L(Ae^J-o/A|1+0) (ориентации однозначно определяются тем, 
что все кривые должны быть неубывающими). Остается заме­
нить, что md£(A0^o/Aa,+o)==->0, поэтому ft>indA.> 
>lndA.(i|3) + l----«.+ 1. Противоречие. Мы не рассмотрели еще 
случай- T(0i)t=tf, но этот случай сводится к уже рассмотренно­
му, если с самого начала подходящим образом продолжить 
zt(i|3.) и -"v(ij3) на некоторый интервал временной оси, содержа­
щий (0, i}. • 

Т е о р е м а 1. Для любого n > 0 имеет место изоморфизм 
векторных расслоений: Sn\H

s
n«J*n3£n. В частности, nn\Ys

n = 
- — - ' i t ' . / r 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть •фб я̂ и Лт(г|э), 0<ft<^, —соот­
ветствующая якобиева кривая. Чтобы не слишком загромож­
дать изложение, мы снова предположим, что г-=1, обозначе­
ния г-(•]>), kx($) и yx(ty) имеют тот же смысл, что и при до­
казательстве предложения 3. 

Пусть 0=To<Ti< . . . <%i+i=t — разбиение отрезка [0,/] 
согласованное с кривой A.(i|)), Di = [t., ti+1], D={t i , . . . ,т.}. 
Слой расслоения Jn*ffln в точке ф по самому определению это­
го расслоения отождествляется с пространством 

где 
#о,(--.(-ДО--- 2 (П*ПЛТ), i — 1. •• . . /• 
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Пусть Хе/Х"ог(Л.(г1))), положим Di(X)^{xqDi\XQAx}. И:? 
утверждения с) леммы 2 следует, что LY(.\,) СВЯЗНО, т . е . 
является подотреаком в Д г . В случае, когда этот отрезок не 
сводится к одной точке, дифференцирование тождества 
0-=а(?.., %х (•$)), x£Di(\) no t приводит к равенству 
0(A.,4*T )W) — 0. л?б£>»(Л). 

Предположим, что x^D^X), и обозначим через %х, 0 <*<-;„. 
решение дифференциального уравнения 

d - 7г (Ф) т 

удовлетворяющее условию h t - Я. Положим, наконец, 

[О, ««(О, t 0 ] 

— кусочно гладкая функция на (0, t]. Из сказанного выше выте­
кает, что соответствие А->t-A(•) корректно определяет линейное 
инъективное отображение пространства KD1 (Л.(г|>)) в простран­
ство кусочно гладких функций на R. Более того, сопоставив 

вектору (.\1Ф...ея,)6-^го(Л.(г|5)) функцию 2 ' * М " ) . П0ЛУЧИМ» 
2 = 1 

очевидно, инъективное линейное отображение KD (Л. (ф)) в про­
странство кусочно гладких функций. 

Теперь мы воспользуемся некоторыми обозначениями, введен­
ными при доказательстве теоремы 3.1. Через #_*.(,]•) [0, t] 
(см» лемму 3.8) обозначается прямая сумма некоторых Соболев­
ских пространств отрицательного веса H-k.m [0. t] = 

JV+1 
= © #-*,.„,- [tj-u tj], где O=t0<ti<...<tit+i*=t, причем 

•ti, . . . , tN — все точки нарушения гладкости zx(^)- В лемме 3.8 
установлена непрерывность формы i|>G* в норме пространства 
#_M,i,)[0, t]3L2[0, t]. Замыкание пространства kerO< (области 
определения формы уО"{) в Н-ь.т [0, t] состоит из таких «рас-

def N def ..^-, 
пределений» и = ©.а-, что { z.u, 1 > =2t < *•-*/' - > б П* ; ПР°* 

_/=0 
должение по непрерывности формы î G* на это пространство 
«распределений» обозначается Q(i|>). 

Пусть ХеЛ-с-ПП* и Л.» 0<t<,?0—решение уравнения 
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удовлетворяющее условию .v.- — X. Тогда ?..+0бЛ+0, следовательно, 
вектор ' Я+0 однозначно представляется в виде +̂0—^о(-1») + 

+ {sum} ai (•*-) г+о» где v0 (Я)бП* П Г+0, at (Л,) — скаляры. Следующая 
1 = 0 

формула сопоставляет каждому IGKD{ (Л, (г|э)) элемент ик про­
странства H-ft.cib) [0, tj: 

rt-f*+-_1 • v + 1 

И И - {sum} ok (Л.) •3l6rb0+{sum} a x> Ы I0_1. < y ] ) f 

где б+0бЯ_1[0, t] ,— б-фуикция сосредоточенная в нуле, а 
д= — — оператор дифференцирования в пространстве распре­
делений. 

Сопоставляя каждому (А.1-Э... ШЯ^б/Со (Л. (1|э)) распределение 

{sum} и.ц, получаем линейное инъективное отображение 
i—l 
i-i-j,:-ЛГо <Л.(~ф))->//_.%.(,(.) [О, t]. Заметим, что 

A + e - l t 

. < ZM, 1 > - {sum} A <*).«:&+J4**4. (t) dTr=(^_v0(.\))en*. 
i - 0 

Следовательно, /г-мерное пространство u-ф (/.Го-(Л. (ф),)) лежит 
-в области определения квадратичной формы Q (ф). 

Л е м м а 4. Сужение формы Q (я|)) на подпространство 
Щ(Ко(А.(Ш равно нулю; при этом щ{Ко(А. (ф))) П ker Q(a|>) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, для Х'бЛ-.пП*, Я"6 
€Лт»ПП*, 0 < < < t / < / имеем (для единообразия формул счи­
таем, что k t > 0 Vt) . 

Q («г', « г ) - $ С ( [ (-l)Ae^?(e)d8 + 

*+o-l \ ." / 
+ {sum} a0(V) г% (-фгцорЩ U t = f y ^ v (t) + 

' • i - o ' ' / " о \ 

+ o f f 4*94'(e)^9+ {sum} о»(АО2$, 4VJ j Wv(t)dt= 

-=—a(v0(.V), J ^ V ^ ^ . -

= cr f v0(fr), v0CV) + {sum}•thzty-Wj^O. 
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Ядро формы Q (я|)) было описано при доказательстве теоре­
мы 3.1 (см. лемму 3.12). Кривая Л. (а|)). принадлежит £"[0,t]i, 
следовательно, Ле(г|))пП*-=-0 на некотором интервале ~ < e < t ; 
В таком случае пространство leer Q не содержит ненулевых рас­
пределений, равных тождественно нулю на интервале r(t, t). 

В предложении 3 установлена непрерывная зависимость кривой 
Л, (1])) от ty&Tn- Анализ доказательства этого предложения пока­
зывает, что пространства {и% \ KQKD1 (Л. (я|,))} непрерывно зависят 
от 1ф как конечномерные подпространства в Соболевском прост­
ранстве #_дг[0, t] с достаточно большим N>0*K 

Следовательно, n-мерные пространства u,|, (KD (Л. (1|з))) также 
непрерывно зависят от i|), если их рассматривать как подпрост­
ранства В //_лг[0, t] . 

Заметим теперь, что пространство щ (KD (A. (ф))) не зависит 
от выбора разбиения Dj и положим U-ц = и̂ , (л D (Л. (Ф))). Cer 
мейство подпространств £ / Ф с Я ^ и [0, t]c:H-N[0, t], фбЧ^, 
определяет n-мерное векторное расслоение %п над ХУ„, а отобра­
жения ц.4,:ЛГо(Л. (ф))->- U-ф индуцируют изоморфизм расслоений, 
]*пЖп^%п. Осталось построить изоморфизм расслоения <ип. 
н а ^ „ | ^ . 

Напомним, что слоем расслоения 2п в точке фб^л является 
такое n-мерное инвариантное подпространство Lacker Qt само­
сопряженного оператора в kexQt, определяемого квадратичной 
формой %„ что ijig, | L,b < 0 . В таком случае Q(aj3)|X.| = 'vl)g< |L,i,<Ov 
Пусть DomQ(ij))--замыкание подпространства кег Ot в //_,,.(1|,)[0, t],, 
область определения формы (..Не­

согласно лемме 3.10 форма Q(ty) положительно определена 
на некотором подпространстве конечной коразмерности 
в DomQ(i])); подпространство (L^Q^) имеет коразмерность п 
в DoraQ^) и, согласно лемме 3.11, 

Q Ш - ^ - Ь » > 0, ker (Q Щ-Ч-КФ)) =- ker Q ОЙ- (8)' 
Из (8) и леммы 4 вытекает, что ^ПСЦ)^,),) —0 . 
Пусть Pr.^:Dom Q (Ф) ->L-j,—проектор DomQ(il)) на L-ф парал­

лельно Щ, иными словами, 
kerPr*=--U,j., imPr^=L*, РГ1|)ОРГ^=РГДЬ. 

Положим 1$ = Рг-ц, | U,|,. Семейство /l|):U1J){to}I.|, *ф6чГя изоморфиз­
мов линейных пространств осуществляет изоморфизм расслоений 

1) Допуская некоторую вольность, мы обозначили символом H_N[0, t], 

пространство ф H_N [и;-..., ij], 
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-• Пусть К—-выпуклый многогранный конус в cokerG/, причем 
квадратичное отображение g невырождено относительно К. 
JB том случае, когда вложения 

(ио^)п/С°с(и Y t)n^°i n>0 

ЯВЛЯЮТСЯ гомотопическими эквивалентаостямЯ, теорема 1 позво­
ляет эффективно использовать теорему 2 из [1] для весьма точ­
ной оценки групп гомологии множества g^"(/C)\0. В действитель­
ности, во многих важных задачах выполняется равенство ЧГ- — ЧГ. 
и, следовательно, ¥£ = ¥„. 

Особенно интересен случай К = 0: результаты работы [1], § 3, 
в применении к отображению Qt дают следующие ответы на во­
просы I), II), поставленные в начале настоящей статьи, в терми­
нах групп гомологии множеств дГ!(0)\0. 

Теорема 2. Предположим, что а, невырождено, тогда 
i) если дГ1 (0) =?-= О, то pfcmtF^O-,^) для любой окрестности 

<^й(.) т о ч к и "(О в j-<~([°» -\|> U)\ 
ii) если ЙГ1 (0) — 0 то. каково бы ни было конечномерное 

подмногообразие KcLoo([0> t]; •-/)» содержащее точку и(-), 
найдется такая окрестность С~{i)t что .-чб^Л^ПС^,.)). 

Ш) для всякого i > 0 rpynna|//i_! (gr1 (0)\0) совпадает с прямым 
.пределом семейства групп 

•//«(/Т'ЫЛУ, FTlfa)r[V\u{.)), 
где V пробегает множество всех конечномерных подмногообра­
зий в LM ([0, t]\ U), частично упорядоченное по включению, а 
гомоморфизмы 

яд/т'ып^, ^(iI()nv\B(.))-> 
{to} Hi {FTX Ы П W, FT1 Ы П W \u (•)) 

для VcW идуцированы вложением. 

§ 5. ПРИЛОЖЕНИЕ К УПРАВЛЯЕМЫМ СИСТЕМАМ 
НА ГРУППАХ ЛИ 

В настоящем параграфе развитые выше методы использу­
ются для решения некоторых специальных задач. В основном 
рассматривается окрестность постоянного управления для ста­
ционарной системы т 

\i=H°f(u), {mu}6.M, u&U, 
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на полупростой группе Ли, т. е. фазововое многообразие M яв­
ляется полупростой группой Ли, а векторные поля f{u), «6 U, 
левоиивариантны. Сначала исследуется поведение индексов 
якобиевых кривых при t-++oo (охарактеризованы «эллиптиче­
ская» и «гиперболическая» ситуации). Затем описан класс си­
стем на компактных группах, в которых вся информация извле­
кается прямо из штифелевой диаграммы группы М. Мы не 
стремимся к максимальной общности, а акцентируем внимание 
на ситуациях, в которых вычисления удается довести до конца 
и представить результаты в обозримом виде. 

1. Первый результат относится к произвольной управляемой 
системе, не обязательно на группе Ли. Мы снова воспользуем­
ся обозначениями пункта 1 § 3, при этом момент t>0 предпо­
лагается настолько большим, что 

{sum} !-io°ZtR<-= 2 ^ Z x R — n . 
0<т<+оо 0<г<< 

Вектор а|)бП-~\0 на протяжении настоящего пункта фиксиро­
ван, .2=-£п.ч> — симплектическое пространство с кососкаляр-
ным произведением о. Интегральная квадратичная форма ipG/' 
определяется равенством (3.5), при этом indiJjG/' монотонно не 
убывает с ростом t. 

Напомним определение целого числа kt~>0 и квадратичной 
формы yt на Rr, введенных в п. 2 § 3: если квадратичная форма 
г|)йе не равна тождественно нулю ни на каком интервале 
я < 9 < ^ , то положим £, = О, yt~tyht; в противном случае kt~ 
максимальное среди таких чисел к, 1 < k < т == dim П, что 
о(гв°^1, .20t)2)-=0 при i<2(k — 1), o1,o26Rri на некотором интер­
вале t < 9 < * , yt(v) = a(z{ki)v, z(S'_1)D), vW. 

В дальнейшем предполагается, что a(z(Ut~l)-Vi, 2('!--I)a2)---=0 
v.y1, v2QRr, t>0 и yt(v)>Et\v\* v»6Rr, t > 0 и некоторого 
e , > 0 , т. е. выполнены условия конечности iiid^G/', сформули­
рованные в предложении 3.1. 

П р е д л о ж е н и е 1. Если lim ind-JJG/ '< + оо, то сущест-
.'->-+оо 

вует такая лагранжева плоскость Л-.-с:.2, что для всякого t>«3R" 
и любой окрестности Оя,0с21 произвольной точки ?юбЛо- выполня­
ется соотношение 

00 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку y,—- неособая квадратичная 
форма на RV то определена квадратичная форма уТ на Rr*, 
и соответствие 

x^jyfia^^x)), *е2, 
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определяет квадратичный гамильтониан на 2 (см. (3.9)). Если 
vt, ...,vr

t~- такой базис в Rr, что 

Y*(.2a'°-)e2^Y<(-'/)» 
. / — 1 

то 

yr1 (a (z^> •>•*))= 2 T ,(P <) • (1) 

Сужение квадратичной формы (1) на Л, как и в § 3, обозна­
чим уТ1 (о(z(

t
ki)•, А)). Пусть Л.-, t > 0 , —якобиева кривая, отве­

чающая гамильтониану (1). В таком .случае, в каждой точке 
непрерывности ztki\ yt выполняется равенство 

dhi Т ^ ' И - ^ - . Л - ) ) . (2) 
dt 

В пункте 2 § 4 дано определение индекса произвольной не­
убывающей кривой в лагранжевом грассманиане L(-S), причем 
из теоремы 3.1 вытекает равенство 

inda|)G/'--=ind(A.|1o,n). -*>0. 
Пусть lim ind ̂ Qt" — N < + со, из предложения 5.2 выте-

О+оо 

кйет, что длина кривой Л,, 0 < t < + с» , не превосходит 
•^(N-\-m). Следовательно, существует предел А{ при t{to} + oo. 
Положим Ac*— lim A.t. Согласно уравнению (2) длина кривой Л,, 

/->-+оо 

О < t < оо, равна — \ |] yr1 (с (г\Ь{) • ,Л,)) || dt < + оо. Следователь-
о 

но, для любой окрестности 0Аоо точки Л-o в 1(2) имеем 
сю 

f rain | |yr1(o(^ ' )- ' ,A /) | |dt< + oo,1 

откуда, с учетом равенства (1), вытекает доказываемое утверж­
дение. Ш 

Предложение 1 дает довольно сильное необходимое условие 
конечности индекса якобиевой кривой на полупрямой. Однако, 
как будет ясно из дальнейшего, это условие далеко не является 
достаточным. . 

Пусть теперь М — группа Ли и 5й — алгебра Ли левоинва-
риантных векторных полей на М; управляемая система имеет 
ВИД 

|х—|ю/(и), иви, МОНйо. f(u)№ vaGU-
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Пусть я (*)----аь, тогда ji(0----p0e''(e'). Z*W a d № , 0 > ^ | , . ; 

в частности, ZvfiSR Vt». Не ограничивая общности, можно счи­
тать, что 1.1-•— единичный элемент группы M, 7V0M~»2>k В этой 
ситуации индекс инерции интегральной квадратичной формы tyG] 
может быть вычислен чисто алгебраическими средствами. Мы 
ограничимся случаем, когда М — полупростая группа Ли, и 
рассмотрим только так называемые билинейные системы со 
скалярным управлением: 

&=ц°{а + иЬ), «6R, а, йб-К, й-=--0. (3) 
Вычисления для систем вида (3) содержат основные особен­

ности и общего нелинейного случая с многомерным управле-' 
нием, преимущество же состоит в том, что используется мини­
мальное количество исходных данных: все определяется двумя 
элементами а, Ь алгебры Ли ЗЛ. 

Форма Киллиига полупростой алгебры Ли Ш определяет 
каноническое отождествление 2Д и ЗЛ*, всюду до конца настоя­
щего параграфа угольными скобками <•, •> обозначается фор­
ма Киллиига; при этом 

SL^{x№\{x, S) -0} 
для любого подмножества Sc:3)l. 

Ниже предполагаются выполненными следующие условия 
общности положения: 

1) а —регулярный элемент полупростой алгебры Ли 5W, 
т. е, dimker (ada)—rank£И. 

2) элемент Ъ не лежит ни в каком инвариантном подпрост­
ранстве оператора айа:Ш-*Щ коразмерности ^-rankSDl. 

Условия 1), 2), очевидно, эквивалентны равенству 
codirn span {(ad'a) b\ i&zQ} = rank ffll—1. 

t 

Имеем, Z(=e-a-fl(&, а,.:и(.)м-|уехр \e™iabtt(x)d*, 
о 

i 

Q'tu{-) = ^e^iabu^)dx, 

G,(*i('W.)) = 
• Г • 

= J J e^iabv (9) d9, exaiabv (t) dt+irnGi, •ai(-)6kerG<. 

Обозначение начальной точки р,0 в выражениях для Qt и Ut 
можно опускать в силу отождествления Тц.М&Ш: операция ком­
мутирования, а также операторы e-ada не выводят из алгеб­
ры Ли 2Л. 
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Пусть <3#---ker (ad а)—подалгебра Картана алгебры Ли Ш1, 
содержащая а, и ЪфЖ — ортогональная проекция Ъ на Ш (так 
что (Ь—Ь$)±.Ж). Из условий общности ' положения вытекает, 
что 

П=--1тО;=8рап{еет,,в*, G<*<t}=9Sx + V& m.= dim.38-- + l. 

Таким образом, ^ф^сЖ, [a, i])]-=0. Следовательно, величи­
ны < г)), [zp, г\Щ > = < i|), [ad'a6, ad-'a-f-'] > не зависят от tGR, 
поэтому kt — const, y,=const. Из условий общности положения 
вытекает, что < г)), [ad*a&, b]) = ([b, г)}], ad*a& ) фО для неко­
торого k<m—2, стало быть, k f < . ~" . 

Пусть для определенности kt=l (случай kt>\ ничуть не 
сложнее, мы просто стремимся избегать лишних параметров). 
Положим v. —-Сф, [ad i+Ia6, ad*aft]>, £1:2.0; в таком случаеу-.'—уо. 

Напомним, что через & и обозначается пространство всех 
векторных полей на М, значение которых в точке ц0 лежит в 
П. Симплектическое пространство Е есть фактор-пространство 
<5?п по ядру кососимметричной формы (xi/\x2) •-+ <1ф, noe[xi» 
JC2]>, xi, W n . Отождествляя П с множеством левоинварнант-
ных полей, лежащих в &п , можем считать, что П{subset}̂п . Образ 
подпространства П при канонической факторизации ^п—>2 
обозначим через П. Напомним, что через По обозначается образ 
при этой же факторизации пространства полей, обращающихся 
в нуль в точке |Хо. Ясно, что Е —ПФПо, однако, в отличие от 
П0, подпространство П не является лагранжевой плоскостью в 
симплектическом пространстве (2, а). Имеется очевидный изо­
морфизм пространства 2=ПфПо на ПФП, при котором П пе­
реходит в первое слагаемое, Щ — во второе, а симплектическая 
структура а — в кососимметричную форму 

o:(xi, li)A(x2. h) » < *|>. [хь х2] > + < IJ, хг ) — < £ь Х2 ) , 
Х{, | ;еПсЗЯ, i--=1,2. 

Симплектическое пространство (ПФП, а) .представляет со­
бой удобную модель для пространства (2, а). Гамильтониан К 
в этой модели имеет вид: 

^ ~ 2f, < < * 1е™йа --*• -•]••*]> + < e™ia [-». *]. Е > )2- (4) 

Линейная гамильтонова система в ПФП, отвечающая гамиль­
тониану hx (х, %), имеет вид 

\у0х=( < % \е™йа {а, Ь], х] > + < е™-* [а, Ь], | '>) е™йа [а, Ь], 
U-0. 
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Якобиева кривая есть порожденная этой системой кривая 
на лагранжевом грассманиане 1(ПФП), гладкая при 0 < т < + 
+ схэ с начальными условиями, Ло=ОФП, A+--=R6©(nn{<-'}-L). 

Теперь необходимо сделать небольшое отступление. 
Лемма 1. Пусть g* — неотрицательный квадратичный га­

мильтониан на некотором симплектическом пространстве (2, ст), 
Г—-такое изотропное подпространство в 2, что Гсгкег hT V T > 
>0, a At6L(2), тб[0, t], — кусочно гладкая кривая, непрерыв­
ная при всех т > 0 (при т==0 возможен разрыв). Тогда; еслиД... 
удовлетворяет уравнению 

^-=<?-Г(Д), (5) 

то кривая д£ также удовлетворяет этому уравнению. Если, 
вдобавок, ГсД0, то ind Д. —ind ДГ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть- 1-1, . . . , gr -— некоторый базис 
изотропного пространства Г. Рассмотрим квадратичный гамильто-

г 

ииан -к" 2 ° (£у л:)2' х^' ^ т о т гамильтониан порождает в S 
г 

поток .«.->-.x + s {sum} а(..-., x)lj, s6R. Соответствующий поток на 
/=1 

I(S) обозначим через S,, s6R. С другой стороны, пусть 
St". 1(2)-->•£(---), "С.6[0, ^], —поток, порождаемый гамильтонианом gx. 
Поскольку iy6kerg-t, ./ = 1, . . . , r , t6(0, t], то потоки Е3 и gT 
коммутируют: №3°8}x — &%°'&s, S6R, it{in}(0, t]\ стало быть, для 
всякого S6R кривая rti-->-S„(AT) удовлетворяет уравнению (5). 
В то же время, легко видеть, что Э. (Л) ->ЛГ (s{to} + {infty}) Vj\.QL(2). 
Следовательно, кривая Д?, ~;G(0, t], действительно удовлетворяет 
уравнению (5). 

Заметим, что подпространство ДТПГ не зависит от •* при 
«6(0, t]. Учитывая это обстоятельство, нетрудно показать, что 
при условии ГсД0 справедливо равенство indД = indД . Ш 

Имеется тесная связь между индексами непрерывных кри­
вых на лагранжевом грассманиане, порожденных одной и той 
же гамильтоновой системой, но с разными начальными усло­
виями. 

Лемма 2. Пусть 'g,—-нестационарный квадратичный гамиль­
тониан на некотором симплектическом пространстве 2 и Д-., Дт' 
0<*<tf, —две непрерыйные неубывающие кривые на L(2). 
удовлетворяющие уравнению 
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Тогда 
IndA.-mdA,=-ind (д|, Aj)-ind ,(Д?, А2

0) + 
—о До 

• + IndA. (A?, AJ) _ indAj (AS, До) + dim (n Ai) - dim m Д2т). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть >t-+1.-0—10<*1< . . . < t , - i -
такое разбиение отрезка [0,/], что кривые Д |̂[,.1Т.+1„ 
i - О , 1, . . . , /. / = 1, 2, -простые. Пусть A6L(S) —произвольная 
лагранжева плоскость. Согласно предложению 3.2, величины 

i 

/• = 2 i n d A K . 'A'U- /==1,2. (6) 
не зависят от Л. 

Определим кусочно гладкие кривые Л(на£0 . ) , /'=-1,2, 
правилом 

А1- |Ао, 0<*<4, .2_JAL, 0<rt<—, 
[Дя,_<, y < f t < i . ' " ( A j , y < f t < t . 

Подставляя в (6) вместо Л сначала Л-1* а затем Ло, получим 
IndA.+dimfAj/ n AiW/ ' - IndAI + ind ДА), До)-

l 0<t</ J До 
- t a d (A2,, AS) —ind. (Д), Д20) + dim (д£/Д20 П X l 

В то же время 
IndA^+dimfAg/ n A2 W 2 - i n d A? + ind , (А?, До)-

- i n d (A?, Ai)—ind ,(Д., A2
0) + dim[Ao/Aj П Д?\. Ао д- V о<т« У 

Пусть .?t:L(.>,){to}z,(2)—-поток на L(S), определяемый гамиль­
тонианом gx, Ло —простая неубывающая непрерывная кривая, 
соединяющая Д§ с Aj, т . е . Л0=-Д2, Л,=Д0. В таком случае 
V-te[0, t] простая неубывающая кривая 0{to}$* (Ле) соединяет А2 с Д~. 

Следовательно, непрерьшные неубывающие кривые Д.°Л. 
и .̂ < (Л.)оЛ., имеющие общие концы, гомотопны 

*Ь(лв) 
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Тождество (5.3) связывает индекс неубывающей кривой с 
индексом Маслова подходящей замкнутой кривой. Поскольку 
индекс Маслова — гомотопический инвариант, а 

ind (Д.оЛ.) =-= ind A1., ind (%t (Л.)°Д?)=ind А?, 
получаем 

ind A! + dim [До/До П AlWindA?+dimfA2
0/ П Д2Л 

V 0<{tau}<' I \ 0<т« / 

Сопоставляя уже полученные равенства, получаем выражение 
для ind A!—indA?. • 

Следствие. Пусть непрерывная кривая Дт, rt6[0, t], на L(S) 
удовлетворяет уравнению (5) и П кег£т:эГ—изотропное под-

0<X<t 

пространство. Тогда 
ind Д̂  — ind Д. = indAo (ДГ, До) — indAo (Д„ Д0) + 

+ indAo(^,An-indA0(A0)A5,)+dimf n Дг/ П А*1 
В частности, 

]МЛ. Г -ЫД.-Шт(пДт/ПДт) |<4гШт:2. 
X X *• 

Вернемся к исследуемой гамильтоновой системе. Для неста-
ционарного гамильтониана (4), заданного на ПФП, получаем 

П kerAtrD(keradij))nn)©R&. 
t>0 

Из леммы 1 следует равенство 
indAlio^^indA 0 ®^'!^ , V*>0. , 

Заметим, что кривая А1®ЯЬ° непрерывна на (0, + оо) (в то вре­
мя как Лг имеет разрыв при т;=0). 

Положим ГА = (ker (ad г̂ ПГ-ФО—изотропное подпространство 
в (ПФДо). Нетрудно видеть, что Г/f/r,.«im(ad^)©im(adti))c 
сПФП, причем im(ad{cdot}]3)=-=ker(ad'vl))J'. Обозначим через Ъ орто­
гональную проекцию вектора b на im(ada|>), и пусть с = [а, Ь] 
(подпространство im(adi|.) очевидно инвариантно как относитель­
но ad а, так и относительно ad-ф). 

Пусть Дт, т > 0,—кривая на лагранжевом грассманиане 
L(im(ada|))©ira(adij))), порожденная гамильтоновой системой 

fyox~= < I— [у, х], ехайас > ехШс 
Ь ' - 0 , х, |€im (ad -ф) 

с начальным условием д — Д+— 0®im(adi|)). 
Из леммы 1 вытекает, что Дг переходит в Л^/Гл — 
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= (Л-: ) /Гд при изоморфизме симплектических пространств 
im (ad i^eim (ad ц>)« Г i / Г А. 

Формула, приведенная в следствии леммы 2, позволяет вычис­
лить indA|[o,<] через indA|[o,*]> во всяком случае 

|1пс1Д.| ю.л~-пс1Л.| [о,,!] —dimtkeradi^n^"1-) 
Если же г)) —регулярный элемент алгебры Ли Ш, т. е. кегг|> = 5{?» 
то IndA. |[o,*i — indA.|[o,<]. 

П р е д л о ж е н и е 2. Если подалгебра Картана 3@ обладает 
таким корнем рбС®5^*, что р (г|)) ф 0, а р (а) — чисто мнимое чис­
ло, то lim ^Gj= + 00. 

Прежде чем доказывать это предложение, введем некоторые 
обозначения, связанные с разложением Картана а-лтебры Ли 2JL 
Обозначим через $аС®3@* множество всех корней, не обра­
щающихся а нуль на векторе т|). 

Множество 8. содержит, вообще говоря, вещественные кор­
ни, а также пары невещественных комплексно сопряженных 
корней. Составим подмножество RaR, включив в него все ве­
щественные корни, а также по одному из каждой пары {р, р} 
невещественных комплексно сопряженных корней так, чтобы 
для всякого pGR выполнялось условие Re р(a)Imp (а) ^ 0 (из 
пары комплексно сопряженных чисто мнимых корней выби­
рается произвольный). 

Пусть i?+=-{pe/?jRep(a)>0} i?-=-{P6R|Rep(a)<0} и R 0 -
= {pGR|Rep(a)---0}, тахчто Д=Л+иЯ-1)Яо. 

Каждому корню рвЯ отвечает собственный вектор ербС® 
®imadi|), т.ч. ad шер-= р (со) ер, V(£>Q2e. Мы считаем векторы ер> 
р6-~?, нормированными таким образом, что 

N (2, Р¥=Р 
(ер, е-р> 

11, р=р 
(напомним, что { ep>1 ePl ) = 0 при ра + ргт-'О). 

Для любых x&madty, pGR положим / 
.xp-— — \ X, е_р ) • 

Если р.—вещественный корень, та xp—вещественное число,. 
а если р невещественный корень, то 'хр—комплексное число. 
Отображение x.-*{.xp}pg^ определяет специальные координаты в 
пространстве iraadij) (часть координат вещественные, а часть 
комплексные). Заметим, что х~=xp. Для любых х, t/Gimadi|> 
выполняются соотношения 

[co,x]p-=p((o)xp, pQR; ( 8 ) 
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{x,y) = R e ( 2 Хру-Л; (9) 

< со, [х, у]> — Re С 2 Р И ХРУ-Р\ • (10) 
\PQR J 

Положим, наконец, 
Е+={urGiimad^lxp1—ОУрбЯ..}, E_={x6im adi|j|xp---0 
Vp6R+}, E0 = E+nE-

—инвариантные подпространства, отвечающие соответственно 
множествам корней R+[]RQ, R-\jRo и R3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 2. Предположим, что 
Hm ind tyQ"t < + оо. Требуется доказать, что Я0=О. Мы вое-

.!'->—|-00 

пользуемся предложением 1. В силу этого предложения найдет­
ся такая лагранжева плоскость A6L (lm ad я])Ф1ш ad •ф), что для 
любой окрестности Ол„ произвольной точки %0QA выполняется 
соотношение 

ОО 

f'mln a{%, (е™йас, 0))2dt< + oo. 
О ^6°{lambda}o 

Из равенства (8) следует, что {ехлйас\ = ех^а^с0. Согласно 
условиям общности положения Cp=p(a)bp{ne}0, p(a)=?--p'(a), Vp, 
p'&R. Поэтому все интегралы сходятся лишь при условии Л_/ 
_/(Е+ФО). Поскольку Л—-лагранжева плоскость, та последнее 
соотношение эквивалентно включению (£+0О)с:Л. Таким об­
разом, пространство E+ФО, а значит, и его подпространство 
£0ФО изотропны. В то же время 0((x, 0), (х', 0))=<i|), [x, x']>, 
и из (10) вытекает, что пространство £о©0 изотропно лишь в 
том случае, когда оно нулевое. 

Следствие 1. Если ЗЛ — компактная алгебра Ли, то 
lim -фО/—• + оо. 

*-»-+0О 

Следствие 2. Если ЯЛ —slR(n) и матрица a6s1R(n) имеет 
не более одного вещественного собственного значения, 
то lim •фС?/' -= + oo. 

•J-.--+00 

Дальнейшее исследование проведем ,в предположениях, что 
выполнено необходимое условие конечности limindijjG/'; иными 

t-+-Ьсо 

словами, до конца настоящего пункта предполагается, что 
^ о = 0 . в этом случае imadi|)—E+®E_, 

< оз, [х, х']) --= Re / 2 Р ("K-V—p - -Ж-Р^Р) \» 

Vcogŝ , .x,x'6imadi]3 
Для всякого xeimadof) обозначим через х+ ортогональную 

проекцию х на В+, а через Х~ — ортогональную проекцию х на 
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Е-. Тогда 
< л:+, х+ > == < х~, х~ ) = 0, < х+, .лг > --= Re / 2 JCPA:--i 

Сделаем замену переменных в уравнении Якоби (7), поло­
жив .|---[т1, i|)]|, х=у—г]. В переменных (г/, —) система (7) при­
нимает вид: 

Yof/== < TV. •.]. е ™ ^ > ехайас 
т)—=0- #, tieim ad -ф. (11) 

Симплектическая структура о на im ad ••]> Ф irn ad i|) в этих 
переменных выглядит так: 

а ((У, tj), (J/, тЮ)— < ij), [г/, у'] —ft, ч'] > • 

Гамильтониан А-с (f/, ii) --= -g— < #» Ь|>. «•--'--cj >2. Кривая At, : т>0, 
на лагранжевом грассманиане L(imad"|i©imad'>i)) порождается 
системой (10) с начальным условием А0-={(г/, у) | t/gim ad t|)}. 

Заметим, что изотропное подпространство 06E+ лежит в 
ker^t vtGR. При этом (0®E+)— --=-im ad ij) Ф E+ , а симплектиче-
ское пространство (0©E+)---7(0®E+) естественно изоморфно 
пространству imad-JJ с симплектической структурой о(у,у') — 
= <*-. [У,У']>, У, y 'e imadt . 

Гамильтонину hx(y)=-x—< у, [ф, е™йас]) - на imadib отве-
чает гамильтонова система 

7оУ= < \У, Ч--1» -•Iade-! > e t a d a c (12) 
Пусть А-.—-кривая на лагранжевом грассманиане L (im ad i|>)» 

порожденная системой (12) с начальным • условием A 0 =E + . 
Следствие леммы 2 позволяет выразить IndЛ |[о,«;] через 
indA[o,/]- Анализ этого выражения позволяет несколько уточнить 
общую оценку, данную в том же следствии. Имеем 

——rankadai.<indA|io,M--I-d~lio,ii<-''ankad't v i > 0 . 

Напомним, что точка t>Q называется сопряженной нулю для 
кривой Дт, если ДоПА^О. Согласно следствию теоремы 3.2 

indA|I0,M---- 2 dim (A, n До) v t > 0 ; 
0 < t « 

в частности, на каждом отрезке [0, t] содержится лишь конеч­
ное число сопряженных нулю точек. 

Пусть хх— произвольное решение системы (12), положив 
Хх~/вх "и-, получим 

Vo«-- — (y0 ad a + < if, [с, и] >)с- (13) 
192 



Линейное преобразование .«.-->•--—'< г|), [с, и] > с = — < f-ф.» -PJ» •"" я ) с 
То Т* 

пространства lmadi|) обозначим символом [i|), с/yo] ®с. Тогда 

. Поскольку. e'adaE—E+, то 
dim (A, n А0) = dim (А/ П E+) — dim (E+ n e-m-VY.i ®*-.d«)£j. 

Следовательно, 
itidA| [M]= {sum} dlm(E+n-5T(l1|"c|Vo,®'c'adE+). ' (14) 

Лемма 3. Пусть h—квадратичный стационарный гамильто­
ниан на некотором симплектическом пространстве 2, • 

...С . - -=/7 ...С, .^c -"i ' 

-— соответствующая гамильтонова система, , 
Тогда существует такая лагранжева плоскость AoGL (2), что 
1) Подпространство ЛОП-̂ АО инвариантно относительно Я. 
2) Для любого ^>0 • 

2 • dim (Л0 П етЛГЛ0/Ло П HA0) -= 2 № 
0<т<.' ]=*\ 

где zfcinvi,..., d-inv. — все чисто мнимые собственные значе­
ния матрицы Я, причем каждое взято столько раз, какова его 
кратность; квадратные скобки [ ] означают целую часть сто­
ящего в них, числа. 

3) Если для некоторого Лб£(2) квадратичная форма h|A 
неотрицательна,/г|А^0, то и hlAd^O, • • 

Мы; опустим доказательство этой леммы, плоскость Ло явно 
вычисляется через канонические формы Вильямсона,линейных 
гамильтоиовых систем (описание этих форм имеется, например, 
в [9]). 

Автономная гамильтонова система (13) отвечает гамильто­
ниану 

h=-~ < [я|>, с], и>2+---- < [% и], [а, и]), uBitn ad ip. 
Поскольку [ш, E+]cE+ Уа>е2ё и < Е+, E+ > —0, то h\E+>0. 
Пусть Н = [ty, с I y0]®c - ad а и L (irri ad i|>)9A0 - лагранжева 

плоскость, существование которой гарантируется леммой 3. Так 
как А|я+>0, h\Ao>0, и гамильтониан h является первым инте­
гралом собственной гамильтоновой системы, то exffA0, exffE+, 
-r>0, --неубывающие кривые на Z. (Im ad --p). ^ Лемма 2 позволяет 
выразить ind(eT^E+|[o,-ii) через ' Ind (в"Г/-"Ло1|о,л) • 

Во всяком случае, 
| ind(e^E+ | (0,n)-ind(e^A0 |[0,n) + dim (Л0ПЯЛ0) K-^rank ad^, 
Vt>0. 
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С другой стороны, из теорем 3.1, 3.2 следует, что 

ind (e-"E+ ho,..]), = 2 d i m (j^N-Пe&Ej, 
0<t>< 

ind (е-̂ Ло \l0,n)= 2 dim «A n е - я л л n HA,). 
0<t<* 

Из формулы (14) выводим тождество 

indAlio.^ind^EVho,, ,) v i > 0 . 

Утверждение 2) леммы 3 сводит теперь вычисление 
in3A|[o,<] к вычислению чисто мнимых собственных чисел матрицы 
//•----[Ф, .-/y0]®c—ada. Во всяком случае, limindA[[o,!']< + °° 
тогда и ТОЛЬКО тогда, когда матрица Н не имеет ненулевых, 
чисто мнимых собственных значений. Собирая вместе установлен­
ные выше неравенства, получаем 

П р е д л о ж е н и е 3. Если Hm ind i|)GJ < + ОО , то 

ind <ф\ < ~ rain {5 rank ad -ф, codim 2£} Vt > 0. 

З а м е ч а н и е . Неравенство ind-fGJ<---codim.3# — 
=-•---• (dim £й — rank Эй) непосредственно вытекает из приведенных 
выше оценок лишь для регулярных •фб^ П £"\ на нерегулярные 
•ф оно распространяется по непрерывности. 

Ситуацию, когда indtfOJ-v •+оо (£•->-оо) естественно назы­
вать эллиптической (якобиева кривая «колеблется»), а когда 
indi|)GJ ограничен на полупрямой (0, + оо)—гиперболической 
(якобиева кривая «не колеблется»). Для того, чтобы отделять 
одну ситуацию от другой, нужно уметь выяснять, имеет ли мат­
рица [-],, c/7o]®c—ad а чисто мнимые собственные значения, 
Знание же самих чисто мнимых собственных значений сразу 
дает (см. утверждение 2 леммы 3) значение ind^G/' с ТОЧ­
НОСТЬЮ ДО величины «порядка rank ad ф». 

Скоро мы выразим характеристический полином матрицы 
(ЙФ> .~/Yo]®c—ada) через числа Y*> * —О, 1,. . . (см. стр. 186) и 
коэффициенты характеристического полинома матрицы ad a. 

Согласно равенствам (8), (10), координатная запись систе­
мы (13) имеет вид 

V-P = - YoP (--) "Р + Re (2 Р ОЙ -V--P . ср> pQR. 
\PQR J 
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Для любого ре./?.,, положим 

"Эр = - = • — j - (Срй-р — С-рЙр) 

V'P — - - ? - • (сри-р+с_рир). 
Тогда 

<z}p=-p(a)?»p 

YO«P=V0P («) "& + ReY 2 ^P V (Ф) -?P-?-P» Pej?+-
\Pg/?+ / 

Следовательно, 

YO«P=YoP ( Ф Ч + P (a) p (о|з) cpc_p Re / 2 «P V Рб^*- (-5> 

Пусть iV = dim E+, напомним, что 

Y*« < ip. [ad*Ma6, аа*йй] > «H—l)*--2Re f 2 p ^ p ( * ) * ^ V - P \ 

Сделаем линейную замену переменных в системе (15), положив> 

-Vft = Re 2 Р(а)™%> k=0, l, . . . , N. 
Р6»+ 

Имеем 
Y0wA=-=Yo,--,ft+i + (---)ftYft4-i--,o- k=*0, 1, . . . , iV — 1 . 

Еще одно недостающее уравнение получается из условия,. 
что числа ± р ( а ) , рб/?+, являются корнями характеристического-
полинома оператора ad а. Пусть 

N 

det (ada - s / ) -=5 r a n k 3 : i I 2(- - ) y a / 5 2 / ' 
тогда 

2(^-)/a/wy==0 и 2 -VY; — °- > 
у=о ./-о 

Следовательно, 

21(-1Г'а^ГЛ-0. 
Пусть ф(-5)—характеристический полином последнего уравне* 

нйя, ф(5) = 2 2 (—l)**^^2**""7*- Корни этого полинома есть 
характеристические корни системы (13). После элементарных пре-
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образований получаем . . г 
. -V АГ 

Теп-арь подытожим основные результаты, полученные в настоя­
щем пункте. Все формулируется в терминах набора чисел ak, 
yb k = 0, . . . , N — 1, где N — — (dim JW — rank Ей). Напомним, что 
числа ah, зависят лишь от аШ, а числа -у-, зависят также от 
-ЬбЭЛ и (линейно) от qesffifib-1, где Ж — подалгебра Картана, со-
держащая а. Предполагается выполненным условие общности 
положения: 
'.' codimspan{adia6|0{le}/{le}2yV}..---rank!2K—L 

В процессе вычислений мы предполагали также, что ^о>0, 
однако от этого условия легко избавиться. 

Т е о р е м а 1. I) Пусть t>0. Тогда ind 1J.GJ< + оо« -̂.-первое 
отличное от нуля . число в последовательности y0, Y-, . . . , y/v-i 
положительно. Г 

II) Пусть ind ijjGJ < + оо для некоторого (а значит, любого) 
N 

i > 0 . Тогда Jim ind i|)GJ< + оо.<->: многочлены £ a]sJ и 

<.-Н-оо ^„0 
N N 

2 5 ' '~ IJ2' ^Л'/.-/ от переменной 56R- не имеют положительных 
У - 1 H-J 
вещественных корней. 

III) Если litn'indipG;< + Qo, то indx|)C?;<-— . у * > 0 . 
/-*--1-со '' 

В заключение применим теорему 1 к некоторым алгебрам 
Ли ранга 2. В этом случае ditn^flu--) =.1, а, вектор г|з опреде­
лен однозначно с точностью до скалярного множителя. Усло­
вие общности положения обеспечивает отличие от нуля хотя 
бы одного из чисел f-., й =- 0, 1 N— 1. 

1) $rc = so(l, 3)-алгебра Ли группы Лоренца. Здесь N==2, 
а 2 < 4 а 0 . Если 2 ]/"«,•,+а1=-7-=0, yo>-0, "а^0 + -/1>0, • то 
ind -фо; < 1 v*>o. 

В противном случае indi|)GJ{to} + со (z.{to} + ее). 
2) 27t = so(2, 2). Снова N = 2, однако 4а 0<с^. Если а 0 > 0 , 

« 1 > 0 , yo>0',c-iY0 + Yi>0> TO Indi|)G.I<1 Yt>0. 
В противном случае indi|)GJ"{to} + ' оо (^-> + оо). 

,, 3) ЗЛ-so(4)i Это компактная алгебра Ли, поэтому всегда 
indi|3G< {to} + ОО (i-.{to}-|-oo). 
• 4) 2Jt-=slR(3).Здееь Л — З . Е с л и а у > 0 , у - 0 , 1,-2, y 0 > 0 и, 
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либо (a2yo + Yi)2<4Y0(a.5t'o + a2yi + Y2). либо (a2y0 + Yi>O)--arYo + 
+ «2Yi + Y2>0), то ind^G;<l П>0. 

В противном случае ind ijiGJ->-f-oo (t{to}+oo). 
2. Если в предыдущем пункте мы рассматривали системы 

с одним управляющим параметром, то здесь, напротив, займемся 
одним классом систем, в которых управляющих параметров до­
статочно много. Для этих систем ind фС?̂ ' для фиксированного 
aj)J_imG^ вычисляется совсем просто, поэтому появляется возмож­
ность явно описать разбиение (im O )̂-1 на области, отвечающие 
различным значениям индекса, и найти группы гомологии 
множества g~1(0)\0. i 

Пусть М — компактная полупростая групп Ли с алгеброй 
Ли ЗИ. Угольные скобки <., .>, как и выше, обозначают форму 
Киллинга на ЗЯ, эта форма отрицательно определена. Пусть 
a — регулярный, элемент алгебры Ли 2Л, (а,а)=—1, и М —-
подалгебра Картина в 5Ш, содержащая элемент а. Обозначим 
через U пересечение сферы {хШ | <.>, x> =|—1} с подпростран­
ством Ra+i^-1, 

U={aa-\-v\aGR, v±2e, (v,vy=a?—l), 
и рассмотрим управляемую систему 

>=цоа, UQU, 1Л (0) =—= р,0 . 
на М в окрестности управления u(x)zsa. 

Имеем Ог:и(').-*-р0°ехР J (etada« (*) •—a) dx, 
о 

t 
Oi-t»'(.)=.Je«-e*(t)rfn?, ->(t)e5K.S \xaG\^deL. • 

о 
t 

utfri (•). «2 ( • ) ) -1 (< «i (r)> ** (t) > a + 

+ | e^iavx (9) de, е™йащ (*) dx+3@L
t (16) 

kerO'xkerO''" 

Обозначение начальной точки JX- в выражениях для Q't и Q"t мож­
но опускать, пользуясь отождествлением Тц„М^Ш. Также без 
особых оговорок ниже используется отождествление 2Л*«*2Л, 
определяемое формой Киллинга. 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть 1|)6Д\0, 2i>0. Тогда 
' ind Щ < + оо <=>- < г|), а > '< 0. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку (v,v)<Q v-v=fcO, то из 
<16) и предложения 3.1 следует, что неравенство (ih, a): < 0 
является необходимым, а неравенство < -ф, а > < 0 достаточным 
условиями конечности indo|>GJ, Остается еще случай ( t , c > . ==0. 
В этом случае, согласно предложению 3.1, для конечности 
lndi|.GJ необходимо выполнение тождества 

< я)), [e"-3^!, e™-*Da] ) = 0 Vvu v2±2e, Vxe[0, *]. 
Это тождество однако не выполняется, т. к. 

(oj), [e™**olt е«-«--2] > — (ip, е1--"* ["1, и2]) = < ф, ["Di, <я2] > 
и 

Итак, при вычислении indi|>GJ нужно рассмотреть лишь слу­
чай < -|>, а > < 0. Ниже предполагается выполненным условие 
нормировки (ij), а > = - 1. 

Перейдем к описанию уравнения Якоби. В пункте 1 § 3 про­
извольному подпространству ИсТ^М и ковектору ap_l_II сопо­
ставлено симплектическое пространство .fin.ii» а в пункте 1 на­
стоящего параграфа (см. стр. 186) описана естественная модель 
этого пространства в случае, когда М— полупростая группа Ли. 
В нашей ситуации П - Ж1, a En,* естественно изоморфно про­
странству 2/§x®9&L c кососкаляриьм произведением 

о:{хь gi)A(JC2, | 2 ) ~ < *. [xi> x2] > + ( &."*ГУ-'"< Ъи х2 > -
xh &6Я.-. i= -1 ,2 . 

Уравнению Якоби соответствует гамильтонова система на 
этом пространстве, определяемая гамильтонианом 

/•(.к, £) — - - < [л;, я|>] + £, [л, -ф] + -5 > х, 565»,1. 

Как видим, гамильтониан оказался автономным. Гамильтонова 
система имеет вид: 

, 1х-[%х\-Ъ 
к-о. 

Якобиева кривая Л-, т^О, есть гладкая кривая на лагран-
жевом грасоманиане L (Ж1-®^), определяемая системой (17) 
с начальным условием 

A 0 -0O^- - -{ (x , | ) | x -0 , £6^--}. 
Стало быть, 

Л - j И e<--<>«*W*6, &) ет±. 
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Согласно следствию, из теоремы 3.2 

indtpGJ=IndA|LO.<]=- {sum} d t m ^ n A x ) . 
0<x<t 

Поскольку 2Л— компактная алгебра Ли, то все ее корни чи­
сто мнимые. Пусть dim,9.§J----2N, и p i , . . . , pN&36 таковы, что 
линейные формы на 36 вида ю^±2ш'<р.-, to>, }•='•1,.. .,N, со­
ставляют полный набор корней подалгебры Картана 36. По­
лучаем 

П р е д л о ж е н и е 5. Если t>0 таково, что числа 
KPi> Ф>> /==1» • •. > N, не являются целыми, то 

где [ ] —«целая часть». 
Напомним, что г|) имеет нормировку: (я|>, а >—— 1. Поло­

жим Q (*) = {^36 | < ©, а > = — t}, 
О* (*)•--= {©e^.<)|lndfflG'<*}, M , 1 

Из предложения 5 следует, что 

Q2k{t) = LeQ(t) _ [| <ру, ш > | ]<kJ , a.ttH.tPHG.aW, 

k = 0, 1,.... 
Не ограничивая общности, можем (и будем) считать, что 

все формы р,- отрицательны на векторе а, т. е. <p-,a><0, 
/ - 1 , . . . , . V . 

Пусть 
Q- (^)—{-о..»ео ( о | <PJ> ©>{le}0, ; = l N } 

и 
Qk-(t)=Qh{i){]Q-{t), k=0,l,... . 

Множество {Omega}- (t) —пересечение гиперплоскости Q(t) с 
замыканием камеры Вейля, содержащей вектор а,—пред­
ставляет собой симплекс размерности dim 36—\. Оказывается, 
фильтрации Qo(t){subset}Q2(/){subset} . . . {subset}Q(i) и Q(f(t){subset}{Omega}2~(t)— 
{subset} . . . {subset}Q- (t) гамотопически эквивалентны. Именно, справед­
лива 

Л е м м а 3. Имеется гомотопическая ретракция Q(t) на 
Q~(t), сохраняющая фильтрацию Q.i(t), k=0, 1,2,. . . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть dimШ=т. Среди корней, 
2яфь . . . , 2nipN имеется ровно г простых, не ограничивая 
общности, можно считать, что это 2го'рь . . . , 2j«'p.,. Векторы 
ри.,.,рг образуют 'базис линейного пространства 36. Любой 
вектор р.-, / = 1 , , . . , N, является линейной комбинацией векто­
ров рь . . . , рг с целыми неотрицательными коэффициентами. 
Для всякого сцбЗб обозначим через со- элемент пространства 
36, однозначно определяемый1 условиями 
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n fn . - / < РР ® > ' е С Л И < Р. / ' Ю > < 0 ' 
Ру («О = \ 0 , если < Р/, со > > 0, у ----1 . ., г. 

Искомая гомотопическая ретракция гиперплоскости Q(t) на 
QT{t) имеет вид: 

st Ф/.сон^(1—S) ш———-—--со_, ®QQ,(t), s6[0, 1].H 

Пусть 
.V 

•< a, co-> 

- кольцо целых чисел, множество 
— U {<j-1 { Р], ш > 62} обычно называют диаграммой Штифеля. 

У-1 JV 

Целочисленная функция /(со)— 2 [| ( р,, со > |] локально посто-

янна на Ж\&1. Замыкание каждой компоненты множества 
&ё\31 является выпуклым многогранником, значения функции 
/(со) на таре соседних компонент, смежных по (г— 1)-мерной 
грани, и лежащих в ОДНОЙ камере Вейля, отличаются на еди­
ницу. Нас интересует ЛИШЬ сужение этой функции на замы­
кание камеры Вейля {соб<?#|<р.., ©><0, / = 1 , . . . , N},. на которой 
наша целочисленная функция принимает вид: 

TV 

/ (co)—2l -<p / , - ) •>] . • 
j - \ 

Например, для алгебры Ли s u ( r + l ) число корней 2 N -
= r(r+jl), на выделенной камере Вейля функция /(со) имеет 
вид: 

Г р 

Ka<p<r L j—a 

Случай г—2 можно изобразить на рисунке 
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Из предложения 5 вытекает равенство ind coC?< == 2/ (со), 
VaeQ(t)\M. 

Мы уже отмечали, что замыкание любой компоненты связ­
ности множества Ж\91 является выпуклым многогранником, 
вершины этих многогранников назовем узлами диаграммы &. 
Это такие точки QQW, что < р'у., со > QZ, . . . , ' ( р-, со } gZ для 
некоторых линейно независимых векторов py-t, . . . , р} из мно­
жества {р., . . . , pN). 
• П р е д л о ж е н и е 6. Предположим, что а не лежит в ли­
нейной оболочке никаких г—1 векторов из множества 
{рь • • • > pjv}- Если для данного t > 0 квадратичное отображение 
^вырождено, то гиперплоскость Q(t) содержит узел диаграм­
мы 01. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Сделав в формуле (16) замену пе­
ременных со(т)-=еха(1аи(т), получим квадратичное отображение 

def 

t / Г Ч 

• J I • < w (л), tsa(t) > a + 1^(9)d0, w (т) ldt + 5»-1-, (18) 

w {%)^ML при 0 < t < t, j ча (t) d%=0. 

Вектор-функция w(-) в том и только том случае является 
критичеокой точкой отображения Qt, когда для некоторых 
а>£<№х\0, Ь&2ёх выполняется тождество 

< со, а >«(*) + 
л 

со» J"-2)(e)de = 6, 0 < t < t . (19) 

Вырожденность квадратичного отображения Qt эквивалентна 
тому, что Q(Cz2>(-). •га(.)')-=0 для некоторой ненулевой крити­
ческой точки w(-). Рассмотрим отдельно два случая 

1) < со, а) = 0 . Дифференцируя тождество 

по t, получим [со, да(т.)] = 0. с 
Из тождества [со, •zy(t)]==0 следует, что 

со, j w (9) d9 

[от (ft), w(i?a)]espan{py| < pyi со > = 0 } + ^ - - Vt1, x2Q[0, t]. 
Среди векторов р,, ортогональных со, имеется не более 

г—1 линейно независимых, и ортогональная проекция вектора 
- гт 

d t на Ж содержится в их линейной обо-\ §w(Q)dQ, w (л) 
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лоч.ке. В то же время согласно условию, вектор а не содержит­
ся в этой линейной оболочке. 

2) <со, а>-7-=0. Не ограничивая общности, можем считать, что 
<со,«>1=— *„т. е. (oefl(t); 

Дифференцируя уравнения (19) по т, получим tw=[a, w]. 
Следовательно, да (it)—e7"" w£». 

Равенство j w(tt)dt=0 эквивалентно соотношению ead<-&=-£. 
о 

Пусть .bj—r-ортогональная проекция вектора Ъ на двумерное 
инвариантное подпространство оператора aid а, отвечающее 
собственным значениям ±2ш'<р,-, со>, /=1 , . . . ,N. 

Мы видим, что Ь] может быть отлично от нуля лишь для 
тех /, для которых <р,., 0>6Z. Следовательно, 

[•w (to, •o>(t2)]espah{p/ | < pj, о > e z } + # - - , %ь ,t26[0, t]. 
Если среди векторов р,-, удовлетворяющих условию 

<p,{cdot}> co>6Z, имеется г линейно независимых, то са — узел диа­
граммы 31. В 'противном случае 

a-l span {[ад (ri), w (\cs)], ti, т-6[0, t]}+3ex. • 
Следствие . Если а не лежит в линейной оболочке 

никаких г—1 векторов из множества {рь . . . , р.--}, то на полу­
прямой [0, +сю) имеется не более чем счетное число таких 
тачек t, что квадратичное отображение gt вырождено. 

В случае, когда g, невырождено, теорема 2 из [1] позволяет 
весьма ТОЧНО оценить группы гомологии множества д-1 (0)\ 0 в терми­
нах фильтрации QT(i), k=0 , 1,2 В частности, 

г-1 

rankЙ„(ЙГ1 ( 0 ) \ 0 ) < 2 гапкН'{0£н+1 W. Ой-;(-))' «-0,1,2, - ; 
у=о 

при этом, если г < 3 (а также во многих других случаях), нера­
венство обращается в равенство*). В свою очередь, теорема 4.2 
связывает группы гомологии Нп [§jx (0)\0) «#„+! (g-1 (0), gj-1 (0)\0) 
с локальной структурой множества уровня ОТ1^)-

В заключение настоящего параграфа разберем до конца 
случай 2JJ—su(3). 

Подалгебра Картана Ж двумерна, N=3. Введем в 3/6 коор­
динаты o)-=(coi,ffl2), положив и>1 = <pi,(o>, .,од—<р2, а>>, тогда 
<р3, Ш>-=Ш,+С0,2. 

*' Напомним, чтоЯл(-) означает n-мерную приведенную группу сингу­
лярных гомологии. 

202 



Форма Киллинга имеет вид: 
< со, со > — — З^ю^+соа + К + Ша)2); 

' Pl—=( ——-•> —•), P 2 — ( ¥ 1 - з " ) , р 3 - = ( — - - -

Пусть ai= <pi,a>, a2—<p2,a>, :по условию ai<0, аг<0. Мы 
предполагаем выполненными условия общности соложения, 
сформулированные в предложении 6, в данном случае они 
сводятся к соотношению щФщ. 

Прямая Я(г') определяется уравнением 

Положим 

(2а- + а2) 0-1 + (ai+2a2) со2=----. 

а . + 2 д 2 ' 2 («-.. +2а.,) 

По условию a > 0 , t > 0 , аф\. При перемене местами корней 
pi и р2 число а меняется на - , 'поэтому без ограничения 
общности можно считать, что 0 < а < 1 . 

Пусть v= —coi, отрезок £3"(t), имеет вид 
Q" ^)-=|(_-v,ov-T;)]0{le}v{le}--lJ. 

Отождеодам Qr(t) с отрезком 0 < v < — . 
Имеем ' 

I (v) --= [v] + [* - av] + [<t + (1 - a) v], 
fl_(0-=cl{ve[0,—] |[v] + [*---cwl + [< + ( l -a)v]<f t} , 

Й2А+1 (t) = Oik (t)i k - 0 , 1 , . . . . 

Предположим, что ни одно из чисел вида т - а / , /-= 
,=_-0, ± 1 , ± 2 , . . . не является целым. Тогда, согласно предложе­
нию 6, квадратичное отображение & невырождено. 

Далее б^ЧО)—0 в том и только том случае, когда Q;-^)1— S-Ь 
Следовательно, -

gy.(0)--=04=*t<a. 

Нинсе предполагается, что ,т>а. 
Напомним, что 
hn{&7H0)\0)^H^Q7+l(t),Q-(t))®№{Q-+,(t)t UJ+,(t))t 

№=.-0,1,2... 
(здесь действительно имеется изоморфизм, а не только равен-
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ство рангов, поскольку группы, стоящие в правой части, не 
имеют кручения)! 

Там, где это удобно, вместо групп ГОМОЛОГИИ /?,.(•) отдельно 
для каждой размерности п, мы будем рассматривать градуиро-

~ -"-со ^ 

ванные группы Н (•) — ® Нп(-)-
Введем обозначения: s-=[t—[r] —a]; t (я.)==4/г + 4 т ~ я 1 — 2 

для /1=0, 1, . . . , [*]. 
Тогда 

н f вг1 (о)\о)« я (54^1-2+8)"ё+Е ( я (Sl<«>-- vSi<»> \о) ) . 
* л-=1 

В частности, 
гапк#(9 ГЧ0))-2(М + е) . -1 . 

Следовательно, ранг группы Я (д-1 (0)\0) стремится к бесконеч­
ности при t-y + оо (в то время как для скалярной квадратичной 
формы этот ранг не превосходит единицы!). Интересно рассмот­
реть асимптотические свойства этой градуированной группы при 
t{to} + oo (при фиксированном а). Напомним, что t является линей­
ной функцией от t. Положив й(^) = тт{/г|Я„(д-1(0)\0)-7--0}, 
D(t) = max{ttj#„(s^(°)N0)-£()}. получим 

rank Я (g-1 (0) \0)« 2-t (Л -> + оо) 
d ( t )«4 t (<-*• + <») 

£ > ( 0 « ~ (t~* + ~ ) . 
Таким образом, 

D(t) ->05 (i{to} + оо) . 

Интересно, что при больших t группы гомологии ведут се­
бя как непрерывные объекты: параметр а, определяемый по­
ложением вектора а в подалгебре Картана, можно восстано­
вить по этим группам. Семейства квадратичных отображений 
бс £>0, оказываются топологически совершенно различными 
при различных значениях а.. 
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