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ЛИНЕЙНЫЕ ПО УПРАВЛЕНИЮ СИСТЕМЫ ПОСТОЯННОГО РАНГА 
И УСЛОВИЯ РЕЛЕЙНОСТИ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ УПРАВЛЕНИЙ 

А. А. А г р а ч ё в, С. А. В а х р а м е е в 

В заметке используются обозначения и понятия хронологического исчисления, с ко
торыми можно познакомиться в любой из работ [1], [2]. 

Пусть М — гладкое и-мерное многообразие, регулярно вложенное в евклидово про
странство Rd, А, Вх, . . ., В т — гладкие локально ограниченные векторные поля на М. 
Рассмотрим управляемую систему 

т т 
(1) х = А(х)+^ uiBi(x)=[A+^] ЩВЛЕ(Х), Х£М, u = (»lf . . . , и т ) 6 Д т , 

1=1 V i = l ' 
предполагая, что для любого компакта К с М существует целое s > 0 и гладкие функ-

т в 
ции 4 5

6 6 С°° (К) такие, что V* £ К ad*+1 ABtE (x)= ^ j 2 < А (*) adp АВаЯ (х). Си-
а = 1 0=0 

стема (1) называется системой постоянного ранга, если для любых х0 £ М, 7 > 0 ранг 
Т m 

отображения и (•) *--> ехр \ ( A + ^ J и^(т)ВИ dx £ (х0): £~[0 , Г ] -> Л4" не зависит от 
0 г = 1 

управления и(.) 6 Ь£[0, Г]. Пусть и(-) = К ( - ) , . . ., um (0) 6 ££[0, Г], ^ , , = 
t m 

= еТр j ad ( А + 2 И«(Т)В| ) dr, ПХ(ь T(u(.)) = span{F* f tBtE(x0); i = l , . . . , m, 0 < 
0 i = l 

< г < Г}, ^ Г , у(и(-)) —С°°(У)-модуль, порожденный семейством векторных полей 
№и tBi'» 1 = *» • • •» т> 0 < г < 21}, суженных на открытое подмножество V а М. 

Т е о р е м а 1. Если система (1) является системой постоянного ранга, то для 
любых Т > 0, х е М, и(.) 6 L£[0, Л , *, в 6 [0, Г] 

1^*, ,в*, ^ * , в в , ] Я ( * ) е п Я О в Г ( И ( . ) ) , *, / = 1, . . . , т . 
Обратно, если для любой точки х0 £ М существует окрестность V а М такая, что для 
любых t, s е [0, Т], и(-) 6 £~[0, Т], Т > 0, 

mo система (1) является системой постоянного ранга. При этом для любых х0 £ М, Г>>0, 
и(«) 6 £т[0> Г], П г(^(')) = -̂ жо' РаспРе^еление Пл, ж б ^ , инволютивно и его размер
ность постоянна на любой орбите управляемой системы (1). 

З а м е ч а н и е 1. Пусть для любой точки х0 £ М существует окрестность Vcz: M 
этой точки и гладкие функции а^ 6 C°°(V) такие, что при всех х £ V, i, k = 1, . . ., т , 
/ = 0, 1, . . . 

т г 
(2) [В Ь adi ABfe] Я (*) = 2 2 aap (*) a d ^ АВ<*Я (*). 

а = 1 Р=0 
Тогда, система (1) является системой постоянного ранга. Условия типа (2) достаточны для 
того, чтобы система (1) могла быть линеаризована с помощью обратной связи (см. [2]). 

Пусть 1т= {и £Rm \ | щ | < 1, i = 1, . . ., т} — замкнутый m-мерный куб. Обо
значим через <йх (Т; Im) множество достижимости системы 

(3) 
га 77i 

р = Л ( а ; ) + 2 UiBi(z)=(A+ 2 щВА Е (х), х£М, и£1™, лг(0) = аг0э 
i = l X i = l ' 

за время Т > 0 из начального состояния #0: 
г 

««. 

и* 

(Т; /m)={(^> J ( А + 2 Щ WB4) dtS(z0); 
0 i - l 

«(•) = («!(•) и т ( - ) ) 6 ^ [ 0 , Г], и ( 0 € / т , 0 < * < Г } . 
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Управление и(-) £ Z>5n[0, Т], u(t) £ Im, называется экстремальным управлением уров
ня к, если соответствующая этому управлению траектория x(t), 0 < t < 7\ системы (3) 
такова, что 

Т m 

х (Т) = е ^ j ( А + 2 «*i (т) В4) dx £ (*0) 6 drei N (%XQ (T; I™) П N) 
О г = 1 

для любого /с-мерного подмногообразия Лг с М, N f) ^ 0 ( ^ 5 ^m) Ф 0-
Т е о р е м а 2. Пусть векторные поля А, Вх, . . ., В т таковы, что: 
1) векторы ВгЕ(х), . . ., Bj^Z?^) линейно независимы при всех х £ М; 
2) ддя любого х0 £ М существует окрестность V d М, содержащая х0, и гладкие 

функции а£ 1 £ C°°(V)> i, /, k = i, . . ., т , такие, что при любых х £ V, /с, / = 1, . . ., т , 
i 

г = 0 , 1, . . . , [Bj, ad i АВ^] E (x)= 2J a^ (X) &&а АВ^Е (Х). Тогда всякое экстремальное 
a=0 

управление уровня к в системе (3) необходимо является k-граничным управлением, т. е, на 
множестве полной меры в [О, Т] точка u(t) принадлежит лишь границам k-мерных граней 
куба 1т (т. е. k-мерному остову куба 1т). 

Пусть et = (0, . . ., 1, ..., 0) — i-я вершина куба 1т, <$Хо (Г; {et}) — множест
во достижимости системы (3) из начального состояния х0 за время Т >• 0 с помощью 
релейных управлений: 

Т m 

Ях0> (^ iei}) = pV J ( A + 2 Ui(T)Bt)dxE(x0); 
0 i = l 

и(-) = ( М 0 . - . . , "m(- ) )6b~[0 f Г]; и й а ^ } , 0 < * < г } . 

Т е о р е м а 3. Предположим, что выполнены условия: 
1) при любых t, s £[0, T],i,j = l, . . ., т, i ф], [etadABt, esad А Ву]=0 или, 

эквивалентно, [В^, ad& AB̂ -J = 0 при всех i, j = 1, . . ., т, i Ф j , k = 0, 1, . . .; 
2) д^я любой точки х0 £ М существует окрестность V cz M этой точки и гладкие 

функции atjh £ C°°(V), btj £ C°°(V), | btj(x) | < 1 V^ 6 ^, такие, что Y& = 0 , 1, . . ., 
h 

i = 1, . . ., то, [B b ad^ABi] E(ar)= J l «№ (*) ad 'AB;£ (*) + bife (я) adfc+1 АВ г£ (ж). Гогда 

V^o 6 ^ , Г > 0, « х о (Т; Im) = VXQ (Г; {*,}). 
З а м е ч а н и е 2. Последний результат обобщает результаты Кренера и Суссмана 

(см. [4]-[6]) . 
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