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1986 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 130(172), № 1 (5>« 

УДК 517.977.1 + 514.7 

О редукции гладкой линейной 
по управлению системы 

Аграчев А. А., Сарычев А. В. 

1. Введение. В настоящей работе предлагается метод исследованию 
управляемой системы вида 

x4(x)+g(x)u (1.1) 

на гладком я-мерном многообразии М. Здесь х&М, u£R; f(x), g(x)— 
полные гладкие векторные поля на М\ допустимые управления u(t) — 
ограниченные измеримые функции от t. 

Показано, что система (1.1) может быть редуцирована к нелиней­
ной по управлению системе с (п—1)-мерным фазовым пространством. 
Указанная редукция использована в работе для получения достаточных 
условий локальной управляемости высокого порядка системы (1.1), а 
также в задаче оптимального по быстродействию управления вращени­
ем асимметричного твердого тела с помощью момента, приложенного 
вдоль фиксированной в теле оси. 

2. Подготовительный материал. Введем некоторые обозначения, сле­
дующие, в основном, [1]. Обозначим через С°°(М) алгебру бесконечно 
дифференцируемых функций на М. Далее нам придется иметь дело с 
операторами В и семействами операторов Bt(tdR), отображающих 
С°°(М) в себя. Определим, следуя [1], свойства непрерывности, диффе­
ренцируемое™, интегрируемости и т. д. семейства операторов Bt отно­
сительно t в слабом смысле: Bt обладает свойством (*) относительно /,, 
если Уф€С°°(М) функция Btq> обладает свойством (*) относительно-
переменной t. 

Векторным полем на М называется произвольное дифференцирова­
ние алгебры С°°(М), т. е. линейное отображение X С°°(М) в себя такое, 
что ^(ф1ф2) = (-Хф1)ф2 + ф1(^ф2). Если ввести на М локальные коорди-

п 

наты, поле X записывается в виде ^ = 2 %гд1дхи где Х£С°°(М). Значе-
i=i 

ние векторного поля X в точке х£М есть вектор касательного простран­
ства TVW, обозначаемый хоХ. 

Определим скобку Ли (коммутатор) [X, У] векторных полей X п Y 
формулой: [X, У]ф=Х(Уф)—Y(Xcp). В локальных координатах [X, Y] = 
=dY/dxX—dX/dxY. Как известно, коммутатор [X, У] также является 
векторным полем; скобка Ли вводит в пространстве векторных полей 
структуру алгебры Ли. Для векторного поля X определим линейный 
оператор a d l в пространстве векторных полей формулой: (ас1Х)У= 
= [Х, У]. Наконец, назовем неавтономным векторным полем Xt(t£R) 
интегрируемое по t семейство векторных полей. 
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Рассмотрим диффеоморфизм Р многообразия М на себя. Он опре­
деляет автоморфизм алгебры С°°(М) посредством формулы: Уфб 
dC°°(M) (Рср)(х)=ф(Р(*)). Этот автоморфизм алгебры С°°(М) будем 
также называть диффеоморфизмом и обозначать тем же символом Р. 
Для того чтобы это не приводило к недоразумениям, условимся в даль­
нейшем обозначать образ точки х при диффеоморфизме Р символом 
ХоР, а значение функции ф в точке х — символом лгоф. 

Следуя [1], назовем потоком Pt абсолютно непрерывное семейство 
диффеоморфизмов. Легко показать, что композиция Рг*о — Pt есть 

dt 
интегрируемое по t семейство дифференцирований алгебры С°°(М), 
т. е. неавтономное векторное поле Xt. Из равенства Рг1о — Pt=Xt вы-

dt 
текает, что 

±Pt = PtoXt. (2.1) 
dt 

Таким образом, любой поток Pt порождается некоторым неавтономным 
векторным полем Xt в силу дифференциального уравнения (2.1). 

> t 

В дальнейшем решение уравнения (2.1) будет обозначаться ехр С Xxdx 
о 

и называться ([1]) хронологической экспонентой. Если векторное поле 
Xt автономно, т. е. Xt=X, то порожденный этим полем поток обознача­
ется etx. 

Согласно [1] хронологическая экспонента разлагается в ряд 
„ t t t х 

ехр J Xxdx = / + J Xxd% + J jj XXl о XTdx1dx+.... (2.2) 
0 0 0 0 

Приведем также формулу вариации хронологической экспоненты ([1]): 

ехр { (Хх + У%) dx = ехр { ехр С ad XsdsYxdx о ехр С XTdx. (2.3) 
0 0 0 0 

В (2.3) операторная экспонента QT==exp V adXsds есть абсолютно не-
0 

прерывное семейство операторов над пространством векторных полей, 
удовлетворяющее уравнению —QTZ=QTo(adXT)Z для любого вектор­ах 

> J — > % 

ного поля Z. Поток ехр \ ехр f adXsdsYxdx (см. (2.3)) назван в [1] 
о о 

возмущающим потоком. 
Рассмотрим управляемую систему на многообразии М вида 

£=Х(х,и), u£U. (2.4) 

Правую часть (2.4) можно рассматривать как семейство %?={Х(х, и) : 
: u£U} векторных полей, зависящих от параметра u£U. Будем считать, 
что при любом и векторное ноле Х(х, и) — полное. 

Назовем орбитой Ох системы (2.4) в точке х£М множество точек 
вида 

ft = { x o ( e № o ^ . o „ , o M ) : /,G#, XteS). 

Очевидно, что если х'£Ох, то Ох^=(Ух. Имеет место 
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Т е о р е м а 2.1 (Суссман [2]). Для любой точки х£М орбита 0Х 
является гладким подмногообразием М, инвариантным для системы 
(2.4). 

Назовем ([2]) положительной орбитой 0Х
+ системы (2.4) в точке 

xdM множество точек вида 

0\ = {х о (*№ о . . . о etkXk): П б Ry U > 0, Xt б 30}. 

Очевидно, 0Х
+^0Х. 

Обозначим через 3?[с£] минимальную алгебру Ли векторных полей 
такую, что 3?\с£\^.3в. Рангом управляемой системы (2.4) в точке х£М 
называется dim span{xoX : Х^2?\$в\}. Имеет место 

Т е о р е м а 2.2 ([2]). Значение любого векторного поля Х£_3?{с£\ 
в точке х'£0х есть касательный вектор к 0Х. В частности, ранг системы 
(2.4) в точке х'£0х не превосходит 6\т0х. 

В дальнейшем будет предполагаться выполненным следующее усло­
вие (справедливое, в частности, для всех вещественно-аналитических 
систем): ранг системы (2.4) в любой точке x/d0x совпадает с размер­
ностью <Sxm0x. Более того, для наших целей достаточно рассматривать 
сужение системы (2.4) на ее орбиту 0ХУ что позволяет нам считать, без 
потери общности, что орбита Ох системы (2.4) совпадает с многообра­
зием М, и ранг системы (2.4) в каждой точке равен dimM. В этом слу­
чае имеют место 

Т е о р е м а 2.3 (Кренер ([2])). Если ранг системы (2.4) в каждой 
точке х£М равен dim М и 0Х=М, то множество внутренних точек поло­
жительной орбиты 0Х

+ плотно в 0Х
+. 

Т е о р е м а 2.4 (Суссман, Джарджевич ([2])). Если ранг системы 
(2.4) в точке х равен dimM, то при любом Г>0 множество достижи­
мости А<т>х системы (2.4) из точки х за время ^Т имеет непустую внут­
ренность, причем int Л<Г)Х всюду плотна в Л<т>ж. 

Рассмотрим наряду с алгеброй Ли &\9В\ ее подалгебру S^\S6\ — 
минимальную алгебру Ли, содержащую все поля вида X1—Х2(Х\Х2(* 
е&) и [У1, У2] (У1, Y^S\Se\). Назовем d imspan{xoJ :Z6^ 0 [ ^ ]} точ­
ным рангом системы. Очевидно, точный ранг системы не превосходит 
ее ранга. Имеет место 

Т е о р е м а 2.5 ([2]). Если точный ранг системы (2.4) в точке х ра­
вен dimM, то при любом Г>0 множество достижимости Ат>х системы 
(2.4) из точки х за время Т имеет непустую внутренность, и intAT>x 
всюду плотна в Ат>х. 

3. Редукция управляемой системы (1.1). Рассмотрим управляемую 
систему (1.1) и допустимое управление u(t). Поток Ри порожденный 
дифференциальным уравнением 

£4(x)+g(x)u(t)9 (3.1) 

> t 

представим в виде хронологической экспоненты Р/ = exp С (f(x) + 
о 

+ g(x)u(%))dx. Согласно формуле вариации (2.3) 

> t > t I §U(sds adg [ J W ( i ) r f i J g 

exp ^(f + gu(x))dx=exp J*A° ' fdxoe\° / , (3.2) 
о о 
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или, если обозначить v(x) = V u(s)ds, то 
о 

> t — > t 

еХр Uf + gu (x)) dx = exp С ^T)ad« /dx о ^ . (3.3) 
о о 

В правой части (3.3) стоит композиция потоков, порожденных соответ­
ственно неавтономными векторными полями ev{t)adgf и v(t)g. 

Рассмотрим окрестность V точки xdM такую, что g\v^0. Определим 
на множестве V отношение эквивалентности, отнеся к одному классу 
все точки, лежащие на одной траектории векторного поля g\v, и обоз­
начим через V8 фактор-множество по этому отношению эквивалентно­
сти. Можно рассматривать Vs как множество отрезков траекторий век­
торного поля g. Очевидно, V8 может быть параметризовано точками 
множества N[)V9 где MZDN — подмногообразие размерности (я—1) 
многообразия М, трансверсальное в окрестности х траекториям поля g. 

Пусть поле g=£0 на всем многообразии М и, кроме того, удовлетворяет 
условиям «невозвращения»: у каждой точки х^М существует окрест­
ность УхЭх и трансверсальное полю g (п—1)-мерное многообразие 
NxaM (X(LNX) такие, что любая траектория поля g пересекает множест­
во Vxr\Nx в единственной точке. В частности, условие «невозвращения» 
выполнено для случая: M=Rn, g — постоянное векторное поле. При вы­
полнении этих условий отношение эквивалентности может быть опре­
делено глобально на многообразии М. Соответствующее фактор-много­
образие (многообразие траекторий поля g) обозначается М8. 

Рассмотрим семейство векторных полей Fv=ev*d8f (v£R) и докажем, 
что оно корректно определено на М8, т. е. под действием диффеоморфиз­
ма (et8)* векторное поле из семейства Fv переходит в векторное поле из 
того же семейства. В самом деле, под действием диффеоморфизма (et8)* 
поле Fv=ev*d8f переходит ([1]) в поле е

г ad8Fv=et &d8ev&dgf=eit+v)^gf= 
=Ft+Vi т. е. группа диффеоморфизмов (et8)* переводит семейство Fv в 
себя. Докажем 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть М8 — описанное выше фактор-многооб­
разие, п — каноническая проекция М на М8, D r~(D< 7~) —множество до­
стижимости за время Т (^Т) из точки у управляемой системы 

y=yoFv=yo(e»*d8f) (3.4) 

на многообразии Мё, где в качестве управлений берутся скалярные изме­
римые существенно ограниченные функции v(t). Множество достижимо-
сти ЛГ~(Л< Г~) системы (1.1) за время Г(<7) из точки х содержится 
в прообразе я - 1 (Dr Jt(-))(jt~1(D<7>,3X-)), причем если точный ранг (ранг) 
системы (1.1) в точке х равен dimM, то внутренность ЛГ~(Л< 7~) всюду 
плотна в n-\DTM7)(n-^D^Ttn{7)). 

З а м е ч а н и е . Иными словами, предложение 1 означает, что мно­
жества Л7~(Л< Г~) и int AT~X(int A<T~) содержатся и всюду плотны в 
«цилиндре», «заметаемом» при движении множества D r j x (-(D< r n (~) 
вдоль траекторий поля g. 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 1. Пусть u(t)—фиксиро­
ванное допустимое управление системы (1.1), Т — фиксированный мо-
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мент времени. Положив v(t)= {u(i)d-T, получим в силу (3.3) 
о 

» Т » Т 

exp J (f+gH(T))dx= exp J / ^ d / oe«w*. (3.5) 
о о 

Очевидно, точка дго/ехр ^ ^ , / # °е0{7,,|4 содержится в я - 1 (£>Гл(^), так 

как лгоехр С ^~(0d/6 £Г|Я(~» ч т о Д ° к а з ы в а е т включение Л г~с=я 1{DTn{~). 
о 

При доказательстве второй части утверждения предложения 1 ис­
пользуется вспомогательная 

Л е м м а 2([1]). Точка у о I exp* С /ч,(/) Л ) =ljo | exp ^ &«№fdt\ не­

прерывно зависит от v(-) в метрике LJ0, Т]. 
Пусть х£я - 1 (DT я (~), У (•) — соответствующее управление, приводя­

щее систему (3.4) за время Т из точки л(х) в точку п(х). Рассмотрим 
на многообразии М дифференциальное уравнение х=Хо (ev(t>*dzf) и его 
траекторию x(t), удовлетворяющую условию х(0)=х. Положим х{Т) = 
=г. Так как v(-) переводит за время Т систему (3.4) из п(х) в я (л:), 
точки х и z лежат в силу (3.5) на одной траектории поля g, т. е. лг= 
=zoe88. Выберем абсолютно непрерывную функцию v6(-) в б-окрестно-
сти v(-) в метрике LJ0, Г], удовлетворяющую условию уб(0)=0, 
v6(T) =s. Положим ub(t)=v6(t) и рассмотрим задачу Коши x=f(x) + 
+ g(x)u6(t), x(0)=x. Согласно (3.3) решение x6(t) этой задачи Коши 
определяется выражением 

~ / >1 л \ 
х* (t) = х о exp J ev6№z fdx о & . 

Выбирая б достаточно малым, можно сделать в силу леммы 2 точку 
_ / > т \ л >т 
х°[ехр С ^6^a d^/dn сколь угодно близкой к z = x°expf ev^ad^fdt и, 

\ о / о 
тем самым, х6(Т) сколь угодно близкой к x=zoesg. 

Таким образОхМ, доказано, что множество достижимости Ат~х всюду 
плотно в n~l(DTn~). Согласно теореме 2.5 intAT~ всюду плотна в Ат~. 
Следовательно, intAT^ всюду плотна в л г 1 ^ ^ , - ) . Аналогичные рас­
суждения проводятся и для множества А<т~. Предложение 1 дока­
зано. 

Из предложения 1 вытекает, что исследование множества достижи­
мости управляемой системы (1.1) я-то порядка можно редуцировать к 
исследованию системы (3.4) (п—1)-го порядка, являющейся в отличие 
от (1.1) нелинейной (и часто невырожденной) по управлению. 

Предложение 1 допускает естественное обобщение на случай линей­
ной по управлению системы с векторным управлением и=(ии...,щ) 
вида 

*= / ( * )+2 #(*)«/. (з.б) 
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Пусть поля {gi{x)9i=l,...,l} линейно независимы в каждой точке 
х£М и порождают инволютивное /-мерное распределение G на М. По 
теореме Фробениуса существуют функции М*)> t , / = 1 , . . . , / , такие, 

i 
что векторные поля gi{x) = ^bij{x)gj{x) образуют базис распределения 

G и для любых t, / коммутатор [gh gj]=0. Очевидно, определитель мат­
рицы 5 = ИМ*) || отличен от нуля на М. Пусть B-i(x) = C(x) = \\cij(x)\\; 

ft(*) = S cu{x)g,{x), i=l,...,l. (3.7) 

I 

Подставив (3.7) в (3.6) и введя новые управления flj=2M*)^> /— 

= 1 , . . . , / , получаем, что система (3.6) может быть сведена к системе 

* = f(x)+%h(x)vt (3.8) 

с попарно коммутирующими полями gi(x), i = l , . . . , / , порождающими 
то же распределение G на М. 

Согласно теореме Фробениуса многообразие М расслаивается на 
интегральные многообразия распределения G. Дословное повторение 
приведенных выше рассуждений с заменой интегральных кривых поля 
g на интегральные многообразия распределения G позволяют опреде­
лить по G отношение эквивалентности на М и (п—/) -мерное фактор-
многообразие MG по этому отношению эквивалентности. 

П р е д л о ж е н и е Г. Пусть MG— указанное фактор-многообразие, 
л — каноническая проекция М на MG, DT~(D<T~) —множество дости­
жимости за время Г(<Г) из точки y£MG управляемой системы 

[ 2^ a d^' ) 
У=уо\е^ f) (3.9) 

па фактор-многообразии MG, где в качестве управлений берутся ска­
лярные существенно ограниченные функции Wi{t). Множество достижи­
мости АТ~(А<Т~) системы (3.6) {или (3.8)) за время Т (^Г) из точки 
х£М содержится в прообразе я"1 (DT л(~}) (л~1(D<T п,^)), причем, если 
точный ранг {ранг) системы (3.6) в точке х равен dimM, то внутрен­
ность Ат~ (Л<7~) всюду плотна в n~1{DTn{7) i^1 {D^Tn{7)). 

Таким образом, в силу предложения Г исследование системы (3.6) 
я-го порядка с /-мерным управлением сводится к исследованию систе­
мы (3.9) (я—/)-го порядка. 

4. Достаточные условия локальной управляемости. Рассмотрим 
управляемую систему (1.1) и траекторию x{t) этой системы с началь­
ным условием х{0)=х, порожденную допустимым управлением u{t). 
Введем в пространстве управлений и{-) специальную норму, а именно, 
положим 

| { и {%)d% | И - ) | | [ о , 7 1 = SUp 
*ьШо,71 h 

Такого рода норма используется при исследовании скользящих режи-
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мов ([3]), поэтому порожденную ей метрику будем называть метрикой 
скользящих режимов. 

Для дальнейшего удобно ввести обозначение А*т ~ — множество до­
стижимости системы (1.1) за время Т из точки х с помощью управле­
ний и(-) таких, что ||и(-)Н[о,г]<е. 

О п р е д е л е н и е . Пусть х(-)—траектория (1.1), порожденная ну­
левым управлением, х(0)=х. Система (1.1) с л а б о л о к а л ь н о 
у п р а в л я е м а из точки х за время Т, если Ve>0 x(T)dmt A~x. 

П р е д л о ж е н и е 3. Рассмотрим на многообразии М двухпар>амет­
рическое семейство векторных полей Ztit=ei&ufevadgf—/ и положим 

ST,E(x)=con{xoZt>v:0<t<T, | и |<е} , (4.1) 

3 Т . е ( г ) = С О П { в Г . е ( Ж ) и { г о г , Xo(-g)}} ( 4 . 2 ) 

(здесь con В обозначает выпуклый конус, порожденный множеством В; 
тем самым, &Те(х), Ет>е(х)—выпуклые конусы, лежащие в касатель­
ной плоскости Т~М). 

Пусть x(t)—траектория системы (1.1), порожденная нулевым 
управлением, x(0)=x, 4(s)(sX))—кривая на многообразии М, ^(0) = 
=х. Если Ve>0 7 /(0)6intSTj e(x), то для любого е > 0 точка ^(s)oeTf 

лежит при всех достаточно малых s>0 в множестве int Af~x. 
Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 3. Для произвольного 

управления «(•) представим порожденную им траекторию системы 
—> ' 

(1.1) в виде хронологической экспоненты exp \ (f + gu(x))dx. Соглас­
но (3.5) 

„ Т > T 

exp Uf + gu (т)) dx = exp \ ev№zfd% о ev'^r (4.3) 
о о 

где v(t)= Г u(x)dx. Представим векторное поле ev(t)adgf в виде ev(t)&d8f= 
о 

= / + (evit)uu8f—/). Согласно формуле вариации (2.3) 

exp* \ ev(№&fdt = exp С e^ (ev®*6* f-—f)dto eTf = 
о о 

— - » T 

= exp С (e^fe^^f — f)dto eTK (4.4) 
0 

Объединение (4.3) и (4.4) дает 

exp* {(f+gu (т)) dx = exp* [ (e*W*4 f — f)dt° eTf ° е«клвг 
0 0 

ИЛИ ( [ 1 ] ) 
„ т > т 

exp ^(f + gu (т)) dx = exp [ ( ^ e«W*f—f)dto<**T)e™fgc ет\ = 
о о 

> T 

= exp J ZtMt) dtо e^T>eTa6f2c e?h (4.5) 
0 

Докажем, что 

con (вг,в (x) U {*? ( ± e™fg)}) =ET,e (x) (4.6) 
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(ср. (4.2)). Для этого покажем вначале, что (#о(±е*ad / (ad f)g))€ 
60г,е(2). Так как при /б[О, Г] и | а | < е верно (x<>Ztt ±V)(I@T, е{х) и 
в т г(х) —выпуклый конус, то — (xoZt ±V)£@T г{х). Непосредствен­

ен l^g 
ыое вычисление дает 

— I (хо ZttKtv) = Ь (±e^f (ad g) / ) = ?о ( т е а д ( a d / ) g) б вг.8(*). 

Докажем теперь, что 
(2o(±e«'d '£))es r , . (50. (4.7) 

Очевидно,—( tTo(±e< a d /^))=xo(±^ a d /(adf)g)GeT je(x)^ET ) 8(x) . С дру 
dt 

гой стороны, при £=0 имеем (xo(±etaufg)) = (xo (±g))6BT | В(Ж).В силу 
того, что Ег>е(Ж)—выпуклый конус, получаем включение (4.7) и, в 
частности, (xo(=fceTad/g))GHr)e(2), откуда вытекает 

con(eT,e(x){J{xo(±eT*dfg)})c=:ET>z(x). 

Чтобы доказать обратное включение, покажем, что (xo(±(g—eTad/g*))) 
лежит в ®т,г(х). Действительно, 

А (хо ( ± (g — e**tg))) = (хо (н= ^df ( a d ^ g ) ) б е г , а (х). 
dt 

Так как при /=0 g—e*ad'g=0, получаем V*6[0, Г] g—ег *dfg£@Tt e(2). 
Равенство (4.6) доказано. 

Рассмотрим множество 
т 

С*~ =lxo I exp* J ZW)d/ о е*?*1 

где и(-)—абсолютно непрерывные функции; | ^ | < е . В силу (4.5) до­
статочно показать, что при малых s>0 точки кривой y(s) с ^'(0)6 
6intST)S(x) лежат в С® ~. Обозначим У^^.^и(t)e t&dfg. Тогда 

С Ь = (*° (ё*Р \ZW) dio eYw\\ . (4.8) 

Заметим, что при v(•)=() Z< | t , ( . )=y / | C ( . )^0. Воспользовавшись форму­
лой (2.2) для экспонент, стоящих в правой части (4.8), получим 

» т т 
exp J Zt%vlfy dt о еУт^ = / + J Z,f0W Л + Гт>(.) + . . . . , (4.9) 

о о 

где многоточием обозначены члены выше первого порядка малости по 
т 

Z и У. Обозначим W(v(-)) = С ZtiVit)dt+YTtr(#). Образ отображения W, 
о 

когда i>(-) меняется на множестве абсолютно непрерывных функций, 
удовлетворяющих условию |и |<е , есть выпуклое подмножество Т~М. 
Внутренность натянутого на него конуса совпадает с intB r, е(я) по опре­
делению ВТ| е(Ж). В силу этого точки любой кривой *f(s) (s>0), лежащей 
при малых s > 0 в intBT, г(х), лежат, если 6 мало, при | s | < 6 и во внут­
ренности образа отображения W. 

Из рассуждений, аналогичных используемым при доказательстве 
принципа максимума (см., например, [3, теорема VII.1]), вытекает су-
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ществование 6 ' : 0 < 6 ' < 6 такого, что при | s | < 6 ' точки кривой y(s) 
лежат в С£~, что и доказывает предложение 3. 

Из доказательства предложения 3 непосредственно следует 
П р е д л о ж е н и е 4. Если 

0emt3Tt&(x)^mtcon((xo(etadfev^f--f): 0 < f < 7 \ \v\^e} [J{xo(±g)})9 
(4.10) 

то система (1.1) слабо локально управляема из точки х за время Т. 
5. Алгебраические условия слабой локальной управляемости. Всю­

ду в этом пункте мы рассматриваем управляемую систему (1.1) при до­
полнительном условии xof=0. Обозначим через Ф матрицу Якоби Ф= 
=хо -J- . Тогда для любого векторного поля X на многообразии М дх 
верно: xo{elaufX)=xo(et<x>X). В этом случае условие (4.10) для системы 
(1.1) принимает вид 

0 6 int ЕтМ) = int con ({е*ф (хо (e™^f)): 0 < / < 7\ | v | < г} (J {* ° ( ± g)}). 
(5.1) 

Так как матрица е1Ф определяет линейное преобразование касательного 
пространства Т~М, то в силу (4.6) 

Зт>8 (х) = {е<ф (con ({xo {<*»**f)\ \ v | < е } (J {х<> (± g)})): 0 < t < Т). 
Исследуем множество con({xo(ev*uef) : \v\^e}\J{xo(±g)}). Для это­
го рассмотрим наименьшее четное j>0 такое, что 

(b((adg)'7Mspan({*o((adg)'7): 1 < / < / } U W } ) - (5-2) 
Если условие (5.2) не выполнено ни для какого четного /, положим 
у= + оо. Обозначим 

^ = f span({xo( (adg) l 7) : l < t < / } U (*°g})> если / < + о о , 
{span ({хо ((ad gYf): 1 < * < + оо} (J{*°g})> e c™ / = + °°-

Имеет место 
П р е д л о ж е н и е 5. Линейное пространство S~ и вектор хо 

°((adg)jf) (если j< + oo) содержатся в конусе 
$~ъ =СОП ( £ о (gtede / ) : | у К 8} [J {?о (4: g)}) с Т~М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится от противного. Если указанное 
утверждение неверно, то в силу выпуклости £Гг существует вектор qd3?~ 
и ковектор ф£Т~М (^¥=0) такие, что, положив <р(у)=<ф, (xo(ev ad 8f))}, 
получим 

(((*,(^°((adg)//))»0) V((* .^»0))A(V»: М<е.Ф(»Х 
< 0 ) Л ( ( * ^ ° Я ) = 0). (5.3) 

Очевидно, ф(0)=0. Из (5.3) следует, что первая отличная от нуля про­
изводная cp(ft)(0) должна быть четной, причем <p(fe)(0)<0. Докажем, что 
k>j. В самом деле, если четное k<j и 9 (z)(0)=(f, (£°((adg")z/))}=0 
при всех l<k, то по определению / 

(х о ((ad g)kf)) ^spm({x о ((ad gYf): КЩ U £ ° g » , 

и, следовательно, ц)(ю (0)=(if>, (%o((adg)hf)))=0. Таким образом, k>j 
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и, значит, ф (Я(0)=(^> (£°(( adg) j / ))><0, что противоречит (5.3). Пред­
ложение 5 доказано. 

Из предложений 4 и 5 вытекает 
П р е д л о ж е н и е 6. Пусть Ж— конус, порожденный пространст­

вом £~и вектором (x°((adg) j/)) {если / < + оо). Если Q)=xodf/dx и 
соп{е*фЖ : 0 ^ / ^ r } = T W W , то система (1.1) слабо локально управляема 
из х за время Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предложения 5 @~г^Ж и, следова­
тельно, 

О б int 17M = int con {emW: O^t^T}^ 

^ int con { в ' ^ : 0 < ^ < 7 } = intHr,8(x), 

т. е. выполнено условие (4.10) предложения 4. Предложение 6 дока­
зано. 

Выведем из предложения 6 условие слабой локальной управляемо­
сти системы (1.1) из точки х за некоторое достаточно большое вре­
мя Т. 

Пусть 9?~ — подпространство Т~М, определенное выше, S£*~ — ми­
нимальное инвариантное относительно преобразования Ф подпростран­
ство касательного пространства Т~М, содержащее <2?~. В этом случае 
<Р корректно определено на фактор-пространстве T~M/i?~. Если S7^ 
совпадает с Т~М, то в силу предложения 6 система слабо локально 
управляема из точки х за любое время Г>0. В противном случае име­
ет место 

П р е д л о ж е н и е 7. Если вектор {%о((adg)jf)) не принадлежит 
никакому нетривиальному инвариантному относительно Ф подпрост­
ранству пространства Т~М/2?~ и все собственные значения преобразо­
вания Ф, определенного на Т~М/3?~9 не вещественные, то система 
(1.1) слабо локально управляема из х за достаточно большое время 
Т>0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим произвольный ковектор г|)б 
б (T-M/S7-)*, ^Ф0. Если <tp, {xo{em{{adg)jf)))y=0y то это означает, 
что инвариантное относительно Ф подпространство span{£o(e toX 
X ((ad g) j / )) , tdR} содержит вектор (£o((ad g)jf)) и ортогонально \|), 
т. е. не совпадает с T~Af/j?~, что противоречит условию. 

Пусть (x){t) =<\|),(£o(e iO((adg) j/)))>=£0. Докажем, что со(/) меняет 
знак на некотором интервале [0, Т]. В самом деле, пусть R{K) —харак­
теристический полином преобразования Ф, определенного на Т~М/3?~, 

^ ( ф ) = 0 . Рассмотрим дифференциальный оператор R I — ) . Очевидно, 

R I—] (о=0, т. е. со(0—ненулевое решение линейного однородного 

уравнения с постоянными коэффициентами. Так как все собственные 
значения преобразования Ф невещественные, со(/) имеет вид 

<в (0 = V еа*< (Prk (t) cos %t + Qrk (t) sin fat) = V ^f* (COs ^ ) . (5.4) 
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Выделим в правой части (5.4) все мономы, отвечающие наибольше­
му из ав, а из них те, для которых максимальна степень rs вхождения /. 
Очевидно, при больших / знак со(̂ ) определяется суммой этих мономов,, 
т. е. выражением вида 

f m \ 

еаНг ( 2 (я/ cos P/f + bi sin Prf) , p/ ̂  0. 

Как известно, любой тригонометрический полином вида P(t) = 
т 

= 2 (аг cos рг^+ &г sin ^г^), отличный от нуля, есть знакопеременная 
функция на любом интервале вида (/ ,+оо), что и доказывает знако-
переменность со(0-

В силу произвольности выбора г|) из доказанного выше следует, что 
конус №T=£on{eto(xo({?i([g)jf)) :0^t<T} при всех достаточно больших 
Т дополнителен к i?~ , т. е. Жт + 2>~=Т~М и, следовательно, в силу 
включения 3@T + 3?~^con{etoy!f: 0< /<Г} , мы находимся в условиях 
применимости предложения 6, т. е. система (1.1) слабо локально управ­
ляема из х за достаточно большое время Т. Предложение 7 доказано. 

Исследуем теперь слабую локальную управляемость системы (1.1) 
за произвольно малое время Г>0. Очевидно, что если найдется число 
m такое, что span {<Dfej?~: 0 ^k^m} = Т~М, то при любом сколь угод­
но малом Г>0 для системы (1.1) выполнены условия предложения 6 
и, стало быть, имеет место 

П р е д л о ж е н и е 8. Пусть j — индекс, определенный при формули­
ровке предложения 5. Если существует число m такое, что 

span({xo((ad/)*(adg)</): 0 < £ < m , l < * < / } U {*°g}) = T~M, (5.5) 

то система (1.1) слабо локально управляема из х за любое (сколь угод-
но малое) время Т>0. 

З а м е ч а н и е . В [4] приведено следующее условие локальной уп­
равляемости системы (1.1) за сколь угодно малое время Т>0. 

Т е о р е м а ([4]). Пусть Sh(f,g)—линейная оболочка значений в 
точке х всевозможных коммутаторов векторных полей f и g, в которые 
g входит не более k раз. Если xof=0 и 

1) для некоторого k Sk(fyg) совпадает с Т~М; 
2) для любого нечетного i Si+i(f, g)=Si(f, g), 

то система (1.1) локально управляема из х за сколь угодно малое вре­
мя Г>0. 

Сравнение условия (5.5) предложения 8 с условиями 1) и 2) сфор­
мулированной теоремы показывает, что два этих утверждения не сво­
димы друг к другу. 

6. Оптимальное быстродействие в задаче управления кинетическим 
моментом вращающегося твердого тела. Свободное вращение твердого 
тела описывается уравнением Эйлера (см. [5]): К=КХВК, где KdR3 — 
вектор кинетического момента в системе координат, связанной с телом, 
В — симметричная (3x3)-матрица, обратная к тензору инерции тела Л, 
знак «X» обозначает векторное произведение в R3. Обозначим через 
h<h<I3 главные центральные моменты инерции тела (тело динамиче­
ски асимметрично), / i > / 2 > / 3 — величины, обратные к ним (/ ь /2, /3 — 
собственные значения матрицы В). 
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Если к телу приложен управляющий момент, вдоль оси L, проходя­
щей через центр масс, то управляемое движение вектора кинетического 
момента К описывается уравнением 

K=KXBK + Lu, (6.1) 

где L — вектор единичной длины, лежащий на оси L. 
Будем предполагать, что ось L находится в общем положении: 

L не совпадает ни с одной из главных осей инерции тела и не лежит 
ни в одной из плоскостей сепаратрис П4, П2, задаваемых в главных осях 
уравнениями у/±—/2/d±"|//2—J3K3=0. 

Из результатов [6] следует, что при общем положении L точный 
ранг (а значит и ранг) системы (6.1) равен 3. То же, очевидно, верно 
для системы (6.1) с обращенным временем, обозначаемой (6.1~). Тем 
самым, для систем (6.1) и (6.1~) выполнены условия теорем 2.4, 2.5 
(см. п. 2) и предложение 1 п. 3. 

Рассмотрим для управляемой системы (6.1) задачу быстродействия 
Г-ншп (6.2) 

с граничными условиями 
К(0)=К, К(Т)=К. (6.3) 

Для исследования задачи (6.1) — (6.3) применим к системе (6.1) редук­
цию, описанную в п. 3, положив f=KxBK, g=L. В результате получим 
плоскую систему 

К=Ко (ev ad ef) = Ko (evgofoe-vg), 

эквивалентную, в силу того, что g"=L — постоянное поле, системе К— 
=Ko(ev8f) или 

K=(K+vL)xB(K+vL). (6.4) 

Заметим, что в случае постоянного поля g=L фактор-многообразие 
(R3)8 отождествимо с плоскостью Р, проходящей через начало коорди­
нат О и перпендикулярной оси L. При этом отождествлении система 
(6.4), определенная на (R*)8, переходит в систему 

K=(K+vL)xB(K+vL)—((K+vL)xB(K+vL),L>L= 
= (K+vL)xB(K+vL)—(KxB(K + vL),L}L, (6.5) 

правая часть которой есть проекция на Р правой части (6.4). Любая 
траектория системы (6.5), порожденная абсолютно непрерывным уп­
равлением v(t), есть проекция на Р некоторой (неединственной!) тра­
ектории системы (6.4). 

Введем на плоскости Р декартову систему координат Oyvy2, напра­
вив ось Or/i вдоль вектора LxBL и ось Оу2 — вдоль вектора LX(LX 
XBL). В этой системе координат (6.5) принимает вид 

Уг = Ь13у1 + (— M i + (ЬЦ — Ы У2) v + v\ 
У2 = — Ь12угУ% + ((&аа — Ьи) уг + b23y2) vf (6.6) 

где Ьц—компоненты тензора В в базисе L, LxBL, Lx (LxBL). Очевид­
но, bij=bjU а непосредственное вычисление дает также 613<0,Ь22—Ь41=^=0. 

Рассмотрим для управляемой системы (6.6) задачу быстродействия, 
задав условия 

У (0) = 2 , У (Т) = У,Т-+ min (у = (ylf y2)). (6.7) 
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Установим связь между оптимальными траекториями задачи (6.1) — 
(6.3) и задачи (6.6) — (6.7). 

О п р е д е л е н и е . Назовем управление u(t) и порожденную им тра­
екторию К(t) системы (6.1) с и л ь н о л о к а л ь н о о п т и м а л ь н ы м и , , 
если для любых точек /C 1 =Z(^) , K2=K(t2) существует б-окрестность 
управления u(t) в метрике скользящих режимов (б — одинаково для 
всех пар точек К\ К2 траектории K(t)) такая, что для любого управле­
ния и(-) из этой б-окрестности, переводящего систему (6.1) из К1 в К2 

за время Г, верно T^t2—^. 
О п р е д е л е н и е . Управление v{t) и порожденная им траектория 

y(t) системы (6.6) л о к а л ь н о о п т и м а л ь н ы , если существует 
б-окрестность управления v(t) в метрике LTO[0, T] такая, что для любых 
точек yi = y(tl), y2 = y(t2) траектории y(t) и любого управления v(-) из 
этой б-окрестности, переводящего систему (6.6) из у1 в у2 за время Ту 
верно T^t2—ti. 

Пусть v(t), y(t) локально оптимальны для системы (6.6), v(-) — 
абсолютно непрерывна; u(t), K(t)—управление и соответствующая-
траектория системы (6.1), переходящие при редукции системы (6.1) к 
(6.6) соответственно в v(t), y(t). По определению редукции (см. п. 3),. 
б-окрестность й(-) в метрике скользящих режимов отображается при 
редукции внутрь б-окрестности v(-) в метрике L^tO, T]. Отсюда немед­
ленно следует, что локальная оптимальность г; (0 , y(t) для системы 
(6.6) влечет за собой сильную локальную оптимальность соответствую­
щей пары u(t), K(t) для системы (6.1). 

Оказывается, что рассматриваемая задача быстродействия (6.1) — 
(6.3) имеет много сильно локально оптимальных траекторий, но не 
имеет ни одной глобально оптимальной, а именно справедливы следу­
ющие утверждения: 

П р е д л о ж е н и е 9. Для любой точки KdR3 существует однопара-
метрическое семейство выходящих из К сильно локально оптимальных 
по быстродействию траекторий Ka(t) системы (6.1), порожденных соот­
ветствующими управлениями ua{t). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Составим для редуцированной управляемой 
системы (6.6) гамильтониан 

H = 4>i Ф1Ву1 + (— Ь23У1 + (Ьп — b33) y2) v + v2) + 
+ i\ (— ЬиУ&ъ + (ф22 — Ьп) уг + b23y2) v), (6.8) 

(6.9) 

и выпишем сопряженную систему 

4>i=~ — - = b23v\\\ + ф13у2 — Ф22 — bn) v) г|>2, ду± 

^2 = f— = — (2^1зУ2 + (&ц — b33) v) ург + (Ь13уг — b23v) г|)2. 

Очевидно, что, если if)i<0, то квадратичный по v гамильтониан Н дости­
гает при 

v = — 4 " (— Ь23уг + фп — Ь33) у2) — -^- (ф22 — Ъп) у1 + ЬжУ2) (6.10) 
2 2x1)! 

максимума, равного 
Я т а х = Ь13 (byt — ЬУ1У2) 

2 ,, ч Р2 

4ф. 
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где jj для краткости обозначает коэффициент при v в выражении (6.8). 
д2Н 

Очевидно, при гЬ±<;0 выполнено усиленное условие Лежандра = 
dv2 

= ^ i<0, а при дополнительном условии sgnty2=sgnyly2 (с учетом нера­
венства fc13<0) верно Я т а х >0, т. е. выполнено соответствующее условие 
трансверсальности в задаче (6.6) — (6.7). 

Подставив (6.10) в (6.6) и (6.9), получим систему дифференциаль­
ных уравнений четвертого порядка. Задав начальные условия: yi(0) = 
= Уи уЛ0)=у2, ^ ( 0 ) = — 1 , г|)2(0)=а (а —параметр, sgn a = s g n у±у2),. 
получим семейство траекторий уа(-), ifa(-) этой системы, а из (6.10) — 
соответствующее семейство управлений va(-). Принцип максимума в 
сочетании с усиленным условием Лежандра и условием трансверсаль­
ности гарантирует локальную оптимальность по быстродействию неко­
торого участка любой из траекторий уа(-). 

В силу сказанного выше любая пара иа(-), Ка(-), переходящая при 
редукции в пару иа(-)> ^ ( О , является сильно локально оптимальной по 
быстродействию для системы (6.1). Предложение 9 доказано. 

П р е д л о ж е н и е 10. В задаче (6.1) — (6.3) существует минимизиру­
ющая последовательность управлений {ип(0}> приводящих систему 
(6.1) из К в К за время Тп, причем lim Tn = 0. Иными словами, система 

/г—>эо 

(6.1) приводима из К в К за сколь угодно малое время Г>0. 
З а м е ч а н и е . Вообще говоря, имеет место утверждение более силь­

ное, чем предложения 9 и 10. Можно показать, что для любого фиксиро­
ванного компакта CcuR3 (например, компактного шара), содержащего 
точки К и К, и для множества траекторий у системы (6.1), каждая из 
которых приходит из К в К за время 7\, оставаясь при этом в компак­
те С, имеет место: inf TV = TC^^^> 0. Если Сп—набор компактных ша 
ров, C1c:C2cz. . .c:Cnc=.. . , \Jd=R\ то limTc Ък = 0' 

i п->ос п' 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 10. Сформулируем и дока 
:кем вначале вспомогательную лемму: 

Л е м м а 11. Утверждение предложения 10 верно для редуцирован 
ной системы (6.6). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 11. В полярных координатах (г, ф) 
(*/i = /'cos(p, y2 = r sin ц)) система (6.6) принимает вид 

r=/ ' . JF(cos9, sinq^u + coscpu2, (6.11) 

Ф — — b13r sin ф sin ф£>2 + G (cos ф, sin <p) v, (6.12) 
r 

где F, G— однородные полиномы степени 2, причем G ( ± l , 0) = 
— Ь22—Ьпф0. 

Докажем, что система (6.6) обладает траекторией >̂ начинающейся 
и заканчивающейся на положительной полуоси Оу^ и охватывающей на­
чало координат О. Заметим, что первое и второе слагаемые в правой 
части (6.12) имеют (так как Ь13<0) разные знаки. Полагая 

(0, sin<p>e, 
v& (Г, Ф) = vQ (ф) = | ± k, sin ф < — е) (бЛЗЪ 

4^22 — М » | sin Ф| < е , 
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получаем, что Vp0>0 существуют достаточно большое k и достаточно 
малое е > 0 такие, что при \г\^р0 верно (в силу (6.12), (6.13)) нера­
венство 

Ф ^ а > 0 , (6.14) 

т. е. ф монотонно возрастает вдоль любой траектории «у системы (6.11), 
(6.12), порожденной управлением (6.13) и содержащейся в области 

Докажем существование такой траектории. В силу произвольности 
р0>0 достаточно доказать существование траектории системы (6.11), 
порожденной управлением (6.13), не проходящей через О. Из (6.6), 
(6.12), (6.13) вытекает, что любая траектория (6.6), проходящая в мо­
мент времени t через О, касается оси Оу^ и lim ф (/) = я—0. 

Зафиксируем р0 и возьмем начальную точку у на оси Oyi с поляр­
ными координатами r=pu ф = 0 (pi>p0). Так как ve(y) —ограниченная 
функция, правая часть (6.11) допускает оценку 

| r |< | i r .+v . (6.15) 

Из дифференциального неравенства (6.15) вытекает ([7]), что при из­
менении ф вдоль траектории от ф(0 )=0 до ф(/е) = arcsin е верно r(t)^ 

arcsins 
-^ i./ J /n 1 л\ /±\ ^ " ^ — п — arcsine -r-r 
^Pie-^B—v/e или в силу (6.14) r(t)^.pxe а —v . При изме-

а 
нении ф вдоль траектории от arcsine до я—arcsine управление ve(cp) в 
силу (6.13) равно 0, и из (6.11) следует, что r(^)=const. При изменении 
Ф вдоль траектории от я—arcsine до л; получаем из (6.14), (6.15) 

arcsina 
/^\ ^ /4 \ "^ ~~Z— arcsin e 

а 

_^ arcsins 
и л и r ( t ) ^ р±*е " а —2v . Очевидно, выбирая е достаточно 

а 
малым, получим r(t) ^ p 0 , что и требовалось. 

Таким образом, траектория у системы (6.6), порожденная управле­
нием (6.13) и начинающаяся на положительной полуоси Оуи не прохо­
дит через начало координат и в силу монотонного изменения ф вдоль у 
возвращается через конечное время t0 на положительную полуось Оу^ 
Аналогично можно построить траекторию Г системы (6.6), совершаю­
щую два оборота вокруг точки О за конечное время Тт (см. рис.), по­
рожденную управлением v(-). 

Отметим, что система (6.6) (как и система (6.1)) обладает очевид­
ной автомодельностью — она инвариантна относительно замены пере­
менных: ус+ауи у2-+осу2, v-*av, t~>a~H (a>0) . Следовательно, кривая 
Г а = а Г также является допустимой траекторией системы (6.6), порож­
денной управлением va(q>) = av(ф), причем время ее обхода TIa=za~iTT. 

Докажем, что если у и у — произвольные точки плоскости Р и е>0, 
то у достижима из у в силу системы (6.6) с помощью некоторого управ­
ления w(-) за время Г ^ е . 

Выберем а > 0 такое, чтобы: 1) точки у я у охватывались траекто­
рией Га; 2) а _ 1 Г г ^ — . Из вида правой части (6.6) следует, что выбором 
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большого по абсолютной величине v можно обеспечить сколь угодно 
быстрое движение системы (6.6) в положительном направлении оси Oyt 
по траектории, близкой к горизонтали. Аналогично, для системы (6.6) 
с обращенным временем большое по абсолютной величине управление 
v обеспечивает сколь угодно быстрое перемещение в отрицательном 
направлении оси Oyv. Следовательно существует управление vl(t)y при­
водящее систему (6.6) из точки у в точку у1 на траектории Га за время 
т 4 ^ — , и управление v2(t), приводящее систему (6.6) с обращенным 

о 

временем из точки у в точку у2£Га за время т 2 ^ —. Последнее означает, 
о 

что система (6.6) приходит из у2 в у с помощью управления v2(t) за то 

же время т 2 ^ —. Переход системы (6.6) из у1 в у2 с помощью управле-
о 

ния vcc(t)=av(a~it) вдоль траектории Га происходит за время т 0 ^ 
^ Г г а ^ — (см. рис.). 

Искомое управление w(-) определяется формулой 

1^(0,0^/^^, 
w (/) = I va (0, х1 < г < тх + т0, 

I V2 (*), Хг + Т0 < / < Т ! + Т0 + Т2. 

Очевидно, w(t) переводит систему (6.6) из точки у в точку у за время 
Ti + To + Ta^e. Лемма 11 доказана. 

Рассмотрим вновь задачу оптимального быстродействия (6.1) — (6.3). 
Спроецируем точки К и К на плоскость Р в точки у = л(К), у=п(К) 
соответственно. Рассмотрим б-окрестность Ub{y) точки у. В силу лем­
мы 11 для любого е > 0 и любого y£U6(y) существует управление w(t), 
приводящее систему (6.6) из у в у за время ^ —. Обозначим через 
D _а_ _ множество достижимости системы (6.6) из точки у за время 

^-— ; тогда U6(y)^D 8 _.В силу предложения 1 внутренность множе­

ства достижимости А ~ системы (6.1) из точки К за время ^ — 
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всюду плотна в множестве я- 1 ( [ / б (у) )^я" 1 (D ^ ~), т. е. в цилиндре Сб 

с основанием f/6(y)c:P и образующей, параллельной L. Очевидно, 

K G n T ^ C i n t C e , Я £ c los ing 8 ~. 
^ — » к 

2 

Как было сказано выше, к системе (6.1~) (системе (6.1) с обращен­
ным временем) применима теорема 2.5 п. 2. В частности, множество 
достижимости А а ~ этой системы за время ^ — из точки К имеет не-

^Т'к 2 

пустую внутренность, всюду плотную в Л"" 8 А. ИЗ включений 

К£А~ 8 .ДбпйСвДбскк&ИЛ 8 ~БС6 

вытекает int A" 8 - Р[СьФ0 и, следовательно, 
int Л" s . П int Л 8 ^ 0 * 

Если /C'GinM" о ^ П int Л 8 _, то система (6.1) приводима из R в /С1' ^ — >к ^ —- *к 

за время ^ — и из К1 в ̂  за время ^ —, а стало быть из R в К за вре­

мя ^ е . Предложение 10 доказано. 
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