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УДК 517.977.1+514.7 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ 

И ТЕОРЕТИКО-ГРУППОВЫЕ МЕТОДЫ 
В ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

А. А. Аграчёв, С. А. Вахрамеев, Р. В. Гамкрелидзе 

ВВЕДЕНИЕ 

Данная работа посвящена некоторым аспектам современной 
теории управления, которые сравнительно недавно стали объ­
ектом внимания специалистов. Здесь излагаются как извест­
ные, так и оригинальные результаты. Часть результатов приво­
дится с полными доказательствами. В статье используется 
аппарат хронологического исчисления, основанный на экспонен­
циальном представлении потоков [2], [3]. Некоторые элемен­
ты этого исчисления мы приводим в приложении к статье. 

Мы не будем давать здесь общего обзора содержания дан­
ной работы, так как оно достаточно полно отражено в названи­
ях соответствующих параграфов, а коротко остановимся на 
обозначениях, которые используются ниже. 

Как обычно, через Rn обозначается n-мерное арифметиче­
ское пространство, точки которого трактуются как вектор-
столбцы и всегда обозначаются латинскими буквами, например, 

*=(!„)• -ЧУ6*--
Вектор-строки обозначаются греческими буквами, например, 

& — (£.,•-ьЦ. ч — (ч1,-..1 чп)* 
а скалярное произведение вектор-строки на ректор-столбец 
одинаковых размерностей записывается в виде матричного 
умножения •'*"* 

6 . j c=(6 i , . . . ,w : — 2 £<-*а. 
Модулем пх,т матрицы Л=(а« ) , а = 1 , . . . , п , $ — 1,...,тт, 

назовем величину 
т 

|л |=2 -—х КI. 
pZTi 1<ct</» 

1* $ 



Соответственно, 
\х\— max | x a | , 

т 

Р - 1 

•есть модули /..-мерного вектора x6Rn и /га-мерной вектор-строки 
-S =-(^i»- - -, -Ея)- ч 

Якобиеву матрицу /n-мерной вектор-функции л: •-+g (.x) по ко­
ординатам вектора xgR." обозначим через 

dg(x) _(dg'\ . . . .j 

Термин гладкость всегда будет означать бесконечную диффе-
ренцируемость. 

Пусть Ж—-гладкое многообразие, гладко вложенное в про­
странство R<-, E —сужение тождественного отображения Rd 

на М. Пусть, далее, <D=C°°(M) — алгебра всех гладких функ­
ций на М. 

Векторным полем / на многообразии М мы будем называть 
произвольное дифференцирование алгебры Ф, т. е. линейное 
отображение 

/.Ф~*Ф> 
удовл етьсрякщее правилу «дк^4еренцкрсвания произведения»: 

/ (Ф^) - ( /Ф) -Ф + Ф(?1>) 
УФ, -феФ. 

•Обозначим через Der (Ф) множество всех дифференцирований 
.алгебры Ф. Известно, что всякое дифференцирование алгебрыФ 
•является дифференциальным оператором первого порядка и 
„действует по формуле 

(/Ф)(д:)—<ЙФ(х),/£(.*)> 

vxeM, ФбФ. 
Отсюда, в частности, получается, что 

7E(x)=/(x) VxGM, 
где /—-некоторая гладкая d-мерная функция на М\ всякое 
гладкое векторное поле, в свою очередь, порождается некото­
рой гла дкой d-мерной функцией на М. Этим и обусловлено 
выбранное нами обозначение / д л я векторного поля, явно ука­
зывающее порождающую его гладкую функцию / . 
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Множество Оег(Ф) векторных полей на М образует алгеб-
py Ли. Как и во всякой алгебре Ли, через [fg\ обозначается 
коммутатор 

—>•—> —> —> —> - > 
[fgl*=f°g~g°f 

—у _ > —у —У 

векторных полей / , g6Der(<D), а через ad / (/(.Der (Ф)) — ли­
нейное отображение Е>ег(Ф), определенное формулой 

ad?(?) = [?2 
VggDer (Ф), 

_> - > _ > —у —> 

соответственно, ad*/ — ad*-'/-ad/ = ad/oad*"1/ —• степени. 
(итерации) линейного отображения ad/:Der(Ф)->Der(Ф). Через 
ТХМ обозначается касательное пространство к М в точке хъ 

TxM=(fE{x)\ /eDer (Ф)>. 
Пусть P:M{to}M—диффeoмoрфизм. Тогда ему соответ ствует 

линейное отображение Р*:Ф->-Ф, определенное формулой 
р*Ф = ср0р 

УфбФ, 
которое мы также будем называть диффеоморфизмом. Мно­
жество всех таких диффеоморфизмов образует группу DJ ft (M) 
относительно операции «о»-композиции отображений. 

Для любого Р*фШ{М) через AdP* ми обозначаем линей­
ное отображение 

AdP*:Der(0)-*Der(0), 
определенное формулой 

Ad P*7=p*7-°*"1 V/eDer (Ф). 
Ниже нам встретятся некоторые специальные матричные' 

алгебры и группы Ли. Их мы будем обозначать в соответствие 
с общепринятыми обозначениями. Например, Gl (n; R) — груп­
па Ли всех невырожденных вещественных nXn матриц, gl (n; 
R)—ее алгебра Ли (состоящая из всех вещественных пХп. 
матриц), SL (n; R) —группа Ли йсех вещественных пХп мат­
риц с определителем 1, sl (n; R) - - ее алгебра Ли (все ве­
щественные матрицы A£gl(n;, R), след которых 1гЛ=-0). Через 
/ обозначается единичная матрица, а через Id.,-*, или просто че­
рез Id тождественное отображение множества X. Если ^-—век­
торное пространство, S)cr.S, то через span {3)) обозначается 
линейная оболочка множества SO, т. е. наименьшее подпростран­
ство, содержащее множество 3), 
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§ 1. МОТИВИРОВКА 

Задачи оптимального управления относятся к неклассиче-
еким задачам вариационного исчисления и начали изучаться в 
БО-тых годах. К этому времени относится и открытие группой 
советских ученых, возглавляемой академиком Л. С. Понтряги-
:ньш, фундаментального результата теории — принципа макси­
мума, который дает необходимые условия оптимальности пер­
вого порядка для широкого класса задач оптимального управ­
ления. ИТОГ первого этапа развития теории подвела 
получившая всемирную известность монография [15], 

В дальнейшем теория пополнилась многими интересными и 
содержательными результатами. При этом исследования ве­
лись в основном по двум направлениям. 

С одной стороны, интенсивно применялся аппарат выпукло­
го и функционального анализа и на этом пути удалось создать 
общую теорию экстремальных задач, представляющую собой 
естественное обобщение конечномерной теории математическо­
го программирования. Большая заслуга в создании этой общей 
теории принадлежит советским ученым, из работ которых сле­
дует особо отметить следующие [8], [9], [11], [12]. Не имея 
возможности сколь-нибудь подробно говорить об результатах, 
полученных в этом направлении, мы отсылаем читателя к мо­
нографиям [5], [13], [14] и обзорам [6], [7]. 

Если говорить о втором направлении развития теории опти­
мального управления, то следует, во-первых, отметить, что оно 
очень молодо и сделано в этом направлении не так много. 
Большой вклад IB его развитие внесли Броккет [24], [25], [26], 
[27], [28], Германн [35], [36], Германн и Кренер [37], Хермс 
[38], [39], [40], [41], [42], Джорджевич [48], [49], [50], 

[51],' [52], Джорджевич и Суссман [55], [56], Кренер [58], 
[59], [60], [61], [62], Лобри [68], [70], [71], [72], [73], [74], 

[75], [76] и Суссман [83], [84], [85], [86], [87], [88], [89], 
[90], [91], [92], [93], [94], [95], [96], [97], [98], [99], [100], 

Ц01]. 
Характерной чертой работ этого направления является сис­

тематическое применение дифференциально-геометрических и 
теоретико-групповых методов. Возможность применения этих 
методов возникает здесь из-за того, что рассматриваются ис­
ключительно гладкие динамические системы (и даже аналити­
ческие) и изучаются их качественные свойства, а именно, свой­
ства соответствующих множеств достижимости — словом, 
вопросы, которые больше связаны с управляемостью систем, 
чем с получением условий оптимальности. 

О некоторых наиболее важных результатах, полученных в 
этом направлении, и пойдет речь в этой статье. 
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Мы обсудим сначала две задачи, даже самый поверхност­
ный анализ которых показывает естественность применения 
дифференциально-геометрических методов, в случае, когда 
динамика соответствующей управляемой системы описывается 
достаточно регулярно. 

Начнем с рассмотрения систем, линейных по фазовым пе­
ременным, т. е. систем вида 

х = А(а)х, хвКп, ueRm, (-A) 
где А(и), K6U{subset}R~ — семейство пХп- матриц, непрерывно за­
висящее от параметра utfJ. 

Системе (1.1) соответствует матричная управляемая система 
X = A{tt)X, XeQ1(n;R), и,&. (1.2) 

ЕСЛИ a:R{to}L/ —произвольное измеримое и ограниченное 
управление, то существует единственное решение X,, t6R. 
уравнения 

X-A(tt(t))X,, X0-/5 (1.3) 
представляющее собой абсолютно непрерывную кривую Х0 
teR, в группе Gl(ft; R). Мы будем обозначать это решение 
через 

t 

Х( = ец>\ A{u{x))dx, teR. 
о 

Очевидно, что функция 
i 

-t п 

x(t) — ехр \ A (a(r))dxx0, t{in}R, 
о 

является решением уравнения 
x = A(u(t))x, 

удовлетворяющим произвольному начальному условию 
х(0) — х0. 

Матричная управляемая система (1.2) является уравнением 
на (групповом) многообразии: ее фазовым пространством яв­
ляется группа Ли Gl(n; R), при этом A(«) v«6U являются 
элементами соответствующей алгебры Ли gl (n; R) и, следова­
тельно, система (1.2) является уравнением на группе Ли с пра-
воинвариантными векторными полями 

А(и)Х. 
Более того, предположим, что при всех иШ матрицы Л (и) 

принадлежат подалгебре Ли g алгебры Ли gl (n; R). Оказы­
вается, что в этом случае при любом (измеримом и ограничен-
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ном) управлении u:R->-[/ соответствующее решение 
_ ' 

ехр С А (и (х)) dx, teR, 
о 

уравнения (1.3) при всех t6R лежит в подгруппе Ли G группы 
Gl(n; R), алгебра Ли которой есть g. 

Приведем простое доказательство этого утверждения. 
В самом деле, при почти всех £GR векторное поле 

A (и (*))£, 
в силу правоинвариантности, касается подгруппы Q, а значит, 
по теореме существования и единственности решения диффе­
ренциального уравнения на гладком многообразии, при всех tgR 

t 
• < — п 

exp \ A (ti(x))dx£G. 
о 

Таким образом, в случае линейных по фазовым переменным 
управляемых систем, алгебры и группы Ли появляются самым 
естественным образом: если 

g=[A(tt);«eU] 
— алгебра Ли, порожденная множеством 

{A(u)]UQU}, 
то всякое решение 

t 

ехр j А (и (т)) dt, *6R, 
о 

будет абсолютно непрерывной кривой в группе Ли GczGl(n; R), 
алгебра Ли которой есть g. Это дает уже определенную инфор­
мацию о структуре множества достижимости соответствующей 
управляемой системы. К этому вопросу мы еще вернемся, а 
сейчас рассмотрим конкретную задачу управления, фазовое 
пространство которой не имеет «обычной» структуры векторно­
го пространства. 

Речь идет о задаче управления вращением твердого тела. 
Как известно, (см. [4]) вращение твердого тела можно описать 
с помощью абсолютно непрерывных кривых в группе SO (3; R) 
ортогональных матриц с определителем I. Если Q{t), £GR,— 
такая кривая, то 

Q = Q(t)Q, 
где 

/ 0 ©вСО-о-зС-). 
Q(t)= —-со3(0 О <М0 6so(3;R), 

\шя(0-со-(0 Oj 
8 



a a(t) = (al(t), co2(t), co3(0)~угловая скорость тела в связан­
ной с ним системе координат. Мы управляем угловой скоро­
стью, выбирая управляющий момент и (г.) в соответствии 
с уравнением Эйлера 

£ о (t) — Л"' [Лео (0, со (0] + А-Ы (t), (1 A) 
где А— ортогональная матрица, [-, •] —векторное произведе­
ние в R3. 

Ниже мы покажем, что уравнения с коммутаторами вида 
(1.4) являются типичными уравнениями на алгебре Ли. Там 
же мы дадим и независимый (вариационный) вывод уравнения 
Эйлера (1.4). 

§ 2. УПРАВЛЯЕМОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

1. Управляемые системы на гладких многообразиях. Мно­
жество достижимости. Понятие управляемости. Пусть М—п-
мерное гладкое многообразие, гладко вложенное в Rrt. 

Управляемой системой на многообразии М 
£у (ЛГ, Щ 

мы будем называть пару 
Sa(M, ®)— (ЗГи(М),®), 

где 25--класс допустимых управлений, который состоит из 
ограниченных и измеримых функций времени, принимающих зна­
чения в множестве ucRm, a 

Га (M)*={f\tt)\ UQUjczDex (Ф) 
-семейство гладких векторных полей на М. 

Относительно семейства 8Гц(М) мы будем предполагать, 
во-первых, что оно состоит из полных векторных полей. Это 
означает, что для любого /6.-~у (M) определена однопарамет-
рическая подгруппа 

t 

e7/ = expj7dt, teR. 

группы диффеоморфизмов Diff(M) многообразия М. Далее, мы 
будем считать, что семейство полей вГц (M) равномерно огра­
ниченно в смысле определения, приведенного в приложении. 
Наконец, мы будем считать, что семейство полей уи(М)=^ 
-={/(и); U&U} непрерывно зависит от параметра UQU (опреде­
ление топологии пространства Der (Ф) см. также в приложении)" 

Если выполнены все сформулированные выше условия на 
семейство ^и{М) векторных полей, то при любом допустимом 

9 



управлении и(.)е25 определено решение x(2-), t6R, дифферен­
циального уравнения 

x=*J(ii(t))E(x)=*f(x,u{t)), xeM, 
удовлетворяющее произвольному начальному условию 

•x(0)-=x06M. 
Это решение 

t 

х (t) = exp J У (и (т)) dxE (x0) 
о 

определено при всех 2.6JR и называется траекторией управляе­
мой системы Ъц(М, 25), исходящей из точки x0, и соответст­
вующей допустимому управлению и(•)£%). 

Множеством достижимости %*,(Т) управляемой системы 
Еу (M, 25) из точки x06M за время Т > 0 называется множество 

И,. (Г) = e"xp f / ( и (т)) dxE (x0); и (• )6Ж , 

а множеством достижимости из х0—множество 
3U-= U ЗЫТ). 

Г>0 
Управляемая система Ии(М,33) называется управляемой 

из точки х0 за время Т, если 
Я,0(Т)=Ж, 

и управляемой из x0, если 

Если %Ха (Т)=М или %х,=MvxQQM, TO говорят, соответ­
ственно, об управляемости системы Еу(Л-, 25) за время Т 
и управляемости. 

Пусть и(.)б25 —произвольное допустимое управление, а 
t 

Jc(t)==expJ 7"(tt(ir))dt.E(x0), teR, 
о 

— соответствующая ему траектория управляемой системы 
Еу(Ж, 25), исходящая из точки x06M. 

Система Zu(M, 25) называется локально управляемой вдоль 
траектории x(t), i6R, если 

x(t)e\nt%Xo{t) Vt>0. 
В дальнейшем мы не будем различать управляемую систему 

%и(М, 25) и дифференциальное уравнение 
Ю 



x —/"(a)E(x) — /(.*, и), хеМ, 
которое описывает ее динамику. 

Изучение вопросов управляемости нелинейных систем мы 
начнем с изучения этих вопросов для систем, линейных по фа­
зовым переменным, с которыми мы уже встречались в § 1. 

2. Управляемость матричных систем. В этом пункте много­
образие М будет подгруппой Ли G полной линейной группы 
Gl(n; R), возможно совпадающей с ней. Мы будем рассматри­
вать управляемые системы Ии{0,@), семейство полей 

sry(G)-{A(«)X; tteUc=Rm} 
которых является правоинвариантным, следовательно, множество 

{A (a); и^Щ 
будет подмножеством алгебры Ли gc.gl(n; R) группы 
ОсОЦге; R). 

Прямым следствием правоинвариантности матричной управ­
ляемой системы 

Х = А{и)Х, XeQ, и&Г 
является то обстоятельство, что множество достижимости % 
этой системы 

ЭД/=и expf A(a(T))dt; u({cdot})e-25 

из единичной матрицы /GCl (/г; R) полностью определяет мно­
жество достижимости из произвольной матрицы XQQ: %[Х — %Х-
В § 1 мы отметили, что множество достижимости 

Г>0 

матричной управляемой системы 
*-=Л(и)Х, ueU, ХвО 

содержится в подгруппе Ли, алгебра Ли которой совпадает 
и алгеброй Ли [А (и); ивЩ, порожденной множеством 

{A (a); ti%U). 
Однако, вообще говоря, множество достижимости %i не являет­
ся подгруппой Ли группы Gl(n; R), ни ее (абстрактной) под­
группой. Можно доказать, что %i имеет структуру полугруппы. 
В самом деле, пусть 

X' — ехр \ А (и' (т)) dt, X" = ехр j А (и" (t)) dx£%. 
Ь о 

Докажем, что X'X"Q%i. Для этого определим управление 
И 



v (•)&%) по формуле 
(u'(t), 0 < t < r ' , 

^ ) = =U"(-r'+t), t>T'. 
Тогда 

T" 
X'X" = &*v) A(tt'(t))drexpJ A{it"{x))dx = 

о о 
T' T'+T" 

=exp J A(a'(t))dTexp j Л(и"(г—T'))dx^ 
О Г' 

j . , г » + г , T'+T" 

= expj Л (•» (t)) dt exp j Л (t)(t))dt-=-exp j Л (^(t^dtgSt/, 
0 Г ' 0 

т. е. множество достижимости 9t- — полугруппа. 
Заметим, что множество достижимости линейно связно, а 

следовательно, если множество достижимости окажется абст­
рактной подгруппой группы Gl(n; R), то оно .непременно будет 
и подгруппой Ли группы Gl(n;R). Этим обстоятельством мы 
•воспользуемся ниже. 

Матричная управляемая система 
Х=А(а)Х, XQG, u&J, 

называется симметричной, если для любого u&J существует 
элемент t)£U такой, что 

Д(ц)-=_Л(г>). 
Предложение 2. 1. Множество достижимости 3f/ симмет­

ричной управляемой системы 
Х=А(и)Х, ueU, Х№(п\ Я), (2.1) 

является группой Ли, алгебра Ли которой совпадает с алгеб" 
рой Ли [Л (и); и-SU], порожденной множеством {Л (и); UQW}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим подгруппу £ полной 
линейной группы, порожденную элементами вида 

е'М<, ^ > 0 , Л,е{Л(и); тЩ. 
Так как рассматриваемая матричная управляемая система сим­
метрична, то эта подгруппа £ состоит из элементов вида 

e*1Al ... е"1Ъ, t' > О, Л26{Л (и); ueU}. 
Далее, подгруппа £, очевидно, является линейно связной, 
а потому, на основании вышесказанного, она является подгруп­
пой Ли группы Ql(n; R). Отметим, что эта группа £ содержит­
ся в множестве достижимости 3t/ нашей управляемой системы. 
Каждый элемент 

«-м - . . . е'»Аь 
12 



этой подгруппы представляет собой точку траектории управ­
ляемой системы (2.1), соответствующей некоторому кусочно-
постояиному управлению. Докажем, что 

91/ = £. 
В самом деле, пусть и.(-)G3) — произвольное допустимое управ­
ление. Поле 

A(ti(t))X 
касается подгруппы £ при почти всех t6R. Следовательно, 
по теореме существования и единственности решения дифферен­
циального уравнения на многообразии, при всех t&R 

exp \ А (и (t)) drg-G. 
о 

Ho это означает, что множество достижимости 91/ совпадает 
с подгруппой Ли £. Далее, алгебра Ли 1 под группы £ содер­
жится в алгебре Ли [Л (и); UQU], порожденной множеством 
{Л (и); uQU), ибо множество достижимости Щ/ = £ содержится 
в соответствующей группе Ли. С другой стороны, подгруппы й 
касается всякое поле AXQ{A(tt)X; UQU}, а значит касается 
и коммутатор [АХ ВХ] полей АХ и ВХ. Это означает, что 
алгебра Ли [A (и); UQ.U], порожденная множеством {Л (к); иб<-/}> 
содержится в алгебре Ли t группы &/=•£. Этим доказано, что 
алгебра Ли I совпадает с алгеброй Ли [А(и); tt&U]. 

Предложение доказано. 
Из доказательства предложения 2.1 видно, что множество 

достижимости %i симметричной управляемой системы не зави­
сит от класса допустимых управлений. В частности, всякий эле­
мент множества достижимости может быть достигнут и с по­
мощью кусочно-шостояшюго управления, но, возможно, за не­
сколько большее время. 

Частным и весьма важным подклассом симметричных 
управляемых систем являются так называемые однородные 
управляемые системы, т. е. системы вида 

т 

X=2«(-3.X. XeQl(n;R)> 

6Rm. (2-2) 

П р е д л о ж е н и е 2.2. Множество достижимости за время Г 
4i (Г) однородной матричной управляемой системы (2.2) не за-
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висит от -времени Т и является подгруппой Ли группы G, алгеб­
ра Ли которой порождена множеством (В1,. . . . Вт}. Множество 
достижимости 9t- 'He зависит от класса допустимых управлений. 
Всякий элемент множества достижимости может быть достигнут 
за сколь угодно малое время с помощью кусочно-постоянных 
управлений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Линейная замена времени дает, что 
УГ>0. 

«/(1) = 3{,(Т). 
Далее, 

«/•=-U«/(П-=«/(-)• 
г>о 

Поэтому, в силу предложения 2.1, множество достижимости 
Щ (Т) является группой Ли, алгебра Ли которой совпадает с 
алгеброй Ли, порожденной множеством {#i, . . . , £im

(}. Остальное 
доказывается очевидным образом. 

Пусть теперь g=[A(«); и&Щ — алгебра Ли, порожденная 
множеством (A(«); u&U), a G — соответствующая ей группа Ли. 
Справедливо следующее замечательное утверждение (см. [55]): 

Предложение 2.3. Множество достижимости 9d произ­
вольной матричной управляемой системы 

Х=А(и)Х, ueU, XeG, 
имеет внутренние точки в G и является замыканием своей [Внут­
ренности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существует конечное множество 
{А1, ...,-А.} элементов множества {A(u);uQU} такое, что 
алгебра Ли [-4г;г = 1, ...,.?], порожденная этим множеством, 
совпадает с алгеброй Ли, порожденной множеством {А(и); 
UQU). Отсюда следует, что группа О, в силу предложения 2,1, 
порождается элементами вида 

е1'Ан...е*\ t'6R, \<ij<l. 
Пусть i = {ix, - . . , tft). Обозначим через Ei отображение 

E,:^1, . . . . **)-WM '-...e' ^:R*{to}G. 
Пусть Si(N)—-образ множества {/6Rft|[" l{le}jV) при этом ото­
бражении. Тогда 

оо 

О - U USi(N). 
N-l I 

Каждое множество Si (N) замкнуто как образ компакта при 
непрерывном отображении 

Следовательно (G-— полное метрическое пространство), по тео-
•14 



реме Бэра о категории, существует множество Si (N), внутрен­
ность которого не пуста. Следовательно, существует отобра­
жение 

E,:(^, . . . , t ^ e ' 'V . . / ^ . - :R '<{ to}Cr , 
образ которого имеет внутренние точки. Отсюда, по теореме 
Сарда, следует, что существует точка 

•-•o-f ;° W. 
Wj 

в которой ранг отображения F, равен dimG. Поскольку ото­
бражение Fi аналитично, то точки, в которых ранг отображе­
ния E) равен dim О, образуют открытое всюду плотное под­
множество QcR*. Следовательно, множество 

Q—--n{s6Rft|.s->0} 

открыто и всюду плотно в множестве R.[! ==-{sGRA|s'>0}. Отсю­
да следует, что множество 

E, (Q) = {E1(0;tGO}{subset}5t/ 

открыто и, значит, множество достижимости имеет внутренние 
точки. 

Докажем, что множество достижимости %г является замы­
канием своей внутренности. В самом деле, пусть 

< — т 

X =- ехр \ А (и. (%)) dx 
о 

— произвольная точка множества достижимости %г. Множество 

exp^ A{u(x))drellA4...e Л'*; t=-=( • № {subset}^, 

открыто, ибо оно является образом открытого множества 

/.(Й)== е',л'....е'*Л'*; t = [ П е й 

при диффеоморфизме 

X-{to}exp J A (tt (if)) d-cX: Q {to} G. 
o 
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Так как Об-.-, то существуют точки 

такие, что tn->0 при n-> оо. Поэтому 
Г Т 

exp\ A(M(t))dT-=1imexp^ Л (и (г))^е 'п Л а . . ,епА'к. 
О О 

Таким образом, точка 
_т 

X----exp \ -4(r«t(t))dt 
о 

является пределом внутренних точек 

—PoJ 
т 

А(и(х)) dxe » ll. ..en *"* 
о 

множества достижимости -У/. 
Предложение доказано. 
Пусть снова g — [A (и); и&Щ — алгебра Ли, порожденная 

множеством {A(u);aeU}, a G —соответствующая группа' Ли 
В работе [56] доказано 

Предложение. 2.4. Предположим, что группа Ли Q, 
содержащая множество достижимости управляемой системы 

Х = А(и)Х, ueU, (2.3) 
компактна. Тогда 

a) 3t/=G; 
в) существует Т > 0 такое, что %j(T) = %. 
Остановимся коротко на идее доказательства этого утверж­

дения. Пусть (9̂ czG —замыкание (относительно О) множества 
достижимости Ж/ управляемой системы (2.3). Докажем, ЧТО 
^сС—-абстрактная подгруппа. Отсюда и из предложения 3.3 
тогда и будут следовать а) —в). Мы знаем, ЧТО ^ — полу­
группа. Поэтому достаточно доказать, что если Н&М, то и 
Я_1е-Ж Итак, пусть Н&Ж. Тогда для любого натурального п 
Нп$№. В силу компактности группы G, множество Ж компакт­
но, а потому из последовательности {//"} можно выделить схо­
дящуюся подпоследовательность {#"*}. Пусть {н4}'->ЙеЖ, 
k{to}oo, и /гЙ41— nk>\. Тогда 

Я-'-ИтЯ*-4 1 -"*"1 =11тЯ"*иЯ"я*.Я-- =Н-Н-1-Н~1. 
й-voo 

Более подробное доказательство этого утверждения см. в 
[56]. Отметим, что миогие из приведенных в этом пункте 
утверждений верны и в общем случае. Соответствующие фор-
16 



мулировки 'будут приведены ниже шместе со -ссылками на лите­
ратуру, где молено найти доказательства. 

3. Нелинейные управляемые системы. Теорема Суссмана. 
В ЭТОМ пункте мы будем рассматривать нелинейные управляе­
мые системы 

M M , ®)=- (^и(М), 0 > 
общего вида на гладком n-мерном многообразии М. Как и выше, 
класс 3) допустимых управлений состоит из ограниченных и 
измеримых функций а (г.), tGR со значениями в множестве UczJtm. 

Предположим, что и(-)G3)—некоторое кусочно-постоянное 
управление. Тогда всякий отрезок соответствующей этому 
управлению траектории 

i 

x(t)^exp§f(tt(T)dtE(x0), 0<t*cT, 
о 

управляемой системы Ъи{М, Ю) может быть представлен в виде 

х(Т)=е rm...etftE(x0), 
—> 

где /i6-~V(M), tl>0—подходящим образом подобранные поля 
и моменты времени. Следовательно, по крайней мере, в случае, 
когда используются кусочно-постоянные управления, имеет 
смысл рассматривать элементы 

группы диффеоморфизмов Dlff (M) многообразия M. Подгруппа 
с;ри группы Diff(M), порожденная элементами такого вида, 
очевидно есть 

^ « { e ' ^ . - . e ' * 7 * ; *'6R, * — 1, . . . , к, TiGrirWh 
Эта подгруппа действует на многообразии М и мы можем 

рассмотреть орбиты 
M(xo)=={-°*E(.*-o); P*1&u) 

этого действия. 
Справедлива следующая фундаментальная теорема, принад­

лежащая Суссману [89]. 
Т е о р е м а 2.1. Для любого x06M орбита M(x0) является 

гладким подмногообразием многообразия М. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим множество векторных полей 

«у=={Ас1Р*7; Р*б&и, ]&и{М)} 
и обозначим через n(x) плоскость, натянутую на множество 
векторов 

2-6476 17 



«£yE(x)={AdP*/-(x); я*е9-£-, 7e^u(M))czTxM, 
т. е. положим 

H(x) = span{AdP*/E(JC); P*65V, j&MM)}. 
Справедлива следующая лемма, которая имеет и самостоя­

тельное значение. 
Лемма 2.1. Размерность плоскости 

И (x) = span {Ad P*7E(*); Р*6#а, j&M/W)} 
постоянна на любой орбите ./И (л:0): 

dimn(x)--=dimH(xo) 
VxeM(x0). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^-—произвольная точка орби­
ты М(х0). Тогда существует элемент Р*^дьи такой, что 

P(xQ)=P*E(x0) = xlL 

Дифференциал Р# отображения Р*Е = Р:М-+М переводит 
плоскость И (JC0) в П(л:1). В самом деле, так как 

P^Ad-P*- 1 , 
то для любых ~fGFu(M), Р*е9!>[/ 

(Р* Ad P */) E (x,)=-(Ad Р*-' Ad P *J) Е (Хг) = (Ad Q*/) E (л-), 
где Q*==P*""IP*fi55£/. Аналогично, дифференциал Р~х отображе­
ния р-1 = р-1*Е:М->-М переводит плоскость Г1(хх) в n(x0). 
Поскольку Р# и Р~ч — изоморфизмы соответствующих касатель­
ных пространств, то 

dimII(x0) — dimJI(x) 
VxeM (x0). 

Лемма доказана. 
Лемма 2.1 дает основания для следующего определения. 
Размерностью управляемой системы 2-V(M, 25) в точке х£М 

называется размерность плоскости 

П (x0)= span {Ad P*fE (л:0); Р*&>и, У&Ги (M))cTx,M. 
Пусть теперь х—произвольная точка орбиты M(xo). Выбе­

рем k полей 

AdP1*71I...,Ad.PA*7* 
так, чтобы векторы 

AdP1*71E(x))...)AdPf t*7;-(--) 
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образовывали бы базис ПЛОСКОСТИ 

n(x)-span{AdP*/E(x); P*№u, /6-MM)}, 
и определим отображение 8x:Rk->M no формуле 

Шх (s1,.... 5<)=А(1Р1*г,л . .AdPk*e'*f*E (x). 
Так как 

jp-8As1.'-;S>)\^...^ = MPfTJE(x), 
то существует окрестность V х нуля в R* такая, что отобра­
жение ёх диффеоморфно отображает ее на <SX{VX). Пусть S-—-
= %X(VX). Тогда Sx-~гладкое k-мерное подмногообразие много­
образия М. 

Докажем, что поля 
AdP 1 *7 1 , . . . ,AdP/ / f t 

порождают касательное пространство к 5 . в каждой его точке. 
Отсюда будет следовать, в частности, что всякое поле 

bAP*J&>u 

касается многообразия Sx в любой точке yGSx. 
Действительно, пусть у = &x(t1,..., tk)&Sx. Тогда 

-—-М-'-- • - <*)-—--Ad Л V < . .AdP f t*/^E(A:) = 

= Ad/Y»e<-£.. .AdP*_xe
ti~^AdPJ*e'ilTf'r 

Ad P*+le
iUlf^... Ad Рк*е'***Е (x) = 

-AdP .V 1 - ' . . . AdPfe'^-AdPfe-'***... 

... Ad P/+1e-{UlJ»\feiUl'&*... Ad Рк*е*"^Е (x)= 

=^ ( ' 1 . • • •> ik)kdPk*e-tkJZ...AdP*/+te-lJ+1^7j 

AdP*+1ethl^K. .AdPk*etk^E(x)^Sx(tl t*)AdQ;*7jE (x)„ 
где 

Q-*--=AdP/e-'ft/7.. .AdP;+ie-'/+,U.e5-u. 
Так как векторы 

AdP1*/1E (*),..., Ad Рк*?кЕ (x) 
2* 



образуют базис ПЛОСКОСТИ H(x), TO 
k 

QJ*JJE (х) ^ач(х)кйР^1Е(х). 

Следовательно, 
, k 

^ ^ ^ • • • , - A H M ^ - - - , ^ ) { s u m } M * ) A d j V 7 E (-*•)• 
Это и означает, что поля 

AdP1»7-.....AdPA*7ft 
порождают касательное пространство к подмногообразию S^czM 
в каждой его точке у. Иными словами, 

TySx~K(y) VyeSx. 
По построению 

S^<z:M(x0) VxgM(x0). 
Далее, xeS*. а потому 

M(x0).= U S,-

Таким образом, построен атлас 
{S,; xeM(.x0)}, 

задающий на орбите M(x0) структуру гладкого подмного­
образия многообразия М. 

Теорема доказана. 
Отметим, что M(xo) н е является, вообще говоря, регулярно 

вложенным подмногообразием многообразия М. Соответствую­
щие примеры см., например, в [74]. 

Далее отметим, что множество достижимости St..-. рассматри­
ваемой управляемой системы Ъи{М, ЗУ) лежит в М(х0) при 
произвольном классе ЗУ допустимых управлений. В самом деле, 
пусть u(t), i6R — произвольное измеримое и ограниченное 
управление. Тогда, из изложенного выше следует, что поле 

7(tt(0)6-MM) 
касается многообразия M(x0) ПРИ почти всех /6R. Но тогда, 
по теореме существования и единственности решения обыкно­
венного дифференциального уравнения на гладком многообра­
зии, при всех t6R 

t 

exp j J {и (г)) dxE (xo)6M (xo) • 
о 

В литературе (см., например, [74], [77]) действие группы SP" 
обычно связывают с понятием динамической полисистемы; орбит 
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M(xo) называется там орбитой динамической полисистемы, 
а подмножество 

М+ (х0)={е(Ъ.,.е*% t'>0, J#ra(Ж)} Е (х0) 
— положительной орбитой. Мы, однако, предпочитаем не поль­
зоваться этой терминологией. 

4. Следствия из теоремы Суссмана. Теорема Фробениуса. 
Ранговые критерии управляемости нелинейных систем. Пусть 
М — п-мерное дифференцируемое многообразие. Покажем, сна­
чала, как из теоремы Суасмана получается обобщение класси­
ческой теоремы Фробениуса из дифференциальной геометрии. 

Распределением Ж = Ж (.-") на многообразии М мы будем наз ы-
вать Ф-линейную оболочку множества •ЗгсОег(Ф) векторных 
полей на M—образующих распределения 36 (s2"). Распределение 
Ж — Ж (-5Г) называется инволютивным, если 

[ху}£% УХ, пж. 
Всякое распределение Эе--=Ж(5Г) определяет в касательном 
пространстве ТХМ линейное подпространство 

Ьх(Ж) = {ХЕ{х); ХбЖ}. 
Интегральным многообразием N = N($) распределения Ж 

называется подмногообразие NczM такое, что 
TXN = LX@) vxe-V. 

Наибольшее такое подмногообразие называется максимальным 
интегральным многообразием распределения Ж==Ж(.9"). 

Классическая теорема Фробениуса утверждает, что если 
на многообразии М имеется инволютивное распределение 
$=|(.3"), то через каждую точку М проходит единственное 
максимальное интегральное многообразие этого распределения, 
в случае, если 

dimЬХ(Ж)=const УхеМ. 
Все остальные интегральные многообразия являются открытыми 
подмногообразиями многообразия 7V--=A/'(36). 

Мы докажем, что заключение теоремы Фробениуса остается 
справедливыми в случае, когда 

dim L* (Ж)-?--const. 
Теорема 2.2. Пусть Х-=36(-г)—инволютивное распределе­

ние на многообразии М с множеством образующих &г ={/}<=: 
{subset}Der(<-D). Тогда через каждую точку многообразиям проходит 
единственное максимальное интегральное многообразие N -= N (Ж) 
этого распределения. Все остальные интегральные многообразия 
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являются открытыми подмногообразиями многообразия yv = /V(3£)-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х0— произвольная точка много­

образия М. Рассмотрим орбиту M(x0)> порожденную множеег-
—> 

вом .-.-"={/} векторных полей, т.е. рассмотрим множество 
M(x0)-=(P*E(x0); -°*6П 

где ^ — подгруппа группы диффеоморфизмов Diff(/W) много-
образия М, порожденная множеством {е1'?*...е '<-; t^R, .Лб.-2"-}: 

По теореме Суссмана /W(x0) есть гладкое подмногообразие 
многообразия М. Докажем, что оно и является искомым макси­
мальным интегральным многообразием распределения Ж — Ж^). 
Так как касательное пространство к орбите M(x.0) есть 

r^(x0)=n(x)-span{AdP*7E(x); P*e.55, / V } , 
то достаточно доказать, что YXQM(XQ) 

JI(x)=Lx(X) = {XE(x); X&). 
Поскольку при любом x6M(x0) 

Lx{t)cR{x), 
то достаточно доказать, что VXQM(X0) 

Ьх{$)ЫЦх). 
Для этого, очевидно, достаточно проверить, что VtQR, YX, Y(i&~ 

вшх*уЕ (x) = Ad e>~x~YE (x)eLx (36). 
—>. - > 

Пусть векторные поля Xu...,Xk образуют базис плоскости 
•Мае). Тогда существуют а", Ьа, а — 1, . . . , £ , р-=1, . . . , & 
такие, что 

{XXj] Е (Х) = ^ <XaE (.*), YE (Х) . - ^ i>aXaE (Х). 
а-=1 а=--1 

Покажем, что найдутся гладкие функции времени c^(t), а, р-— 
= 1, . . . , k, такие, что 

_ А. 

е'^Х^Е (x)==2^(-)X«E(x). 

В самом деле, дифференцируя последнее равенство, имеем: 

w e"<*XiE (х) = е—*Швк w-=<-'»<-? 2 а$аЕ (х) = 
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ft ft 

= 2 ay^XaE (x) - 2 ale"<*X«E (x) ~ 
а--.! а=1 

ft A ft 

cc — l Y = - ' Y—•• 

Отсюда получаем линейную систему дифференциальных уравне­
ний для определения коэффициентов с™ (t): 

ft 

e ? ( 0 = 2 - W ) . v,p=-. •••.*. 
с начальными условиями 

^со)-«?-{о: 2Д: 
Следовательно, функции c?(t), ^6R, a, P = 1, ...,k существуют. 
Далее, 

* ft ft 

e'^YE (x) = 2 bae'^XaE (x) — 2 2 ct (0 6<~XeE (•*>• 
- > - > • 

Это доказывает, что VX, Kg-?", ifgR, 
е '^ГЯ(х)е^(Ж), 

а значит, П(.*)с£_,.(Эс). 
Следовательно, орбита M(x0) является интегральным мно­

гообразием распределения Ж-^Эе^). Она является и макси­
мальным интегральным многообразием этого распределения, ибо 
всякое поле .ЛГбЭ-Ц-Н касается плоскости П(х) b любой точке 
-xfiM(xo). 

Теорема доказана. 
Вернемся к рассмотрению управляемой системы Еу {М, 25) 

на многообразии М. Обозначим через [&~и(М)] алгебру Ли век­
торных полей на М, порожденную семейством 

зги(М) = {/\и,); ^ef/JcrDer (Ф). 
Рангом управляемой системы 

БУ(Ж, S5)= (Vu(M), 2)) 
в точке x мы будем называть размерность линейного подпро­
странства 

[Гц (М)] E (х) = {ХЕ (х); ХВ [Ги (М)]}аТхМ. 
Напомним, что размерностью управляемой системы Е^ (M, 25) 
в точке х мы называли размерность плоскости 
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n(x)=-=span{AdP*/, /©MM), P*№u}E(x). 
П р е д л о ж е н и е 2.5. Ранг управляемой системы Ec/(M, 25) 

в точке .x0 не превосходит ее размерности в этой же точке. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В процессе доказательства теоремы 2.1 

было установлено, что всякое поле /6~-~u(M) касается много­
образия M(x0) —орбиты управляемой системы Ъи{М, ЗУ). Сле­
довательно, многообразия M(Jt0) касаются и поля, полученные 
коммутированием элементов семейства зГц(Щ векторных полей 
на M. Но это означает, что vx0GM 

{Vu{M)]E{xa)^\I{xQ), 
а значит, 

dim [Гц (M)] E (x0) < dim П (.х0). 
Из этого предложения сразу следует результат, обобщаю­

щий теорему Чжоу [29] (см., [62]): 
Теорема 2.3. Предположим, что ранг управляемой систе­

мы 2i.7(M .25) равен размерности многообразия М в каждой 
его точке. Тогда для всякого ха&М орбита М(х0) управляемой 
системы является открытым подмногообразием многообра­
зия М. 

Ранг управляемой системы является более просто вычисля­
емой ее характеристикой. Поэтому естественный интерес вызы­
вают случаи, когда ранг управляемой системы оказывается рав­
ным ее размерности, будучи меньшим размерности многообра­
зия М. Мы отметим здесь два таких случая. 

П р е д л о ж е н и е 2.6. Пусть М — аналитическое многооб­
разие, a Ft- (M) — семейство аналитических векторных полей 
на М. Тогда в каждой точке многообразия М ранг управляемой 
системы Ъи(М, 2)) равен ее размерности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть x0—-произвольная точка мно­
гообразия М, Р* = е'Ч*.. .е' ^ — произвольный элемент подгруп­
пы Фи- Так как 

то АйР* = (Айе'Щ. • . ( A d ^ ) — e"--£ . . .е'*""*. Поскольку Jt— 
аналитические векторные поля, то (см. приложение) ряд 

е^'УЕ(х0)=2 (JFT ай"ЫЕ ("*-) 
А--0 

—у 

сходится в достаточно малой окрестности точки х0 VfG?~u(M)» 
Но это означает, что для любого P* = e''fi.. .е Щ&и и поля 
/e^(M) 
24 



. . . oad'ft/s/E (xo) 6 [-*"-/ (M)] (x0). 
To есть 

n(x0)c[<MM)](.*0). 
Предложение доказано. 
Более общо, указанное совпадение ранга и размерности 

управляемой системы Ъи(М, 3>) в данной точке х0 имеет ме­
сто в случае, если семейство Ft,(M) является локально конеч­
но порожденным в этой точке- Напомним, что семейство 

*•= - - •{ /> 

векторных полей на многообразии N называется локально 
конечно порожденным в точке x0, если существует окрестность 
V(x0) этой точки, гладкие функции ay, / - -=1 , . . . , р и поля 
X], / - = 1 , . . . , р, такие, что 

Р _ _ 
ХЕ (х)={sum} aj (x) XjE (x) VXV. 

П р е д л о ж е н и е 2.7. Пусть семейство &~и(М) является 
локально конечно порожденным в точке х0. Тогда размерность 
управляемой системы ^и(М, 3)) равна в этой точке размерно­
сти линейного подпространства 

span •-"(/(•М)" (.*•„) 

и, в частности, рангу управляемой системы £y(M, Ю) в этой 
точке. 

Доказательство этого утверждения в общих чертах анало­
гично приведенному выше доказательству теоремы Фробеииу-
са. На нем мы не будем останавливаться; полное доказатель­
ство можно найти в работе [76]. 

На самом деле, у «почти азсех» управляемых систем размер­
ность совпадает с рангом во всех точках. Именно, имеет место 

Теорема 2.4. Множество управляемых систем, у которых 
ранг равен размерности соответствующего многообразия во 
всех его точках, образует открытое и плотное множество в 
С--ТОПОЛОПШ Уитни (£>dirn./W). Доказательство см- в [76]. 

Про системы, ранг которых равен размерности соответству­
ющего многообразия в каждой его точке, говорят, что они на­
ходятся в общем положении. 

Орбиты этих управляемых систем являются открытыми под­
многообразиями соответствующих многообразий. В случае, 
когда соответствующее многообразие связно, всякая орбита 
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совпадает с ним. Георема 2A утверждает, таким образом, что 
«почти все» управляемые системы являются тривиальными. 
Итак, пусть М связно-

Теорема 2.5. Орбита М(х0) совпадает с М тогда (и толь­
ко тогда в аналитическом случае), когда ранг управляемой 
системы равен dim-M в каждой точке М, т. е. когда управляе­
мая система находится в общем положении. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость следует из предложе­
ния 2.6. Достаточность следует из связности многообразия М 
и теоремы 2.3. 

Теорема 2.6. Внутренность множества достижимости Шх, 
управляемой системы плотна в 91*. тогда (и только тогда — 
в аналитическом случае), когда эта система имеет ранг равный 
размерности М в точке х0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Так как %х, 
принадлежит орбите M(x0)> то необходимость следует из тео­
ремы 2.5. 

Достаточность см. в [62]. 
Рассмотрим теперь несколько случаев, когда множество 

достижимости %Xt из точки x0 управляемой системы Бу (M, 25) 
совпадает с орбитой М(х0) и выведем отсюда условия, при 
которых она окажется управляемой из этой точки в смысле 
данных выше определений. 

Управляемая система называется симметричной, если 
4~f{u)ZFu{M) существует 7(")6;-ry(M) такое, что /(«) = 
— • - / ( * ) • 

Предложение 2.8. Симметричная управляемая система 
1>и{М,ЗУ) управляема тогда (и только тогда-в аналитиче­
ском случае), когда она находится в общем положении. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как М связно, а система находится 
в общем положении, то М—М(х0). В силу ее симметричности, 
9U=M(x0)-

Пусть теперь М—компактное риманово многообразие, а 
векторные поля f&Tu{M) консервативны, т. е. порожденные ими 
однопараметрические подгруппы сохраняют естественную меру 
на этом многообразии. Такая управляемая система называется 
консервативной. В работе [75] доказана 

Теорема 2.7. Консервативная управляемая система управ­
ляема тогда (и только тогда в аналитическом случае), когда 
она находится в общем положении. 

По поводу дальнейших результатов, полученных в этом 
направлении, см. последние работы Джорджевича и Купки 
[53], [54]. 
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§ 3, ХРОНОЛОГИЧЕСКАЯ СВЯЗНОСТЬ. 
ВАРИАЦИИ ОТОБРАЖЕНИЯ ехр 

В предыдущем параграфе были установлены условия управ­
ляемости систем общего вида. Из изложенного ясно, что изу­
чение вопросов управляемости связано с исследованием свойств 
отображения 

t 

#(•).->-exp J f{u(x))dx. 
о 

Условия управляемости, о которых шла речь в § 2, получались, 
в основном, из анализа глобальных свойств этого отображе­
ния. В этом параграфе мы будем изучать иифинитизимальные 
его свойства и соответствующим образом интерпретировать их 
в терминах управляемых систем. Как обычно, мы начнем с ко­
нечномерного, матричного случая. 

1. Левоиивариантные связности на матричной группе Ли и 
их геодезические. Пусть G — подгруппа Ли полной линейной 
группы Gl (n; R). Рассмотрим группу Ли QG, элементами кото­
рой ЯВЛЯЮТСЯ абсолютно непрерывные кривые 

X={X„ *6R}, 
в группе G, такие, что X0=/. Умножение элементов 
Х~-{Х{, teR}, -K={Y,, t6R) этой группы определяется пото­
чечно 

{XY)t^XtYt WGR. 
Докажем, что алгеброй Ли этой группы Q.Q является множе­
ство iig абсолютно непрерывных кривых 

А--=--{А{, teRJ 
в алгебре Ли g группы О таких, что AQ=0; при этом, умно­
жение в алгебре Ли Qg задается поточечно: если A***{At, *€R}. 
$•-{„„ <€R}6fl|g. то 

[AWt — iAt®,] VtgR. 
В самом деле, пусть X(s)^~-{Xt(s), tfiR}—гладкая кривая 

в группе QQ, проходящая через единицу /=={/; t6R} этой 
группы при 5=-0. Тогда касательный вектор 

-4/--57X<(S 'l '-°- m* 
в единице группы {Omega}G к этой кривой является, очевидно, абсо" 
лютмо непрерывным семейством элементов алгебры Ли g. Далее, 
так как Х0($)гз1, то -— XQ (Q)=0^AQ-

Обратно, пусть At, t6R> -произвольное абсолютно непре­
рывное семейство элементов алгебры Ли g такое, что ,_40-=-0. 
Докажем, что оно является касательным вектором к некоторой 
гладкой кривой X(e) в группе QG в I. 
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В самом деле, всякое такое семейство J,t, t6R, до­
пускает представление 

i 

dt==\Axdx, t6R, 
о 

где At, teR — локально интегрируемое семейство элементов 
gag\(n; R). Рассмотрим кривую 

X(e) = {^(e); 6̂R.} 
в группе QG такую, что 

^-.ЛГ,(е).-еА^(8) ) X0(e) — / , 
т. е. рассмотрим кривую 

X(e)= ХДе) = ехр \zAxdx, Щ. 
[ о ) 

Используя формулу вариаций, вычислим касательный вектор 
к этой кривой в точке / , т. е. при е=0. Имеем: 

•—— ехр \ 8Atdr = 
о 

t t ___ % t 

•---ехр [ еЛ-dt \ exp\ — e ad AedQAxdx \г^0= \ Axdt=*dt. 
0 0 0 0 

Следовательно, установлено взаимно однозначное соот­
ветствие между всеми абсолютно непрерывными кривыми jtt, 
t6R, в е, обращающимися Б нуль при t = 0 и касательными век­
торами в единице группы QO. 

При этом отображение ехр, сопоставляющее интегралу по t 

\ Atdx, teR, правой части At, ieR, дифференциального урав-
о 
нения 

X---.A..X, Х0=1, (3.1) 
его решение 

_ t 
X..=-exp CATdt, г-eR, 

о 
отображает Qg на QG взаимно однозначно: это следует из 
теоремы существования и единственности решения дифферен­
циального уравнения (3.1). 

Инфинитизямальные свойства этого отображения 
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exp:Qg,->-QG 
мы будем изучать, возмущая правую часть уравнения (3.1), 
добавляя к At элементы вида eBt, где 8—-малый параметр, а 
В0& — фиксированному подмножеству gl(n; R). Иными счовами, 
мы будем рассматривать возмущенное уравнение 

Q = AtQ-\-zBQ, Qo==/. 
решение которого 

_ t 

Q<(8).= expJ(.A t+8.S t)^. ^R , 
о 

является возмущением решения исходного уравнения (3.1), 
т . е . кривой 

_t 
Xt = ехр\ Axdx, /6R. 

о 
Оказывается, что на группе QQ существует такая лево-

инвариантная линейная связность, что любая кривая в QC? 
вида 

t 

Qt(е) — exp jj (Ax + e5T) dt 
о 

является геодезической этой связности. Эта связность будет 
введена в следующем пункте, а пока мы напомним некоторые 
дифференциально-геометрические понятия. 

Пусть S—некоторая группа Ли, а I — ее алгебра Ли. 
Левоинвариантной линейной связностью на группе Ли й на­

зывается билинейное отображение 

Левоинвариантиая связность однозначно определяется 
действием на левоинвариантиые векторные поля. Именно, если 
ха и xb — левош-геариантные векторные поля на группе Ли 
£ (-X.6S, a, Ь&), то 

V_>x6 — XV ab. 
ха 

Результат применения уаЬ линейной связности V к паре 
а, Ь& называется ковариантной производной b вдоль a (или 
в направлении а). 

Пусть x(s), sGR, —гладкая кривая в группе Ли S, 

-^-x(s)=x(s)a(s), a(s)&. 
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Говорит, что семейство b(t), t6R, элементов I параллельно 
вдоль кривой x( t ) , t£R, если 

—-ft(0+ve(o*(0-=o. 
Гладкая кривая x(t), ĜR в группе £ называется геодези­

ческой связности V, если ее «угловая» скорость a(t), teR. 
параллельна вдоль x(t): 

-^-x(i)=x{t)a{t), - — a ( 0 + V a ( O « ( 0 = 0 - (3.2) 
Общее решение уравнений (3.2) принято называть геодези­

ческим потоком линейной связности V. 
Пусть V-линейная связность на группе Ли £, Нот(-)—-

множество линейных отображений l в себя. 
Отображение R: 1х1^-Нот(1)> определенное формулой 

R(a, b)c = VaVftC — VftVac — Ч[а,ь\с Va, b, c&, 
называется кривизной линейной связности V. а отображе­
ние Т: IX '->••. определенное формулой 

T(a,b)^<7ab-vba—\a,b\ Va, Ь&, 
— ее кручением. 

Легко видеть, что va, b, сбй 
Т(а, Ь)=—Т(Ь, a), R(a, b)c=—R(b1 а)с. 

Кривизна и кручение являются мерой некоммутативности и не­
симметричности линейной связности V. 

Разные линейные связности могут порождать один и тот же 
геодезический поток. Однако если задано кручение линейной 
связности, то она однозначно восстанавливается по геодезиче­
скому потоку. 

Если задан геодезический поток, то обычно соответствующую 
связность выбирают таким образом, чтобы ее кручение было 
равно нулю. 

Каноническим примером уравнений вида (3.2) являются 
уравнения Эйлера движения твердого тела. 

Движение твердого тела в R3 можно описать с помощью 
гладких кривых в группе SO(3; R). Пусть Q(t), teR, — такая 
кривая, тогда 

-£-Q(t) = Q(t)Q(*), 

где 
/0 —из (0 А2(0\ 

Q (*)---• Q3(t) 0 -Q{(t) eso(3;R). 
\—Q2(t) Q1(*) Oj 
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/-МО. 
Вектор co(0 = йгО является угловой скоростью кривой Q(t), 

\£23(Oj 
tGR, в системе координат, связанной с телом. 

Пусть < ., . > —инвариантное скалярное произведение 
в алгебре Ли so(3; R): 

<£2, Л) .--jtrQA* vQ,A6so(3; R). 
Если A-—симметричная матрица, то соответствие 

йк+ЛоО = А£2 + ЙА:80(3; R){to} so (3; R) 
является самосопряженным преобразованием so(3; R). 

Кинетической энергией твердого тела является квадратич­
ная форма на so (3; R). Всякая такая форма имеет вид 
-я. ( .Аой, Q ) , где Л —некоторая симметричная 3 x 3 матрица. 

Движение твердого тела, в силу принципа наименьшего 
действия, происходит по экстремалям функционала действия 

i 

1 \ < AoQ, Й ) dt. (3.3) 
' о 

Найдем первую вариацию функционала действия вдоль 
данной кривой Q(0, .-6R- Пусть 5(/)eso(3; R), *eR, и -9(t0)— 
-^.B(ti)~0. С кривой B(t), tQR, в алгебре Ли связано семейст­
во возмущений 

Qe(0==Q(0e8^') 
данной кривой в группе so(3;R). Пусть Q8(0—соответствую­
щее возмущение угловой скорости, 

-^Qe(0=-Qe(0-M0-
Непосредственное вычисление дает 

да 
Следовательно, 

~-o«(«|e-o-[Q(0 B(t)]+e(t). 

<Je"2 1$ (AoQe(t), QE(t))dt|E„o = 
' o 

1, 

Л (A°Q(t),[£i{t),B(t)]-\-B(t))dt=: 

- f <[Q(0i Л-й(0]+Ло&(0. B(t))dt. 
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Из последней формулы следует, что кривая Q(t), teR в том 
и только том случае является экстремалью действия, когда 

AoQ (г.)+ [&(*,) Л-й(2.)]—0. (3.4) 
Полученное уравнение (3.4) называется уравнением Эйлера 
движения твердого тела. 

Пусть -М—оператор, сопоставляющий 56so(3;R) матрицу 
АоВ. Тогда уравнение (3.5) может быть переписано в виде 

Q-f-5t-I[Q3lQ]=0. (3.5) 
Рассмотрим связность V на группе so (3; R), определенную 

формулой 
уЛЙ = j ([Л, Q] + 9Н [A 3tQ] + й-1 [Q, Щ). 

Движения твердого тела, очевидно, являются геодезическими 
этой связности. Выбор связности именно такого типа связан 
с тем, что ее кручение равно нулю: 

Т(Л, Q) = vAQ-УЙЛ-[ЛЙ]==4([AQJ + gt-11ЛШ] + 

+ ВД-- [ИЩА]) - j ([ЙА] + ЭД-- [Q «ItA] + ЗН [АШ]) - [AQ] - 0. 
Однако, по крайней мере, для рассматриваемого случая более 
естественно рассмотреть связность V, 

УлЙ-ЗИЕА-Ш], (3.6) 
вид которой сразу усматривается из уравнения (3.5), тогда 
как то, что движения твердого тела являются геодезическими 
рассмотренной связности V> требует дополнительной проверки. 

Кривизна этой связности V равна нулю, а кручение 
Т (A, Й) = 9J-- ([ЯЛЙ] + [АЭ1Й]) — [AQ] 

обращается в нуль в том и только том случае, когда опера­
тор % является дифференцированием алгебры Ли. 
Связности такого типа и будут рассмотрены ниже. 

2. Хронологическая связность. Вариации отображения. Рас­
смотрим снова группу QG и ее алгебру Ли Qg. Пусть 

Л={Лх, teR}, 38={-®t, ?6R} би­
линейная связность V на й(2, определенная по формуле 

t 

о 
называется хронологической. 

Отметим, что эта связность того же типа, что и связность 
(3.6), рассмотренная выше, только здесь вместо оператора St 
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стоит оператор --г---. Так как ——дифференцирование, то кру­
чение этой связности равно нулю: 

т (л, зз)=5 ([ ± л ж ] + [лх -^ <вх]) dt. 
о 

—[^дал^о. 
Кривизна этой связности также равна нулю. 

Докажем, что кривая 
t 

Q,. (е) = exp \j (Ax-\-s,Bx)dx, eeR, 
о 

в группе QO является геодезической этой связности. В самом 
деле, используя формулу вариаций, имеем: 

/ t X 

•— Q, (8) = exp J (At + е5т) dt jj exp jj — ad (AQ + BBQ) BxdQdt. 
о 

Пусть 
/ т 

С —•>• f» 
Z. (e) = ^ exp ^ — ad (A0 + e£0) dQBxdt. (3.8) 

о о 
Непосредственные вычисления, с использованием формулы вариа­
ций, дают, что 

— Z^e)+Vz,<E>Z,(e)=-0. 

Таким образом, 
^ Q i ( e ) — Q,(e)Z,(e), 

--Jz,(e) + v.ye)Z,(e)-=0, 
т. е. кривая 

Q<(e) = 5(A t + eST)dt 

является геодезической связности 

* Л 

_д_ 
дх dx, 

кривизна и кручение которой равны нулю: 
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v j = { A t , teR}, я •-={---<. ^6R)}e£2g. 
Еще одно важное 'свойство этой связности заключается в 

следующем. Предположим, что алгебра Ли g 'полупроста. В ЭТОМ 
случае обозначим через <•, •>форму Киллинга на g 

(А, В) --=tr(adAoad5) VA, BGg. 
Отображение 

г 
(Л, <Й)~$ <£./*-. jx®x)dx, T>0, 

о 
Ж={Ах, T6R}, S={-33T, T6R}6QfiT 

является билинейной формой на Q,g. Эта форма задает некоторую 
левоинвариантную псевдометрику на группе 0,0. Оказывается, что 
хронологическая связность V (3.7) согласована с этой метри­
кой: \л={лх, xeR}, $—{$•-, teR}, %={%, T6R}eQg 

т т 
\ < I x ( V ^ x ) , i ^ > dr + jj < ±JX, | r V« e »r) Л - 0 . 
о о 

Вернемся к рассмотрению уравнения 
i _ ^ х 

Z,(e)+V.z,(e)Z,(e)=0, Z;(0) = j e x p j — adAfldeETdt. 
о о 

ЕГО решение Z^e) по аналогии со случаем твердого тела, мы 
будем называть угловой скоростью кривой 

t 
Qt (е) = ехр J (Ах-\-гВх) dx. 

о 
Пусть 

i x 

Dt -= J exp j — ad Aede-StdT • 
о о 

Можно доказать, что уравнение 
^Z,(E) + V--,(e.Z,(e)=0, Z-(0)=D, (3.9) 

имеет единственное решение, а именно Z..(8), tgR (3.7.1), кото­
рое можно представить сходящимся при достаточно малых е 
рядом 

оо 

^(6) = 2 •--{*• в*"1- (3.10) 

Коэффициенты этого ряда последовательно находятся из урав­
нения (3.9) 
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-ZJ->---Dtl 

Zf)— -V^A, 
Z(3 )= -^ ( V O f Vo ( D, + Vv D ^D, ) , 

и выражаются через единственную билинейную операцию у . 
Эти коэффициенты называются вариациями отображения 

ехр в точке 
t 

ехр AT-dt. 

k-тая вариация представляет собой k-линейное отображение 
алгебры Ли Q.g в себя; 

Z(*):(5T l , . . . , BXk)~ZW(Bu,..., Вч). 

Значение этих вариаций состоит, например, в том, что если 
при данных В% и t первые k—1 вариаций обращаются в нуль: 
Z,--> = 0, i=l,...,k— 1, то 

Q, (B)-Id+Zj->£+0(e--H) (3.11) 

С этой точки зрения, разложение (3.10) МОЖНО рассматри­
вать как разложение в ряд Тейлора кривой Q*(e), t6R, в точке 

t 

ехр j A%dx. 
о 

Особо важное значение имеют первая и вторая вариаци и 
t X 
л —> -Z{

t
l) = ]&xp\—auAedQBtdx, 

о о 

0 

t 

отображения ехр в точке ехр\ Axdx. 
о 

Следует отметить далее, что принципиально важное значение 
для иоследоваиня инфинитизимальных СВОЙСТВ отображения 
ехр имеет имений уравнение (3.9) для угловых скоростей. Дей­
ствительно!, во-первых, это уравнение на алгебре Ли, во-вторых» 
фигурирующая в нем связность не произвольна, а имеет нуле­
вые кручение и кривизну. Так как в этом уравнении с точностью 
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.до 'бесконечно малых более высокого порядка сосредоточена 
вся информация о кривой Qt(s), /GR, то естественно ожидать, 
ЧТО оно может дать и некоторую дополнительную информацию, 
представляющую интерес для теории управления. 

Именно, оказывается, что если множество S3 допустимых 
возмущений имеет структуру линейного пространства, то мно­
жество соответствующих угловых скоростей может быть пред­
оставлено при помощи орбиты некоторого нелинейного действия 
-абелевой группы этого пространства. Не вдаваясь в подроб­
ности, мы шишем результаты, которые можно получить, анали­
зируя уравнение для угловой скорости (3.9), для случая управ-

-ляемых систем 
Х = (А, + иВ,)Х, Xo — / . 

где At, Bt принадлежат одной из простых алгебр Ли so (3; R) 
,шш so(2;R). Именно, мы сформулируем условия, при которых 

г 
точка exp \ Axdr принадлежит границе множества достижимости 

О 

i 

^ / [0 ,F]={exp^ t + »-3{tau})dT; |tt(0|<o, 0 < t < r } . 
o 

Эти условия являются также необходимыми и достаточными 

для того, чтббы Траектория exp\A-dT, t&[0, T] была оптимальной 
о 

по быстродействию. 
Пусть { • >• > —инвариантная симметричная билинейная фор­

ма на соответствующей алгебре Ли: 
tr (AA*) для случая so (3; R), 

' ' 1 det -А для случая so(2;R). 
ГПусть, далее, \А\ •= У\ < А, А >. Будем предполагать, что 

(Bt,Bt)^0 VrfeR 
Шусть 

мр j—ad A^dxBi 

|«ap J—ad .At Л .S«[ 
о 

А.'Случай so (3; R). В этом случае < Ct,Ct > =-= l. Точка т 
•exp \ At di Принадлежит границе множества достижимости 81/ [0,Г J 

о 
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в том и только том случае, если кривая С-, 0 < t < T лежит-
на дуге большого круга длины<л. на сфере {{С,С > --=-1}в R s 

и направление движения по ЭТОЙ дуге неизменно при 0 < £ < Т , 
т. е. если дуга ориентирована от Со к Ст, то C>O,0<t<T. 

В. С л у ч а й si (2; R). Здесь имеют место два подслучая. 
8 1 . < Ct,Ct > =-1. Поверхность {{С, С) = 1 } есть двухпо- • 

т 
лостный гиперболоид в R3. Точка exp \ Axdx принадлежит гра-

о 
нице множества достижимости в том и только том случае,. 
если кривая Ct, 0 < t < 7 \ целиком лежит на гиперболе, кото­
рая получается в сечении этого гиперболоида некоторой плос­
костью, проходящей через начало координат в R3, причем 
направление движения С, вдоль этой гиперболы неизменно при 
0 < * « 7 \ 

8 2 . (Ct,Ct >== — 1. Здесь поверхность { < С , С > — — 1 } 
является однополостным гиперболоидом в R3. На таком гипер­
болоиде имеется два однопараметрических семейства прямоли-

т 
нейных образующих. Точка ехр \ Axdx лежит на границе мно-

о 
жества достижимости % [О, Т] в том и только том случае, если-
кривая Ct, 0< : г .<7 \ целиком лежит на одной из прямолиней­
ных образующих; направление движения произвольно. 

Пусть теперь М — гладкое n-мерное многообразие, Diff (M)V 
как и 'раньше,—.группа диффеоморфизмов многообразия M. 
Бег(Ф) - а л г е б р а Ли векторных полей «а М. Обозначим через 
QDiff(M) группу потоков на многообразии М, т. е. множество 
'В'сех абсолютно непрерывных семейств P*=\Pt*, <̂-Ю элементов 
Diff(M), таких что Р0*=Ы. Операция умножения в группе по­
токов ШШ(-М) задается .поточечно, формулой 

(P*Q*) —P(*oQ,* vteR. 
Роль алгебры Ли для группы потоков QDiff (M) играет алгебра 
Ли всех нестационарных векторных полей на М, абсолютно 
непрерывно зависящих от teR и обращающихся в нуль при> 
t — 0. Обозначим эту алгебру через QDer (Ф). Умножение в это* 
алгебре также задается поточечно формулой 

\Л .53J, •-=$,. Щ v*eR. 
Как и в матричном случае, оказывается, что кривые вида 

t 
г •-->• exp [ {1 + вВ) dx = Qt* (e) 

о 
в группе потоков .QDiff (М) ЯВЛЯЮТСЯ геодезическими связности 
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~7^0ег(Ф)х^0ег(Ф)->0Вег(Ф), определенной формулой 
t 

' о 
Таким образом, эти кривые удовлетворяют уравнениям 

d t . 

4LQt*(B)=Zt{*)Qt*, (58 

д& 

—> 
Z 

Z,(e) + vZ ( (e)—0, 
t X 

- > С - > и Ф) — \ ехР \ a d Aede-Stdt. 

(3.12) 

о о 
Уравнения (3.12) представляют собой довольно сложные ин-

тегро-дифференциальные уравнения с частными производными 
на многообразии М. Тем «е менее, как и в матричном случае, 
можно доказать, что они имеют единственное решение. 

Коэффициенты в соответствующем асимптотическом пред­
ставлении 

% ( * ) = % % % > " • (3.13) 
ft-=i 

угловой скорости Z,(e), ĜR, называются вариациями отобра­
жения ехр в точке 

exp \ A-dt. 
о 

k-тая вариация Zf является k-линейным отображением 
— > • — > • —> ~ * " ( / . ) "~ > {to} 

Zt:(BXl,..., Bx^^-Zx (Я-.,.. -,ВХ/1) 
алгебры Ли QDer(0), а значит, действует также и в ТМ: 

~ZtE(x)grxM VxqM. 
Выражения для этих вариаций те же, что и в матричном слу­
чае, только вместо коммутатора матриц стоит коммутатор век­
торных полей, например, 

z\l) = [ ехр С ad AedQBxdx, 

-zr-tt-kzz dx 

и т. д. На самом деле, легко доказать, что формулы, получен­
ные для матричного случая, следуют из только что приведен-



ных. Для этого нужно сопоставить нестационарному семейству 
At, t£R, элементов матринной алгебры Ли g векторное поле в 
R", соответствующее функции xt-,- A(x:R"-vR" и заметить, что 

__>. _ .> при таком соответствии коммутатору \Ах Вх] векторных полей 
—-> —> 
Ах, ExGDer (Ф), будет соответствовать коммутатор [АВ] = 
=ВА—АВ элементов A, B£g. В отличие от матричного слу­
чая, асимптотическое разложение (3.13) расходится. Тем не 
менее, вариации Z<*\ k = 1, 2 , . . . , имеют значение для иссле­
дования свойств нелинейных управляемых систем, ТОЧНО так же, 
как и уравнение для угловой скорости. 

3. Системы, линейные по управлению. Квазикоммутатив-
ный случай. В этом пункте мы покажем, как введенные выше 

_> 
вариации отображения ехр могут быть использованы в теории 
управления. При этом мы ограничимся рассмотрением наиболее 
простейших случаев; менее тривиальные ситуации, особенно 
в связи с условиями оптимальности высокого порядка мы наме­
рены рассмотреть у последующих публикациях. 

Системы линейные по управлению—это управляемые систе­
мы вида 

т 
i —>• и / + 2 ~£jaJ £(*)---'/ (•*)+2 it (?) "у > 

х№, x(0)=x0 . (3.14) 
_-. „> 

где / , gy, J = 1, . . . , т—гладкие векторные поля на /г-мерном 
дифференцируемом многообразии М. 

Мы начнем с одного результата, относящегося к локальной 
управляемости системы с одним управлением и: 
i - ( 7 + « J ) E ( x ) - / ( x ) + wg(x), x6M. Ar(0)=--x0, neR (3.15) 
(по поводу этого результата см., например, [42]). 

П р е д л о ж е н и е ЗЛ. Пусть векторы 

~g£ (x„), ad fgE (x0), • • • - ad""1 / g_ (xQ)QTXtM 

линейно независимы. Тогда управляемая система (ЗЛ5) локаль­
но управляема вдоль траектории, соответствующей управлению 
йаО, т. е. Vi>0 

e'/E(xo)emt̂ Vo(o = 
i i 

— > - • - > 

-int' expj (f-\-u{x)g)dxE{x0)\ «(•) e25.= L"[0, *] . 
о J 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем, что для любого Vt>0 
существует е > 0 такое, что 
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e$E (x0)eint e"xp j ( / + и(x)~g)E (x0)dx \ \ и(т) | < el. 

Так как V«(.)eLM[0, t] 
t t 

exp j (/+«(t)g)dt=g^exp JeCt-o»ii/ga(t)dr, 
о о 

то для этого достаточно доказать, что 

x0 == Е (x0)6int ехр J e<--' а £ | ^ й (т) dtE (x0) 11 и (t) | < в . 

Пусть v0(x), ...,©„_!(т) — пока произвольные функции вре­
мени, определенные на отрезке [0, t[. Рассмотрим отображение 

i m 

E:(e0, . . . . вп_г) •-->ехр" j е(т-0---7JV е ^ (t) E (x0) dx. 
о y=i 

Используя формулу вариаций, находим, что 
t 

^•Е(г0, ...,гп_1)\г^...=,Вп_^о = ^ e^-')^Vj(x)dxE(x0). - о 
Покажем, что функции г»0 (г), . . , , vn^ (r) можно выбрать так,. 
что 

i 

§e«-'W?g>vJ(x)E(xa)dx^adif'g*E(x()), / = 0, . . . , п-\. 
о 

Отсюда, в силу линейно независимости векторов 
~цЕ (x0), . . . , a d " - 1 / ^ (х0)бТХоМ, (3.16> 

получаем, что отображение E (е0, . . . , ея_1) при ег = 0 имеет 
максимальный ранг, а значит, по теореме о неявной функции,. 
существует такое е>0, что 

С t 1 
x0—E (xo)eint exp j e(f-0.-'-Ta (x)~gdxE (x0) 11 к (т) | < e • 

l о J 
Итак, докажем существование таких функций .о0 (т), . ... 

—>—> 
. . . , г)л_1 (т). Для .этого разложим e---_'>a-<f gE(.A.o) по бази­
су (3.16): 

л—1 

eix-wTgE (x0)-=2 сЦт) uuffgE (x0), (3.17) 

Пусть, кроме того, 
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Тогда, коэффициенты разложения (3.17) определяются из си­
стемы линейных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами 

со*=г.а°сп-\ 

(3.18) c"-! — c"-2 + a"-1c"-1, 
c°(0)=-1, с*(0) = О, i < K r e - l . 

В самом деле, дифференцируя равенство (3.17), мы получаем, 
что 

л-1 

А-0 
п-2 л-1 

-{sum} с* (г) ad*+»/g£ (л0) + 2 -"'"' (t) a* ad* / 7 E (xo), 
ft-0 A-.0 

откуда и следует (3.18). 
Функции c°(t), . . . , с"-1 (t) аналитичны и линейно независимы., 

а потому матрица Грамма 

C(t)^n(ck(t)ci{x))dA A,j = 0, . . . , л - 1 

невырождеиа. 
Будем искать искомые функции Vj(x), 0 < T < Z - , / = 0 , . . . 
. . . , n—1, п виде 

« - 1 

А.--0 

Тогда 

2 2 64 J с" (*) с» (t) dt ad<7JE (x0) = ad7/gE (л:0), 

откуда получается система линейных алгебраических уравне­
ний для определения коэффициентов iJ

a, J, a-=О, ...,n— 1: 

^][св(т)вЧт)л-^-{?;^Рр' 
Определитель этой системы — определитель матрицы Грамма, 
а потому эта система однозначно разрешима. Искомые функ­
ции .-'j(T), 0<T'-Si построены. 
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Предложение доказано. 
Отметим, что хотя доказательство предложения 3.1 не самое 

короткое, оно обладает одним неоспоримым преимуществом: яв­
но строятся управления, с помощью которых траекториями 
управляемой системы (3.15) покрывается окрестность точки 
е%(х0). 

Заметим, далее, что условие линейной независимости векто­
ров gE(x0), . . . , adn-I/gE(x0) эквивалентно тому, что первая 
вариация управляемой системы (3.15) накрывает касательное 
пространство ТХ„М, т. е. образ отображения 

t 
и(-)^\[)Qa(x))E(x0)^e™^£u(x)dxE(x0)-.L°°\0, t\^TXtM 

о 
совпадает с ТХвМ. 

Рассмотрим теперь управляемую систему 

x — / (x ) + 2 *-<&(•*)• *--*"• иг625=-Г°(Ю (3.19) 

в R". Эта система называется квазикоммутативной, если ее 
вторая вариация равна нулю, т. е. для любого t > 0 и для лю­
бых tt-6L°°(R), i-=l, . . . , « , x06R" 

2<2> 2 * ч * ) 1 и 
\ t 

drE(x0)-=0, 

Нетрудно видеть, что условие квазикоммутативности систе­
мы (3.19) эквивалентно условию 

[e'adtgle-'-Tgyl - 0 Vt, seR, i, j = 1, . . . , да. 
В этом случае отображение 

^ - /_ "- _ \ 
(«Ч • ) , . . . , а« (• ))-ехр j / + 2 и- (-с) g > E (xo) 

•«сводится» к первой вариации. Именно, имеет место 
Предложение 3.2. Для любого x0gR множество 

D(j>--=txp | е - а а Т 2 и>(t)~£jdxE (х0); а-(Ое--"1 [0, tjl 
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имеет естественную структуру коммутативной группы Ли, при-
• — > — > 

чем векторные поля eTad.fg;, 0<t<i f , / - — 1 , . . . , т, порождают 
пространство инвариантных векторных полей на этой группе. 

Доказательство см. в [2]. 
Отметим, что если размерность указанной группы D^] рав­

на k, то так как всякая ^-мерная коммутативная группа Ли 
получается факторизацией R* по некоторой решетке, то пред­
ложение 3.2. сводит управляемую систему 

т 
х=--е^^и^Е(х), хеЯп, (3.20) 

к линейной системе в R* по модулю решетки. Так что, напри­
мер, задача попадания в точку для (3.20) эквивалентна задаче 
попадания в множество узлов подходящей решетки для линей­
ной системы в R-. 

ПРИЛОЖЕНИЕ. 
ЭЛЕМЕНТЫ ХРОНОЛОГИЧЕСКОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

Здесь собраны некоторые понятия и формулы хронологиче­
ского исчисления, которые использовались в основном тексте 
работы. Изложение довольно сжатое; доказательство всех при­
водимых ниже фактов можно найти в [2], [3]. Сначала изла­
гается соответствующий материал жля конечномерного матрич­
ного случая. Это делается в ОСНОВНОМ ИЗ методических сообра­
жений; почти все факты для конечномерного случая легко сле­
дуют из общих утверждений. С другой стороны, построения, 
проведенные в конечномерном случае имеют глубокие аналоги 
в общем, бесконечномерном случае. 

1. Хронологический формализм и матричные дифференци­
альные уравнения. Пусть, как и раньше, Gl(n; R) —полная ли­
нейная группа Ли всех невырожденных матриц, gl(n; R) —ее 
алгебра Ли. Нас будут интересовать матричные дифференци­
альные уравнения 

X—XA, X,-/, (1) 
Y = BtY, YU = I (2) 

относительно семейств X,, У,, /GR, элементов Gl(n; R). Здесь 
A,, В,, tGR — произвольные локально суммируемые семейства 
элементов gl(n, R). Решения этих уравнений существуют, един­
ственны, являются абсолютно непрерывными кривыми в груп­
пе G1(n; R) и могут быть представлены в виде сходящихся хро­
нологических рядов Вольтерра 

t во / хтл 

X, = exp JATd* —-4-2 jdt i . . . j" dxmA1m...Ax„ 
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t со / Vn- i 

r i=-expJ5TdT = / + 2 J d t i . . . J dxmAXl...AXm. 
0 m = l In to 

Стрелка над ехр в обозначениях правой и левой хронологи­
ческих экспонент 

i t 

ехр J Atdr, ехр J Bxdx 
I о t, 

показывает, куда выносится при дифференцировании соответ­
ствующее семейство матриц: 

t t t t 
_ . 

in t о ^о --о 

Далее, оказывается, что имеет место формула 
/{to} ', у 1 <- \ 
ехр J -A-dt =exp j — A tdt, 

выражающая правило «обращения стрелок» для хронологиче­
ских экспонент. Эта формула отражает тот простой факт, что 
решения уравнений 

ехр \ ATdt =-=ехр \ ATdxAt, ----- ехр \ Bxdx = Bt ехр \ 5Tdt. 

X,=-*,A. X/.-=/ и ^-=-- - -4^1. ^ ' . = j 
являются взаимно обратными абсолютно непрерывными семей­
ствами элементов Gl(n; R). Следует отметить, что. совместное 
рассмотрение предыдущих уравнений позволяет чисто алгеб­
раическим способом доказать единственность решений уравне­
ний (1), (2) (более подробно см. [2]; см. также работу [1],. 
где аналогичным способом доказана единственность решения 
аналитической системы дифференциальных уравнений с част­
ными производными). Наконец, отметим, что если t0<ti-< . . _ 
. . . <th<t — произвольные моменты времени, то 

t • it tt t 
—> p —>• p —> p —> p 
exp J Axdx = ехр J Axdx • ехр J Axdx ... ехр J Axdx. 

to to tt ifo 
Эта формула (и аналогичная формула для левой экспоненты) 
выражает ее полугрупповое свойство и является непосредствен­
ным следствием единственности решений соответствующих 
уравнений. Если [AfAt']= — Ai'At'-\-Ai«Aii = 0 для любых 
.-'. *"GR, или, более общо, если V^R 

ч 
J Axdx At = 0 , 

то правая и левая хронологические экспоненты совпадают: 
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I I * 

exp J A T d t = = e x p J ATdt-=e{cdot}'- , 

тде, как обычно,' 
!ATdx °° „ / ' 

e'o 

00 / , ; \ * 

Основное значение для нас имеет так называемая формула 
вариаций, которая выражает решение 

expj (.St + At) А?* 
' о 

возмущенного уравнения 

через решение 

exp j Axdx 
/о 

исходного уравнения 
A=X-4^ , X/0 = / . 

.Эта формула имеет вид: 
_ ' / т _ t 
exp j (At+.ST) dx ==• exp J exp j ad A0dQB%dr exp j Л-dt, (3) 

»D ' в / о * • 

где, как обычно, 
ad Л(£?)-=-[ЛЯ]=ДА — AE VA, B6gl(«; R). 

Здесь 

exp J ad ATdt 

•есть решение матричного дифференциального уравнения 
jtWt^WtoudAt, Wh~ld. 

При этом vEegl(n; R) 

exp J ad ATdtL? -=> Ad I exp J ЛТАГТ 15 --=• 

exp j A tdt j В I exp j Atd-r J . 
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Следовательно, формулу (3) можно записать также з виде 
t t % t 

exp J (Л.- + Bx) dx=exp j Ad exp J ABdQBxdx exp J A tdt = 

' T {to} ' 

= exp j exp J ad A.ede5TdT exp J ATdt. 

Кроме того, 
t t 11 r \ 

exp (" (At + -8T) dt = exp j ATdt exp j Ad exp j Aed6 5tdt = 
/ if т 

= exp J ATdT exp J exp j ad AedeE.-dt. 

Аналогичные формулы имеют место и для левой экспоненты: 
i t t X 

exp j (A- + Bx) dx = exp j Axdx • exp j exp j — ad Aed8Etdt = 

= exp j Axdx • exp j Ad exp j — Aed0-9T dx. 
U it \ it ) 

Правым хронологическим логарифмом абсолютно непрерыв­
ной кривой 

t 

exp j Axdx, i€R 
' о 

в группе Q\(n; R) называется абсолютно непрерывная кривая 
i t 

J ATdt = In exp j Axdx, ieR 
'» to 

в алгебре Ли gl(A; R). 

С помощью формулы вариаций можно вычислить 

In I exp j Axdx I и In I exp j ATdt exp j" Bxdx . 

Именно, оказывается, что 
In exp J Axdx exp j Bxdx I = J exp J — ad Bede Ax+Bx)dx, 

1nlexpJA-dtj =1n expj — ATdt = 
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= J exp j ad AQdQA-4x. (4) 
tt о 

Аналогично вводятся левый хронологический логарифм. Отме­
тим, что формулы (4) естественно рассматривать как аналог 
формулы Кэмпбелла—Хаусдорфа, выражающую логарифм 
1п {елев) через A, В, [А, В] и т. д. 

2. Однопараметрические семейства функций и операторов. 
Пусть М — бесконечно дифференцируемое n-мерное многообра­
зие, гладко вложенное в пространство R-, Ф=С°°(М) — алгебра 
гладких функций на М, Ф=Ф-х . . . ХФП —декартово произве­
дение п экземпляров Ф, Е— сужение тождественного отобра­
жения R" на М, Der (Ф) — множество дифференцирований ал­
гебры Ф, Diff (M) —группа диффеоморфизмов многообразия M. 

Пусть, далее, п(х)—ортогональный проектор R- на каса­
тельное пространство 

ТХМ^{ХЕ (x); Xe Der (Ф)} 
к M в точке х. Сопоставим вектору hGRd векторное поле 
he Der (Ф) по формуле 

A*q> (х) ==•-• < dq>(-x), n(x)h > УФ6Ф, хеМ. 
Определим в Ф полунормы \\-\\s,u (s —целое >0 , ifаМ — ком-
пакт) формулой 

s 

\\ ф \\SiU -== sup У. sup ]А,\.Хф(.х)| УФ6Ф. 
J - > i , . . . . a 

(Г . 
Если ф=1 : I бФ", то положим 

VW 
||ф||*,и= max || Ф* |[,ity. 

1<а<" 
Система полунорм \\-\\Slu определяет в Ф локально выпуклую 
топологию, превращая Ф в пространство Фреше. Всюду, далее, 
пространство Ф рассматривается с этой топологией. 

Обозначим через Х(Ф) ассоциативную алгебру линейных 
непрерывных отображений Ф в себя. Можно доказать, что 

Dffi(M), Der («-Оси (Ф). 
В пространстве ..^(Ф) введем ТОПОЛОГИЮ простой (поточеч­

ной) сходимости: последовательность операторов s£h-+0, x-voo 
в .^(Ф), если У,фбФ sthy+0 в Ф. 

Пусть ф(1 /GR,— семейство элементов Ф, зависящее от пара­
метров t.eR, Непрерывность и дифференцируемость по парамет-
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ру t этого семейства определяется обычным образом, ибо Ф — 
линейное топологическое пространство. 

Семейство <р(, t&R, называется измеримым, если для любого 
х.Ш измерима скалярная функция t •-*• <pt (x). 

Измеримое семейство ф(, t&K, называется локально интегри­
руемым, если для любой полунормы \\-\\„v функция 

интегрируема по Лебегу. При этом интегралом локально 
интегрируемого семейства Ф(, t€iR в пределах от t1 до t2 
называется функция 

Эта функция принадлежит Ф и 
t, t, 

jl[)Tdt <||]1])т||-,{/ЙГ. 
t, s,V tx 

Семейство (p(, tQR, называется абсолютно непрерывным, 
•если существует локально интегрируемое семейство .J,, igR, 
такое, что VtQR, i0(5R 

t 

Можно доказать (см. [1]), что абсолютно непрерывное се­
мейство <р() teR, элементов Ф дифференцируемо почти всюду, 
причем 

5 <Р«---=%• 

Те же понятия, что и выше, определяются и для одиопара-
метрических семейств Аи t,6R, операторов из 3?(Ф) в «слабом» 
•смысле. 

Именно, мы говорим, что семейство s&t, fGR, элементов 
^ ( Ф ) некоторым свойством, если У<рбф этим свойством обла­
дает семейство -].,== ̂ ( ф , t£R элементов Ф. 

3. Нестационарные векторные поля и потоки. Нестационар­
ным векторным полем на многообразии М или просто полем 
мы будем называть произвольное локально интегрируемое се­
мейство 

XM teR, 
элементов Der (Ф)с:5?(Ф). 

Нестационарное поле Хь 6̂R> называется ограниченным, 
если Vs>0, tu /2GR 
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t, 

j | |X t | | . f ,Mdt< oo, 

где XT = XTE6®"-
Потоком на многообразии М мы будем называть произволь­

ное абсолютно непрерывное семейство Р,*, tgR, диффеомор­
физмов М, удовлетворяющее условию Р0* —Id. Здесь Id—тож­
дественное отображение X (Ф). 

- > 
Пусть Xt, /GR, —-некоторое нестационарное векторное поле 

на М. Рассмотрим линейные дифференциальные уравнения 

~J, = AtoXt, ,А0^Ы, (5) 

• ^ . — - X A «о==и (6) 
относительно семейств ,At, ?В„ 2.GR, элементов Х(Ф). Реше­
ниями этих уравнений называются абсолютно непрерывные 
семейства J,t, ,'S,, г-GR, такие, что 

^л—лД,, > , = - а д 
при почти всех tgR и ,^„ == ,fS0 =-,. Id. Уравнения (5) —(6) экви­
валентны линейным интегральным уравнениям 

Л{ -= Id + j JxoXxdx, % = I d - J Xxo(Bxdt. 
0 (I 

Оказывается, что если поле Xt, ..GR, ограниченно, то решения 
этих уравнений существуют, единственны и являются взаимно 
обратными потоками. При этом, если Р*, /-GR, —решение 
уравнения (5), то Pj---=Pt*E удовлетворяет обыкновенному диф­
ференциальному уравнению Vx0GM 

- — P , ( x o ) — X ^ . № Poto)—*,.- (?) 
и обратно, если семейство диффеоморфизмов многообразия M 
Р,, z-GR, определено дифференциальным уравнением (7), то Р,*, 
tQR, есть поток, удовлетворяющий уравнению (5). В свою 
очередь, если fBh i&R, — произвольное решение уравнения (6), 
то УФ6Ф функция co(t, x) ==-,<f),cp(x) удовлетворяет линейному 
однородному уравнению в частных производных первого порядка; 

- - « ( t , ^ ) + X;co(t,x)==0, a3(O,x) = 9(^). (8) 

Далее, если многообразие M является аналитическим, а поле 
Xt ограничено и вещественно аиалитично, то решения уравне-
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ний (5) —(6) может быть представлено с помощью хронологи­
ческих рядов Вольтерра, именно с помощью рядов вида 

со t xm-i _ __у 

$, (Хх)=Id+2 1 dx,... f dxmXXmo... oXtl. 
-I-.1 о о 

со - T m - i _ y 

f i(—ZT)=Id-T-2(-1)mI^i--- j dxmXuo...oXXn. 
m=\ 0 0 

Приведем точную формулировку соответствующего утверждения, 
для случая, когда М = R". Пусть 1/ст, сг>0, -комплексная 
окрестность RracrC": 

Va*= 2 = ( : JeC«| | l ra2 |<a , 

а Я0-множество действительных аналитических функций.» 
на R", допускающих ограниченное аналитическое продолжение 
на Va, 

п 

||co||f=SUp|CO(2)|, ЮбЦ-, £-а= П 0„. 

Поле X.., Z.6R, называется ограниченным аналитическим, если 
для некоторого a > 0 Xt(Qo, ĜR. Пусть 

H.XJS -max||.X?||S". 
l«x<n 

При этих предположениях оказывается, что существует 
такое p-=p(0), есть ряд 

_> _> °° ' т°--1 _ 
r,(Xt)<D(Z)=(D(2) + 2 jdT, . . . j XT/n...XTlC0(Z) 

/"•.=-1 0 0 

сходится абсолютно'и равномерно при VagQ,,, а'<сх, |i|<p(or), 
При этом 

со t 

m=0 
СО 

Далее, семейство Р Д z-eR, где Pt=-Wt{Xx)E является реше­
нием уравнения (5). 

Аналогичное утверждение имеет место и для левого уравне­
ния (6). _Следует отметить здесь, что сами хронологические 
ряды f"t(Xx) и Wt{ — Xx), вообще говоря, расходятся в отличие 
от конечномерного матричного случая. 

Поток Pt*, tgR, удовлетворяющий уравнению (5) называется 
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правой хронологической экспонентой, а поток Qt*, /gR, удов­
летворяющий уравнению (6) —левой хронологической 'экспонентой. 
Для них, соответственно, вводим обозначения 

Р(* -= exp f A?
Tdr, Q* = exp j _ Xxdx. 

о о 
При этом, как и в матричном случае, 

exp J XTdt — exp j — XT-oft 
\ о / о 

и имеют место соответствующие формулы вариации постоянной, 
например, 

- у ,. _> _> —> я —у 
exp j (XT + r T )d t = exp j exp \ adXQdeYxdxX 

и о б 
< t x t 

XexpJ XXdT==expJ Ad exp J XodeK-dtexp J X-dt; 
u и 6 о 

exp j (XT -|- ГТ) dr = exp J XTdt exp j exp j ad XQYxdx •= 
0 6 0 t 

t t X 
—> (• {to} —> с —> [• —> —>• 

==- exp J Xxdx exp j Ad exp J X0dQYxdx. 
о о t 

Отметим, что если М — аналитическое многообразие, а по-
— > • • • > ля Х( и Yt вещественно аиалитичны и ограничены, то поле , 

_ t t _ 

ехр j ad XxdxYt — Ad exp j XxdxYt 
и о : 

можно выразить также в терминах соответствующего хроноло­
гического ряда 

т t 

ft-OO 
^,(adXT)Y; = 2 \dxx... j ' dt/7IadXT/;i...adXt<F'/. 

Именно, если M=R", Xt, Yfi&a, то существует такое 
p = p(a), что ряд 

Wt (adXt) r ' E (z) = _ j d t 1 . . . j adXrm°• • • °adXxy,E (z) 
A - 0 0 0 

сходится абсолютно и равномерно при |t|<p(-0. cr'<a, причем 
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( Ad exp j %dxYt J E (2) =$' . . (ad XT) YtE{z). 

t 

Абсолютно непрерывное поле \ Xxdx называется правым 
о 

•Хронологическим логарифмом потока. 
t 

— > • • — > • 

Pt* = exp \ Xxdx 
о 

и обозначается через 
t 

—у — > ,"> —> 

1п ехр \ XTdt. 
о 

Аналогичным образом определяется левый хронологический ло­
гарифм. Как и в матричном случае, оказываются справедливыми 
формулы 

Гп \ ехр J Xxdx ехр J Yxdx = j I ехр j — ad YedQXx+YX dx, 

In exp j XTdt =- — j exp j ad XedQXxdx. 
\ о / о о 
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