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Постановка задачи

q = (x , y , z , v)T ∈ M = R4, (u1, u2) ∈ R2,

X1 =


1
0
− y

2
0

 , X2 =


0
1
x
2

x2+y2

2

 ,

q̇ = u1X1 + u2X2,

q(0) = q0 = (0, 0, 0, 0)T , q(t1) = q1,

J =

∫ t1

0
(−u2

1 + u2
2) dt → max .



Гамильтонова система ПМП

ẋ1 = −h1,

ẋ2 = h2,

ẏ =
x2h1 + x1h2

2
,

ż =
x2
1 + x2

2

2
h2,

ḣ1 = −h2h3,

ḣ2 = −h1h3,

ḣ3 = −h1h4,

ḣ4 = 0.

Функция Гамильтона: H = 1
2

(
− h2

1 + h2
2

)
.



Времениподобные геодезические, H < 0
Новые координаты на поверхности уровня

{
H = −1

2

}
:

h1 = ± cosh θ, h2 = sinh θ, h3 = c , h4 = α.

Симметрия гамильтоновой системы:

ε0 : (h1, h2, h3, h4, x1, x2, y , z) 7→ (−h1, h2,−h3, h4,−x1, x2,−y , z)

⇓
h1 > 0.

Интеграл энергии:

E =
h2

3

2
− h2h4 =

c2

2
− α sinh θ, Ė = h3ḣ3 − h4ḣ2 = 0.



Вертикальная подсистема

θ̇ = −c ,
ċ = −α cosh θ,
α̇ = 0.

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

θ

c

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

θ

c



Разбиение на подмножества
Множество всех нормальных геодезических

C = T ∗q0
M ∩

{
H = −1

2
, h1 > 0

}
=
{

(θ, c , α) ∈ R3}
имеет следующее разбиение на подмножества:

C = C 0
0 ∪ C 0 ∪ C− ∪ C+, λ = (θ, c , α),

C 0
0 = {λ ∈ C | c = 0, α = 0},

C 0 = {λ ∈ C | c 6= 0, α = 0},
C− = {λ ∈ C | α < 0},
C+ = {λ ∈ C | α > 0}.

Симметрия между множествами C− и C+:

ε1 : (α, c , θ, x1, x2, y , z) 7→ (−α,−c ,−θ, x1,−x2,−y ,−z).



Эллиптические координаты в C +

c = −2æ sc(æϕ) dn(æϕ), ϕ ∈
(
− K

æ
,
K
æ

)
,

sinh θ =
2æ2

(
1− k2

(
1 + cn4(æϕ)

))
α cn2(æϕ)

, æ =

√√
E 2 + α2

2
,

cosh θ =
2æ2

(
1− k2

(
1− cn4(æϕ)

))
α cn2(æϕ)

, k2 =
1
2

+
E
4æ2 ∈ (0, 1).

Вертикальная подсистема:

ϕ̇ = 1, Ė = 0, α̇ = 0.



Параметризация геодезических в случае C±

x1(t) =
2æ

|α|
(scψ0 dnψ0 − scψt dnψt),

x2(t) =
4æ
(

æ(1− k2)t −
(
E(ψt)− E(ψ0)

))
− |α|x1(t)

α
.

y(t) = −
2æ2

α|α|

(
k2(cn2 ψt − cn2 ψ0) + (1− k2)(nc2 ψt − nc2 ψ0)

)
+

+
æ

|α|

(
dnψ0 scψ0 + dnψt scψt

)
x2(t),

z(t) =

(
x2(t)

)3
6

+
4æ3

3α3

(
2æ(k2 − 1)t + (1− k2)

(dnψt snψt

cn3 ψt
−

dnψ0 snψ0

cn3 ψ0

)
+

+ k2(cnψt dnψt snψt − cnψ0 dnψ0 snψ0)− 2
(
E(ψt)− E(ψ0)

)
(2k2 − 1)

)
−

−
2æ dnψ0 snψ0

(
æ dnψ0 scψ0

|α| x2(t)− 1
2 x1(t)x2(t)− y(t)

)
cnψ0|α|

−
2æ2(2k2 − 1)x1(t)

3α|α|
,

где ψ0 = æϕ0, ψt = æϕt ∈ (−K,K).



Параметризация геодезических
в вырожденных случаях

Если λ ∈ C0, то

α = 0, E =
c2

2
=⇒ c ≡ const, θ = θ0 − c t,

x1(t) =
sinh(θ0 − c t)− sinh θ0

c
, x2(t) =

cosh θ0 − cosh(θ0 − c t)

c
,

y(t) =
sinh(c t)− c t

2c2 ,

z(t) =
4 sinh3 ( c t

2

)
sinh

(
3θ0 − 3c t

2

)
− 3
(
sinh(c t)− c t

)
sinh θ0

6c3 .

Если λ ∈ C0
0 , то

α = c = E = 0, θ ≡ const, sinh θ = s0,

x1(t) = −
√

s2
0 + 1 t, x2(t) = s0 t,

y ≡ 0,

z(t) =
(2s2

0 + 1)s0
6

t3.



Проекции геодезических на плоскость (x1, x2)
в случаях C±, C 0, C 0
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Экспоненциальное отображение

Exp : N → M = R4, Exp(λ, t) = q(t),

N = {(λ, t) ∈ C × R+ | t ∈
(
0, tsupr(λ)

)
}.

λ ∈ C± =⇒ tsupr(λ) =
K(k)− ψ0

æ
,

λ ∈ C 0 ∪ C 0
0 =⇒ tsupr(λ) =∞.

tcut(λ) ≤ tsupr(λ)



Отражения траекторий вертикальной системы
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Действие отражений εi в прообразе N
экспоненциального отображения

εi : C → C , εi(θ, c , α) = (θi , c i , αi),

(θ1, c1, α1) = (−θ,−c ,−α),

(θ2, c2, α2) = (θ,−c , α),

(θ3, c3, α3) = (−θ, c ,−α).

ε1(λ, t) =
(
ε1(λ), t

)
,

εi(λ, t) =
(
εi ◦ et~Hv (λ), t

)
, i = 2, 3,

где ~Hv = −c ∂
∂θ
− α cosh θ ∂

∂c ∈ Vec(C ) — вертикальная
часть гамильтонова векторного поля.



Действие отражений εi в образе M
экспоненциального отображения

εi : M → M,

εi(q) = εi(x1, x2, y , z) = qi = (x i
1, x

i
2, y

i , z i),

(x1
1 , x

1
2 , y

1, z1) = (x1, −x2, −y , −z),

(x2
1 , x

2
2 , y

2, z2) = (x1, x2, −y , z − x1y),

(x3
1 , x

3
2 , y

3, z3) = (x1, −x2, y , x1y − z).



Симметрии экспоненциального отображения и
соответствующие множества Максвелла

Предложение
Отражения εi , i = 1, 2, 3, являются симметриями
экспоненциального отображения, т.е.,

(εi ◦ Exp)(θ, c , α, t) = (Exp ◦ εi)(θ, c , α, t), (θ, c , α, t) ∈ N.

λ = (θ, c , α), λi = εi(λ),

MAXi =
{

(λ, t) ∈ N | λi 6= λ, Exp(λi , t) = Exp(λ, t)
}
.



Описание неподвижных точек симметрий εi в
прообразе экспоненциального отображения

τ =
ψt + ψ0

2
, p =

ψt − ψ0

2
=

æt
2
.

Лемма

1. λ1 = λ ⇐⇒ λ ∈ C 0
0 , θ = 0.

2. λ2 = λ ⇐⇒ λ ∈ C±, τ = 0 или λ ∈ C 0
0 .

3. λ3 = λ ⇐⇒ λ ∈ C 0 ∪ C 0
0 , θ +

ct
2

= 0



Описание неподвижных точек симметрий εi в
образе экспоненциального отображения

Лемма

1. ε1(q) = q ⇐⇒ x2 = 0, y = 0, z = 0.
2. ε2(q) = q ⇐⇒ y = 0.

3. ε3(q) = q ⇐⇒ x2 = 0, z =
x1y
2

.



Исследование множества Максвелла MAX2

y = − sn τ cn τ dn τ fy (p)

α|α|æ2k2(cn2 τ − dn2 τ sn2 p)(1− k2 sn2 p sn2 τ)
,

fy (p) = (16æ4k2 E(p)− α2p)(dn2 p − k2 cn2 p sn2 p)−
− 16æ4k4 cn3 p dn p sn p.

MAX2 ∩N± = {ν ∈ N± | y(ν) = 0, τ 6= 0, τ ∈ (−K,K), p ∈ (0,K)} =

= {ν ∈ N± | fy (p) = 0, p ∈ (0,K)},

где ν = (τ, p,E , α).



Исследование множества Максвелла MAX2

Лемма
Пусть гладкие функции f (u), g(u) на (0, u0) ⊂ R
удовлетворяют условиям

f (u) 6≡ 0, g(u) > 0,
(

f (u)

g(u)

)′
≥ 0,

lim
u→0

f (u)

g(u)
= 0.

Тогда f (u) > 0 при u ∈ (0, u0).

Лемма
Функция fy (p) > 0 при p ∈

(
0,K(k)

)
, k ∈ (0, 1).

g(p) = k2
(
1− k2(1− cn4 p)

)
— функция сравнения.



Описание множества Максвелла

Теорема
MAX2 ∩N± = ∅

В общем случае λ ∈ C± времениподобная геодезическая
не имеет времен Максвелла tMAX(λ) ∈

(
0, tsupr(λ)

)
,

соответствующих рассмотренным симметриям
εi , i = 1, 2, 3.



Пространственноподобные геодезические, H > 0

Новые координаты на поверхности уровня
{

H =
1
2

}
:

h1 = sinh θ, h2 = ± cosh θ, h3 = c , h4 = α.

Симметрия гамильтоновой системы:

ε0 : (h1, h2, h3, h4, x1, x2, y , z) 7→ (h1,−h2,−h3,−h4, x1,−x2,−y ,−z)

⇓
h2 > 0.

Интеграл энергии:

E =
h2

3

2
− h2h4 =

c2

2
− α cosh θ.



Вертикальная подсистема

θ̇ = −c ,
ċ = −α sinh θ,
α̇ = 0.
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Разбиение на подмножества
Множество всех нормальных геодезических

C = T ∗q0
∩
{

H =
1
2
, h2 > 0

}
=
{

(θ, c , α) ∈ R3}.
имеет следующее разбиение на подмножества:

C = ∪7
i=1Ci , Ci ∩ Cj = ∅, i 6= j , λ = (θ, c , α),

C1 = {λ ∈ C | α < 0,E > −α},
C2 = {λ ∈ C | α > 0,E < −α},
C3 = {λ ∈ C | α > 0,E > −α},
C4 = {λ ∈ C | α > 0,E = −α, c 6= 0, θ 6= 0},
C5 = {λ ∈ C | α 6= 0,E = −α, c = 0, θ = 0},
C6 = {λ ∈ C | α = 0, E > 0, c 6= 0},
C7 = {λ ∈ C | α = 0, E = 0, c = 0}.



Эллиптические координаты
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Вертикальная подсистема:

ϕ̇ = 1, Ė = 0, α̇ = 0.



Эллиптические координаты в C1,C2

c =
√

2(E + α) sn(æϕ), ϕ ∈ R,

sinh θ =

√
E − α

√
E + α cn(æϕ) dn(æϕ)

α
, æ =

√
E − α

2
,

cosh θ = 1− (E + α) cn2(æϕ)

α
, k2 =

E + α

E − α
∈ (0, 1).

c = sgn θ

√
2(−α− E ) sn(æϕ)

cn(æϕ)
, ϕ ∈

(
− K

æ
,
K
æ

)
,

sinh θ = sgn θ
√
−α− E

√
α− E dn(æϕ)

α cn2(æϕ)
, æ =

√
α− E

2
,

cosh θ = 1− α + E
α cn(æϕ)

, k2 =
2α

α− E
∈ (0, 1).



Эллиптические координаты в C3,C4

c = sgn c
2æ dn(æϕ)

cn(æϕ)
, ϕ ∈

(
− K

æ
,
K
æ

)
,

sinh θ = sgn c
2 sn(æϕ)

cn2(æϕ)
, æ =

√
E + α

2
,

cosh θ =
1 + sn2(æϕ)

cn2(æϕ)
, k2 = k2 =

E − α
E + α

∈ (−∞, 1).

c = sgn θ
4αeæϕ

αe2æϕ − 1
, ϕ ∈ R, αe2æϕ 6= 1,

sinh θ = sgn θ
4æeæϕ(αe2æϕ + 1)

(αe2æϕ − 1)2 , æ =
√
α,

cos θ =
αe2æϕ(αe2æϕ + 6) + 1

αe2æϕ − 1
.



Параметризация геодезических в случае C1

x1(t) =

√
2
√
α+ E
α

(
snψt − snψ0

)
,

x2(t) = −
2æ

α

(
E(ψt)− E(ψ0)

)
− t,

y(t) =

√
α+ E
√

2α2

(
2æ
(

cnψt dnψt − cnψ0 dnψ0 +
(
E(ψt)− E(ψ0)

)(
snψt + snψ0

))
+

+ α
(

snψt + snψ0

)
t
)
,

z(t) =

(
x2(t)

)3
6

+
1

3α3

(
2æ
((
α+ E

)(
cnψt dnψt(snψt − snψ0)−

− 2(cnψt dnψt − cnψ0 dnψ0) snψ0
)
−
(
E + 3(α+ E) sn2 ψ0

)(
E(ψt)−

− E(ψ0)
))

+ α
(
α− E − 3

(
α+ E

)
sn2 ψ0

)
t
)
,

где ψ0 = æϕ0, ψt = æϕt .



Параметризация геодезических в случае C2

x1(t) = −
√

2
√
−α− E sgn θ

α

(
scψt − scψ0

)
,

x2(t) = −
2æ
(
E(ψt)− E(ψ0) + dnψ0 scψ0 − dnψt scψt

)
+ Et

α
,

y(t) = −
√
−α− E sgn θ
√

2α2

(
E
(

scψ0 + scψt

)
t + 2æ

((
scψ0 + scψt

)(
E(ψt)− E(ψ0)

)
+

+
(
dnψt − dnψ0

)(
1− scψ0 scψt

)))
,

z(t) =

(
x2(t)

)3
6

+
2æ
(
3(α+ E) sn2 ψ0 − E cn2 ψ0

)
3α3 cn2 ψ0

(
E(ψt)− E(ψ0)

)
+

+
1

3α3æ cn3 ψt cn3 ψ0

(
2æ

(
cnψt

(
α
(
cn2 ψt dnψ0(1− 3 cn2 ψ0)+

+ 3 cn2 ψ0 dnψt
)

+
(

cn2 ψt dnψ0
(
1− 4 cn2 ψ0

)
+ 3 cn2 ψ0 dnψt

)
E
)

snψ0−

− cnψ0 dnψt

(
α cn2 ψ0 + 3α sn2 ψ0 cn2 ψt +

(
3 cn2 ψt + cn2 ψ0

(
1−

− 4 cn2 ψt
))

E
)

snψt

)
+

(
α+ E

)(
cn2 ψ0(α− 4E) + 3E

)
3α3 cn2 ψ0

t.



Параметризация геодезических в случае C3

x1(t) =
2 sgn c(cnψ0 dnψt − cnψt dnψ0)

æ cnψt cnψ0(1− k2)
,

x2(t) =
2

æ(1− k2)

(
dnψt scψt − dnψ0 scψ0 − E(ψt) + E(ψ0)

)
+ t,

y(t) =
sgn c

æ(1− k2)

(
2

æ(1− k2)

((
dcψt + dcψ0

)(
E(ψt)− E(ψ0)

)
+

+
(
dcψ0 dcψt + k2

)(
snψ0 − snψt

))
−
(

dcψ0 + dcψt

)
t
)
,

z(t) =
2
(
E(ψt)− E(ψ0)

)(
6− 6k2 + cn2 ψ0(1 + 7k2)

)
3æ3 cn2 ψ0(−1 + k2)3

+
2(3 dn2 ψ0 + cn2 ψ0)

3æ2 cn2 ψ0(−1 + k2)2
t+

+
2

3æ3 cn3 ψt cn3 ψ0(−1 + k2)3

(
cn3 ψt dnψ0

(
2 + cn2 ψ0 − 2k2 + 7 cn2 ψ0k2

)
×

× snψ0 − 6 cn2 ψ0 cnψt dnψ0
(
k2 − 1

)
snψt + 2 cn3 ψ0 dnψt

(
k2 − 1

)
snψt−

− cnψ0 cn2 ψt dnψt
(
6− 6k2 + cn2 ψ0(1 + 7k2)

)
snψt

)
+

(
x2(t)

)3
6

,

где ψ0 = æϕ0, ψt = æϕt ∈ (−K,K).



Параметризация геодезических в случае C4

x1(t) = 4 sgn θ
(

eψt

−1 + αe2ψt
−

eψ0

−1 + αe2ψ0

)
,

x2(t) =
4
æ

(
1

−1 + αe2ψ −
1

−1 + αe2ψ

)
+ t,

y(t) = − sgn θ
2eψ0 (−1 + αeψt+ψ0 )(2 + æt + eψt−ψ0 (æt − 2))

æ(−1 + αe2ψ0 )(−1 + αe2ψt )
,

z(t) =
x3
2 (t)

6
+

4
3

(
6e2ψ0 t

(−1 + αe2ψ0 )2
+
−1− 9αe2ψ0 (−2 + αe2ψ0 )

αæ(−1 + αe2ψ0 )3
+

+
12
(
1 + αe2ψ0 (−1 + 2eψt−ψ0 )

)
αæ(−1 + αe2ψ0 )(−1 + αe2ψt )2

−
8

αæ(−1 + αe2ψt )3
−

−
3
(
1 + αe2ψ0

(
6 + 4eψt−ψ0 − αe2ψ0 (−1 + 4eψt−ψ0 )

))
αæ(−1 + αe2ψ0 )2(−1 + αe2ψt )

)
.



Параметризация геодезических
в вырожденных случаях

Если λ ∈ C5, то

x1(t) ≡ 0, x2(t) = t, y ≡ 0, z =
t3

6
.

Если λ ∈ C6, то

α = 0, c ≡ const 6= 0, θ = θ0 − ct.

x1(t) =
cosh(ct − θ0)− cosh θ0

c
, x2(t) =

sinh(ct − θ0) + sinh θ0
c

,

y(t) =
ct − sinh(ct)

2c2 , z(t) =
4 cosh

( 3ct
2 − 3θ0

)
sinh3 ct

2 − 3 cosh θ0
(
ct − sinh(ct)

)
6c3 .

Если λ ∈ C7, то

α = 0, c ≡ 0, θ ≡ const, sinh θ = s0,

x1(t) = −s0t, x2(t) =
√

1 + s2
0 t,

y ≡ 0, z(t) =
(1 + 2s2

0 )
√

1 + s2
0

6
t.



Проекции геодезических на плоскость (x1, x2)
в случаях Ci , i = 1, 2, 3, 4, 6
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Экспоненциальное отображение

Exp : N → M = R4, Exp(λ, t) = q(t),

N = {(λ, t) ∈ C × R+ | t ∈
(
0, tsupr(λ)

)
}.

λ ∈ C1 =⇒ tsupr(λ) =∞,

λ ∈ C2 ∪ C3 =⇒ tsupr(λ) =
K(k)− ψ0

æ
,

λ ∈ C4, t0 > 0 =⇒ tsupr(λ) = t0,
λ ∈ C4, t0 < 0 =⇒ tsupr(λ) =∞,
λ ∈ C5 ∪ C6 ∪ C7 =⇒ tsupr(λ) =∞,

где t0 = − lnα
2
√
α− ϕ0

.



Отражения траекторий вертикальной системы
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Действие отражений εi в прообразе N
экспоненциального отображения

εi : C → C , εi(θ, c , α) = (θi , c i , αi),

(θ1, c1, α1) = (θ,−c ,−α),

(θ2, c2, α2) = (−θ, c , α),

(θ3, c3, α3) = (−θ,−c ,−α).

εi(λ, t) =
(
εi ◦ et~Hv (λ), t

)
, i = 1, 2,

ε3(λ, t) =
(
ε3(λ), t

)
,

где ~Hv = −c ∂
∂θ
− α sinh θ ∂

∂c ∈ Vec(C ) — вертикальная часть
гамильтонова векторного поля.



Действие отражений εi в образе M
экспоненциального отображения

εi : M → M, εi(q) = εi(x1, x2, y , z) = qi = (x i
1, x

i
2, y

i , z i),

(x1
1 , x

1
2 , y

1, z1) = (x1, x2, −y , z − x1y),

(x2
1 , x

2
2 , y

2, z2) = (−x1, x2, y , z − x1y),

(x3
1 , x

3
2 , y

3, z3) = (−x1, x2, −y , z).



Симметрии экспоненциального отображения и
соответствующие множества Максвелла

Предложение
Отражения εi , i = 1, 2, 3, являются симметриями
экспоненциального отображения, т.е.,

(εi ◦ Exp)(θ, c , α, t) = (Exp ◦ εi)(θ, c , α, t), (θ, c , α, t) ∈ N.

λ = (θ, c , α), λi = εi(λ),

MAXi =
{

(λ, t) ∈ N | λi 6= λ, Exp(λi , t) = Exp(λ, t)
}
.



Описание неподвижных точек симметрий εi в
прообразе экспоненциального отображения

Лемма

1. λ1 = λ ⇐⇒


sn τ = 0, если λ ∈ C1 ∪ C2,
невозможно, если λ ∈ C3 ∪ C4 ∪ C6,
c = 0, if λ ∈ C5 ∪ C7.

2. λ2 = λ ⇐⇒


cn τ = 0, если λ ∈ C1,
невозможно, если λ ∈ C2 ∪ C4,
sn τ = 0, если λ ∈ C3,

θ = 0, если λ ∈
⋃7

i=5 Ci .

3. λ3 = λ ⇐⇒
{

невозможно, если λ ∈ (
⋃4

i=1 Ci) ∪ C6,
θ = c = 0, если λ ∈ C5 ∪ C7.



Описание неподвижных точек симметрий εi в
образе экспоненциального отображения

Лемма

1. ε1(q) = q ⇐⇒ y = 0.
2. ε2(q) = q ⇐⇒ x1 = 0.
3. ε3(q) = q ⇐⇒ x2

1 + y 2 = 0.



Исследование множеств Максвелла
MAX1,MAX2 в случае λ ∈ C1

x1 =
2
√

2(α + E ) cn τ dn τ sn p
α(1− k2 sn2 p sn2 τ)

,

y =
2
√

2(α + E ) sn τ f1(p)

α2æ(1− k2 sn2 p sn2 τ)
,

f1(p) = αp cn p dn p + æ2(2 cn p dn p E(p)− (1 + k2) sn p + 2k2 sn3 p
)
.

MAX1 ∩N1 = {ν ∈ N1 | y = 0, sn τ 6= 0} = {ν ∈ N1 | f1(p) = 0},
MAX2 ∩N1 = {ν ∈ N1 | x1 = 0, cn τ 6= 0} = {ν ∈ N1 | sn p = 0},

где ν = (τ, p,E , α).

tMAX2(λ) ≤ tMAX1(λ)?



Исследование множеств Максвелла
MAX1,MAX2 в случае λ ∈ C2

x1 = −2 sgn θ
√

2
√
−α− E dn τ cn p sn p

α(cn2 τ − sn2 p dn2 τ)
,

y =
2 sgn θ

√
2
√
−α− E cn τ sn τ f2(p)

α2æ(cn2 τ − sn2 p dn2 τ)
,

f2(p) = −Ep dn p − æ2(2 dn p E(p)− k2 cn p sn p
)

MAX1 ∩N2 = {ν ∈ N2 | y = 0, sn τ 6= 0, τ ∈ (−K,K), p ∈ (0,K)} ⊂
⊂ {ν ∈ N2 | f2(p) = 0, p ∈ (0,K)},

MAX2 ∩N2 = {ν ∈ N2 | x1 = 0, τ ∈ (−K,K), p ∈ (0,K)} = ∅,

где ν = (τ, p,E , α).



Исследование множеств Максвелла
MAX1,MAX2 в случае λ ∈ C2

Лемма
Функция f2(p) > 0 при p ∈

(
0,K(k)

)
, k ∈ (0, 1).

Доказательство.
g(p) = dn p — функция сравнения.

Предложение
MAX1 ∩N2 = ∅



Исследование множеств Максвелла
MAX1,MAX2 в случае λ ∈ C3

x1 =
4 sgn c sn p sn τ

æ(cn2 τ − dn2 τ sn2 p)
,

y = − 4 sgn c cn τ dn τ f3(p)

æ2(1− k2)2(cn2 τ − dn2 τ sn2 p)
,

f3(p) = cn p dn p
(
(1− k2)p − 2 E(p)

)
+ (1 + k2) sn p − 2k2 sn3 p.

MAX1 ∩N3 = {ν ∈ N3 | y = 0, τ ∈ (−K,K), p ∈ (0,K)}
= {ν ∈ N3 | f3(p) = 0, p ∈ (0,K)},

MAX2 ∩N3 = {ν ∈ N3 | x1 = 0, sn τ 6= 0, τ ∈ (−K,K), p ∈ (0,K)} = ∅,

где ν = (τ, p,E , α).



Исследование множеств Максвелла
MAX1,MAX2 в случае λ ∈ C3

Lemma
Функция f3(p) > 0 при p ∈ (0,K).

Доказательство.
g(p) = cn p dn p — функция сравнения.

Предложение
MAX1 ∩N3 = ∅



Верхняя оценка на время разреза

Теорема

λ ∈ C1 =⇒ tcut(λ) ≤ 2K(k).

λ ∈ C2 ∪ C3 =⇒ tcut(λ) ≤ K(k)− ψ0

æ
.



Результаты

• Рассмотрены случаи времениподобных и
пространственноподобных геодезических.

• Получена параметризация экспоненциального
отображения.

• Исследованы симметрии экспоненциального
отображения и соответствующие множества
Максвелла.

• Найдена глобальная верхняя оценка на время разреза.


